Fonctions - correction Planche 3

Planche 3 : X%k

Pour tout entier naturel n on consideére la fonction f,, définie sur [0, +oo] par :
Vz € [0, +ool, fo(z) = 2"t — 27
® Montrons que ’équation fn(z) =1 admet une unique solution «, sur [0,+oo[ et que
YvneN, 1 <a, <2

e Sin=0alors f, : v —> 2 — 1 et 'équation fo(x) = 1 admet une unique solution ag = 2.

e Sin > 1, on étudie la fonction f,, : C’est une fonction polynéme, ce qui assure que f;, est de classe C* sur R..

fi(x)=(m+ 1" —naz" ! =a2"(n+ 1)z —n)
Des lors

!/
n

(x)=0&129=00ux; = 0.

PESN
11 en découle que la fonction f,, est décroissante sur [0,x1] avec f,(0) = 0.

Donc f,, ne s’annule pas sur |0, z1].

11 suffit alors de noter que f,, est continue sur [1,2] et que 1 est compris entre f,,(1) =0et f,(2) =2" > 1
pour conclure par application du théoreme des valeurs intermédiaires que : Jay, € [1,2]/ fn(ayn) =1

n

< 1.
n+1

Par ailleurs la fonction f,, est strictement croissante sur [1,2] C [z1, +00[ puisque x1 =
Par application du théoreme de la bijection, nous avons donc :
| Fov, € [1,2]/ fo(om) = 1]

@ Modélisation : On lira page suivante une rédaction possible utilisant ’algorithme de dichotomie et le langage
Python. Il suffit de faire varier la valeur de N pour pouvoir conjecturer que la suite (cv,) converge vers 1 par
valeurs supérieures.

® Etude mathématique :

a. Déterminons le signe de fni11(x) — fn(2), pour tout entier naturel n et tout réel positif x :

fn-i—l(x) _ fn(x) — xn+2 _ xn+1 _ xn-&-l 4 " = l,n+2 _ 2xpn+1 + "
=a2"(2? — 2+ 1) =2"(z - 1)*>0,Vz € Ry

En déduire la monotonie de la suite () :
Si on considere le cas particulier z = «, € [1,2] pour tout n entier naturel, on obtient :

fn(an+1) < fn+1(an+1) =1= fn(an)
Or la fonction f, est croissante sur [1,2]. Il découle donc de la relation précédente que : ap11 < vy, Vn € N.

Conclusion : ‘La suite (ay,) est décroissante ‘

b. Prouvons que la suite («,) est convergente, vers une limite notée | :
La suite (av,) est décroissante et minorée par 1 donc elle converge.

Conclusion : |3L € [1,2]. lim a,, = L

n— oo

En raisonnant par Uabsurde, validons la conjecture faite en 2. pour la limite L de la suite (o) :

On suppose pour valider notre conjecture que L > 1.
Alors :



lim (o)™ = lim e"™@n) = 400 car In(L) > 0
n— oo n— oo

Des lors :
VneN fu(a,) =a! —a? = a?(a —1)
et donc
lim fn(ay) =400

n—oo

Ce qui est absurde puisque, par hypothese, f,(a,) =1, Vn € N.

Conclusion : ‘ (o) converge vers L =1 ‘

Fonctions Python permettant d’estimer la monotonie de la suite (u,,) :
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

plt.close(’all’)

eps = le-3

def g(n,x): # g(n,x) = fu(x)—1
return x**x(n+1)-x**n-1

def dichotomie(n,eps):
# détermination de o, & eps prés avec a,b = 1,2
a,b =1,2
while b-a > eps:
c = (atb)/2
if g(n,a)*g(n,c) <= 0:
b=c
else:
a=c
return ¢ # v.a. de alpha_n

def suiteAlpha(N):
alpha = [2] # initialisation avec alpha_ 0 = 2
for n in range(1,N+1): # termes de alpha_1 & alpha_N
va = dichotomie(n,eps)
alpha.append(va)
return alpha

def graphe(N):
A = suiteAlpha(N)
abs = np.arange(N+1)
plt.plot(abs,A,’ro’)
plt.show()
return A

A = graphe(200)

plt.show()



