TD2 — Planche 4
Corrigé

Rappel : algorithme de dichotomie

On considére une fonction g continue sur un segment [a,b]. On suppose que g s’annule
exactement une fois sur [a,b], en un point a. On construit deux suites (ay) et (by) en posant
ag =a, bg =0 et

ap + by

Cr = 9 )

puis
G = 0k, b = cr. i glag)g(er) <O,
ag+1 = Ck, bpy1 =bg, sinon.

On sait alors que (ay) et (bx) convergent toutes deux vers a.
Dans tout ’exercice, pour n > 2, on pose

fo(z) =2" + 2 —n.

1. Existence et unicité de ¢,

Pour tout n > 2, on a
2" > n.

Par ailleurs,
fa(1)=2-n<0 et fu(2)=2"+2-n2>2>0.

La fonction f,, est continue sur [1, 2]. Le théoréme des valeurs intermédiaires donne donc I’existence
d’un réel
en € [1,2]

tel que
fn(en) =0.

De plus,
fi(x) =nz" 1 4+1>0 (x > 0).

Ainsi f, est strictement croissante sur R? , donc I’équation f,,(x) = 0 possede au plus une solution
positive.
Il existe donc un unique &, € R tel que

falen) =0, 1<, <2




2. Etude de la suite (¢,,)

a) Encadrement

Comme f,(g,) =0,
d’ou
Or ¢, > 1, donc

Ainsi

b) Convergence

On sait que

Inn
car — — 0.

n
L’encadrement précédent donne alors, par le théoreme des gendarmes,
en — 1.
La limite ¢ demandée est donc

3. Calcul d’une valeur approchée par dichotomie

On sait que &, € [1,2] et que f, est strictement croissante. Il suffit donc d’appliquer la
dichotomie sur [1, 2].

On arréte 'algorithme lorsque la longueur de I'intervalle est inférieure ou égale a 27". En
renvoyant l'extrémité droite b, on obtient alors

1

Une implémentation possible est :

def f(n, x):
return x*x*xn + x — n

def dichotomie(n):
a, b=1, 2
while b - a > 1/(2%*n):
c=(a+b)2
if f(n, a) * f(n, c) <= 0:
b=c
else:
a=c
return b

Par exemple, pour n = 50, cette méthode fournit une approximation de 59 & une erreur
inférieure ou égale & 270,




4. Méthode de Newton

On pose

fn(x) " +x—n
=r——.

file) " T

In(T) =2 —

On considére une suite () définie par

0<zg—¢e, < Thy1 = gn(Tk).

277

a) Etude de g,

Pour x > 0,
fi(x) =nz""14+1>0,

donc g, est bien définie et dérivable sur R7 .

En dérivant,
" (fr(2))? (fr(@)?

() =n(n—1)z" 2

Ainsi

n(n — 1)z 2 f,(z)
(nz™=1 +1)2

gn(x) =

Comme f,, est strictement croissante et f,(e,) =0,
fo(x) <0 sur [1,e,], fu(x) >0 sur le,, +o0].

Il en résulte que
gh(z) <0 sur [1,e,], gh(x) >0 surle,, +ool.

Ainsi g, est décroissante sur [1,¢e,] et croissante sur [, +00].

b) Position des termes de la suite

On a
gn(en) =E&n

puisque f,(g,) = 0.
De plus, pour = > €, on a fy(x) > 0 et f)(z) > 0, donc

I — fn(@)
fu(®)

Comme o > &, supposons Iy > &,. Alors, puisque g, est croissante sur [e,, +00],

gn(z) =

<z

Tht1 = gn(Tk) > gnlen) = €n.

Ainsi, par récurrence,

Vk € N, Tk > En.
| |




c) Convergence de (zy)

Pour tout k,

T ) =

car xj > &, implique f,(zg) > 0.
La suite (zy) est donc décroissante et minorée par ¢,. Elle converge vers une limite £ > .
Par continuité de g,,

k—o0 k—o0

Ainsi '
fu(0)
donc f,(¢) = 0. Par unicité de la solution positive,
{=¢g,.
Ainsi
Ty — En.

d) Majoration de ’erreur

On a
Tht1 — €n = Gn(Zk) — GnlEn)-

Comme g, est continue et dérivable sur [e,, x|, le théoréme des accroissements finis donne
I'existence de ¢ € [y, k] tel que

Tht1 — En = gn () (@ — €n)-

” (n = 1)e2f,(0)
;o nn—=1)c""*fu(c
gn(c) - (ncn—l + 1)2
On peut écrire
fn(c) ne 2

ghle) = (n—1)

ne 4+ 1lner141°

Comme ¢ > ¢, > 1,

ncn72
—— < L
nc—1 4+ 1
De plus,
Jfa(c)
ncnil 1 =Cc— gn(c)

Puisque g, est croissante sur [g,, +00],

En = gn(gn) < gn(c) < gn(xk) = Tk41,
et comme ¢ < x,
0<c—gnlc) <xf—ep.

On obtient donc
0< g;(c) <(n—1)(xx —epn).

Finalement,

0<Zpp1 —en < (n—1)(zp —en)>




e) Estimation quadratique

La question précédente donne directement

0<Zpp1 —en < (n—1)(zp —en)?

Cette inégalité traduit la convergence quadratique de la méthode de Newton dans ce cadre.

f) Estimation explicite de ’erreur

Montrons par récurrence que

0<xzp—en< (k € N).

n 22"

Pour k£ = 0, on sait que

1
0<ag—e, < on
Or, pour n > 2, 2" > 2n, donc
1 1
<
2n 7 2n
L’inégalité est donc vraie au rang 0.
Supposons-la vraie a un rang k. D’apres la question précédente,

0<Zpp1 —en < (n—1)(zp —en)>

Par hypothese de récurrence,

1 < 1
n2 22t = 2ktt?

Tkl — En < (n_ 1)

puisque n — 1 < n.
La propriété est donc vraie pour tout k € N.

5. Approximation a une précision donnée

On cherche un entier k tel que

0<xp —¢e, <e.

D’apres la question précédente, il suffit d’avoir
! <
no? <

En supposant ne < 1, cette condition équivaut a

ok —ln(ne)7
~ In2
puis a

—In(ne) >

ln(1 5
B>\ e/
- In2

—1
Nao)
N= |\ s /

In2

On peut donc choisir

Pour obtenir une approximation de €, a e pres, on effectue d’abord une dichotomie pour
construire xg, puis N étapes de Newton.
Une implémentation possible est :



def f(n, x):
return x**n + X - n

def fp(n, x):
return n*x*x(n-1) + 1

def dichotomie(n):
a, b=1, 2
while b - a > 1/(2%*n):
c=(a+b)2
if f(n, a) * f(n, c) <= 0:
b=c
else:
a=c
return b

def Approx(n, e):
x = dichotomie(n)

# Nombre iterations suffisantes pour avoir erreur <= e.
if nxe >= 1:
N=20
else:
N = int(
__import__("math").ceil(
__import__("math") .log(
-__import__("math") .log(n*e) /
__import__("math") .log(2)
) / __import__("math").log(2)

for _ in range(N):
x =x - f(n, x)/fp(n, x)

return x

Pour une écriture plus lisible, on peut naturellement importer les fonctions logarithme et
plafond au début du programme :

from math import log, ceil

def Approx(n, e):
x = dichotomie(n)

if n*e < 1:

N = ceil(log(-log(n*e)/log(2))/1log(2))
else:

N=20

for _ in range(N):
x =x - f(n, x)/fp(n, x)

return x




