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Variables aléatoires discretes et algebre
linéaire

Exercice 1 :

On considere I'expérience &£ suivante : on lance n fois la piece, puis on pioche une unique boule dans 1'urne
dont le numéro correspond au nombre de fois ou “pile” a été obtenu.
Par exemple, si on a obtenu quatre “piles” au cours de ces n lancers, on pioche dans I'urne n°4.

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de “piles” obtenues lors des n lancers et Y la
variable aléatoire qui vaut 1 si ’on tire une boule verte et 0 sinon.

@ a)

e)

X est le nombre de pils en n lancers indépendants, la probabilité de pile a chaque lancer étant p.

Conclusion : | X < B(n,p) et P(X =k) = (})p" (1 — )" * pour k € X (Q) = [[0,n]]
Conclusion : ‘E(X) =npet V(X)=np(1l—-p) ‘

Onaalors V(X) = E(X?) — E(X)* et E(X?) =V (X)+ E(X)* =np(1—p)+n?p?

Conclusion : ‘E (X)=np(1—p+np) ‘

Quand X = 0, on tire une boule de I'urne 0 qui contient 0 vertes et n rouges. On tirera donc une
boule rouge (I’évenement (Y = 0) est réalisé) et

Conclusion : P(x:o) Y=0=1

et de méme si X =n, il n’y a que des boules vertes (on tirera donc une rouge) et

Conclusion : | Px_p)(Y =0) =0

Si X et Y sont indépendantes alors P x—gy(Y = 0) = P (Y = 0) = P x—p)(Y = 0). ce qui n’est pas
le cas.

Conclusion : ‘ X et Y ne sont pas indépendan‘ces‘

Quand X = k, on tire une boule de I'urne k£ qui contient k vertes et n — k rouges.

Ces n boules étant équiprobables

k
Conclusion : |Px_p)(Y =1) = —.
n

(X = k)o<k<n est un systeme complet d’événements, donc (probabilités totales)

P(Y=1) = Y Px_pn(Y =1)P(X =k)
k=0

f) Comme les valeurs de Y sont {0,1} on a donc

Conclusion : ‘Y — B(p)et E(Y) = p‘
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g) D’apres le théoreme de transfert,

n

E(XY) = ) Y kiP(X=knY =i
k=0icY (Q)

= Y (kP(X=kNY =1)+0)

= EP(X=kNY =1)+0pour k=0
k=1

avecP(X:kﬂYzl):P(X:k:)PX:k(Yzl):P(X:k:)%donc

k
E(XY) = Zk; P(X =k)
k=1
_ ! f:;ﬁ P(X =k)
n
k=0
n 2
Conclusion : |E(XY) = Zk:P(X =kNY =1)= B(X7)
n
k=1

h) On a alors

| E(X?) E(X)
- v

Conclusion : ‘cov (X,Y)=p(1 —p) ‘

Exercice 2 :

@® La cas des variables aléatoires discrétes finies. Soient n un entier naturel et X une variable aléatoire
réelle a valeurs dans I,, = [0, n].

a) Montrons que gx est une fonction polynéme a coefficients réels dont on précisera le degré mazximal.
Quelle est la valeur de gx (1) ?
Si X(Q) C I, =[0,n], alors a, = P(X = k) =0, Vk > n. D’ou :
n

VteR, gx(t) = Z aith. Ce qui prouve que gx est un polynome de degré au plus n.

k=0
n
gx(1)=> ar= Y P(X=k) =1 puisque X(Q) C I, = [0,n].
k=0 EEX(Q)
Conclusion : |gx(1) =1|
Lu dans le rapport de jury : « [AgroB 2011] Certains candidats conservent des séries et parlent

de polynomes de degré infini. On voit des formules mathématiques fausses, par exemple : pour tout
n

k de I, pour tout x g,(t) = Z art®, quelques résultats fantaisistes, par exemple : gx (1) = ag+ a1
k=0
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n—+1
2

ou gx (1) = (ap + ap) ».

gx est une fonction polynéme. Elle est donc de classe C*° sur R et en particulier dérivable deux
fois sur R. Un calcul immédiat donne :

n
VtER, gh(t) = apkt™!
k=1

soit
gx(1) = apk=> kP(X =k) = E(X)
k=1 k=1
De méme :
g% (t) = apk(k —1)t"2 et donc g% (1) = Y k(k— )P(X = k) = E(X(X — 1))
k=2 k=2

D’apres le théoreme de transfert.

Des lors, d’apres le théoreme de Koénig-Huygens et par linéarité de l'intégrale :
V(X)=E(X?) -E>(X) =E(X(X - 1)) + E(X) — E?(X)
Conclusion : [V(X) = g% (1) + gk (1) — (g (1))?

Calculons la fonction génératrice d’une variable aléatoire X suivant la loi binomiale de parameétres
n et p avecp >0 :
Si X suit une loi binomiale de parametres n et p, alors

n n - . )
VEER, gx(t) =) (,kaqn *"t* = (pt+¢)". (On a posé ¢ =1—p).
k=0

Lu dans le rapport de jury : « [AgroB-2011] Résultat trouvé dans environ 60% des copies ».

Retrouvons grace a cette fonction lespérance et la variance d’une loi binomiale de paramétres n et
p : 1l suffit, d’apres 1.c) de calculer g’ (t) = np(pt + q)" ! et g% (t) = n(n — 1)p*(pt + ¢)" 2.

Conclusion : |E(X) = ¢ (1) =np(p+q) = np| et

V(X) =n(n—1)p* 4+ np — n?p*> = np — np® = np(1 — p)

® La cas des variables aléatoires discretes infinies.

a)

Montrons que pour tout t € [—1,1], la série Zant" est absolument convergente. En déduire que
gx est définie sur [—1,1] et donner la valeur de gx(1) :

vVt e [-1,1], Vn € N, |a,t"| < ay.
+0o0
Par définition d’une loi de probabilité (co-additivité), la série Z a, converge, et sa somme Z an

n=0

vaut 1 car X(Q) = N.

Par application du théoreme de comparaison des séries a termes positifs nous pouvons conclure
que la série Y a,t™ converge absolument. Or la convergence absolue entraine la convergence.

Conclusion : | gx est défini sur [—1,1] et gx (1) = Zan =1}
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Remarque : On pouvait aussi écrire que Vt € [—1,1], Vn € N, |a,t™] < |t"].

Or, Vt €] — 1,1], Z |t"| = Z |t|"™ converge car c’est une série géométrique avec |¢| < 1 donc, par
application du théoreme de comparaison, Z lant™| converge.

Par ailleurs, pour [t| = 1, Z|ant”| = Z lan| = Zan converge de somme égale a 1. Ce qui

permet de conclure que Z ant”™ converge absolument et donc que gx est défini sur [—1,1].

Lu dans le rapport de jury : « Question trés rarement bien traitée (10% des candidats montrent
correctement l’absolue convergence).

La magoration |axt®| < |t*| ne permet de montrer ’absolue convergence que lorsque |t| < 1. Le cas
[t| = 1 doit alors étre étudié a part, ce que les candidats remarquent trés rarement. La solution la
plus rapide consiste a effectuer la majoration \aktk| < agp. Quelques candidats se lancent dans des
calculs avec des séries!!

Parmi les erreurs rencontrées dans plusieurs copies, on trouve :

- la série de terme général ay|t|F est une série géométrique...

- klim lartf| = 0, donc la série est absolument convergente... - ai|t|* est majorée par 1, donc la
—+00
série est absolument convergente...
“+oo +oo
- des candidats écrivent |Z apt®) < Zak|t|k, pour en déduire la convergence de la série... »
k=0 k=0

Soit Y une variable aléatoire réelle a valeurs dans N. Montrons que si X et Y sont indépendantes,
alors pour tout t € [—1,1], gx+v(t) = gx(t)gy (t) :

Si X et Y sont indépendantes, alors Vt € [—1, 1] les variables aléatoires tX et t¥ sont indépendantes
et admettent des espérances d’apres 1’énoncé.

Donc gx,+x,(t) = E(t11+%2) = B(t%11%2) = B ) E(tY?) = gx, (t)gx, (1)

L9xi+x(8) = gxi (Hgx, (1)

On suppose que X suit une loi géométrique de parametre p €]0, 1[, & valeurs dans N*. Calculons
gx(t) pourt € [=1,1] (on pourra poser ¢ =1 —p). En déduire ’existence et la valeur de E(X).

On rappelle que X (Q) = N* et P(X = k) = pg*~!, Vk € N*.

Alors la question 2.a) justifie I'existence de gx(t) pour tout ¢ € [—1, 1] (sinon on écrit que la série
Z pg"1t* est de méme nature que Z:(qt)k*1 = Z(qt)i qui est une série géométrique convergente
k>1 k>1 i>0

car |¢qt| = g|t| < g < 1 puisque [¢t| < 1).

+oo —+o00 pt
vt e [—1,1], gx(t) = k=1gk — pt = ——
[~1,1], gx(t) ;pq ka_O(CI) Tt

Lu dans le rapport de jury : « Cette question a permis aux éléves moyens, mais sérieus, de
faire la différence.

Attention, X (Q2) = N* : trop de candidats ont commencé la somme a 0. Trop ont oublié ou n’ont
pas justifié correctement la convergence de la série géométrique. »

On rappelle ensuite que E(X) = ¢ (1).
p(1 —qt) + qpt p
O d t == = .
rox() (1—qgt)? (1 —qt)?
& On note que Vt € [—1,1], 1 — gt # 0 puisque ¢t = 1/q impossible (en effet : % > 1)
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1
Conclusion : |E(X) existe et vaut E(X) = _r

S (1-¢?% p

& Pour la méthode « usuelles », on se rapportera au cours.

d) On suppose ici que X suit une loi de Poisson de parametre A > 0.

i. © Calculons gx(t) pourt € [—1,1] et retrouvons l'existence et la valeur de E(X) :

)\k
On rappelle que X (2) =Net P(X =k) = e‘Aﬁ, Vk € N.
Alors,Vt € [—1,1], gx(t) est la somme d’une série convergente et :
+oo k +oo k
A - AgF
vVt e [-1,1], gx(t) = Ze /\Etk =e )‘Z e At
k=0 k=0

Lu dans le rapport de jury : « Souvent bien traitée. »

Pour E(X), ¢ (t) = Ae’t™D | donc | E(X) existe et vaut E(X) = g (1) = A

ii. © Si X et Y sont deux variables indépendantes qui suivent respectivement une loi de Poisson
de parametre A et p. Déterminons gx+y (t) et en déduire que X +Y suit une loi de Poisson
dont on précisera le parameétre :

Par application de la question 2.b) on obtient que S = X +Y admet pour fonction génératrice :
gs(t) = gX—i-Y(t) = gX(t)gY(t) = @)‘(tfl)e#(tfl) = e()‘JﬂU')(t*l)

On reconnait la fonction génératrice d’une loi de Poisson de parametre A + .
La fonction génératrice caractérisant la loi d’une variable aléatoire, on peut conclure que :

‘S<—>73()\+u)‘

Probléeme :

Partie 1

Dans cette partie , N = 3.

1. Que dire de la suite (Xn)n>0 sikg=07Sikyg=37
— Si kg = 0, alors il n’y a initialement aucune bactérie de type A. Ce sera le cas sur chacun des
tirages. Les variables aléatoires X, sont donc toutes des variables aléatoires certaines égales a 0.
Ou encore :
Conclusion : ‘ (X,) est la suite constante égale a O‘

— Si kg = 3, alors il n’y a initialement que des bactérie de type A. Ce sera le cas sur chacun des
tirages. Les variables aléatoires X, sont donc toutes des variables aléatoires certaines égales a 3.
Ou encore :

Conclusion : ‘ (Xy) est la suite constante égale a 3‘

On suppose désormais, dans la suite de cette partie que k¢ = 1.

2. On utilise la formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements

((Xn = 0)’ (Xn = 1)7 (Xn = 2)7 (Xn = 3))
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Donc
P(Xnt1=0) = Px,=0) (Xnt1 =0)P (X5 =0) +Px,=1) (Xn41 =0) P (X =1)
+P(x,=2) (Xn+1 = 0) P (X0, = 2) + P(x,=3) (Xp1 = 0) P (X, = 3)
2\* 1\*
— P(X,=0)+ (3> P(X,=1)+ (3> P (X, = 2)
8
= P(Xy=0)+ 5P (X, = 1)+27P(Xn_2)

car la loi conditionnelle de X, est :

— laloi certaine égale & 0 si (X, = 0) est réalisé et donc Py, — )(Xn+1 =0)=1

1 1

— laloi B <3, 3) si (X = 1) est réalisé et donc Py, —1)(Xnt1 = ( > 3) < >
2

— laloi B (3, 3) si (X, = 2) est réalisé.

— la loi certaine égale a 3 si (X,, = 3) est réalisé.

et on a de méme, toujours par application de la formule des probabilités totales :

1/2\% 4
7PXHZO(X”'H:1):0:Pxn:1(Xn+1:1):3§ g :§;

2 /1\%2 2
Pxnzz (Xn+1 = 1) =35 g =q- Pxnzs (Xn+1 = 1) =0

3 9
4 2
done P (Xpp1 =1) = 5P (X0 = 1) + P (X, = 2)
1\?2 2 2\?1 4
— Py (Xn+1=2):3<3> 359 Pxne (Xn+1—2)_3<3> 379
4 2
done P (X1 =2) = ;P (X, = 1) + 5P (X, = 2)
1\ 1 2\* 8
P Ko =3 = (3) =g Pan G == (3) = 5
1 8
done P (X1 =3) = P (Xp = 1) + P (X = 2) + P (X, = 3)
Donc
P (X, 11 = 0) P(Xa=0)+ £P (Xo = 1)+ P (X =2)
P(Xp1=1) | _ 3P (X, =1)+2P (X, =2)
P (Xnt1=2) P (X, =1)+2P(X,=2)
P (Xn+1=3) 1 8
et +P (X, =1)+ 2P (X, =2) + P (X, =3)
1 & 5 0
247 227 P (X, =0)
105 5 0 P(X,=1)
o 2 50 P (X, =2)
1 8 =
0 % &£ 1 P (X, =3)
Conclusion : |U,y1 = AU,
8 1
1 & Lo
3)%%4—(0123)0330—02754 =V
1 8
0 %= & 1

(@]
~
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b) Comme les valeurs de X, sont {0,1,2, 3} alors
E(X,) =0P(X,=0)+1P (X, =1)+2P (X, =2)+3P(X,, =3)=VU,
Or U,41 = AU, pour tout n € N donc une récurrence usuelle permet de montrer que
U,=A"Upet E(X,)=VU,=VA"Uy=VUy=FE(Xy) =1
(on peut aussi remarquer que E (X,41) = VUyy1 =V AU, = VU, donc la suite (F (X))
est constante et vaut 1)

neN

Conclusion : ‘pour tout entier n: F (X,) =1 ‘
8 1
1 £ Lo
05 20
— 9 9 . 12 12 2
18
0 L £ 1

b) N.B. les variables X, et (3 — X,,) ne sont pas indépendantes donc I'espérance du produit n’est
pas simplement le produit des espérances.
On revient au théoreme de transfert :

E(Xa(3-Xa) = 0(3-0)P(X,=0)+13—1)P (X, =1)

= 2P(X,=1)+2P (X, =2)

= WU,
Comme précédemment, E (X, 11 (3 — Xp41)) = WUy =W A Un =2WU, =2E (X, (3 Xy))
La suite [F (X, (3 — X ))]nGN est donc géométrique de raison % et

B (X0 (3 - Xa) = (3)"F (X0 (3 - Xo) 3
avec X (3 — Xo) = 2 (variable certaine) et donc E (X (3 — Xp)) =

Conclusion : |pour tout entier n: E (X, (3 — X)) = ( )

¢) Comme F (X, (3 - X,)) =2P (X, =1)+ 2P (X,, = 2) alors
P(X,=1)+P(X,=2)=3E(X,(3—Xy)) = (3)"

Conclusion : |P (X, =1)+P (X, =2) = (%)

2
d) Comme ’3' < 1 alors (%)n — 0 et comme les probabilités sont positives, par encadrement

P(X,=1)—0et P(Xn:2)—>0
En réutilisant 'espérance de X,, : 1 = E(

n) = ( X, =1) + 2P (X,, = 2) + 3P (X,, = 3) alors
P(Xn:3)—1(1—P(Xn_1)—2P(Xn 2)) —

Enfin, {(X,, =0),(X, =1), (X, =2), (X, =3)} etant un systéme complet d’événements, P (X,, = 0)+
P(X,=1)+P(X,=2)4P(X,=3)=1letdoncP(X,=0)=1-P(X,=1)—P(X,,=2) —

P (X, =3)—2

Conclusion :| Quand n — 4+o00: P(X,=0)—%:P(X,=1)—0

e) Comme F,, =22 P(F,=0)—2:P(F,=1) = 0:P(F,=2) > 0etP(F,=1)— %

Conclusion : (Fn)n>0 converge en loi vers une loi de Bernouilli de parametre % .

Interprétation : Plus on répete I'expérience plus la population devient homogene. La probabilité
qu’elle se compose, a terme, uniquement des bactéries de type A vaut 1/3 et la probabilité qu’elle
tende vers une population uniquement composée de bactéries de type B vaut 2/3.
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f)

On a

Donc

P(F,=00uF,=3) = P(X,=0UX, =3)

1-P (X, =1UX, =2) incompatibles
= 1-[P(X,=1)+P (X, =2)

a86)

2 n
P(F,=00uF,=3)>0095 <= <3> <1n (0,05)

2
<= nln <3> < In (0, 05)

2
<~ n>1In(0,05)/In (3) ~173

Conclusion : |n = 8 est le plus petit entier tel que P (F,, =0 ou F,, = 3) > 0, 95‘

(avec une confiance de 95 pour cent, le huitiéme prélévement donnera une population homogene,
uniquement composée de bactéries de type A ou B.)

5. a) On pose Yy =

b) On a de plus Y7 =

On calcule les produits :

AYs =

o O =

)

de A associée

1

o O O

N oo ol Njoo B2 N oo ol N300

1 1
-1
et Y3 = 1
-1 1
1
a7 0 | 5
5 0 [ -3 -2 | 2
Z = 23 = —Y5 et Y5 # 0 donc Y5 est une colonne propre
53 0 3 3 9
8 _
7 1 L -3
la valeur propre %
L 2
27 1 3
s O -5 | _2
1 g L= 5 = ng donc Y3 est colonne propres de A associée
9 o 3
8 1 2
27 1 3
1 0
0 0 c
0 et Yy, = 0 associées a 1
0 1

(Y1,Y)) est libre (échelonnée) associée a 1

(Y2) est libre associée & 2 et (Y3) est libre associée a 2 donc la concaténation de ces familles libre
forme une famille libre de R* donc (cardinal=4) une base de R*

B =(Y1,Ys,Y3,Y)) est une base de R*
Donc avec P la matrice de passage de la base canonique C dans B on a :

P=

1
0
0
0

1
-3
3
-1

10
-1 0
-1 0

11

1 0 00
0 2 0 . . .
et D= 9 et on a P AP = D qui est diagonale.
00350
0 0 01

co
~
&
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)

6. a)

1 0 00
n __ np—1 __ 0 (%)” 00 —1
0 0 01
6 4 2 0
P! se calculant par la méthode de Gauss. On trouve 'Pil:1 0 =1 10
' ' 6l 0 -3 -3 0
0 2 4 6
d’ou
1 0 00 6 4 2 0
0o np-1_ L 0 (3)" 0 0 0 -1 1 0
AL = PO =P 0 (3)" o 0 -3 =30
0 0 01 0 2 4 6
1 1 1 0 6 4 2 0
C1fo =3 1o |0 -G G 0
610 3 -10 0 =3(3)" =3(3)" o
0 -1 1 1 0 2 4 6
6 4-(3)"-3(3)" 2+(5)"-3(3)" 0
1| 0 3(3)"+3(3)" 3(5)"+3(3)" 0
6|0 =3(5)"+3(3)" 3(5)"+3(3)" 0
0 2+(3)"-3(3)" 4-(3)"-3(3)" 6
0
Comme X est la variable ceraine égale a 1 on a Uy = (1) et U,, = A™Uj est la seconde colonne
0
de A™ donc la loi de X,, est donnée par :
2 1 /2\" 1/2\" 1//2\" 2\"
Pon=0=2-5(3) —5(3) re=0=3(() (7))
L//2\" [2\" 11 /2\" 1/2\"
ron=2=3((3) -()) Pee=9=3-3(5) +5(5)

b) et comme ‘%‘ < 1et }%‘ < 1 ces différentes quantités tendent respectivement vers %, 0, O et %

— sinon, "= n ou n est le plus petit entier k tel que (Xx = 0) ou (Xk

comme trouvé au 4.e)

On définir la variable aléatoire T" par :

si pour tout entier n, (X, # 0) et (X, #3), alors T =0

On pose pour tout entier n, v, =P (X,, = 1)+ P (X,, =2)
a) Ona (T, =n)= (X, =0UX,=3)N(Xp-1=1UX,_1 =2),

(Th,=n)=(X,=1UX,=2)N (X1 =1UX,,_1 =2)
= (X1 =1UX, 1 =2)\(Xy =1UX, =2)
Comme (X, =1UX,, =2) C (X,—1 =1U X,,_1 = 2) alors

P(T,=n)

Un—1 — Un

Pour tout entier n on a : v, = P (X, = 1) + P (X, =2) = (2)

2 n—1
B

Donc pour tout n € N*: P(T' =n) =vp,_1 — v, =

n

(

2

3

3)

P(Xp1=1UXp1=2)-P(X,=1UX, =2)

2

3

EHON

9 /[13
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Conclusion : |Et donc T < G (3) et E(T) =3

(en moyenne, au bout de trois prélevements, la population devient homogene.)

c¢) On se souvient que 7T(2) = N, donc ZIP(T =n)=1.
n=0

D’ou

> 201 2\ 11
P(T:O):l—ZP(T:n):l—Z3(3> =1-57—5=0
n=1 3

n=1
d) Pour simuler la variable aléatoire 7', il suffit de modéliser successivement des lois binomiales de

k
parametres N qui est fixe et N qui dépend du nombre de bactéries de type A dans le prélevement

précédent.
On commencera donc par modéliser une loi binomiale qui modélise & chaque prélevement le nombre

de bactéries de type A obtenues.

Voici un exemple de rédaction :

1 simulBinomiale(n, p):

2 sum ([int (rdm.random () <p) _ range(n)])
3

4 simulT (k0, N):

5 T =1

6 k = simulBinomiale (N, kO/N)

7 1 <= k <= N-1:

8 T += 1

9 k = simulBinomiale(N, k/N)

10 T

On trouve dans ce cas : np.mean([simulT(1, 3) for _ in range(1000)]) qui renvoie 3 & 1073
pres, ce qui est conforme au résultat annoncé en 7.b)

Partie 2

Dans cette partie, N > 2 est quelconque et ky € [1, N — 1].
On pose pour tout n € N : u, =P(X,, =0) + P(X,, = N) et v, = 1 — up.

@ Distinguons le casn =0et lecasn >1:
— sin =0 : D’apres I'énoncé

- (5 (3 0-8)" - S0 () (3) (-4)
puisque, P(Xo = k) = 0si k # ko et P(Xo = ko) =1

— sin > 1 : On raisonne & nouveau & 'aide de la formule des probabilités totales en considérant le
systeme complet d’événements : {(X,, = k), k € [0, N]}. Alors pour tout ¢ € [0, N] :

N
P(Xpi1 =) =Y Pix,—i)(Xns1 = )P(X, = k)
k=0

Soit, par hypothese :

10 /[13]
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N % N—i
POt =) = Pt =) () (;) (1 - f;)

k=0

i N—i
k k
Conclusion : |VYn € N, Vi € [0, N], P(X,,41 =) = ZIP)(XH =k) <N> (N) (1 - N)

k=0

@ Montrons que pour tout entier n, E(X,4+1) = E(X,,) :

) ()

Conclusion : ‘Vn eN, E(Xp+1 =E(X,) ‘

N -1
® a) Montrons que pour tout n € N, E(X,,11(N — Xp41)) = ——E(X,(N — X,,)) : On reconnait une
application du théoreme de transfert ou u(X,41) = Xp41(N — Xp41)... Des lors :

N
E(Xp1(N = Xnp1)) = Y (N = i)P(Xp 41 = i)
=0
N N 7 N—1
:Zz(N—z)ZIF’(Xn:k) <]j> (Jli; (1—;) nul pouri =0eti=N
=0 k=0
N N—1 L 7 k N—i
:ZIP’(Xn:k) i(N — i) (JD <N> (1_1\7)
k=0 =1
. (N L (N-1 L (=1 (N -1)!
(N =) <z> :N(N_Z)<i—1> :N(N_Z)(i—l)!(N—i)!:N(i—l)!(N—z'—l)!
(N —2)! N -2
= NV 1)(i—1)!(N—1—i)!_N(N_1)(z—1>
Donc :




BCP f 12 - Correction devoir surveillé n° 7 - samedi 21 mars 2026

N -1
Conclusion : |Vn € N, E (X,,11(N — Xp41)) = TIE(XH(N - X))

b) En déduire la valeur de E(X,, (N — X,,)) en fonction de n, N et ko : C’est immédiat car si on pose
wy, = E(X,(N — X,,)) on vient de montrer que la suite (w,) est une suite géométrique de raison
N -1

et de premier terme E(Xo(N — Xo)) = ko(IN — ko) (car var certaine)

N-1\"
Conclusion : |Vn € N, E(X,,(N — X,,)) = <N> ko(N — ko)

@ Montrons que la suite (un)nen est croissante et convergente : Inutile ici de faire des calculs. 11 suffit
de noter que

(Xo = 0) U (Xp = N)) € (Xos1 = 0) U (X1 = N))

puisque si la population devient homogene, alors elle le restera nécessairement.
Des lors Vn € N, u,, < wu,y; : La suite (u,) est croissante. Par ailleurs elle est majorée par 1 par
définition d’une probabilité. On a donc par application du théoreéme de la limite monotone :

Conclusion : ‘La suite (Up)neN Converge‘

® a) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R, prenant un nombre fini de valeurs. L’inégalité de
Markov assure que :

E(X)
Va>0,P(X >a) < ——
a

b) Etudions sur [1, N — 1] la fonction f définie par : Vx € [1,N — 1], f(x) =x(N —z) :
Cette fonction est continue et dérivable sur R car fonction polynéme, donc continue et dérivable
sur [I, N — 1] et

N
V:UG[1,N—1],f’(x):N—2$20<:>1§$§5
On obtient le tableau de variation suivant :
x 1 Z N-1
Ff@|[N-2 + 0 - 2-N
N?/4
N -1 N-1
N? 1)"
c) En utilisant E(X,,(N — X,,)), montrons que : Vn € N, 0 < v, < PAs— 1-— N

Si on se laisse porter par ’énoncé, on pense a utiliser I'inégalité de Markov mais appliqué a la var

12 /[13
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Y = X,,(N — X,,) qui prend des valeurs positives puisque X,,(Q2) = [0, N].

On commence par noter que : ¥ = X, (N - X,) > N-1& f(X,)) > N-1<1<X, <N-1
d’apres I'étude de f.
Des lors, en prenant a = N — 1, on obtient grace a 'inégalité de Markov :

I1 ne reste plus qu’a utiliser la question 3.b) en notant que
v, =1-P(X,=0)-P(X,=1)=P1 <X, <N-1)=PX,(N-X,)>N-1)

Conclustion :

VneN, 0 < v, <pg

1
N

N2
1— —
N-1

;

® a) Quelle est la limite de la suite (v,)pen? On a lim
n—oo

donc par application du théoreme d’encadrement des limites, on a :

Conclusion :

b) En déduire que pour tout entier k € [1, N — 1], limP(X,, =k) =0

N-1

Onawv, =Y P(X,=k) avec P(X, =k) >0, Vk € [L, N —1].

k=1
Donc,

limv, =0
n—oo

0<P(X, =k)<vn, Vke[I,N—1]

11
N

n—oo

Par théoreme d’encadrement des limites, on a :

Conclusion :

limP(X, = k) =0
n—oo

P(Xo(N—X,)>N-1)=P1<X,<N-1)<

n

N -1

1
=0 0<l——=x1
car 0 < N<

Interprétation : La population devient de plus en plus homogene au fil du temps...

c) En utilisant la question 2., montrons que limP(X,, = N)=p :
n—oo

On se souvient que la suite (E(X,,))nen est une suite constante égale a E(Xy) = ko (puisque X
var certaine égale a ko).

D’ou, Vn € N :

E(X,) =P(X, =1)+2P(X, =2)+--- + (N

par passage a la limite, en utilisant que lim (P(X,

Conclusion :

N lim P(X,, = N) = kg ou encore limP(X, =N

n—oo

limP(X,=N)=p

n—o0

n—o0

)

n—oo

- 1P(X, =
=k)=0si

1)
<

)

+ NP(X,, = N) = ko

N —1,ona:

ko
N

Et en utilisant que {(X,, = k),0 < k < N} est un systeme complet d’événement, on en déduit que :

Conclusion :

lim P(X,, = 0) = 1 lim ) B(X, = k)
k=1

n—oo

limP(X,=0)=1—p=gq

n—0o0

N

1-p=gq

d) Montrer que la suite (F,)n>0 converge vers une loi de probabilité qu’on déterminera.
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