Le Plan de I'Aleatoire

Architecture et Modelisation des Variables Aleatoires Discretes
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Les Fondations ;: La Variable Aleatoire Discrete

e = ’ *-—>
4le ° ., . . .

Loi de probabilité : pr. = P(X = zs
Une variable aleatoire reelle discrete X P Pk ( L)

projette un univers probabilise €2 vers un
sous-ensemble fini ou denombrable de N ou R.

La Régle d'Or (Systeme Complet) : Zpk =1
k
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La Fonction de Répartition (Fy)

A =
Fx(z) Définition :
1 4 b
Fx(t=.P{X:<t)
h & F [4 |
Proprietes :
) lim Fx(t)=0et lim Fy(t)=1
p.l _I_ pz B B0 ‘5‘ t——o00 t—+c0
R o O \ ;
2 Constante sur 2, Zr+1] Calcul:
P(X = xy) = Fx(xx) — Fx(Tr-1)
n+—p———4 A >
I T2 T Tle+1 o Tmax &L
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Espérance et Variance:
Le Centre et la Dispersion

Variance V(X) = E((X — E(X))E)H

Espérance E(X) = Z::cP(X —.7)

Formule de Koénig-Huygens Inégalité de Markov

E(X)

V(X) = E(X?) - (B(X))* ERCEN) = (Pour X > 0, > 0)
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Matrice Diagnostique : Les Lois Usuelles Discretes

Loi & Notation Modéle / Usage | Support X(1) PR =ik) E(X) V(X)
LE CAS FINI
. Tirage 1 n+1 n?—1
Uniforme U([[1, n]) Suishobatile [1,n] = > T
. Succes ou g
Bernoulli B(p) e Urtala {0,1} p(sik=1) D p(1 —p)
: . n epreuves de N\ ke _ . \n—k sh
Binomiale B(n, p) Beinbdiiince: [0, n] )p (1 —p) np np(1 — p)
LE CAS INFINI
i Evénements rares, B\
Poisson P()) Flat dattonts N e oy A A
7 bt s " k—1 1 1= p
Géométrique G(p) | Rang du 1¢" succes N p(1 — p) = p
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Le Systeme : Lois Conjointes (Couples de V.A.R.D.)

A A
O
O ®—
O @
.& |
O
 J
.‘
X(Q)

Yy

Définition : Un couple (X, Y) étudie
deux variables simultanément sur le
méme univers (.

LoiduCouple: P(X =z,Y = vy)

La Double Somme:

T8 R (= R A= 78 R
i

Insight : La loi conjointe contient toute I'information du systeme.
Les lois individuelles n'en sont que des projections.
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Lois Marginales (La Projection)

PX=x,Y=y)) |PX=x,Y=y,) | PX=x,Y =y3) 3 : I
ommation sur les

PA=xp ¥ =y1) | PX =%, Y = ;) | PX =25, ¥ = ) colonnes pour obtenir

PX=x3,Y=y)) |PX=x3,Y=y,) | PX=x3,Y =y3) P(X=x)

SESEss spasar

Sommation sur les lignes pour obtenir P(Y=y) PX=x)= Z PX=xY=Yy)
yeY(Q)

Lois Conditionnelles (L'Isolement)

|

-."

P(X= xlj

—

- PX=xY=y)
P(X=x)

P(x=x) Y =y)




Covariance : Mesurer l'Interaction

Tendance haussiere :
Covariance > 0

Tendance baissiere :
Covariance <0

Formule Pratique

Nuage déstructure :
Covariance = 0

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Propriétés Fondamentales (Bilinéarité)

Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

Rappel du Théoreme de Transfert :
E(XY)=>.>,zyP(X =1z,Y =y)

VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cow(X,Y)
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Independance et le Piege de la A
Covariance Nulle

Condition d’'Indépendance: P(X = z,Y = y) = P(X = z) x P(Y = y) pour TOUT
couple (z,y).

'espérance du produit est
Variables le produit des espérances

Indépendantes

> Cov(X,Y) =0

Attention : L'inverse est FAUX !

Conséquence : Si les variables sont indépendantes, la formule de variance se simplifie :
VIX+Y)=V(X)+V(Y).
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Opérations sur variables indépendantes :
Le Maximum

P(max(Xl, Xz) E :B)

A4

D

Porte ET (AND)

Nécessite X1 < z

A4

Néecessite Xo < z

___________________________

| Conclusion Mathématique

Fy(ﬂ? — P(Hla}((Xl,Xg) <_i L‘E)
Fy

)
(ﬁ':) = P(Xl < ;I:) X P(Xz < .’.E)
)

Fy(z) = Fx,(z) - Fx,(z)

Multiplication des probabilités
(car indépendantes)

Loi de la Somme (Encart)
Si X ~P(A) et Y ~ P(u) sontindépendantes, alors (X +Y) ~ P(A+ p).
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Le Bac a Sable : Modélisation Informatique

La Base Mathématique Le Moteur Python

Tout découle de la variable uniforme .
continue ([0, 1]). 1mport random as rdm

» # Génere un float dans [0, 1]

rdm.random()

Application Directe (Bernoulli)

Succes =1 Echec =0 | def loiBernoulli(p):
| return int(rdm.random() <= p)
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Algorithmique des Lois Binomiale et
Geometrique

g ; Logigue : Une
Loi Binomiale B(T?,, p) / boucle *for" finie.

def loiBinomiale(n, p):
return sum([loiBernoulli(p) for _ in range(n)])

Somme de n variables de
Bernoulli indépendantes.

Logique : Une boucle

Loi Géométrique G(p) EF i Cesemat PYHIE Mol bolucle “while
X = 1; / conditionnelle.

: =]
Temr:esdattente duj while rdm.random() > p: # échec
succes dans une suite sl

d'épreuves.

return X
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Based on Slide C

Simulation de la Loi de Poisson P(A)

Méthode 1 : L'Approximation par
la Binomiale

Pour un grand nombre d'épreuves n et
une faible probabilité p.

def loiPoisson_approx(lbd):
n = 100
pE=RT D/
return loiBinomiale(n, p)

Méthode 2 : La Méthode Exacte
(Temps d'attente)

Utilisation du lien avec la loi
exponentielle (variables a densité).

def loiPoisson_exacte(lbd):
S = —(1/1bd)*np.log(1-rdm. random())
n==~0
while S <= 1:
S += —(1/1bd)*np.log(1-rdm. random())
n+=1
return n
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'Ecosystéme Discret

rdm.random()
(L'aléa pur)

Y

Uniforme U([1, n])

Y

Bernoulli B(p)

Somme de n répetitions

Attente du ler succes

v

Binomiale B(n,p)

Limite n — oo

>| Poisson P(\)

¥

Géométrique G(p)

['aléatoire n'est pas le chaos ; c'est une architecture rigoureuse.
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