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MATHEMATIQUES
Variables aléatoires a densité

PROBLEME 1 : Epreuve Agro-véto A 2024

Lu dans le rapport de jury : « L’objectif de ce rapport n’est pas d’accabler les candidats en énumérant
les erreurs qu’ils ont pu commettre mais de pointer certaines lacunes récurrentes afin d’aider les futurs can-
didats dans leur préparation.

De facon générale, la présentation des copies est a améliorer. Mettre en valeur ses résultats et rendre une
copie soignée sont des compétences grandement appréciées par les correcteurs et qu’il n’est pas difficile d’ac-
quérir en s’entrainant. Une bonne utilisation des parenthéses est nécessaire pour marquer la priorité des
opérations a effectuer.

Les questions de cours sont l’occasion pour les candidats de montrer leur sérieuz, il ne faut pas les négliger.
Lorsqu’il est explicitement demandé de prouver un résultat, on ne peut pas se contenter de dire qu’il apparait
dans le cours ou de citer son nom.

Lors de lutilisation d’un théoréme ou d’un résultat démontré dans une question précédente, il est nécessaire
de s’assurer que ses hypothéses sont vérifiées. Il est tout a fait possible d’utiliser un résultat d’une question
précédente méme si l'on n’a pas réussi a la traiter, mais il est souhaitable de préciser de facon explicite a
quelle question on fait référence. Evidemment, il convient de mettre des majuscules aux noms propres.

On ne peut que conseiller aux candidats de bien lire les questions et de prendre le temps de justifier et rédiger
les questions traitées plutot que de se lancer dans un grappillage trés rarement fructueur.

Le jury note cette année encore un écart entre le niveau des candidats et celui attendu. Il n’est pas nécessaire
de faire l'intégralité de l’épreuve (qui est longue pour couvrir une large partie du programme) pour avoir une
note excellente. Par contre, pour avoir une note correcte, il est nécessaire de connaitre son cours, de savoir
raisonner, rédiger et calculer »

I. Résultats préliminaires

1. Soit p € N.
. p\ 1 p! 1 p!
a) Soit j € [0;p]. Alors d’une part () - = - - - = AE
[0:7] i)lt+i  ge—it1+i G+ -5
1 1 1! !
Et d’autre part <p+ > = — (pT ) v inli: Z') R
j+1)p+1  (G+Dp—5"  G+Dlp—i)!

(p) 1 (p—l—l) 1
Donc =" _
7)14+3 j+1/p+1

Lu dans le rapport de jury : « Question quasiment toujours bien traitée. On ne pouvait bien
sur pas se contenter de citer la formule du pion ou du capitaine ; »
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b) Soit j € [0;p — 1]. Alors

2. Une densité de X : |z — e g+ (z).

Fonction de répartition : |z +— (1 — e ) 1p4 ().

p P\ _ p! p!
<j+ 1) " <]> G+ Dp—j— 1) - g —J)!
p!(p — ) p!(j+1)

G+Dp—3)"  G+Dp—i)!
pl(p+1)

(J+ D p —4)!
(p+1)!

(J+DHp —4)!

B <p+1>
j+1 '

& démonstration 2 : On considére une urne contenant p + 1 boules (p noires et 1 blanche).

1
Il y a dans ce cas <§i 1) tirages par poignées de j + 1 boules dans cette urne et, parmi elles

<j i 1> ne contiennent pas la boule blanche et <§ contiennent la boules blanche.
La disjonction de ces deux derniers ensembles prouve le résultat.

Lu dans le rapport de jury : « Seuls 45 % des candidats ont traité et réussi cette question.
On ne peut, la non plus, pas se contenter de citer la formule de Pascal.
De trés rares candidats proposent une preuve combinatoire. »

E(X) = % ot V(X)

1

Lu dans le rapport de jury : « Il s’agissait d’une question de cours abordée dans quasiment
toutes les copies et avec succes dans prés de 70 % des cas.

Les erreurs les plus fréquentes portent sur [’oubli de la fonction indicatrice.

Attention également auz parenthéses : 1 — e Ig, (z) #(1— e_)‘m)lRJr (). »

3. a)

1
< -

S| =

1
Soit un entier ¢ > 2. La fonction ¢ — n est décroissante sur R , donc : Vt € [i — 1, 1],

1 1 . . . . . .
Comme t — — et t — P sont continues sur [i — 1,4], on peut intégrer ces fonctions. On obtient
1

) e todt tdt
par croissance de 'intégrale — < e c’est-a-dire
i—1

im1 0
1</i dt
i )it

1 )
< -, ce qui donne

7
Hlqr 1
7<,'
/i t i

1
De méme, on a : Vt € [i,i + 1], n

2 /20



BCP / 12

- Devoir surveillé n° 6 - Samedi 7 février 2026

Lu dans le rapport de jury : « Question fréquemment traitée, mais moins de 10 % des copies
ont la totalité des points notamment du fait de [’absence de justifications.

— 1 fallait invoquer la décroissance de t — 1/t sur RY et utiliser 'hypothése i > 1 pour avoir
i—1eRy.

— La croissance de l'intégrale devait étre mentionnée. Attention, elle conduit a une implication :
b

f? g sur [a, b] n’équivaut pas a
a
— De rares candidats utilisent un schéma, ce qui est une bonne approche, mais ils mentionnent les
aires des intégrales sans indiquer a quelle aire correspond 1/i, ce qui est dommage et ne permet
pas de donner la bonne inégalité. Méme avec un schéma, il faut préciser que cela fonctionne
grace a la décroissance de la fonction.
Certains candidats essaient d’autres méthodes, comme une étude de fonctions. L’idée est bonne,
mais il faut se montrer rigoureux, ce qui est trop rarement le cas. Quelques copies tentent d’utiliser
les accroissements finis, mais a nouveau une rédaction solide est trés rare. »

1
Soit n > 1. Alors In(n + 1) = In(n) + In (1 + >, donc
n

ln(n—l—l):1+ln(1+%) 1
In(n) In(n)  n—+too

par opérations sur les limites. Donc |In(n + 1) ~ In(n).
n—-+00

Lu dans le rapport de jury : « Ce résultat classique n ?a été correctement traité que dans 25
% des cas. La définition correcte de u ~ v a été valorisée car sa connaissance est peu maitrisée :
Up ~ Vn NeE Signifie pas :

lgm (up, —vp) =0 et uy ~ v, nlimplique par forcément In(u,) ~ In(vy,)
n—oo

Enfin obtenir un u, ~ 0 devrait alerter et écrire li)m In(n + 1) = In(n) n’a pas de sens. »
n oo

L’encadrement de la question 3.a étant établi pour tout entier ¢ > 2, on le somme pour ¢ de 2 a
n, ce qui donne par relation de Chasles

n+1 n n
/ dt<21,</ dt‘
2 13 ; 1 1t
=

2

En ajoutant 1 et en divisant par In(n) (strictement positif deés que n > 2) on obtient donc

In(n+1) 1In(2)

1 1 < 1
In(n)  In(n) + In(n) S In(n) ;

<1 .
+ In(n)

S

In(n +1)
n(n) n—-+00

D’apres la question précédente, 1, donc les membres de gauche et de droite de

n
1
I'encadrement précédent tendent vers 1. Par théoreme des gendarmes, il s’ensuit Z — ~ In(n).
1 k n—+oo

I1. Quelques résultats autour de la loi exponentielle

On se donne un entier naturel n > 0, un réel strictement positif A et une famille de n variables aléatoires

notées Xi,...

On définit

, Xn, indépendantes et identiquement distribuées selon la loi exponentielle de parametre A.
X(l) =min(Xy,...,X,) et X(n) = max(Xy,..., Xn).
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n

4. Soit un réel z. Alors [X(;) > x| = ﬂ[Xl > z|, donc 'indépendance de Xj, ..., X, donne
i=1

P(Xq) > 2) = [[P(Xi > x).
=1

Cependant, toutes les variables X; suivent la loi £(\), par conséquent

(efA:r)n — efn)\x siz > 0
P<X(1)>x):{1 siz <0’

Ainsi la fonction de répartition de X(;) est donnée par Fiy, (z) = (1 — e”" )1+ (). On reconnait
la fonction de répartition de la loi exponentielle £(nA). Or la fonction de répartition caractérise la

loi, donc | X1y ~ E(nA).

Lu dans le rapport de jury : « Globalement, la décomposition de I’événement (X(l) > x) est
correcte et lutilisation de l’'indépendance des variables aléatoires X1, Xo, -+ , X, est mentionnée. Il
ne fallait pas oublier de traiter le cas négatif pour obtenir la loi de X (). »

n
5. Pour tout réel z, on a [X,) < 7] = m[XZ < z] ce qui donne par indépendance des X; la fonction de
i=1
répartition de X, :

Fx,,(2) = [[ Fx.(2) = Fx, ()" = (1 — ) "1+ ().
i=1

On constate :
— par composition de fonctions C!, F' X(n) €St de classe C! sauf peut-étre en 0;
— lim(1 — e )"
z—0

Donc | X(,,) est une variable a densité.

= 0 donc FX(n) est continue en 0.

d
En outre, e [(1 - e_’\z)"} = nie (1 —e )" donc une densité de X(n) est bien donnée par
x

z = nie (1 — e )" g (x).

Lu dans le rapport de jury : « Certains prennent le résultat donné et montrent qu’ils ont une
densité de probabilité mais ne montrent pas que c’est une densité de X ().

Le résultat étant donné, il s’agissait de le justifier. Rappelons que X admet une densité si, et seule-
ment si, sa fonction de répartition est continue sur R et de classe C* sur R sauf éventuellement en
un nombre fini de points. Si Uobtention avec justification de la fonction de répartition sur RT est
souvent correcte, l'obtention sur R™ est oubliée, ainsi que la régularité.

n n
Attention auz parenthéses : H(l —e ) £ H 1—e My
i=1 i=1

+o00
6. Préalablement, observons que pour tout réel p > 0, 'intégrale / xe M* dx est convergente et vaut
0
1 oo
— . Pour le prouver, il suffit d’observer que / pre M dx est 'espérance d’une variable aléatoire
K 0

1
de loi £(p), donc est convergente et égale a —.
L
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Ensuite, 'espérance de X(,,) est donnée par I'intégrale suivante

+00
I= / nize (1 —e M) ldg
0

sous réserve de convergence. Or par binome de Newton :

e (] = e ATyl — A 712—:1 (n - 1) (1) (e~>)i

=0~ 7
n—1 1
-3 <" - >(_1)je—x<1+j>x
j=o N/
Par linéarité de l'intégrale, I'intégrale I est donc convergente, I'espérance de X, existe et est égale
a
n-l n—1 . +oo .
E(X(n) = nA( , )(—1yl/‘ ze AT gy
0 J 0
‘]7
— (n-1 1 1
= n ) —1))———— car on reconnait ——E(T) ou T < EA\(1 + j
> ("7 ) (A +)
()
A =\ +1/ 14

n—1

en utilisant <
J

1 1
>'+1 = < , Z 1) — (d’apres la question 1). On a donc bien
J J n

1S/ n \(=1)
E(Xm) =3 2 <j+ 1>§'+)1'

J=0

Lu dans le rapport de jury : « L’existence de l’espérance n’est pas assurée, on ne pouvait donc

pas la manipuler sans précautions.

La question était technique : le binéme de Newton a été correctement utilisé mais le calcul de l'intégrale

a posé probleme :

— On pouvait reconnaitre qu’a une constante multiplicative pres, il s’agissait de ’espérance d’une
loi exponentielle, mais la constante €tait souvent fausse et certaines copies sont allées jusqu’a
modifier leur question 2 initialement juste pour obtenir le résultat attendu.

— On pouvait procéder par intégration par parties généralisée. On souligne alors la mécessité de
confirmer la convergence de tous les termes apparaissant dans une telle formule.

p+1
1
7. a) Par binome de Newton, Z (p—lz )(—1)’f =(1- 1)P+1 = 0.
k=0

Lu dans le rapport de jury : « La question n'a été traitée que par 60% des copies, correcte-
ment dans 60% des cas »

b) On établit le résultat par récurrence sur p.
— Initialisation : pour p = 1, le résultat a prouver est

ce qui est vrai.
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— Hérédité : supposons le résultat acquis pour un rang p € N* donné. Alors

-1

(=t ol (i) PR (o ot

j= 3=0
p—1 i
—1)J —1)P
:Z[(p >+<p>] ( ) —|-( ) par la question 2
oL\ +1 JjJ1J+1  p+1
-1 ) -1
= (7)) A L (1)
s j+1)7+1 pr Y Jj+1 p)p+1
(P W N (r) (Y
B 1)j+1 2 +1
=N+l NI
A B
p
1 . ,
D’une part, A = Z z par hypothese de récurrence.
k=1

D’autre part, en utilisant la premiere question :

po_ L yo(rtl (—1)f
prlim\sj+1

p—l—lkz1 k

e ()

=——(0-1) par la question précédente

p
Finalement, on trouve bien g
Jj=0

VR
Sl 3
1o+
—_ =
N———
<[t
+ | =
—
Il
()=
—_

1 B
T + m = kzl = ce qui conclut la
preuve de ’hérédité.

Conelusi VN*pflp(—l)j 1
— Conclusion : |Vp € ’;(j%—l)j—&—l_z_:k'

Lu dans le rapport de jury : « Question de synthese traitée dans moins de la moitié des copies.
La rédaction correcte de la récurrence a €té valorisée de méme que les copies amorcant [’hérédité en
utilisant la formule de Pascal. »

n

T =

1
8. D’apres les question 6 et 7, E(X(,,)) = X

k=1

In(n).

n
Mais d’apres la question 3.c, Z
k=1

~Y
k‘ n—-+4oo

Donc | E(X () ~
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Lu

dans le rapport de jury : « Question traitée dans 1/3 des copies avec succés dans plus de

70% des cas. Les résultats cohérents avec la question 3.c) ont eu la totalité des points. »

9. Soit U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur |0, 1].

a)

b)

Montrer que V = —:)l\ln(l — U) suit une loi exponentielle de paramétre A : C’est une question de
cours. Ne pas hésiter dans sa rédaction.

En déduire une fonction simulX_n(n) qui renvoie une simulation de la variable aléatoire X,
sans recourir a aucune autres fonctions Python que rd.random() de la bibliothéque random et
log de la bibliotheque math. :

On peut écrire par exemple :

1 import random as rd

2 from math import log

3

4 1lbd = 2 # par exemple...

5

6 simulXn(n):

7 X_n = -(1/1bd)*np.log(l-rd.random())
8 k range (1, n):

9 X_suiv = -(1/1bd)*np.log(l-rd.random())
10 X_suiv > X_n:

11 X_n = X_suiv

12 X_n

Comment pourriez-vous utiliser cette fonction (et la bibliothéque numpy ) pour valider avec Python
la réponse a la question précédente ¢ L’idée est de simuler un grand nombre de fois, de facon
indépendante, m réalisations de la variables X, et calculer la moyenne de ces simulations qu’on
confrontera avec In(n)/A en calculant le rapport des deux qui doit tendre vers 1.

Une rédaction possible, sans recours a la bibliotheque numpy est la suivante :

1 estimEspXn(n, m = 10000):

2 S =0

3 k range (m) :

4 S += simulXn(n)

) S/m

6

7 n = 200

8 print("espérance estimée:", estimEspXn(n))

9 print("équivalent obtenuy:", log(n)/1lbd)

10 print("lequotient vaut,:", estimEspXn(n)/(log(n)/1lbd))

IT1. Loi de Gumbel

On reprend les notations de la partie précédente et on rappelle que la variable X; suit une loi exponentielle
de parametre A. On définit la fonction f par :

f:x— Aexp(—z)exp[—Aexp(—z)].

10. Premierement, la fonction exp étant positive et continue, f est également positive et continue. Reste

—+00

a prouver que f est convergente et égale a 1.

—00

Vérifions les hypotheses pour effectuer le changement de variable y = exp(—x).

x +— exp(—x) est de classe C! et strictement monotone, et on a dy = — exp(—z) dz;

7 /0
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11.

— IE@OO exp(—x) = 400 et xEIJrnoo exp(—z) = 0.

—+00
Donc / f est de méme nature, et en cas de convergence de méme valeur, que

—00

0 “+o00
/ (=) exp(=Ay)dy = / Aexp(—Ay) dy.
“+o00 0

On reconnait l'intégrale de la densité de la loi £(\), qui est donc convergente et égale a 1.

Conclusion : ’ f est densité de probabilité. ‘

Lu dans le rapport de jury : « La continuité et la positivité ont souvent été citées. La question

a été problématique pour le calcul de l'intégrale impropre.

— Les hypotheses d’un changement de variables pour les intégrales impropres ne sont que trop rare-
ment mentionnées. Le fait que le changement de variable soit donné par ’énoncé ne dispense pas
de vérifier qu’il est licite surtout sur une intégrale généralisée.

— Le changement d’écriture de l'intégrale aprés changement de variable reste trés problématique, ce
qui ameéne a des erreurs pour trouver 1 a la fin.

— Certains reconnaissent une primitive, ce qui simplifiait beaucoup la question.

»

Calculons la fonction de répartition Fy de Y. Pour tout réel z, on a

Fy(z)=P(Y < x)
=P(—InX; <x)
=P(lnX; > —x)
=P(Xy; >2e ") car exp croit strictement ;
=e A" car Xj ~ E(N).

Il apparait que Fy est de classe C! sur R, donc Y admet une densité égale & Fy cest-a-dire

x — Aexp(—x) exp[—Aexp(—z)]

Donc |Y = —In X7 suit la loi de Gumbel. ‘

Lu dans le rapport de jury : « La réponse étant donnée, les points sont attribués au raisonnement.
Ezxemple de niveau de rigueur attendu, les points valorisés sont encadrés.
On détermine la fonction de répartition de Y. Soit x € R. On a :

P(Y <z)=P(—In(X;) <z)=P(In(X1) > —x)

Comme ’exp est strictement croissante sur R ‘, on en déduit que :

P(Y <) =P(X; > e *) = 1-P(X; <)

Or ’ X est a densité‘ donce :

P(Y <z)=1-Fx,(e®)

Enfin, Xy suit une loi exponentielle de paramétre A et e > 0, donc :

P(Y <z)=1-(1—exp(—Aexp(—z))) = exp(—Ae™ %)

On constate alors que | Fy est de classe C'(R) | (grice auz théorémes d’opérations). On peut donc
conclure que Y est a densité de densité :

8 /20
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Fy :x— de Texp(—Xe ™)

Autrement dit, Y suit une loi de Gumbel »

12. a)

— On commence par rappeler que U(€2) =|0, 1[. Des lors :
l<u<leld<l-u<le -n(l-u) >0 —In(—In(l—u)) eR
Soit V(€2) = R qui est 'univers image d’une loi de Gumbel.
— Vz e R,
Fy(z) =P(V < 2) = P(=In(=In(1 - U)) < z)
=Pln(-In(1-0)) > —2)=P(-In(1-U)>e *)=P(In(1 -U) < —e %)
_B(1-U) < eap(—e")) = B(U > 1 — cap(—c")) = 1 - Fy(1 - exp(—e~7)
=1-(1—exp(—e ")) =exp(—e ")
— On dérive Fy pour obtenir une densité fir de V. Soit :
fv(xz) = Fy/(z) = e "exp(—e~") qui est une densité de la loi de Gumbel de parametre A
Conclusion : ‘V = —In(—1In(1 — U)) suit une loi de Gumbel de parametre 1 ‘
Pour simuler une loi de Gumbel de parametre 1 il suffit donc de savoir modéliser la loi uniforme
sur |0, 1[. Par exemple :
1 simulGumbel () :
2 -log(-log(l-rd.random()))

Comme en I1.9, on estimera I'espérance grace a un calcul de moyenne en faisant :

1 np.mean([simulGumbel () range (10000)])

Soit x € R.
x

Pour tout n assez grand, 1 + — > 0, et
n

n[(142)] =i (142) 02

donc In [(1 + E)ﬂ —— 2. Par composition de limites | lim (1 + £>n = exp(x).
n n

n—-+00 n——+00

Lu dans le rapport de jury : « La réponse étant donnée, les points sont attribués au raison-
nement. »

On a calculé a la question 5 la fonction de répartition de X,), qui était (pour A = 1)

= (1 —e ) "1p+ ()

Mais pour tout réel z, on a P(X(,) —In(n) < x) = P(X(,) < = +In(n)). Donc la fonction de
répartition de X(,y —In(n), que I'on notera H,, est égale &

—T

n

—(z+lnn)yn € "
Hy:x—(1—e (@ )) 1[7 ln(n),Jroo[(‘T) = (1 - > 1[71n(n),+oo[(x)‘

Or, pour un réel x donné :

et —
— d’une part |1 — ) ——— e~ ¢ par la question précédente,
n

n——+o0o
— d’autre part 1[_1,(n) +o0[(7) = 1 pour tout n assez grand, car —In(n) ——— —oo.
) n—-+oo

—e™ —e

Donc Hy(z) —— e . Mais z — e

n——+00
de la loi de Gumbel, qu’on avait trouvée a la question 12. C’est donc la fonction de répartition de

est (dans le cas ou A = 1) la fonction de répartition

Y. Par conséquent | (X (,) — In(n))nen+ converge en loi vers Y.

9 /20



BCP / t2 - Devoir surveillé n° 6 - Samedi 7 février 2026

PROBLEME 2 : Epreuve G2E 2024

Lu dans le rapport de jury : « Le second probléme était consacré dans sa premiére partie a des calculs
d’intégrales, l'objectif étant de calculer la valeur d’une intégrale généralisée a l’aide d’un passage a la limite
en lien avec les lois normales (mais sans utiliser celles-ci). Dans la seconde partie on s’intéresse au minimum
et au mazrimum de deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi normale centrée réduite et on en
calcule [ Zespérance et la variance a l'aide d’intégrations par parties.

Globalement, ce probleme a, semble-t-il, été un peu mieux compris que le premier. Néanmoins, les différentes
techniques d’intégration sont certes connues mais souvent mal maitrisées et utilisées sans aucune hypothése. »

Partie A : Calcul d’une intégrale généralisée

Dans cette partie, on souhaite calculer (indépendamment de toute notion probabiliste) la valeur de 'intégrale

ci-dessous :
+o0 9
I:/ e’ dzx.
—0oQ

Lu dans le rapport de jury : « Cette premiére partie du second probléme présentait une suite d’intégrales
classiques, dites de Wallis, dont on cherchait un équivalent. Dans un second temps, par un changement de
variable et un passage a la limite on en déduisait la valeur d’une intégrale généralisée.

Nous avons constaté que les candidats ne maitrisaient pas toujours bien les méthodes d’intégration. Nous
invitons les futurs candidats ‘a ne pas oublier les hypotheses relatives a une intégration par partie (d’autant
plus lorsqu’il s’agit d’une intégrale généralisée) ou a un changement de variable (généralisé ou non) et a
travailler davantage les techniques de majoration d’intégrales. »

2

@® En justifiant que e < e pour tout z > 1, prouver la convergence de I'intégrale précédente.

. ) - R L g2 _ .
— Soit z un réel supérieur & 1. On a alors = < 22 et donc —z > —z? puis e™® < e~ % par croissance
de exp.

+Oo —x2 . 7’ 7 7 . / . \ —I2
— Or e dz est une intégrale généralisée uniquement a cause de la borne 4+co car z — e
1

—+00
est continue sur [1, +o00[ par composition. De méme, e~ * dx est une intégrale généralisée uni-

1
quement & cause de la borne +o0o0. Comme les fonctions intégrées sont positives, I'inégalité prouvée

L . oo e Y R
montre, par le théoréeme de comparaison que e dx converge si e~ " dx converge.
1 1

+oo
— Montrons que / e * dx converge. Soit A un élément de [1, +oo[, on a :
1

A
/ e P dr=ec 1 —e 4
1
A) -1

—+00
Comme lim (e™® —e ) =e" ", on peut affirmer que / e * dx converge.
1

A—+o00

2

—+o00
P g2 _ . .
— On en déduit que / e * dx converge. Comme = — e est continue sur R, la relation
1

2

+0o0
A —_— 2 . 7’ —_ 7 .
de Chasles entraine que / e " dx converge. Par parité de =z — e, on en déduit que
0

+0o0
22
/ e dz converge.

—00
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. . a2 _
Conclusion :|On a bien e < e % pour tout z > 1 et I converge.

@ On pose, pour tout n € N :

a)

Démontrer que :

VneN, 0< Wy < W,.

N . . . ™
On commence a noter que, pour tout entier naturel n, W, existe car cos™ est continue sur [O, 5}

s
Soit n un entier naturel. Pour tout réel ¢ de [0, 5}, on a :

0 < cos™L(t) < cos™(t)

car 0 < cos(t) <1 et 0 < cos"(t) et donc, par croissance de 'intégration (invocable car les bornes

T T
sont dans le bon sens (0 < 5) et par continuité, sur [0, 5} des fonction intégrées), on obtient :

i T
0< /2 cos" T (t) dt < /2 cos™(t) dt
0 0

v
soit 0 < Wy41 < Wy,. Comme 0 < cos™1(t) < cos™(t) pour t = 1 et comme les fonction intégrées

sont continues sur [O, 5}, on peut préciser que ces inégalités sont des inégalités strictes.

Conclusion : ‘ On abien:VneN, 0< Wy < W,

n+1

Par intégration par parties, démontrer que : Vn € N, W, 1o = %Wn :
n

, - cos" 1 (x) - 1 T ,
Soit n un entier naturel. x — R et x — sin(z) sont de classe C* sur [0, 5}, on obtient
n
donc par intégration par parties :
T T

Ecos" 2)sin?(z) do = 2 cos"(x) sin(x sin(z) dx
/0 (2) sin?(z) d /0< (2) sin(x)) x sin(z) d

T T
n+1 o 1 —
= —Msin(m’) 2 + /2 cos"2(z) dx
n+1 0 n+1Jg
1
= ——Wha.
0+ n—+1 n+2

11 /20|
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On en déduit :

™

Whio = /2 cos" 2 (z) dx
0

™

- /02 cos”(z) cos?(z) dw

= /2 cos”(z)(1 — sin?(x)) dx
0

T
=W, — /2 cos™ () sin?(z) dx par linéarité
0
1
=W, — ——W,42 d’apres le début de la question
n+1
1
On a donc Wy, 4o X <1 + +1> = W,, et, en multipliant par n 4 1, on obtient que :
n
n+1
Conclusion:|Vn e N, W, 9= ——W,.
onclusion : |Vn ni2 =5 Wa
c) A Paide d’une démonstration par récurrence, en déduire que :
N 7
vn e N, nW,W,_1= 5

Réponse : Pour tout entier naturel n non nul, on appelle H

Wo

H(1) est donc vraie

non nul n. On a :

(n + 1) Wpay Wy

—~

n) 'hypothese suivante :

H(n) : "nW,W,_1 = g”.

I
R
|3
.
S)
I
2
=]
—~
8
=
S0l 3

T
car on a 1W Wy = 7" On suppose H(n) vraie pour un certain entier naturel

=(n+ 1)% n—1 Wy d’apres la question précédente et car n —1 € N
n

=nW,Wy,_1

= g d’apres H(n).

On a donc montré que H(n + 1) est vraie. H(1) est vraie et, pour tout entier naturel non nul n,
H(n) implique H(n+1). H(n) est donc vraie pour tout entier naturel non nul n d’apres le principe

de récurrence. On a

donc prouvé :

Conclusion :|Vn €¢ N, nW,W,_1 =

| S
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d)

En utilisant 2.(a) et 2.(b), démontrer que W,, ~ W,_; et en déduire que :

n—-+00

™

~ _—

n—+oo \/ 2n

Soit n un entier naturel non nul.

— On a0 < Wy < W, <W,_; d’apres la question 2)a).
En divisant par W,,;+1 (qui est positif), on obtient :

Wn Wn—l

1< < .
Wn+1 Wn+1

n
Mais d’apres la question 2)b), on a W41 = AL et donc :
n

W, n+1 1
=1+

1<
Wi n n

On conclut par passage a la limite que [lim
n—oo n+1

ou encore : | W, ~ Wy
n—-4o0o

— D’apres ce qui précede :
2
nWpWyp_1 ~ nW;
n—oo
0

S P ane : , 2 T 2, T
Soit, d’apres la question 2)c) : nWW? o et donc W o o

. T
Conclusion : | W,, ~ —.
n—00 2n

Démontrer que In(1 + x) < = pour tout z €] — 1, +00].
Réponse 1: Soit g : © — x—In(1+x). La fonction g est de classe C* sur | —1, +00[ par composition
(car 1 4+ 2 > 0 pour tout x de | — 1, 400[) et, pour tout = de | — 1, +o0[, on a :

1
/
r)=1-—
g (@) 1+
oz
Cl+4a
Comme, pour tout réel z de | — 1,4o0[, on a : n > 0 < x > 0, on en déduit que g est
x
décroissante sur | — 1, 0] et croissante sur [0, +00[. ¢ admet donc un minimum en 0 qui vaut ¢(0),

soit 0. En conclusion, g est positive et donc :

Conclusion : ‘Pour tout x €] — 1, +o0[,on a: In(1 +z) < . ‘

Réponse 2 : On peut aussi appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction ¢t — In(1+t¢)
qui est de classe C* sur I = [0,2] C] — 1, +o0[. Donc :

Je €]0,2[/In(1 +z) —In(1) = . i c(x —0) e In(l+z) =

1+c

1
11 suffit alors de dire que ¢ > 0 = T < 1 et donc, puisque z >0 : |In(l1 +z) <=z
c

En déduire que :

vn 22\ " N ) NG 22\ "
Vn € N*, / <1 - > dz < / e ¥ dx < / <1 + ) dz.
0 n 0 0 n

Soit n un entier naturel non nul. Soit x un élément de [0, \/ﬁ]
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2
x

— On suppose = € [0,\/5[. On a donc 22 < n et donc —— > —1 car n > 0. On peut donc
n

réinvestir la question précédente :

2
ce qui donne nln (1 — ) < —2? car n > 0. Par croissance de exp, on a alors :

n
2 n
(1 — x) < e,
n
Cette derniere inégalité est triviale pour x = y/n. On a donc prouvé que pour tout = de [O, \/ﬂ ,

on a:
z2\" 2
1—— | <e™™.

n

Par croissance de I'intégration, invocable par continuité des fonctions intégrées et car les bornes
sont dans le sens croissant, on a :

Vn 2\ " Vn
/ (1 — az) dz < / e de.
0 n 0
2

x
— On a — > —1 car c’est un quotient de nombres strictement positifs. On peut donc réinvestir

2 2
1n<1+x><x
n n
2

ce qui donne —nln (1 + ) > —22 puis, par croissance de exp, I'inégalité suivante :
n

2\ —1
B n

puis, par croissance de I'intégration, invocable par continuité des fonctions intégrées et car les
bornes sont dans le sens croissant, on a :

Voo, NG 22\ "
/ e ¥ dx < / (1 + ) dz.
0 0 n

Conclusion : On a bien démontré que

vn 22\ " Voo, vn 22\ "
Vn € N¥, / (1 - > dz < / e ¥ dz < / <1 + ) dz.
0 n 0 0 n

En utilisant dans la premiére intégrale le changement de variable x = \/n sin(t) et dans la troisieme
intégrale le changement de variable x = y/ntan(t), en déduire que :

n
la question précédente :

NG
VneN*,  /nWapq < / e daz < /nWan_a.
0
Posons x = wy(t) = /nsin(t) (réciproque de la fonction de changement de variable qui nous
T T
intéresse!). La fonction u; est strictement croissante et de classe C! sur [0, 5], bijective de |0, 5]

sur [0, v/n].

On en déduit que le changement de variable z — uj ' (2) = t est licite car u; ' est comme u; de
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classe C!, bijective de [0, v/n] sur [O, g}

Il donne dz = v/ncos(t)dt et de /nsin(0) = 0 et v/nsin (g) = +/n, on déduit :

vn 2\ N ™ .92 n
/ (1 — i) dz = /2 (1 — nsmﬂ(t)) v/n cos(t)dt
0 0
2
= n/ cos®™ (t) cos(t)dt
0
= \/H/Q cos®™ L (t)dt
0
= VnWap1.

De méme le changement de variable z = v/ntan(t) est licite car t — /ntan(t) est de classe C' de
T
[O, Z} sur [0,+/n] et strictement croissante. C’est donc aussi le cas de sa réciproque qui constitue

notre fonction changement de variable...
1l donne dz = v/n(1 + tan®(t))dt et de v/ntan(0) = 0 et v/ntan (%) = /n, on déduit :

/Ox/ﬁ <1+ 9;2>—” dr = /0er (1+ntan§(t)>_n V(1 + tan2(1))dt
= \/ﬁ/o4 (1+ tan®()) " dt

i’ (1@) Ca

= \/ﬁ/4 cos® 2 (t)dt < \/fz/2 cos®™2(t)dt car cos*™ ™2 > 0 sur [%, g]
0 0
< VnWap_s.

Ces deux égalités ainsi que la question précédente donne alors de maniere immédiate :

n

. 2
Conclusion : |Vn € N*,  /nWos,11 < / e ¥ dx < /nWap_s.
0

d) En déduire enfin que I = /7.

Soit n un entier naturel non nul. On vient de voir que :

Vn

VnWan g1 < / e dz < vnWap_a.
0
[
On sait aussi que W, ~ —, on en déduit que vV2nW,, ~ /metdonc Vdn+2Wo,11 ~
n—00 2n n—-+oo n——+oo
V7 et donc :

VnWap i1 \27?

n—s-too
VT VT
2 2

™
et lim (\/ﬁWgn,g) = \QF L’inégalité précédente et le théoreme des gendarmes nous permettent

n—oo
NG
lim (/ e dx) = ﬁ
n—00 0 2

De la méme facon, on prouve que /nWa,_o ~ ela prouve que lim (\/EWQHH) =
n—oo n—oo

alors de dire que :
15 / [20]
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Do too e T . s .
ce qui signifie que / e ¥ dx = 5 puis, par parité, la conclusion attendue :
0

Conclusion : |On a bien : I = /7.

Partie B : Maximum et minimum

Dans cette partie, on se donne deux variables aléatoires X; et X5 indépendantes suivant toutes les
deux la méme loi normale N (0, 1) et on note ¢ une densité de X; et X5 et ® leur fonction de répartition.

On note par ailleurs Y = max (X1, X2) et Z = min (X, Xo).

@ Soit x € R.
a) Expliciter p(x) et vérifier que ¢ (z) = —zp(z) :

D’apres le cours, on sait que :
(@) 1 x?
r)=—exp|——|.
4 or P\ 72

Par composition, ¢ est dérivable sur R et on a :

(@) 1 z? o 2z
r)=—e —— ——
14 o7 P\ T 2

= —ap(z).

1 2
Conclusion : | p(x) = o CXD <_a:2> et ©'(z) = —zp(x).
T

b) Exprimer ®(z) a l'aide de ¢.
 est une densité de X; et ® sa fonction de répartition. Comme ¢ est continue, on sait que :

Conclusion : @(m):/ o(t)dt.

® a) Expliciter les fonctions de répartition de Y et de Z a 'aide de @ :

— Soit ¢t un réel. On note que le maximum de X; et Xy est inférieur a ¢ si et seulement si X;
comme Xo est inférieur & ¢. On a donc :
Fy(z) =P(Y < x)
=P((X1 <2)n(Xy <x))
=P(X; <z) x P(X3 < z) par indépendance
— (@(x))
— Soit t un réel. On note que le minimum de X; et X5 est strictement supérieur a ¢ si et seulement
si X7 comme Xy est strictement supérieur a ¢. On a donc :
Fz(x) =P(Z < x)
=1-P(Z >x)
=1-P((X;>2)N (X2 >2x))
=1-P(X; > z) x P(X2 > z) par indépendance
=1—(1-o(x))>
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Conclusion :|On a donc : Fy = ®* et Fy =1 — (1 — ®)%

En déduire que Y et Z admettent des densités que I'on exprimera a l'aide de ® et ¢ :

® est une fonction de classe C* donc, d’apreés la question précédente ou on a vu :
Fy =02 et Fz=1—(1-®)?,

on peut dire, par produit et somme, que Fy et Fyz sont de classe C* et sont donc en particulier
continues sur R et de classe C! sauf éventuellement en un nombre fini de points. D’apres le cours,
Y et Z admettent des densités et, comme leurs fonctions de répartitions sont de classe C* sur R,
une densité de Y est Fy et une densité de Z est F7. Pour tout réel z, on a donc :

fz(x) =2(1 - &(2))2'(x)

(1 = @(z))p(x)-

2
fr (&) = 20(2)®'(x) )
= 20(a)p(x).

Conclusion : ‘On a obtenu : fy : x — 2®(z)p(x), fz 1z~ 2(1 — ®(z))p(z). ‘

Démontrer que Y admet une espérance si, et seulement si, I'intégrale ci-dessous est convergente :

/ T ) B ().

—0o0
On vient de voir que : fy : z — 2®(z)p(x). ¥ admet donc une espérance si, et seulement

+oo
si, / 22®(x)p(x)dr converge absolument, soit si, et seulement si d’apres la question 4)a),
—o0

+o0
/ —2¢'(2)®(x)dz converge absolument ce qui équivaut, par linéarité, & la convergence ab-
—00

+oo
solue de / o' (2)®(x)dz.

—0o0
Montrons maintenant comment passer de la convergence absolue a la convergence.. :

+00 400
/ ’@l(ﬂf)@(ﬂfﬂdw—/ | (2)|®(x)dx converge

—0oQ
+oo
& / (x)dx converge et / |/ (x)|®(z)dz converge
0
+oo
& / x)dx converge et / —¢'(2)®(x)dx converge
0
car ¢ est croissante sur | — 0o, 0] et décroissante sur |0, 00|

et donc ¢'(z) > 0 sur | — 00, 0] et ¢’ (x) < 0 sur |0, +o0|

+oo
& / x)dx converge et / ¢/ (2)®(x)dx converge
0
+oo
Conclusion :|Y admet une espérance ssi, / ¢’ (2)®(z)dz converge.
—0o0

A T’aide d’une intégration par parties et de I (définie en partie A), calculer cette derniére intégrale :
o0
. o, 7 . . s s ! . 2’ 2 , .« s .
Par continuité des fonctions intégrées, / ¢ (z)®(x)dx est une intégrale généralisée uniquement
—0o0
aux bornes +o0o et —oo. Pour pouvoir traiter les deux bornes simultanément, on va raisonner sur

B
I'intégrale définie :/ o' (x)®(z)da.
A
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® et o sont des fonctions de classe C! sur R donc sur [A, B].
On a donc, par intégration par parties, les égalités suivantes :

B B
/ & (2)®(2)dz = [p(2)B(2)]F / (@) () dz

A
avec lim @(B)®(B) =0= lim ¢(A)®(A) par produit d'une fonction qui tend vers 0 par une
B—+oco A——o00

fonction qui tend vers 1.
Et donc, par passage a la limite :

+o0 +oo
/ G (0)®(@)dr = lim (o(B)(B)) — lim (o(A)B(A)) / ()

PO B—+o0 A——o00 0
1 [T .
=0—- — e” " dx qui converge
27 J_
1
=0—-—1I.
27

Ces différents calculs prouvent :

+oo 1 1
Conclusion : / ¢/ (x)®(x)dz converge et vaut —2—1, soit ———.
T

. NG

En déduire que Y admet pour espérance :

1
E(YY)=—.
+oo
D’apres les deux dernieres questions, Y admet une espérance car / ¢/ (x)®(x)dz converge et son
—00

+00 1
espérance vaut —2 / ¢’ (2)®(z)dz d’apres la question 6)a), soit — d’apres la question 6)b).

oo Nis
1

Conclusion : |On a bien : E(Y) = N

En justifiant que Y 4+ Z = X1 + X2, en déduire également l'espérance de Z.

Soit w un réel.
— Si Xj(w) > Xa2(w), on aY(w) = Xj(w) et Z(w) = X2(w). On en déduit :

Y + Z)(w) = X1(w) + Xa(w)
= (X1 +X2)(w)
— Si Xj(w) € X2(w), on a Y(w) = Xo(w) et Z(w) = X1(w). On en déduit :
Y + Z)(w) = Xa(w) + X1 (w)
= (Xl +X2)(w)
On a donc bien prouvé que Y + Z = X1 4+ X5. On en déduit :
Z7=X1+Xy,-Y.

Comme X7, X5 et Y admettent des espérances, on en déduit, par linéarité, que Z admet une

espérance et :
E(Z) = E(X1) + E(X3) —E(Y)

1
—0+0— ——.
T0- =

Conclusion : |On a bien : Y + Z = X; + X5. On en déduit : E(Z) = —

Bl
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@ a) A Taide d’une intégration par parties, démontrer que Y? admet une espérance égale & 1 :
On a vu que : fy : z — 2®(z)p(x). On peut donc dire, par le théoréme du transfert, que Y
+

[e.e]
admet une espérance si et seulement si / 222®(z)p(z)dz converge absolument, soit, comme

—0o0
+oo
la fonction intégrée est positive, Y2 admet une espérance si et seulement si / 2x2<I>(x)g0(ac)da:
converge. -
Sous réserve d’existence et par le théoreme du transfert, on a :
+oo
E(Y?) :/ 2220 (z)p(z)dz
—0o0
+oo
= —/ 20®(x) x ¢ (x)dz d’apres la question 4)a)
—0o0
+oo +oo
= —[22®(x) x p(x)] +/ 20(x) x p(z)dx +/ 229’ (x) x p(x)dz par IPP
—0o0 — 0o

possible car x — 22®(x) et ¢ sont des fonctions de classe C*

avec lim 2zxp(z)®(z) = 0= lim 2zp(x)®(x) par croissances comparées
T—+00 r——00

+o0 +o0
=0-0+ / 20 (z)®' (z)dx + / 2xp*(2)dx
+<:o ee 7
= [®*(z)] i / 2¢ ()¢’ (x)dz de nouveau d’apres la question 4)a)

=12 -0% - [@Q(x)]tz car ® est une fonction de répartition

=1— 0+ 0 d’apres l'expression de ¢ vue en 4)a)

=1.
Toutes les limites vues dans ces différentes égalités ont été justifiées. On en déduit donc I'existence
de E(Y?) et :

Conclusion : | On a prouvé que Y2 admet une espérance égale a 1.

b) En déduire que Y admet une variance que 1’on déterminera.
Y? admet une espérance. D’apres la formule de Kcenig-Huyghens, on peut donc affirmer que Y

admet une variance qui vaut E(Y?) — (E(Y))?, soit 1 — — d’apres les questions précédentes.
s

. . ) T —
Conclusion : | Y admet bien une variance, elle vaut
T

a) A nouveau par intégration par parties, démontrer que Z 2 admet une espérance égale & 1 :
On raisonne de la méme fagon qu’en 7)a). Sous réserve d’existence et par le théoréme du transfert,
ona:

+o0
E(Z?) = / 222(1 — ®(z))p(z)dx

—0o0

— /+°o 20%p(z)dx — /+OO 22°® () (z)dx

—00 —00

“+oo
= / 222p(x)dz — 1 d’apres la question précédente

—0o0

= 2E(X?) — 1 par le théoreme du transfert

= 2V(X1) + 2(E(X1))? — 1 par la formule de Keenig-Huyghens
=2x1+2x0%—1car X; — N(0,1)

=1
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Toutes les intégrales généralisées vues dans ces différentes égalités sont convergentes d’apres le
cours ou d’apres les questions précédentes.
On en déduit donc Pexistence de E(Z?) et :

Conclusion : | Z* admet une espérance égale & 1.
Par contre, on n’a pas fait d’intégration par parties, cela aurait pu se faire en utilisant les mémes
astuces que en 7)a).

b) En déduire que Z admet une variance que 'on déterminera :
Z? admet une espérance. D’aprés la formule de Koenig-Huyghens, on peut donc affirmer que Z

admet une variance qui vaut E(Z?) — E(Z)?2, soit 1 — — d’aprés les questions précédentes.
s

Conclusion :| Z admet bien une variance, elle vaut

™

c) Y et Z sont-elles indépendantes ?
Supposons Y et Z indépendantes. On aurait alors :

V(Y 4+ 2) =V(Y) + V(2)

T—1

=2

d’apres les questions 7)a et 7)b).

Or, d’apres la question 6)d) et par indépendance de X; et Xo, on a :

V(Y + 2Z) = V(X1 + Xo)
= V(X1) + V(Xp)
=2 car X7 <= N(0,1) et Xy < N(0,1).

Conclusion : | Y et Z ne sont pas indépendantes. ‘
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