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CORRECTION
Equations différentielles et calcul matriciel (3H00)

Exercice :

A savoir refaire pour s’assurer de pouvoir écrire la méthode d’Euler quand elle est demandée.

Probléme :
Premiere partie

@ a) Rappelons les relations liant la somme et le produit des racines wy et we aux coefficients a,b et ¢
de l’équation (C) : Le théoreme de factorisation des polynomes donne :

ar® + br + ¢ = a(r — wy)(r — wy).
En développant le second membre, on obtient alors
ar? +br + ¢ = a(r? — (w) + w2)r + wiws).

On en déduit le résultat par identification des coeflicients.

‘wl +wy = —b/a wiws = c/a‘

Lu dans le rapport de jury : « Bien sir, question globalement réussie... 85% mais pas 100% !
Cependant, les candidats ont intérét a prendre le temps de lire les questions... aucune preuve n’était
attendue, on ne demande pas wy et wo en fonction de a, b et c... Et le coefficient d’une équation
du second degé n’est pas toujours égale a 1. »

b) Soit y : R — R une solution de (g5) sur R, c’est-a-dire y est de classe C2 sur R et :
Vz € R, ay’(z) + by (z) + cy(x) = 0.

Posons : z =3 —wyy.

i. Montrons que z est de classe C' sur R : Si y est de classe C?, alors 4/ est de classe C! et z est
clairement C!, en tant que combinaison linéaire de fonctions C! et par ailleurs :

2 —wrz = Y — (w1 +w)y +wiway

1
= - (ay” + by’ + cy)
= 0.

ii. On déduit alors une expression de z du fait que toute solution de I’équation 2’ — wez = 0 est de
la forme z — Ae“2%, avec A\ un réel.

Il existe un réel \ tel que z(x) = Ae“?". ‘
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iii. On vient de prouver que y est solution de ’équation différentielle

y/ — w1y = Ae?® (*), ()\ S R)

Or on sait que la solution générale de I’équation homogene associée a (%) est ’yo tx = puett |

11 ne reste donc plus qu’a déterminer une solution particuliére de (x).

D’apres la forme du second membre, on sait que (x) admet une solution particuliere de la forme
yp(x) = P(x)ev?".
alors y,(x) = (P'(z) +we P(x)) e?*. Et donc :

Yp(x) — wiyp(z) = (P'(z) + (w2 — w1) P(x)) €27 = Ae™>"
Apres simplification, on obtient :
P'(z) + (w2 —w1)P(x) = A (%)

— Premier cas : Si w; = wa, (k%) & P'(x) = A= P(z) = x + b, beR.
Soit yp(z) = (Az + b)e?” = (Az + b)e“'* une solution particuliere (¢ on peut tout a fait
envisager de prendre b = 0 puisque c¢’est une solution « particuliere »...)

— Second cas : Siwy # wg alors (%) = deg(P) = 0.

A
En posant P(x) =a,a € R,ona (x*) & (wa —wi)a= A<= a= ——.
w2 — W1
Soit, si y, solution de (%), alors y,(x) = ———€"?*. On vérifie aisément que la réciproque
w9y — W1
est vraie...
. eI eW2T i w
Conclusion : |y(z) = yo(z) + yp(x) = H wo — w1 17w
(Ax 4 p)e*r™ sl wyp = wy
Soit :

‘Si w1 # we, y est de la forme z — Ae“'” + Be“?*, avec A, B des réels. ‘

et

w1

‘Si w1 = wy, y est de la forme x +— (Az + B) e“'*, avec A, B des réels. ‘

Lu dans le rapport de jury : « La résolution de 2z’ —wsz = 0 ne pose pas de souci (pour 75%
des candidats!) méme si la rédaction ne respecte pas souvent la nature des objets... confusion entre
ensemble, fonction, valeur de la fonction en un point, méme si les phrases utilisées sont incom-
pletes... « €92% est une solution ».

1/3 des candidats ne voient pas qu’alors y est solution d’une équation différentielle du premier
ordre... premiére difficulté de deux questions qui s’enchainent.

La recherche d’une solution particuliere est plus délicate, soit par une méthode de variation de la
constante a la présentation technique sans trop savoir ce qui se passe, soit par la proposition d’une
solution particuliere mais qui n’est pas toujours vérifiée.

Beaucoup de candidats sont passés a coté de cette équation en y et ont donné directement l’expres-
ston de y vue en cours.

Mais comme nous l'avons dit ci-dessus, la question demandait clairement de résoudre l’équation
en y et ainsi de démontrer le résultat de cours. »
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c)

Dans cette question, nous supposons que : w1 = wo. Montrons que, pour toutes constantes réelles
A et B, les fonctions x — (Axz + B) e“'* sont solutions de (&) sur R :
Soient A, B deux réels, et u la fonction définie par u(x) = (Az + B) e“'*. Le calcul de ses dérivées

donne :
u'(x) = Ae'” + wi(Ax + B)e*t”
u" (1) = 2wy Ae“1® + wi(Ax + B)e¥1®

On en déduit alors, pour tout réel x :

au”(z) + bu'(z) + cu(z) = €7 (Ax (aw% + bwy +¢) + B (aw% + bwy + ¢) + A (2aw; + b))
e (AajP(wl) + BP(wl) + AP'(wl))

ot on a posé P(r) = ar? 4+ br +c. Mais lorsque w; = wo, dire que w; et wy sont les racines de P c’est
dire que w; est une racine double de P. Cela donne P(w1) = P'(w1) = 0, ce qui donne le résultat
recherché.

Pour tous réels A et B, les fonctions = — (Az + B) e“'* sont solutions de (5) sur R.

Déduisons-en l’ensemble Sy des solutions de (}) sur R :
On vient d’établir I'inclusion suivante :

Vect (x — ze*'" x> %) C S5.

Réciproquement, il faudrait prouver que tout élément de S} est de la forme z — Aze“'® + Be“1”,

mais on remarque que cela a été fait a la question précédente. D’ou le résultat.

Si wy = wy, Sy = Vect (z + 2", 2+ “17)

Lu dans le rapport de jury : « Les calculs ont été laborieu...

Et le schéma analyse-synthése ou double inclusion n’a pas été mis en avant (environ 5% des can-
didats sont convaincants!), beaucoup se demandent pourquoi on leur fait faire deuz fois la méme
chose.

»

Dans cette question, nous supposons que : wy # ws.

Montrons que pour toutes constantes réelles A et B, les fonctions x — Ae“1* 4+ Be“2* sont solutions
de (¢}) sur R et déduisons-en ’ensemble S} des solutions de (g,) sur R dont on admettra qu’il s’agit
la aussi d’un R-espace vectoriel :

Soient A, B deux réels, et u la fonction définie par u(x) = Ae“'* + Be*2*. Le calcul de ses dérivées

donne :
uw(x) = wy Ae¥T 4 wo Be¥2®
u" (1) = w? A1 + w2 BeW2®
On en déduit alors, pour tout réel x :
au(z) + bu'(z) + cu(z) = Ae“"* (awi + bwy + ¢) + Be**” (aws + bws + ¢) = 0.

D’ou le résultat recherché.

Pour tous réels A et B, les fonctions z — Ae*'* + Be*?" sont solutions de (g) sur R.
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On vient d’établir I’inclusion suivante :
Vect (x +— 1% x — e¥27) C 5.

Réciproquement, il faudrait prouver que tout élément de S} est de la forme x — Ae“1* 4+ Be“2*
mais on remarque que cela a été fait a la question 1.2. D’ou le résultat.

Si wy # we, 84 = Vect (x +— %, 1 +— e¥27)

Résolvons sur R ’équation différentielle : y" —y = xe® :
Il suffit d’utiliser la méthode qui vient d’étre établie, en remarquant que I’équation caractéristique
associée admet 1 et —1 comme racines.

Conclusion : |L’ensemble des solutions de y” —y = 0 est {x — Ae®” + Be *, A, B € R}
ou encore :

L’ensemble des solutions de 3" —y = 0 est Vect (x — e’ x> e*x) .

Cherchons maintenant une solution particuliére y, : Conformément a I'indication de I’énoncé, on

cherche y,, sous la forme y,(z) = (ax? + bx + c)e”.
& On peut prendre ¢ = 0 puisque z — ce® est solution de I’équation homogene !
Alors :
Yp(x) = (202 + b+ az’® + bx)e®
= (az® 4 (2a + b)x + b)e”

Soit
Yy (x) = (2ax + (2a 4 b) + ar® + (2a + b)x + b)e”
= (az® + (4a + b)x + 2a + 2b)e”
D’ou :
Yp () — yp(x) = ve” & (dax + 2a + 2b)e” = ze®
ou encore

4az + 2a 4 2a = x (multiplication par e™* # 0)

Et par identification des coefficients :

4a :1<:> a =1/4
2+2b =0 |2 =-2a=-1/2

2
=
Ce qui permet d’en déduire que y, : © — (4— 4) e” est solution particuliere de 1’équation
différentielle proposée.
. 2 oz
Conclusion : |S={y=yo+yp:z+—> T e’ + Be™*, A, B € R}
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Deuxiéeme partie

Nous allons nous intéresser dans cette partie a la résolution d’une équation différentielle homogéne du
troisieme ordre a coefficients constants.

Pour une fonction y : R — R de classe C3 sur R, y®) désigne la dérivée troisieme de .
Considérons ’équation différentielle :

(e5) @ =2y —¢/ +2y =0

® Soit y une solution de (g5) sur R, et 2 un nombre réel.

Y(@) yO(2) 2 1 -2
Notons : Y = [ ¢¥/(z) | ,Y'=| v"(x) |, A=|[1 0 0O
y(x) y'() 01 0
Montrons que Y = AY : On a
y® (x) 2y () + ¥/ (z) — 2y(2)
V=AY & | '(z) | = Yy ()
y'(z) y'(z)

On voit alors que cette égalité est vraie, puisque y est solution de (£5).

@ Quelques calculs préalable :
2-XNz+y—2z =0
a) Soit (Sy) le systéme linéaire d’inconnues réelles x, y et z : ¢ x — \y =0
Y— Az =0

i. Montrons qu’il existe 3 wvaleurs de A distinctes (nommées par la suite A1, A2 et A3, avec
A1 < A2 < A3) pour lesquelles (Sy) n’admet pas que la solution nulle :

Y = Az Yy =)z
(Sy) e qr=N\y =XNze =)y =\2z
(2-=M)A2+A1=-2)z =0 2-MNA-1)z =0

Il est des lors immédiat que (S)) admet au moins une solution non nulle si, et seulement si,

(2= N\ —1)(A+1) £0.

Conclusion : ‘ (Sx n’est pas un systeme de Cramer pour (Aj, A2, A2) = (—1,1,2) ‘

ii. Résolvons (Sy) pour chacune des valeurs de A obtenues précédemment :
Déterminons ’ensemble des solutions de (S_1) :

(St1) e (z=zety=—2),donc|Ss , ={(z,—2,2),z € R}

de méme : ‘851 ={(z,2,2),z € R} et Sg, = {(42,22,2),z € ]R}‘

iii. Soit u; = (a1, b1, 1) une solution de (S}, ), us = (az, b2, 1) une solution de (Sy,) et uz = (as, b3, 1)
une solution de (S),). Déterminer ay, by, ag, bz, as et b3 :
C’est immédiat au regard de la question précédente. on prendra :

5/



BCP [t - Devoir surveillé n°4 - samedi 30 novembre 2024

lur = (1,—,1,1), up = (1,1,1) et ug = (4,2, 1)]

as ai as 1 1 4
b) Onpose P= by b bs| =1 -1 2
1 1 1 1 1 1

Inversons la matrice P et déterminons la matrice D définie par D = P~YAP :

T
Ply]|= < -y +2z = b
z ¢ +y +z = ¢
r 4y +4z = a
= 2x +6z = a+b Lo+ Lo+ 14
3z = a—=¢ Lg — L1 — L3
y = %a —3b -i-%c
& x = —%a —i—%b +c
- L e
1 -3 3 6
pl= sl 32
2 0 -2
1 0 0
Un calcul matriciel immédiat donne alors | P~ AP=D= |0 —1 0
0 0 2

Lu dans le rapport de jury : « Quelques remarques habituelles sur cette question : présentations
mécaniques qui laissent parfois des doutes sur la compréhension, confusion entre taille, dimension,
ordre et rang d’une matrice, les colonnes de P me sont pas toujours ordonnées, le calcul de l’inverse
de P est correct dans 50% des cas... »

® Soit y une solution de (¢}) sur R. Montrons que : P~1Y’ = DP7Y :
On vient d’obtenir que D = P~'AP donc, en multipliant & gauche par P et & droite par P~!, on a
successivement :

PD = AP puis PDP~ 1 = A

Des lors :
Y' = AY = PDP"'Y.

On obtient alors directement le résultat en multipliant cette égalité par P~! & gauche.

Py’ = pplY|

Lu dans le rapport de jury : « Trop souvent traitée en effectuant le calcul matriciel... »
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@ Résolution de (c%) sur R.

2)

Soit y : R — R une solution de (%) sur R, s’il en existe.
En notant z = —%y”—l— %y’—ky, montrons que z est de classe C! sur R et que : 2’ = z, et déduisons-
en une expression de z :
y étant une solution de (%), on en déduit qu’elle est de classe C' 111 vient alors que z est de classe
C? en tant que combinaison linéaire de fonctions de classe C'. On peut alors écrire :
1
/

1 1 1 1 1
- _ = (3) o /:_72// /_2 oM I S — 5
2 S+ 5y +y 5 (2 +y —2) + 5y +y SV oy Fy==

z est de classe C! sur R de sorte que 2’ = 2.

On en déduit qu'il existe un réel A tel que z(z) = Ae®, pour tout réel x.

Il existe un réel A tel que z(z) = \e®, pour tout réel . ‘

En déduire une expression de y comme combinaison linéaire de 3 fonctions qu’on déterminera :
On vient de prouver que y vérifie I'équation différentielle —3y” + 2y + y = Ae®, soit encore

(1) —y" +9 +2y =2xe".

L’équation caractéristique associée a (1) est —r? +r 42 = 0, qui admet pour racines —1 et 2 (apres
calcul du discriminant). On en déduit que la solution générale de 1’équation homogene associée a

() est

z — Ae™* 4+ Be*®.

Quant & la solution particuliere, on la cherche sous la forme y,(z) = ae® (ou plus généralement,
sous la forme y,(x) = P(z)e” si on n’a pas idée du degré de P...). Pour déterminer la valeur de a,
il suffit de remarquer que 'on a

—yg(:n) + yzl)(x) + 2y, (x) = 20€e”,

ce qui donne a = A apres calcul des dérivées de y,. Au final, on voit que y est de la forme
y(z) = Ae™® + Be?® + \e”.

Il existe trois réels A, B, X tels que y(x) = Ae™® + Be*® 4+ \e”.

Déterminons alors l'ensemble S5 des solutions de (%) sur R :
On vient de prouver que toute solution de (£5) est de la forme y(z) = Ae™® + Be* + \e?, ce qui
prouve :

SL C Vect(x — e,z ¥,z €%).

Réciproquement, il reste & vérifier si toute fonction de la forme y(z) = Ae™® + Be?® + Ae® est bien
une solution de (£5), ce qui se fait trivialement :

y 3 (2) — 20 (z) — v/ (z) + 2y(z) = (—Ae ™ + 8Be* + Ae”)
-2 (Ae_:” +4Be** + )\ex)
- (fAe_x + 2Be** + )\em)
+2 (Ae™ " + Be*® + Ae®)
= 0.
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D’ou le résultat.

S4 = Vect(x — e~

xT

,T e

2

Tx—e”)

FIN
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