T.D. Intégrales généralisées.

Exercice 4 X :

o0
p et A désignent deux réels strictement positif et I(p, \) = / NPaP~Le= A%y
0

On note par ailleurs I'(p) = I(p, 1).

@ Par hypothese,

A >0, donc Vx € R, —Az < 0 et donc e < 1 car la fonction exponentielle est strictement

croissante sur R.
Par ailleurs, pour tout p € R} 2P~ > 0siz > 0.

Conclusion :

1l s’agit de désormais de montrer la convergence de l'intégrale I(p, A) a la borne zéro, autrement dit de montrer

Vo € RY, xP~le A < gp~1

a
que / NPaP~le=2%dx converge pour tout a réel, strictement positif.
0

On peut distinguer deux cas :

e Sip>1:lafonction x — \PxP~1e™?? est continue sur [0, +-oc[ par produit de fonctions continues sur R .

a
Des lors / NPaP~le A% dx n'est pas une intégrale généralisée mais une intégrale définie.
0

e Si0 < p<1:lafonction x — APxP~le ™% est continue sur 10, +00[ car & — xP~1 n’est pas continue en

0.

a
L’intégrale / NP xP~le™2% dx est donc généralisée & la borne 0.
0

Mais d’apres la premiere partie de la question :

Ve eRY,0< gP~le=Ar < gp—1

a
et / P~ 1dx converge. En effet :
0

donc

a
D’ou
0

Des lors, par application du théoreme de convergence par comparaison d’intégrales de fonctions positives :

Et comme l’ensemble des intégrales convergentes sur |0, a] est un R-espace vectoriel, on a :

Conclusion :

P

limI(e) = — puisque lime? = 0 pour tout p >0
e—0 p e—0

aP

P~ 1dz converge et vaut —.

a
/ 2P~ te ™ dz converge.
0

a a
)\p/ 2P~ te ™ dx converge et vaut / NPaP~le =2y
0 0

a
On dira que / NP xP~Le=A% dz converge pour tout p > 0
0




@

lim xPTle=?* =0 car 2Pl = o(e?).
T—+00 +00
Des lors, par définition de la limite en +oo0 :

Ve >0, 3¢ > 0/Vx > ¢, [zPTle | < ¢
En particulier, pour e =1 :

Je > 0/Vx > ¢,0 < 2PTle™** < 1 puisque 2P1e™ > 0 sur R,

En divisant de chaque coté par % qui est positif, on obtient que Vo > ¢, 0 < aP~le ™ < —.
x
+o0 dx

On montre alors que J = / — converge. En effet :
x
c

zq 1" 1 1 1
J(x):/ x:l—] =—— —donc lim J(z)= -

x cC T r—+00 c

Soit J converge et vaut —.
c

—+00
D’ou, d’apres le théoréme de convergence par comparaison de fonctions positives : / 2P~ te M dg converge.
c
+oo

P=1o=A% ogt, continue sur [a, c], on conclue que / 2P e My converge.

Comme par ailleurs la fonction z — =
a

On vient de montrer que ‘ I(p,\) converge & la borne +o0o ‘

Par application de la relation de Chasles, on a d’apres les questions 1. et 2 :

—+oo a —+oo
/ NPl My = / NPaP~le A%y +/ NPaP~le= 22 dx converge
0 0 a

Conclusion : ‘I(p, A) converge pour tout p > 0 et tout A > 0 ‘

u
On nous demander d’effectuer le changement de variable x = —.

Formalisons la question : Soit ¢ : x — Az = u la fonction de changement de variable.
Cette fonction est de classe C* sur R, et strictement croissante car A > 0.

o0
Puisque I(p,\) = / NP~ Le™ 2 dx converge d’apres la question 2., nous sommes assurés que :

0
B qypt du
— p —u N — — I _
J(p,A) = /a A woie Ty oua= p(0)=0et g = rl_z)rlzoocp(a:) = +00 converge
et
160 = I3 = [ e =)
0
oo
Calculons T'(1) : Par définition I'(1) = / e Tdx
0

On reconnait une intégrale de référence et pour montrer sa convergence on peut écrire que :

x

T(1)= lim [ e'dt= lim [—e '] = lim (1-e¢ ") =1

z—+00 Jq T——+00 T—>+00

Conclusion : ‘1"(1) converge et vaut 1 ‘

Montrons, a laide d’une intégration par parties, que I'(p+ 1) = pI'(p) :
“+o0
Par définition, T'(p + 1) = / tPetdt = I(p+ 1,1), ce qui assure sa convergence d’apres la question 2.
0

u(t) =tP;  u'(t) = ptP~!

On effectue I'intégration par parties : ,u,v € CH(R).
s bat b {v’(t) =et w(t)=—et ®)
Ona lim u(z)v(z)= lim —aPe ® =0 donc
T—+00 T—+00



o0 o0
['(p+ 1) est de méme nature que / u'(t)v(t) = / —ptP~ e dt
0 0
qui est bien convergente puisque, par linéarité de l'intégrale, elle vaut —pI'(p).
Des lors :

T'(p+1)= lim u(z)v(z) —u(0)v(0) + pl(p) = 0+ pl'(p)

T—r+00

Conclusion : ‘I‘(p +1) =pl'(p) ‘

On montre alors aisément par récurrence que pour tout n entier naturel non nul, I'(n) = (n — 1)! : P,
e Py est vraie car I'(1) converge et vaut 1 = 0! d’apres la question 4.
e Supposons que P,, soit vraie pour n fixé, n > 1.

e Alors I'(n 4+ 1) = nI'(n) d’apres la relation qui précede.
Soit T'(n 4+ 1) = n(n — 1)! = n! d’apres hypothese de récurrence.

¢ Conclusion : ‘F(n) =(n—-1), Vn e N*

“+o0
& Remarque : La question « Montrer que pour tout entier naturel T'(p) = / tP~Le~tdt converge et vaut
0

(p — 1)! revient dans de nombreux sujets, sans avoir au préalable traité les questions 1., 2. et 3....
Voila comment rédiger dans ce cas :

Montrons par récurrence que : I'(p) = (p — 1)! pour tout p € N* :
+oo
e I'(1) = / e~ 'dt converge et vaut 1 = 0!.
0

e On suppose que I'(p) converge et vaut (p — 1)! pour p fixé (p € N*).

e Montrons que I'(p + 1) converge et vaut p! en menant une intégration par parties :

ut) =t (t) = ptr! 1
{v’u) —et ()= —et U ECE
On a liT u(z)v(z) = liT —zPe™ =0 donc
Tr—r+00 T—r+00

o0 (o)
I'(p+ 1) est de méme nature que / ' (t)(t) = / —ptP e dt
0 0

qui est bien convergente puisque, par linéarité de l'intégrale, elle vaut —pI'(p) avec
I'(p) qui converge par hypothese.

Dés lors :

F(p+1)= lim u(x)v(z)—u(0)v(0) +pl'(p) =0+ pl'(p) = p(p —1)! = p!

r——+o0

e On termine la récurrence en écrivant :
Conclusion : ‘F(p) = (p — 1)! pour tout p € N*




® Soit g définie par g(u) =0siu <0 et g(u) = APuP~le= M sinon.

I'(p)
Montrons que g est une densité de probabilité :

e g est positive sur R puisque nulle sur R_ et sur Ry elle est formée d’un produit de fonction positives.

e g est continue sur R si p > 1 et continue sur R* si 0 < p < 1 (on rappelle que linéxpfl =+4o0si0<p<l).
r—r

o0 1 (o]
o / g(u)du = @/ NPuP~te= M dy d’apres la relation de Chasles. Soit :
—0o0 0

> 1 1
/_Oo g(u)du = @I(pa A) = @F(p) =1

Conclusion : ‘ g est une densité de probabilités ‘

(oo}
® Montrons que ug(u)du converge et calculons sa valeur :

— 00
D’apres la relation de Chasles :

> I _ 1 1 pI'(p) p
U uduz—/ NuPe Mdy = ——T(p+1,\) = —T(p+1) = —>% ==
[ vt =55 | ) P = R ¢ Y A

Conclusion : |SiY de densité g, E(Y) existe et vaut P

A
Montrons que u?g(u)du converge et calculons sa valeur :
D’apres la relati?);o de Chasles :
* 1= _ 1 1 (p+Lpl'p) _ (p+1)p
2 _ +1_—Au _ _ _ —
uguduf—/ NPuPTre™ M du = I(p+2,)) = I'lp+2) = = .
|t =555 | ey PN =Ry P S gy e
pp+1)

Conclusion : |Si Y de densité g, E(Y?) existe et vaut 2

ou encore | V(Y) existe et d’aprés Koénig Huygens : V(Y) = E(Y?) — E2(Y)




