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Devoir surveillé 4 : Probabilités et
équations différentielles

Exercice 1

Résolvons les équations différentielles du premier ordre suivantes :
® y —2y+e” =0 sur R avec y(0) = 2.

a) Equation homogene : 3/ — 2y = 0
Solution : y,(x) = Ce®* ou C € R.

b) Solution particuliere : On note que y,(x) = e est une solution évidente mais, si on le voit
pas, on cherche y, sous la forme : y,(z) = ae”.Alors, on aura :
— y,(z) = ae”
— y(x) = 2yp(7) = ae” — 20" = —ae® = —¢
— Donc a = 1, et on retrouve y,(z) = e*

T

c) Solution générale : y(x) = Ce** + e*
d) Condition initiale : y(0) = 2

C+1=2 — C=1

Conclusion : | Solution cherchée : y(x) = €2* + €”

@ (1—2%)y 4+ 22y — 4z =0 sur I =]1, +oo| avec y(2) = —1
2x
1 — a2

a) Equation homogene : y' + y=20

Posons a(z) = 1 Cette fonction est continue sur I =|1, +00|

— 2
Elle admet pour primitive A définie par A(z) = —In(|1 — 2?])

Ce qui donne : yy(z) = Ce 4@ = Ce1=2°) = |1 — 22|

Sur I =]1,+occ[,on a z > 1, donc 1 — z? < 0, ainsi |1 — 2?| = 2? — 1.
D’ott les solution homogenes : yy telles que yy(z) = C(2? — 1) ot C' € R,

2z
& Remarque : On pouvait aussi dire que 1’équation homogene était : 3/ — Y= 0.
TP L : 2x
Cela simplifiait la rédaction car z2—1 > 0 sur I et donc, puisque dans ce cas a(r) = — REL
x

ona: A(r) = —In(|z®> — 1]) = —In(2* — 1).
Ce qui donne yp(z) = Ce 4@ = Ce@=1) — O(22 — 1).

b) Solution particuliere : y, = 2 (fonction constante) est une solution évidente.
c¢) Solution générale : y(z) = C(z* — 1) + 2

d) Condition initiale : y(2) = —1. D’ou :

Cd-1)+2=-1 = 3C=-3 = C=-1

e) Conclusion : |Solution cherchée : y(r) = —(22 — 1) +2 =3 — 2%|
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® xy —y+In(z) =0sur I =R’ avec y(1) = 0.

In(x
Réécrivons : y' — y_ —L
x x
. 1
a) Equation homogene : 3/ — Y~ 00n pose a(x) ; a et une fonction continue sur I de
primitive A telle que A(z) = —In(jz|) = —In(z) sur RY.

c)
d)

)

Solution homogene : yy(x) = Ce™4®) = Celn(m) CxouC €R.

Solution particuliere : Méthode de variation de la constante. Posons y, = C(z) - z, alors :

— yy(x) =C"(x) -2+ C(x)
— oy (2) - % = C'(z) -z + CO(z) —
dott O'(z) = _Infz)

2

C(z) -z — ) = _ln(x)'

i T

In(t)

ot

x
On raisonne alors par intégration par parties pour déterminer C'(x) = / —

1
On pose u(t) = In(t) et v/(t) = 2 et on note que u et v sont de classe C' sur R .
1
t

1
On a alors u/(t) = = et v(t) = i et donc :

O(z) = / TG g ) — / " ()t

t {lnit } / L= ;

Une solution particuliere est donc y,(x) = C(z) - v = In(z) + 1.
Solution générale : y(z) = Cx + In(z) + 1
Condition initiale : y(1) =0C+1=0 = C = —

Conclusion : |y(z) =In(z)+1—=z

Exercice 2

On considere I'équation différentielle (£) : 3" — 2y + 2y = 222

@ Résolvons (£) en cherchant une solution particuliere sous forme polynomiale :

a)

Solution de ’équation homogene : 4" — 2y’ + 2y = 0

caractéristique : 7> — 2r +2 =0

A=4—-8=—4
2+ 2
r==5 L

Solution homogene : y, = e*(Acosz + Bsinz) ou A, B € R.
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b) Solution particuliere : Posons y,(z) = az® + bx + ¢ ou (a,b,c) € R3. Alors :
— y(x) = 2ar + b
— yy(x) =2a
Substituons dans 1’équation :

2a — 2(2az + b) + 2(az® + bx + ¢) = 22°
2az” + (2b — 4a)z + (2a — 2b + 2¢) = 22
Par identification :

20=2 — a=1
26 —4a=0 = b=2
20 —2b+2c=0 = 2—-44+2c=0 = c=1

Solution particuliére : y,(z) = 2% + 2z + 1.

c¢) Solution générale :

f(z) =e“(Acosz + Bsinz) + 2> + 2z + 1

d) Conditions initiales : f(0) =1 et f(0) =3
— f(0)=A+1=1 = A=0
— f'(z) = e*(Bcosx — Asinzx) + e*(Acosz + Bsinz) + 2z + 2
— f'(x) = e*(Bcosx + Bsinx) + 2z + 2 (car A =0)
— f(0)=B+2=3 = B=1

e) Conclusion : |Solution cherchée : f(z) = e”sinz + 2 + 2z + 1

@ Montrons que f est de classe C* sur R :

La fonction f :  — e*sina + 22 4+ 22 + 1 est une somme de fonctions de classe C* sur R. En
effet :

— x +—— e"sinx est C*° comme produit de fonctions C*

— x> 2%+ 2z + 1 est un polynéme donc C*

Donc f € C*(R).

Pour tout n € N, posons u, = f™(0). Montrons que :
VneN,n>3, Upo=2up1 — 2u,

Dérivation de I’équation : Dérivons (£) : y” — 2y + 2y = 22? deux fois.
Premiere dérivée : y" — 2y" + 2y = 4x

Deuxieme dérivée : y* — 2" + 2y = 4

Pour n > 3, en dérivant n fois : y(™+2) — 2y 4 29 —

En évaluant en £ =0 :
FUR(0) = 20D (0) + 2£0(0) = 0

Conclusion : |u, 9 = 2u,1 — 2u, pour tout n > 3‘
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® Déterminons f™(0) pour tout n € N :

Calculons les premieres valeurs et pour ¢a on rappelle que :
f(z) =e"sinx + 2% + 2z + 1 donc f'(x) = cos(x)e® + sin(x)e® + 2x

et que, puisque f est solution de I’équation différentielle :

f'(z) = 2f'(z) — 2f(x) + 22

D’ou :
Uy = f/<0) =3
uy = f"(0) = 2f(0) —2f(0) +2-0°=6—-2=14
Pour n > 3, la relation de récurrence u, o = 2u, 1 — 2u, avec usg, uy, ... peut se résoudre.

L’équation caractéristique de cette récurrence est : r2 = 2r — 2, soit 72 — 2r +2 =0
Les racines sont r = 1 & i = 1/2e*/4

La solution générale pour n > 3 est :
u, = (vV/2)"(C} cos(nm/4) + Cy sin(nm/4))

Les constantes (' et (s se déterminent avec les conditions us et uy calculables a partir de u,
et us.
En effet, on a obtenu en 2. que :

f"(x) = 2f"(x) = 2f'(x) + 4x et O () =2f"(x) = 2f"(x) + 4
donc

u3:f”’(0):2u2—2u1+022x4—6:8—6:2et
g = fU0) =2u3 —2uy +4=4—-8+4=0

On raisonne alors en évaluant la solution générale en n = 3 et n = 4, ce qui donne le systeme :

(v/2)3(Cy cos(3m/4) + Cysin(37/4)) = 2v/2 <—Cl\/7§ + ng) =2

(vV2)4(Cy cos(4r/4) + Cysin(4r/4)) = 4(—Cy + Cy x 0) = —4C; =0

Ce qui donne

A0-Ci+C) =2 [Cr=1+C1 =1
—404 —0 | =0

Conclusion : |u, = (\/5)" sin (%), Vn>3, ug=1,u =3 et uy =4
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Probléme 1 : Epreuve Agro-véto A 2019

Lu dans le rapport de jury : « L’objectif de ce rapport n'est pas d’accabler les candidats en
énumérant les erreurs qu’ils ont pu commettre mais de pointer certaines lacunes récurrentes afin
d’arder les futurs candidats dans leur préparation.

De facon générale, la présentation des copies est a améliorer. Les candidats pourraient augmenter
sensiblement leurs résultats en justifiant leurs calcules (événements incompatibles, indépendants,...) »

On effectue une suite de lancers d’une piece équilibrée. On suppose les lancers indépendants.
Pour tout entier n € N*, on notera F,, I'’événement « au n-eme lancer on obtient un face » et T" est
la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier face.

k
1
@ Justifions que T(Q)) = N* et P(T = k) = 5| pour tout k € N* : 1l faut faire au moins un

lancer pour obtenir un premier succes... donc le nombre de lancers nécessaires pour obtenir un

premier face est un entier supérieur ou égale a 1. D’ou | T(Q2) = N*

Pour tout k € N*, P(T = k) = P(F,N---N F_y N F}).
Or les épreuves (lancers de la piece) sont indépendants donc les événements associés (obtenir
Pile ou Face) sont mutuellement indépendants. D’ou :

BT = ) = B(F) - PP = (5
N
Conclusion : |T(Q) =N et P(T =k) = <§> pour tout k € X ()

Lu dans le rapport de jury : « La loi de T a souvent été obtenue mais il a rarement été
Justifié que lindépendance des lancers était nécessaire. »

k
1
@ On commence par prouver que Z k (§> converge (absolument).

k>1
& On note que c’est une série a termes positifs donc convergence absolue = convergence...

k—1
1 1
Or Z k <§> est une série géométrique dérivée convergente puisque ici ¢ = 5 €] —1,1[ de
k>1

1

somme S = —1:4.

(1- 5)2

k
1

Donc Z k (5 converge car la multiplication par A = e change pas la nature de la série.

k>1

Conclusion : |E(X) existe et vaut : —-4 =2

| —

® Soit n € N. Calculons P(T > n) :Plusieurs méthodes sont possibles (cf. TD) mais la plus
rapide consiste a dire que I’événement (T > n) est I’événement : « les n premiers lancers n’ont
donnés que des Pile ».
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Soit o o
(T>n):F1ﬂ"'ﬂFk,1ﬁFn

1 n
Conclusion : |P(T > n) = (§> (indépendance des événements)

& Rappel : Pour une autre méthode, on pourra calculer

MX>n%:iiPﬂzkﬁmMT>m:1—§éMT:@m

Lu dans le rapport de jury : « Le résultat est souvent juste mais rarement justifié. On
pouvait sommer les probabilités des événements disjoints « (T=k) » avec k > n ou calculer la
probabilité de l'intersection des événements indépendants F), avec k < n. »

@ Soit (n,m) € N*. Justifions que (T > n+m) C (T > n) puis comparons P,y (T > n+m) et
P(T >m) :
Si (T > n+m) est réalisé le premier Face est arrivé apres le n 4+ m-ieme lancer et donc, néces-
sairement, apres le n-ieme lancer.
Autrement dit | (T'>n+m) C (T > n)
On utilise ensuite la formule des probabilités conditionnelles :

P(T >n+m)N (T >n))
P(T > n)
= P(?I;(;ZZ)]W) car (T'>n+m) C (T > n)
1
(5™
:21 zéwzpq>m)
(5)”

Lu dans le rapport de jury : « Le résultat découle de la question précédente. »

[P(T>n) (T >n+ m) =

Interprétation : On peut dire que la loi proposée est « sans mémoire » puisque, le fait de savoir
qu’il y a eu n échecs ne change par la probabilité que les m tentatives suivantes soient des
échecs...

On considere la variable aléatoire S égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier
double face, c’est-a-dire deux faces consécutifs. On a donc S est égal a 3 si et seulement si on a obtenu
un pile suivi de deux faces aux trois premiers lancers.

Pour tout entier n € N*, on pose p, =P(S=n)et ¢, =1— Zpk.
k=1

@ Déterminons p1, p2, ps €l ps puis qi, g2, g3 €t qq :

— On a p; = 0 puisque le premier double face ne peut arriver avant le deuxieme lancer.

1
— Onapy, =P(FiNF)=PF)xP(F) = 1 puisque les lancers sont indépendants.

_ 1\* 1
— Onaps=P(FiNFNF;) = (5) =3 pour la méme raison.
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— 11 faut considérer ici deux issues possibles pour le premier lancer (le systeme complet d’évé-
nements {F, Fy}. Deés lors :

p=P(FLNFKNFNE)U(FL NN EFNE))
=P(Fy NN FsNE))+P((Fy N EFyN F3N Fy) car événements incompatibles

() -

Lu dans le rapport de jury : « A [exception de py les calculs sont souvent justes mais
trop peu justifiés (indépendance des lancers, incompatibilité des événements) »

n
Pour les valeurs de ¢ demandées, on calcule les sommes E i Successivement pour n variant
k=1

) 1
de 1 & 4. on trouve successivement 0 ) 3

co| W

1
) 47
) 1

Conclusion : |q1 =1, 2 = 7, 43 = 2, 41 = 5
oncltusion : |q , Q2 4,Q3 8,Q4 5

@ Soit n € N*. Justifions que P(S > n) = g, : Il suffit d’écrire que

]P(S>n):1—]P’(S§n):1—Zn:P(S:/{):1—zn:pk:qn

k=1 k=1

Lu dans le rapport de jury : « Question simple et bien traitée. »

® 11 en découle immédiatement que n € N* ¢, € |0, 1] puisque g, est une probabilité d’apres la
question précédente.
Par ailleurs (S > n+1) C (S > n) puisque, si le premier double Face arrive apres le n+ 1-ieme
lancer, alors il arrive apres le n-ieme lancer... des lors P(S > n 4+ 1) < P(S > n) ou encore

qn+1 S dn-
La suite (g,) est donc décroissante et minorée par 0 (c’est une probabilité...)

Conclusion : | La suite (g, )nen+ converge

Lu dans le rapport de jury : « Le théoréeme sur les suites monotones est globalement
conn.

Signalons qu’une suite bornée n’est pas nécessairement convergente (par exemple ((—1)")nen )

On ne pouvait pas utiliser ici ’argument 5 pr = 1 car, a ce stade, on ne sait pas que la série

keN*
converge... »

@ Soit n € N*. Prouvons que ppy3 = ¢,/8 puis que ¢ui3 = Gniz — qn/8 :

— On rappelle que (S > n) est '’événement : « n’obtenir aucun double Face au cours des n
premiers lancers ». Des lors :

Pn+3 = P(S =n-+ 3) = ]P((S > n) N Fn+1 N Fn+2 N Fn—l—?))

Par indépendance des lancers, on a :

1\ 1
Conclusion : |P(S=n+3)=P(S >n) x <§> = g%
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n+3 n+2
— Onaguiz — qniz = <1 - Zm) - (1 - Zm) = —DPn+s-
k=1 k=1

Soit qn+3 — 4n+2 = _Qn/8
Conclusion : | ¢ni3 = Gnio — Gn/8

Lu dans le rapport de jury : « Tres peu de candidats ont su justifier la premiere égalité.
Certains tentent de tromper le correcteur avec une récurrence, ce type de tentative est a pros-
crire.

Néanmoins les étudiants ont su rebondir et en déduire la seconde égalité. Il serait agréable pour
les correcteurs qu’il soit clairement écrit que la premiére égalité est admaise. »

® En déduire la limite de la suite (g,)nen+ : D’apres la question 3, on sait que la suite (g,)
converge.
Des lors AL € [0, 1] tel que limq, = L = lim q,12 = lim q,.3 et par passage a la limite dans
n—o0 n—oo n—oo

I’égalité précédente, on obtient la relation :

L=L—-L/8L=0

Conclusion : | limgq, =0
n—oo

Lu dans le rapport de jury : « Le passage a la limite n’a pas posé de difficulté mais le
vocabulaire probabiliste « quasi impossible » ou « quasi certain » n’est que trop peu vu. »

Interprétation : Sion note D I’événement « ne jamais obtenir de double Face », alors on peut
remarquer que D est inclus dans 1’événement : « les n premiers lancers n’ont pas donné de
double Face ». Ou encore :

R C (S > n) et par passage aux probabilités : P(R) < g,.

En utilisant le théoréme d’encadrement des limites, on a : P(D) = 0 ou encore

ll’événement « Ne jamais obtenir de double Face » est quasi—impossible‘

On dit que la suite (g, )nen+ vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 3.
Dans notre cas, on peut se ramener a une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

® En pensant au systéme complet d’événements {Fy, F\} montrons que pour tout entier n non

n1 + dn . Utilisons les indications de I’énoncé et appliquons la formule des

4

nul, on a quio =

probabilités totales :

Guiz =P(S>n+2)=P(S>n+2)NE)+P(S>n+2)NEF)
=Pr (S > n+2)P(F) + Pp (S > n+ 2)P(F)

1 1
= 5IE’>F—1(S>n+2)+§IP>F1(S>n+2)

Or

— Pz (S >n+2) =P(S >n+1) car tout se passe comme si on recommencait a compter a
partir du 2nd lancer et qu’on n’obtenait aucun double Face a l'issue de n lancers compté a
partir de ce deuxieme lancer.
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— P, (S >n+2) =P(F,N (S > n) car obtenir Face au premier lancer impose d’avoir Pile au
second puis de n’obtenir aucun double Face au cours des n lancers qui suivent...

_ ot |
2 4

1 1 1
Conclusion : | ¢,2 = §]P’(S >n+1)+ 5 X §IP’(S > n)

Lu dans le rapport de jury : « La plupart des candidats fait un raisonnement par récur-
rence (encore quelques tentatives d’arnaque dans U’hérédité) mais il est rarement abouti.

Un raisonnement probabiliste particulierement élégant a été réussi dans quelques trés rares
cas. »

1 1
Déterminons les racines du polynome X? — =X — 1°
Le discriminant vaut A = (1/)* +4/4 = 5/4.

1-+/5 1++/5

et To =

Conclusion : | Les racines sont 7 =

pour avoir r; < 19

Lu dans le rapport de jury : « Question réussie par 80% des candidats, ce qui est peu
vu sa facilité. On a souvent vu des fractions non simplifiées ou mal simplifiées. Par exemple :

1 5
__|_\/j
22—4:1—1—\/5»

A ry + B T2 = 1
Ar?+ Br: = q
Il est non nul.

Conclusion : ‘Le systeme admet une unique Solution‘

Le systeme a son déterminant qui vaut ri73 — riry = ri7r9(ry — 71) # 0.

Lu dans le rapport de jury : « La question portait sur l’existence de A et de B... Beaucoup
se sont lancés dans une résolution fastidieuse, infructueuse et non justifiée. 1l fallait utiliser rq
et ro €taient nulles et distinctes.

Plus généralement, avant de diviser par une quantité, il faut s’assurer qu’elle est non nulle.
Tres peu ont pensé a calculer le déterminant de la matrice associée au systeme, alors que cela
permettait de conclure rapidement.

L’attendu du programme sur les suites récurrentes linéaires d’ordre deux se limite a la maitrise
d’une méthode de calcul du n-ieme terme de la suite. Néanmoins les étudiants ayant utilisé un
résultat de cours sur les suites récurrentes linéaires d’ordre deux pour obtenir [’existence de A
et B ont été valorisés pour peu qu’ils cites les hypotheses (deux racines réelles distinctes). »

Prouvons que pour tout n € N*, on a q, = Ar}' + Bry :

An+1 an 1e . , e s
5 + R on utilise le cours sur les suites récurrentes linéaires

a) Rédaction 1 : puisque ¢,42 =
d’ordre 2. ) )
L’équation caractéristique est X? — §X 1 et elle admet deux racines réelles rq et rs.

D’apres le cours, nous pouvons assurer que :
n n
Ja, 5 € R tels que g, = ary + 6r

Il reste & montrer que o = A et = B.
ary + fra =q

Il suffit d’évaluer la relation précédente pour obtenir que : ) ) .
ari+ fry = ¢
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L’unicité des solutions de ce systeme, obtenue a la question précédente, permet d’obtenir
a=Aet §=B.
Conclusion :|q, = Ar} + Bry, Vn € N*

b) Rédaction 2 : Raisonnons donc par récurrence (sur deux rangs) :
— Initialisation : Elle a été faite a la question précédente.
— Hypothese : On suppose que ¢, = Ar} + Br} et ¢, = Ar?™ + Brj™!

— Hérédité :
Gn+1 dn
Qn+2 — 2 + 4
Arn—i—l +BT”+1 Arn—i—l —f—BTn—H
— 1 5 2 ! 5 2 Q’apres Ihypothese de récurrence
T 1 T2 1
=Ari | =+ - Bry | =+ -
r1<2+4)—|— r2(2+4)
n 2 n 2 : 2 1 1
= Ar{ x r{ + Bry x r; car r, et r9 sont racines de X~ — §X 1
= Ar?tt 4 Brpt?
— Conclusion : ‘qn = Ar? + Bry, Vn € N*
Lu dans le rapport de jury : « Cette question a déstabilisé les candidats.

Le résultat de cours sur la forme d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est généralement bien
connu, mais peu ont pensé a vérifier qu’il s’agissait des réels A et B de la question précédente.
L’ordre des quantificateurs n’est pas toujours correct pour donner [’expression du terme général
de la suite.

Ceux qui ont cherché a prouver le résultat par récurrence n’ont pas réussi. Il s’agissait d’une

1
récurrence double et il fallait utiliser que r1 et ro étaient racines de X? — §X 1 »
o Vb -1
Donnons un équivalent de q, quand n tend vers +o0o : On a |ri| = 1 < |ral.
On va montrer que ¢, ~ Brj :
n—oo
n A+ Bre A\
In 47 2 _ 4 151
Bry Bry B\ ry n—00
r
car \—1] < 1 donc le premier terme tend vers 0. On a donc :
T2
~ Br?
Conclusion : | limq, = 0 puisque 0 < ry < 1
n—oo
Lu dans le rapport de jury : « Tres peu d’équivalents corrects et encore moins de justi-

fications. »
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Probleme 2 : Epreuve Agro-véto B 2018

Lu dans le rapport de jury : « Le sujet abordait de nombreux sujets : équations différentielles,
probabilités et statistiques, analyse et informatique. Dans [’ensemble, les résultats ont ét satisfaisants.
Les parties 1 et 2 ont été globalement bien réussies. Notamment, alors que l’an dernier les candidats
avatent été nombreux été tres nombreux a omettre ['explication de leur code dans la partie infor-
matique, ils ont cette année majoritairement pensé a l'inclure. Les parties 3, 4 et 5, plus difficiles,
ont €té moins bien réussies. Malgré la longueur du sujet, presque tous les candidats ont abordé les 5
parties, méme si la partie 5 a quasiment toujours été survolée. »

Lu dans le rapport de jury : « Difficultés mathématiques notables.

»

1. De nombreuz étudiants ont des difficultés a appréhender les équations différentielles. Certains

mélangent les constantes et les variables. Souvent, les étudiants se raccrochent a linterpré-
tation physique du probleme pour pallier leur incompréhension des équations différentielles.
C’est un piege, puisque le coeur du sujet consistait justement a donner des preuves mathéma-
tiques de principes chimiques bien connus.

. Linterprétation du coefficient de corrélation linéaire est souvent incorrecte. De mombreux

candidats essayent de relier sa valeur avec le nombre de points par lequel passe la droite de
régression linéaire.

. Peu de candidats savent que la droite de régression linéaire passe par le point de coordonnées

(moyenne des x, moyenne des y). Trés peu sont capables de donner l’équation de la droite,
alors méme qu’elle était écrite dans le script fourni.

. 1l y a beaucoup d’erreurs sur le théoreme de la bijection. Les hypothéses mne sont pas, ou mal,

vérifiées (en particulier la continuité est souvent oubliée, de méme que la stricte monotonie).
Les limites de la fonction initiale ne sont pas calculées pour déterminer [’ensemble de définition
de la fonction réciproque. Le tracé du graphe de la réciproque sont souvent incorrect : la
fonction est représentée décroissante alors qu’elle devrait étre croissante, elle est représentée
avec une asymptote alors qu’elle tend vers l'infini, etc.

. De maniere générale, peu de soin est accordé aux représentations graphiques, qui devraient

pourtant étre des questions « cadeaux ».

Lu dans le rapport de jury : « Difficultés informatiques notables.

»

1. De nombreux candidats effectuent des opération entre les données de types différents, comme

une liste et un nombre. La surcharge de l'opération + n’y est probablement pas étrangere, mais
une réflexion rapide sur le type des objets en jeu dans une expression permettrait souvent
d’éviter des erreurs manifestes.

2. Souvent, les candidats pensent pouvoir effectuer des opérations sur les listes comme sur des

vecteurs (par exemple 2*¥L pour multiplier une liste par 2).
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1.1. Etude du modéle

On considere 1’équation suivante, appelée équation de Michaelis-Menten :

dp Uma:ﬂs
dt Ky +s

Pour étudier cette équation, on définit sur R, la fonction de Michaelis-Menten, notée f, par :

Umaxs

o= s

@ Montrons que la fonction f est croissante et déterminer ses limites aux bords du domaine de
définition :
f est dérivable sur R, comme quotient de deux fonctions dérivables sur R, dont le dénominateur
ne s’annule pas (en effet K, est supposé strictement positif). On obtient :

(KM + S) — UmazS KMUma:B

Uma:ﬁ
"(s) = = 0,VseR
f'(s) CEE (KM+5)2> , Vs € Ry

Conclusion : ‘ f est croissante sur RJF‘

Quant aux limites aux bornes :

Umaac S

= Upnae dONC Sl_%'inoof(s) = Unaa

f(0) =0fet f(s) ~

S§—00 S

v
@ Pour quelle valeur de s a-t-on f(x) = n;az ¢ 11 suffit de résoudre 1’équation :

Umax UmaxS Umazx S 1 KM S
& s=—+ - s5s=Ky

SERL )= e = C T ) 5 T3

Umaz

Conclusion : | f(Ky) =

® Tragons la courbe représentative de f en y faisant figurer des informations pertinentes :
On choisit de représenter les informations suivantes :

— L’asymptote horizontale d’équation (y = vyqz)-

— Le point (KM, ””5“”).
— La tangente en 0 d’équation y = f'(0)s + f(0) = “@2s qui coupe I'asymptote au point

d’abscisse K.
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LT S S — -

Vmax/2 |—.

Km

1.2. Identification expérimentale des parametres

d
Dans la suite, la quantité d—lt)(t) est notée v (). On note par ailleurs v; la vitesse initiale et on obtient :

Urmaz S0

V= ————
Ky + so

@ Etablissons une relation de la formev; ' = asyt 4B ot les constantes a et B sont a déterminer :
En inversant la relation (apres avoir noté que v; n’est jamais nul), on obtient :
1 KM + So KM 1 1

U; UmazS0 Umaz S0 Umax

K 1
MetB:

Uma:p Umaz

-1 __
;=

Conclusion : |v asy’ + B, avec a =

@ Fxpliquons comment on peut déterminer graphiquement les parameétres Ky; et Ve G partir des
données expérimentales :
On réalise plusieurs expériences permettant de mesurer v; et sq.
On place les points (s, L v, 1) dans le plan. Si le modele est valide, aux erreurs de mesures pres,
ces points sont alignés sur une droite d’équation y = ax + . La détermination graphique de «

Q
et B permet de déterminer : v,,,, = — et Ky = —.

B B

On se propose d’appliquer I'approche précédente sur des résultats expérimentaux de Michaelis
et Menten concernant 1’hydrolyse de saccharose sous ’action d'une enzyme, 'invertase. Le ta-
bleau suivant donne les vitesses initiales en fonction des concentrations initiales en saccharose
pour 7 expérimentations, ainsi que leurs inverses arrondis a 1'unité.

® Reportons sur le graphique de ’annexe 1 les couples (sal,vi_l) :
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1
So

.20 40 . 60 80 \100 120 140 160 180 200

@ Proposons des valeurs approchées de Ky et vy avec une précision en accord avec ’approche
utilisée :
L’impression du papier millimétré n’est pas d’excellente qualité... on estime donc

a=4.75et =260

Dés 1 _ =3,84-10%mol. L~ L.min™!) et K —4’75—0018 I.L7!
es lors, | Umar = 2560 mol. .min e M= 260 mol.

1.3. Etude informatique de données expérimentales

® a) Ecrivons une fonction inv qui prend en entrée une liste de nombres (supposés non nuls) L
et qui renvoie la liste composée des inverses de ces nombres :
Une écriture possible est :

def inv(L):
return [1/k for k in L]

b) FEcrivons une version améliorée inv_ex de la fonction inv qui prend en entrée une liste de
nombres L, puis : si un de ces nombres est nul, alors elle renvoie le booléen False, sinon
elle renvote la liste composée des inverses de ces nombres.

def inv_ex(L):
Linv = []
for k in L:
if k == 0:
return False
else:
Linv.append(1/k)
return Linv
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c) les lignes de codes suivantes effectuent le tracé demandé en question 3 de la partie 1.2 (les
points sont représentés par des petits cercles et ne seront pas reliés entre eux) :
On rappelle que les données dont il s’agit de calculer les inverses sont disponibles dans les
listes La et Lv.
Il suffit donc d’écrire :

plt.plot(inv(Ls),inv(Lv),"o")
plt.show()

@ a) On rappelle que, si les éléments de la liste X sont z1,xs,- -+ , x,, alors

— 1 1 < — 1 <& —
X:—Zxk et sg(:—Z(xk—Xf:—in—XQ
"= "= "=
Enfin
1 & S
SX,Y:ﬁZxkyk_XY
k=1

b) On considere les fonctions Coef et Trace suivantes :

def Coef(X,Y):
a = cov(X,Y)/variance(X)
b = moyenne(Y)-cov(X,Y)/variance (X)*moyenne (X)
return([a,b])

def Trace(X,Y):
[a,b] = Coef(X,Y)
xmin = min(X) ; xmax = max(X)
plt.plot(X,Y,"*")

plt.plot( —-—————- )
plt.plot([moyenne(X)], [moyenne(Y)],"s")
plt.grid()

plt.show()

i. Complétons la fonction Trace afin de tracer le segment d’extrémités (zmin, a*xmin+db)
et (zmaz, a*Tmaz+db) :
11 suffit de créer la liste des abscisses [xmin,xmax] et la liste des ordonnées [a*xmin+b, a*xmax+b]
et de tracer le segment qui les relie.
Le code attendu pour compléter la fonction Trace(X,Y) est donc :

plt.plot([xmin,xmax], [a*xmin+b,a*xmax+b])
ii. La droite qui passe par ces deux points a pour équation y = ax + b avec, d’apres la

Szy

et b=7vy — ax.
s2 y

fonction Coef (), a =

iii. Quel nom porte cette droite : Il s’agit de la droite de régression ou de la droite des
moindres carrés.

iv. On exécute la fonction Trace pour des listes X et Y quelconques de taille 5. Pour chacun
des trois tracés suivants, indiquons avec justification s’il peut étre ou non le résultat de
Trace ?
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11.

La droite de régression passe par le point de coordonnées (Z,7) qui, sur les graphes
proposés, est représenté par une carré. Les figures (b) et (c) sont donc exclues et seule
reste plausible le tracé (a).

Proposons un code qui calcule les valeurs de Ky; et vpe: en suivant la démarche de la
partie 1.2 :
On récupere les coefficients de la droite de régression grace a la fonction coef () puis on
utilise le fait que, d’apres 1.2.2) :
1 a
Umaz = Eet KM:E
Un écriture possible est :

def Constantes(X,Y):
[a,b] = Coef(inv(La),inv(Lb)
v_max = 1/b
K_M = v_maxx*a
return K_M,v_max

Pour ces données, le coefficient de corrélation linéaire vaut 0.9995. Qu’en déduire ¢
Ce coefficient tres proche de 1 pour un nombre de données réduit prouve la relation
linéaire qui existe entre s, et v; .

Umaxz S0

On peut des lors conclure que v; = ——
P q " K+ so

& L’utilisation des fonctions Python a partir des données fournies permet d’obtenir :
Ky = 0.0183 et Ve = 3,95 - 1073, valeurs finalement assez proches de celles obtenues
graphiquement en 1.2.3)

1.4. Analyse de I’équation de Michaelis-Menten par Schnelle et Mendoza

Les parties précédentes ont permis de déterminer expérimentalement les constantes K et g
Dans cette partie, on s’intéresse a la dépendance de s par rapport au temps, sous I'’hypothese de
I’Approximation des Etats Quasi Stationnaires (AEQS) selon laquelle la variation de la concentra-
tion en complexe « enzyme-substrat » est nulle (car il est consommé par la réaction juste apres sa
création), a 'exception d’une tres courte phase initiale de durée § > 0. On considere que la concen-
tration en S ne varie pas au cours de cette phase initiale.

S tte hypothe tout t € [J, +oo| ds(t) ap () UmazS(¢)
ous cette othese, pour tou ,+ool,ona —(t) = ——(t) = ————.
P P dt dt K + s(t)
On s’intéresse désormais a 1’équation différentielle :
ds UrnaxS
dt - KM + S

avec pour condition initiale s(d) = s.

® Méthode d’Euler : A écrire
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@ Soit g la fonction définie sur R par g(x) = ze”.

a)

T

Démontrons que g est strictement croissante :
g est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R. Des lors :

Ve eRy, ¢(z) =e"4+xe” = (z+1)e" >0

Conclusion : ‘la fonction g est strictement croissante sur ]RJF‘

Déduisons-en que la fonction h, réciproque de g, est bien définie et donnons son domaine
de définition :

g est dérivable donc continue sur R, et strictement croissante sur R, .

Par ailleurs g(0) = 0 et zling(x) = +00, donc g est une bijection de R, sur R,.

Elle admet donc une application réciproque, ‘h, bijection de R, sur R,.

Tracons la courbe représentative de la fonction h en expliquant la méthode graphique utili-
sée :

On utilise le fait que la courbe représentant h est symétrique de celle de g par rapport a la
premiere bissectrice d’équation (y = x).

Si on note que ¢'(0) = 1, on obtient que y = x est tangente a Cy et a C, en (0,0).

Par ailleurs, g(z) — 2z = ze® —x = z(e* — 1) > 0, Vo > 0 donc Cy est au-dessus de sa
tangente en 0.

1.4 -
1.2 1
1.0 4
0.8 1
0.6 4
Ch

0.4 1

0.2 4

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

® On définit y(t) = ¢ (ﬂ> Ecrivons une équation différentielle du premier ordre satisfaite par

M

la fonction y et donnons la condition initiale correspondante :
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On applique les regles de dérivation et on obtient :

yt)=9¢ (j%) %

sy [ s(t) 1 — Upaas(t)
=efku | —=+1

Umaz =0 s(t) + Ky s(t)
Ky

KM KM KM —|—S(t)
VUmaz =® S(t) S(t () Umaz
= — e =a efv = qy(t) ou a = —
Ku'  Ku Ku ) K
L dition initiale est u(8) — s() _ 50
a condition initiale est y(d) = g o, =g o

Conclusion : |Vt € [, +o00|, y'(t) = ay(t) avec a = _Umaz o y(0) =g <i>

@ Déduisons des questions précédentes une expression de y(t) puis de s(t) en fonction de t, Ky,
Umaz €t So (€t faisant appel a la fonction h) :

Nous savons que les solutions des équations différentielles de la forme y/'(t) = ay(t) sont de la
forme

y(t) = Xe™ ou A € R.
Des lors :

_ Ymax ¢

N e R/y(t) = Xe Ku

Par ailleurs,

D’ou

80 Ymaz § SO s0t+vmax 5

A=g|—|efnw = —e Ku

S S0 _ VYmazx (¢_
Conclusion : |Vt € [0, +o0], y(t) = 0 R Ry (70

Ky

. s(t) s(t) : .
Par ailleurs, y(t) = ¢ T donc K= h(y(t)) puisqu’on rappelle que h est la fonction
M M

réciproque de g...

S S _ Ymaz (4_
Conclusion : |Vt € [0, 4+00], s(t) = Ky - h (K—Ongfe Loval 6))
M

® Proposons une méthode numérique permettant d’approcher les valeurs de la fonction h :
Le probleme est, effectivement, que nous connaissons g : x — xe® mais que nous ne savons
pas exprimer sa réciproque h... Il s’agit donc de trouver une méthode numérique permettant
d’approcher la solution de I’équation :
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gx)=ze* =y ze® —y=0

On rappelle que g est une bijection strictement croissante de R, sur R, et que c’est donc le
cas également de h.

On note que g(0) = 0 < y donc h(0) =0 < h(y).

De méme g(y) = ye? > y et donc y > h(y).

En conséquence, la fonction x — g(x) — y s’annule sur [0, y] et, cette fonction étant continue
sur R, on peut appliquer la méthode de dichotomie ou la méthode de Newton pour déterminer
ol elle s’annule.

& Dans la pratique, c’est assez compliqué car les valeurs de y sont grandes et le calcul de
np.exp(y) pose probleme. Il faut en fait trouver le moyen de réduire 'intervalle de départ, ce
qui est largement possible au regard de la croissance rapide de g...
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