Valeurs propres, vecteurs propres

A Les objectifs : « Diagonaliser une matrice; calculer les puissances d'une matrice diagonalisable (avec ou sans
moyens de calculs) ».

& Dans I'ensemble du chapitre, K désignera aussi bien R que C.

1 Eléments propres
1.1 Valeurs propres, vecteurs propres d’'un endomorphisme
Soit f € L(E).

® On dit que le scalaire \ € K est une valeur propre de f si, et seulement si :

Définition 1.1 : valeurs propres - vecteurs propres

Ju € E,u#0/f(u) = Au

On dira que u est un vecteur propre de f associé a la valeur propre \.

@ On dit que u est un vecteur propre de f si, et seulement si :

u€ E,u#0et3INeK/f(u) =

Notation : L'ensemble des valeurs propres de f s'appelle le spectre de f et se note Sp(f).

Soit f € L(E) de valeur propre .
L’ensemble formé des vecteurs propres associés a la v.p. X et du vecteur nul Og est un sous-espace vectoriel de E .
On l'appelle le sous-espace vectoriel propre associé a \ et on le note Ej.

prop.1.1. Sous-espace vectoriel propre

By = {u€ B/f(u) = M}

Remarque 1 : dim E) = dim E — rg(f — Aidg).

Soit f € L(E) ot dim E finie.

prop.1.2. Caractérisation des valeurs propres

(1) A€ Sp(f) = Ex#{0g} (2)
& dimEy>1 (3)
& f — Xidg non injective  (4)
& f — Midg non bijective  (5)

A Cas particulier : 0 € Sp(f) < f non injective < f non bijective. Dans ce cas

En conséquence, f injectif si, et seulement si 0 ¢ Sp(f)




1.2 Valeurs propres, vecteurs propres, ss-espaces propres d’une matrice carree

Définition 1.2 : valeurs propres - vecteurs propres d’une matrice carrée
Soit A € M,,(K).
® On dit que le scalaire A\ € K est une valeur propre de A si, et seulement si :

3X € My (K), X # 0/AX = AX

On dira que X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre ).

@ On dit que X est un vecteur propre de A si, et seulement si :

X € Mp1(K), X #0 et I\ € K/AX = AX

Notation : L'ensemble des valeurs propres de A s'appelle le spectre de A et se note Spg(A).

|
prop.1.3. Sous-espace vectoriel propre

Soit A € M,,(R) de valeur propre .
L’ensemble formé des vecteurs propres associés a la valeur propre X et du vecteur nul Og est un sous-espace vectoriel de
M., 1(K). On I'appelle le sous-espace vectoriel propre associé a A et on le note Ex(A).

EA(A) = {X S Mnyl(K)/AX = )\X}

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Il est possible d'interpréter A comme matrice d'un endomorphisme
E de K™. Dés lors, il y a coincidence entre les éléments propres de A et ceux de I'endomorphisme qu’elle représente.

prop.1.4. Caractérisation des valeurs propres
Soit A € M,,(R) oun € N*.

(1) e Sp(f) < (A— X)X =0 admet au moins une solution non nulle ~ (2)
< A — M est non inversible (3)
& mgA-X)<n (4)

Exemple 1.1

Déterminer le spectre et les sous-espaces vectoriels propres de I'endomorphisme de R? défini par :

1
filey)— S@+yz+y)

Propriété

prop.1.5.
Si A est une matrice triangulaire, alors ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux.




Exemple 1.2
Déterminer les éléments propres des deux endomorphismes suivants :

@ feLR/ f(z,y,2) = (x+5y+ 62,2y +4z,22), Y(x,y, 2) € R3.

@ g € L(Ry][X])/g(P) =P+ XP', VP € Ry[X]

prop.1.6.
Soit f € L(E), bijectif et A matrice carrée d'ordre n inversible. Alors :
1
A€ Sp(f) & 3 € Sp(f~1) et Ex(f) = Ex/n(f71)
1 | =il
A€ Sp(4) & 3 € Sp(A™") et Ex(A) = Ey/n(A7Y)
prop.1.7.
Soit f € L(E) et A matrice carrée d’ordre n. Alors :
A€ Sp(f) = A" € Sp(f") et Ex(f) C Ex~(f")
A€ Sp(A) = N\ € Sp(A™) et Ex(A) C Exn(A™)
Propriété
prop.1.8.
A et AT ont méme valeurs propres et VA € Sp(A) = Sp(AT), dim (E)(A)) = dim (Ex(AT))
1.3 Endomorphisme diagonalisable - matrice diagonalisable
& Dans la suite, on supposera que E est un espace vectoriel de dimension finie égale a n.
Propriété
prop.2.1.
Une famille finie de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est libre.
Propriété
prop.2.2.

Une famille finie obtenue par juxtaposition de bases de sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes est
libre.

Conséquence : Un endomorphisme en dimension n ou une matrice carrée d'ordre n admet au plus n valeurs propres
distinctes et la somme des dimensions des sous-espaces propres est inférieure ou égale a n.



Définition 2.1 : Endomorphisme diagonalisable

Soit f € L(E). f et dite diagonalisable si, et seulement si, il existe une base dans laquelle la matrice de f est diagonale.

Propriété
prop.2.3.
Soit f € L(E). f et diagonalisable si, et seulement si, il existe une base B’ formée de vecteurs propres de f.
Définiti . . . .
Définition 2.2 : Matrice diagonalisable

Soit A € M,,(K). A et dite diagonalisable si, et seulement si, il existe une une matrice P € M,,(K) inversible et une
matrice diagonale K € M,,(K) telles que :

A= PDpP~!

Propriété

prop.2.4. Une condition nécessaire et suffisante de diagonalisation

Un endomorphisme en dimension n ou une matrice carrée n x n est diagonalisable si, et seulement si, la somme des
dimensions des sous-espaces propres est égale a n.

Exemple 2.1

Dire dans chacun des cas suivants si la matrice A est diagonalisable :

1 5 6 1 5 6 1 5 6
A1=(0 1 4,4 =0 2 4|;A3=(0 2 0
0 0 1 0 0 2 0 0 2

A On retiendra que si A € M,,(K) telle que Sp(A4) = {\}, alors :

A est diagonalisable sur K si, et seulement si, A = \I,,.

Propriété

prop.2.5. Une condition suffisante de diagonalisation
Un endomorphisme en dimension n ou une matrice carrée n X n ayant n valeurs propres distinctes est diagonalisable.

Méthode

Calcul de puissances

Soit A € M,,(K) diagonalisable. Alors A est semblable a une matrice D diagonale et il existe une matrice P € M, (K)
inversible telle que :

Vn €N, A" = pD"P~!
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