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MATHEMATIQUES

Algebre linéaire

Le sujet se compose d’un exercice et de deux problémes. On prendra soin de lire [’ensemble des
énoncés avant de commencer a composer.

1l sera tenu compte de la présentation et en particulier de ’ l’encadrement‘ des résultats.

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé au cours de l’épreuve.

Exercice :

Soit E un R-espace vectoriel, rapporté a une base B = (ey, ez, e3). Pour tout réel a, on on considere
I’endomorphisme f, de E associé défini par :

falea) =0 et fo(er) = fales) = aer + ea — aes

® Eecrire en Python une fonction f_a(x,y,z,a) qui renvoie les coordonnées dans la base B de
fa(u) pour tout vecteur u = (x,y, z) exprimé lui aussi dans la base B.

@ a) Déterminer une base de Im(f,).
b) Montrer que (es,e; — e3) est une base de Ker(f,).

® Ecrire la matrice A de f. relativement & la base B et calculer A% En déduire f, o f,.

@ On pose €] = fa(e1), €, =e; —e3 et e = e3.
a) Montrer que (€}, €}, e;) est une base de E.
b) Déterminer la matrice A’ de f, dans cette base.
¢) La matrice A est-elle inversible ?

® Pour tout réel x non nul, on pose B(x) = A — xl3 ou I3 désigne la matrice identité de M3(R).
a) Justifier que la matrice B(x) est inversible pour tout  non nul.
b) Exprimer (A — x13)(A + xI3) puis (B(x))~! en fonction de x, I3 et A.
c¢) Pour tout n € N, exprimer (B(z))" en fonction de z, n, I3 et A.

Probléeme 1 :

Dans ce probléme, on note £ = (1,9, £3) la base canonique ((1, 0,0),(0,1,0), (0,0, 1)) de T'espace
vectoriel R?. On note Id I'application identité de R? dans lui-méme et O I'application nulle. Pour
tout couple de nombres réels (a,b), on note J(a,b) la matrice

a 1 0
J(a,b)=10 a 0
0 00

Enfin, on note ® I'application linéaire de R? dans lui-méme dont la matrice dans la base canonique
est
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@® Montrer que, pour tout n entier naturel non nul, on a
[J(a,D)]*=10 a* O

@ a) Montrer que ®3 + &2 — 50 + 31d = O.

b) On note P(X) le polynome P(X) = X3 + X? — 5X + 3. Montrer que P(X) possede une
racine double que I'on explicitera. En déduire une factorisation de P dans R.

c) Soit A € R et u € R® un vecteur non nul tels que ®(u) = \u.
Montrer que pour tout k € N*, ®F(u) = \u.
Déduire de la question 2.a) que (Ju # 0/P(u) = Au) = P(\) = 0.

® a) Soit E_3 = Ker(® + 3Id). Montrer que E_3 # {0} et donner une base du sous-espace
vectoriel E_3 formée de vecteur(s) de derniere coordonnée sur la base £ égale a 1. Que
pouvez-vous dire de I'image par ® des vecteurs de F£_37

b) Soit E; = Ker(® — Id). Montrer que F; # {0} et donner une base du sous-espace vectoriel
E; formée de vecteur(s) de derniere coordonnée sur la base £ égale a 1.
Que pouvez-vous dire de 'image par ® des vecteurs de F; ?

¢) Montrer en utilisant la question 2.c) qu'il ne peut pas exister dans R d’autres valeurs de A
que —3 et 1 pour lesquelles E, = Ker(® — AId) # {0}.

@ a) Déterminer x € R3, de derniere coordonnée sur la base £ égale a 1, vérifiant

3

O(x)=x+ Zai.

i=1

b) Donner une base du sous-espace vectoriel E = Ker([® —1d]?) formée de vecteurs de derni‘ere
coordonnée sur la base &£ égale a 1.

¢) Montrer que F est stable par ® ou encore que ®(E) C E et que la juxtaposition d’une base
de E et de Ker(® + 31d) forme une base de R3.

® a) Donner une base £ de R?, formée de vecteurs de derniere coordonnée sur la base £ égale &
1, dans laquelle la matrice de ® vaut M’ = J(1,—3).

b) Exprimer la matrice de passage P de la base £ vers la base £’. En déduire une relation entre
M et M’ et, pour tout n entier naturel, exprimer la matrice M™ & l'aide de n, P, P! et
M’ puis calculer la premiere colonne de M™.
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® Soit (un)n>o la suite a valeurs réels définie par
ug = 0, uy; = 0, Uy =1 et VneN, Upio= —Uyr1 + Uy — 3Uy_1.

a) Ecrire une fonction Python d’argument un entier n et renvoyant la valeur de w,,.

b) Dans les trois dernie¢res questions, on note (U,),>o0 la suite de vecteurs de R? de coordon-
nées (Up12, Uni1, Un) dans la base £. Montrer que, pour tout n entier naturel, U, 1 = ®(U,).

¢) En déduire que, pour tout n entier naturel, U,, = ®™(Up) puis, a l'aide de 5.b), une expres-
sion de u,,.

Probléeme 2 :

Soit B = (ey, €9, €3) la base canonique de R? et f € L(R?) tel que :

WANER:
A=c| =46 4) =Ms(f)
-2 35

@ Recherche de sous-espaces vectoriels caractéristique de f.
—6A 3 3
Onpose My =A—- XN =—-| —4 6—06A 4 ou A € R et on appelle (S)) le systéeme
6\ 2 3 5-62
x 0
homogene associé, a savoir : My - |y | = |0
z 0
a) Montrer qu'il existe trois valeurs de A pour lesquelles (S,) admet au moins une solution non
nulle. On notera désormais A\; et Ag et A3 ces trois valeurs avec Ay > Ay > As.

b) Soit E) l'espace vectoriel solution de (Sy) dans chacun de ces trois cas.
Montrer que E), = Vect{u;} = Vect{(1,1,1)}, E,, = Vect{us} = Vect{(1,0,1)} et que
E\, = Vect{us} = Vect{(0,—1,1)}.

c¢) Montrer que B’ = (uy, ug, u3) est une base de R3.

d) Exprimer la matrice de passage P de la base B dans la base B'.

@ Calcul des puissances successives de A.
a) Montrer que P est inversible et calculer P~
b) Soit D = Mpg/(f). Exprimer D en fonction de A, P et P~ et montrer que

1 0 0
D=0 1/2 0
0 0 1/3

c¢) Calculer D™ pour tout entier naturel n.
d) Démontrer que D™ = P~ A" P pour tout entier naturel n.

e) En déduire 'expression de A™.

3/[
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® Etude d’une suite matricielle

Soit B une matrice appartenant a Mjs(R).
Nous définissons la suite matricielle (X,,),>o de la maniére suivante :

Xo € M;3(R)
VneN, X, =AX, + B.

Soient £ un R-espace vectoriel réel de dimension 3 et B = (eq, 3, €3) une base de E.
Considérons les endomorphismes a et b de E définis par Matg(a) = A et Matg(b) = B.

a) Si il existe une matrice L appartenant a M3(R) telle que L = AL + B, démontrer que
Im(b) C Im(Idg —a).

b) On suppose & nouveau quil existe L € M3(R) telle que L = AL + B.
i. Considérons alors la suite matricielle (Y},),>0 définie par Vn € N, Y,, = X,, — L.

Exprimer, pour tout entier naturel n, Y, ;1 en fonction de A et V,,.
En déduire, pour tout entier naturel n, Y,, en fonction de A, n et Y.

ii. Démontrer que pour tout entier naturel n, X,, = A"(Xo— L) + L.

@ Un exemple
Dans cette question, nous admettons la réciproque de la question 3.a), soit :

3L € Ms(R)/L = AL + B < Im(b) C Im(idg — a)

Nous choisissons par ailleurs

3 -1 =2
B=|1 0 -1
2 -1 -1

a) Soient E un espace vectoriel réel de dimension 3 et B = (ey, es, 3) une base de E.
Considérons 'endomorphisme a de E défini par Matg(a) = A.

Démontrer que pour quun vecteur v de composantes (z, y, z) dans B appartienne a Im(Idg —a),
il faut et il suffit que z —y — 2z = 0.

b) Justifier 'existence d’une matrice L appartenant a M3(R) telle que L = AL + B.
& : On rappelle a toute fin utile que Im(b) = Vect{b(e1), b(ez2), b(e3)}

c¢) Déterminer, par le calcul, une matrice L’ appartenant & M3(R) telle que L' = DL'+P~'BP.
On choisira cette matrice de maniére a ce que les trois éléments de sa premiere ligne soient
nuls.

A partir de cette matrice L/, déterminer une matrice L appartenant i M;3(R) telle que
L=AL+ B.

d) Soit n appartenant a N. Déterminer 'expression de la limite de la suite (X, ),en lorsque n
tend vers 400 en fonction de Xj et de L.

- FIN -
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