Systemes et calcul matriciel.

A rSystémes linéaires équivalents. Réduction d’un systéme linéaire par la méthode du pivot de Gauss via les opérations‘
élémentaires, a savoir : multiplier une équation par un scalaire non nul, ajouter a une équation une combinaison
linéaire des autre.

Rang d'un systéme, c’est-a-dire son nombre de pivots apres réduction.

Opérations sur les matrices : somme, produit par un scalaire, produit matriciel. Formule du bindbme de Newton
dans le cas de deux matrices qui commutent.

Transposée d’'une matrices. Ecriture matriciel d’un systéme. Rang d'une matrice.

Matrices carrées inversibles. Expression dans le cas particulier des matrices 2 x 2.

\.

1 Reévisions « Résolution de systémes »

Exercice 1 x :

Résoudre les systémes suivants, a étant réel.

Sr+2y+3z =-2 r+y+z+t =2
1)S2x—2y+52z =0 ; 2)<2x+y+z+t =1
3z +4y+22z =-10 T+ 2y + 2z =2
T+y+=z =a ax+ +z =1
)z +jy+jz =b; Hzrtay+z =1
r+j*y+jz =c rt4+y+az =1

Exercice 2 ® :

Déterminer dans chaque cas les scalaires A € C pour lesquels I'ensemble des solutions des systémes linéaires suivants
n'est pas réduit a {(0,0,0)}. Montrer que chaque systéme peut s'exprimer sous la forme (A — AI)X =0 ot A € M3(R)

et I désigne la matrice identité.
Interpréter ensuite géométriquement les solutions en terme d'intersections de plans.

B=Nzx—y+=z =0 B=Nxr—2y+2z =0 2-Nz+y—T7z =0
(S1)Tx—B+Ny+2z =0; (S2)¢3z—2+Ny+32z =0; (S3)¢22+B—-Ny—82 =0
6z —6y+(2—X)z =0 2 —-2y+(3—X)z =0 204+ 2y—(7T+X)z =0



2 Reévisions « Calcul matriciel »

En complément du Notebook tdOBCPST 2e-revisionsAlgLin.ipynb

Exercice 3 X : Puissances n-iémes

Pour tout entier naturel n non nul, calculer les puissances n-iémes des matrices suivantes (a,b € R) :

111 1 -1 -1
A:G :1) B:<Z :g) C:<ajz a;Z); D=1|(111|: E=|-1 1 -1
R 111 111

Exercice 4 Xk : Puissances n-iémes et suites récurrentes

Un+1 = Un/4

Les suites (uy,), (vy) et (w,) sont définies de maniére récurrente par : (S) S vpi1 = Uy + v, /2 +w, , Vn >0,
Wn41 = Un/4
’LL():]., v1:1:w1
Un, 0 1/4 0
@ Montrer le systéme (5) peut s'écrire sous la forme X,, 11 = A- X, o0 X, = [ v, | et A=|1 1/2 1
Wy, 0 1/4 0
En déduire que : Vn € N, X,, = A™ - X,
@ Calcul de A™ :
a. Exprimer A3 en fonction de A% et A.
b. Montrer que : Vn € N*, 3(a,,b,) € R?/A" = a, A% + b, A.
1 1
c. Montrer que : Vn € N*, a,, 49 = ianﬂ + —a,.
d. En déduire une expression de a,, puis de b,, en fonction de n. Conclure sur une expression de A"™.
® Donner la forme explicite de u,,, v, et w,, en fonction de n € N.
Exercice 6 * : Matrices inversibles
Dire si ces matrices sont inversibles et, si oui, calculer leur inverse.
1 a & d°
2 1 2 )
A:23;B:121;0201aa
1 4 11 2 0 0 1 a
0 0 0 1
Exercice 5 * : Matrices inversibles
-1 -1 -1
® SoitA=|—-1 0 0 |. Calculer A3. En déduire que A est inversible et calculer A=L.
2 0 1
2 1 —4
@ Soit A=[0 1 —2]. Calculer A3. En déduire que A n'est pas inversible.
1 1 -3
1 0 2
® SoitA=1[1 2 —2]. Calculer A3 — 442 + A + 61I5. En déduire que A est inversible et donner son inverse.
1 -1 1



Exercice 6 ** : Matrices diagonalisables

-1 1 1/2 1 0 1
Soient A=|-2 2 1/2]etP=[0 1 1
-2 1 3/2 4 =2 1

® a. Montrer que la matrice P est inversible et calculer son inverse P~ 1.
b. Calculer la matrice D = P~ AP; Que constate-t-on?

c. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : A = PD"P~!

@ On dit qu'une suite de matrice (M, )nen de M, ,(R) converge si chacune des suites des coefficients de M,,, pour
une ligne et une colonne fixées, est convergente. Dans ce cas on dit que la matrice des limites est la limite des
suites (M, )nen-

a. Donner une forme explicite de A™.

b. Dire si la suite (A, ) converge. Si oui, donner sa limite.
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