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Correction du DS02 - révisions d’analyse

(suite)

Exercice : Calculs rapides et méthodes usuelles

1. Calcul de sommes usuelles :
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2. Rappelons la formule de Pascal :

Application :
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3. Soit f la fonction définie par f(x) = xy/1+ =

a) Précisons son ensemble de définition :

Conclusion :

b) Montrons que Q = (—
Il suffit de montrer que

Pour tout =z > >
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1
Conclusion : |Q = (—5, 0) est centre de symétrie de Cy

c) Déterminons l’équation de ses asymptotes en précisant leur position par rapport a la courbe

On commence par noter que lim f(z) = 400 puis posons X = —. Alors :
T—+00 xX

1 1 1 1
Xf <X> :XX\/1+X:1+7X—7X2+O(X2)

2 8
D’ou
1 1 1 1
/ (x) “x Tyt
ou encore
1 1 1
(@) foo“fgﬁo(x)
1
On en déduit que la droite d’équation |y = = + 3 est asymptote a Cy en 400 et —oo. La position

1
de la courbe par rapport a ces asymptotes étant donné par le signe de 3
x

Conclusion : |Cy est sous son asymptote en +oo, au-dessus en —oo.

0.5 1 15 2

1
4. Soit la fonction définie sur | — 2 +oo[ par :

In(1 + 2x) ,
flz) = ?—1 siz#0

f(0)y=1 sinon

a) Donnons le développement limité a l'ordre 1 de f au voisinage de 0 : On utilise le développement
limité au voisinage de 0 de In(1 + u) qui, rappelons-le, est :
2
U

In(1+u) =u— ?—l— o(u?)

Deés lors :
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Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f,, par : Vo € R, f,(z) =

In(1 + 2z) = 2z — 222 + o(z?)

D’oﬁ‘f(x) =1-2z+ O(x)‘

La fonction f est-elle continue sur | — > +oo[ ? dérivable sur | — 2 +oof ?
1
On commence par dire qu’elle est continue et dérivable sur | — > +00[C 0 comme produit et somme

1
de fonctions continues et dérivables sur cet intervalle (z —— —, x — In(1 + 2z) et x — —1).

Par ailleurs, f admet un développement limité a I’ordre 1 au voisinage de 0. On peut donc conclure
qu’elle est continue et dérivable en 0.

1
Conclusion : | f est continue et dérivable sur | — > +oo]

Calculons sa dérivée en tout x pour lequel cela a un sens :
Pour z = 0, le développement limité au voisinage de 0 donne immédiatement : f/(0) = —2.
Et pour tout = # 0,

22— In(1+ 2z)

/ _ 2z+
i) = 2L
-2 siz=20
Conclusion : | f'(z) = ¢ 2z — (14 2z)In(1 + 2z)
z2(1 + 2x)

Montrer que f est strictement monotone et tracer son tableau de variation.

Le signe de f est celui de son numérateur h(z) = 2z — (1 4 2z) In(1 + 2z).

Vo #0, W (z) = —2In(1 + 2x).

On en déduit que A/(z) > 0 sur | — 1/2,0] et négative sur R.

Des lors, h est croissantes ur | — 1/2,0[ et décroissante sur Ry. Et comme h(0) = 0, on peut
conclure que h est strictement négative (sauf en = = 0).

Conclusion : ‘ f est strictement décroissante‘

Probléme 1 :

1+€x+mc

On appelle (C,,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

5. a)

b)

Déterminons, pour tout réel n, f)(z) et fl/(x) :
La fonction x —— 1 + €% est de classe CT° sur R et ne s’annule pas sur R donc la fonction

T — est de classe CT° sur R.

1+4e*
Des lors, f,, est une fonction de classe C*T* sur R comme somme de fonctions de classe CT*° sur

R.

e’ e’(e® —1)
s+net fil(x) =

Un calcul immédiat donne : | f] (z) = _W
e

Déduisons-en les variations de la fonction f, :
' s’annule en « = 0. Elle est positive sur R et négative sur R*.
Dés lors, f], est décroissante sur R* et croissante sur R’ . Elle admet son minimum en 0 qui vaut

f;L(O):n—le>0.
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On en déduit que f] (z) > 0 pour tout x réel.

Conclusion : ‘ fn est croissante sur R.‘

Déterminons les limites de f, aux bornes de son ensemble de définition : liT e’ = 400 et
T—r—+00
lim nx =400 donc | lim f,(x) = 4oc0|
T—+00 T—+00
De méme, lim e* =0et lim nx = —oo, donc immédiatement | lim f,(z) = —o0
T—r—00 T—r—00 T—r—00

Déterminons les équations des droites asymptotes (Dy,), (D)) en +o0o et en —oco de (Cp) :

o fale) 1
— En o0 : lim = lim —+n=n.
rz—+00 X z—+00 ZL’(l + em)
xl_Z)TOO (falz) —nx) = xl—l>Too1 i 0. Conclusion : ‘ (D) a pour équation : y = n:z:‘
T 1
— En —oc0: lim fn(): lim ——4+n=n.
T——00 I :t—>—oogj(1 + 6"3)
. B _ _ . ; y P
$l_z>7_noo (fn(z) — nx) zkl)r,;nool e 1. Conclusion : ‘ (Dj,) a pour équation : y = nx + 1 ‘

Déterminons les coordonnées du seul point noté A, ou f! s’annule en changeant de signe :

Mx)y>0se"—-1>20e">1<2>0

Conclusion : | f) s’annule en changeant de signe en A,, = (0, f,(0)) = (0,1/2) ‘

Donnons ’équation de la tangente (T1) a la courbe (C1) en Aj :

1 1 1_3 1
gttt =g2+3

puis tragons les droites (D), (DY) et (T1) ainsi que Uallure de la courbe (Cy) :

Par définition (7}) a pour équation : y = f1(0) + f1(0)x =

Allure de la courbe (1)

2.0 A

— graphe de f
—-- Asymptote (D;)
1.5 4 —-= Asymptote (D;)
—-—- tangente (T1)
1.0 A
0.5 1
0.0
_0.5 -
_1.0 -
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7. a) La fonction f, est continue sur R car x —— 1 + €® est continue sur R et ne s’annule pas, et
1

1+ e*

donc =z — est continue sur R. Par ailleurs, d’apres la question 1.b) elle est strictement

croissante.
Donc f, est une bijection de R dans R d’apres les limites obtenues en 2.a).

Des lors, le théoreme de la bijection assure que : ‘ fn(x) = 0 admet une unique solution sur R |.

1
b) Montrons que l’on a : Vn € N*, —— < u,, <0
n

1
1 1 1 -
Par définition fo (i) = 0. Or f(0) = 5 > 0 et f, (—) - =" o

Or f,, est bijective, strictement croissante sur [— -, O] .
n

1
Conclusion : |Vn € N*, —— < u, <0/
n

c) En déduire la limite de la suite (u,) : Par application du théoreme d’encadrement des limites, il

est immédiat que | lim u, =0

n—oo
d) Mont ~ ——:0 it =0,d — = .
) Montrons que u, o T n sait que fy,(uy) , donc e nuy,
1
Sachant que lim u, =0, on a : lim e“" =1 et donc lim nu, = ——=, soit nu, ~ —=
1
Conclusion : |u, ~ ——|
n—oo  2n
Fonctions Python permettant d’estimer la monotonie de la suite (u,) :
eps = le-3
f = lambda n,x:1/(1+np.exp(x))+n*x
def dichotomie(n,eps):
# détermination de u, & eps prés avec a,b = -1/n,0
a,b = -1/n,0 # initialisation de la dichotomie puisque -1/n < u_n < O
while b-a > eps:
c = (atb)/2
if f(n,a)*f(n,c) <= O:
b=c
else:
a=c

return c # v.a. de u_n

def suiteUN):
Lu = [] # Liste vide = initialisation de la liste des termes u_n
for n in range(1,N+1): # termes de u_1 a u_N
va = dichotomie(n,eps)
Lu.append(va)
return Lu
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12.
13.

def graphe(N):
A = suiteU(N)
abs = np.arange(1,N+1)
plt.plot(abs,A,’ro’)
plt.grid()
plt.axvline();plt.axhline()
plt.show()
return A

Probléme 2 : Correction a suivre...

Soient p et ¢ deux réels compris strictement entre 0 et 1 tels que p+ ¢ < 1.
On considere la fonction f définie sur [0,1] par f(z) = ¢+ (1 —p—q) z+p2z?,_ ainsi que la suite (v,)
définie par la donnée de vy = 0 et la relation Vn € N v,41 = q+ (1 —p — q) v, + pv2.

. Ecrire une fonction Python traceCf(q) d’argument un réel ¢ compris strictement entre 0 et 1 qui

affiche sur le méme graphique cinq courbes représentatives de f pour p égal a 0.1 , 0.3 , 0.5, 0.7 et
0.9 et, comme sur la représentation ci-dessous, trace sur le méme graphique et en pointillés, la droite
d’équation y = .

Courbes représentant favec q= 0.4

10 1

08

06 4

0.4 1

02

0.0

00 02 04 0.6 08 140

. Démontrer que Yn € N v, € [0,1].
10.
11.

Montrer que f(x) =z ssiz =1 ou x = q/p.

Si g < p, montrer la convergence de (v,) et donner sa limite .(On pourra s’aider du graphique et de
la droite d’équation y = x)

Que peut on dire dans le cas ou ¢ est supérieur ou égal a p?

Application... : On s’intéresse a l'extinction d’une population de bactéries procaryotes dans un

écosysteme donné répondant au modele suivant.

L’évolution est supposée réalisée par étapes successives, suivant chacune le méme fonctionnement ; a

chaque étape donnée, chaque bactérie, indépendamment des autres peut :

— soit donner lieu & une fission binaire, et se diviser en deux bactéries identiques indépendantes,
ceci avec une probabilité p;

— soit engendrer une seule bactérie avec une probabilité 1 —p — q;
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— soit mourir et se désintégrer avec une probabilité q.

On appelle X, la variable aléatoire égale au nombre de bactéries présentes apres la n-ieme étape.
Au départ, il n’y a qu'une seule bactérie dans 1’écosysteme, et on note Xg = 1.

Pour tout entier naturel n, on note U,, = P(X,, = 0).

Justifier que P(x, —0)(Xn = 0) = 1, Py, —1) (X, = 0) = Up—1 et Px,—0)(X,, = 0) = U2_,.

En considérant un systeme complet d’événements lié & X7 et en appliquant la formule des proba-
bilités totales, montrer que la suite (Uy,) correspond & la suite (v,) étudiée précédemment. Quelle
interprétation faire des résultats précédemment démontrés?
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