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SUJETS D’ALGEBRE

Exercice 42 :

➀ On propose le code :

1 def A(l):

2 [a1,a2,a3] = l

3 return [[1,a1,a1**2],[1,a2,a2**2],[1,a3,a3 **2]]

4
5 def spd(i,l):

6 [a1,a2,a3]=l

7 if i==1:

8 return (a2+a3,a2*a3, (a1-a2)*(a1-a3))

9 elif i==2:

10 return (a1+a3,a1*a3 ,(a2-a1)*(a2-a3))

11 else:

12 return (a1+a2,a1*a2 ,(a3-a1)*(a3-a2))

➁ a) Soient P,Q ∈ R2[X] et λ ∈ R. Alors pour tout x ∈ R, on a (P + λQ)(x) = P (x) + λQ(x),
et donc on a bien la linéarité de φ.

b) On a alors
φ(1) = (1, 1, 1), φ(X) = (a1, a2, a3) et φ(X

2) = (a21, a
2
2, a

2
3),

et donc MB,B′(φ) = A.

c) Si P ∈ ker(φ), alors P est de degré au plus 2, et possède au moins 3 racines. Donc P = 0.

Finalement, ker(φ) = {0}, et donc φ est injective. Comme dim(R2[X]) = dim(R3), on a
bien la bijectivité de φ.

➂ a) Soit donc i ∈ J1, 3K.
On note alors que Li(ai) = 1, alors que i(aj) = 0 si i ̸= j.

Ainsi, on a φ(Li) = ei, et donc l’égalité voulue.

b) A représente un isomorphisme, et donc est inversible, avec A−1 = MB′,B(φ
−1).

On note alors que pour tout i,

Li =
1

di
X2 − si

di
X +

pi
di
.

On a alors

A−1 =

 p1
d1

p2
d2

p3
d3

− s1
d1

− s2
d2

− s3
d3

1
d1

1
d2

1
d3

 .

c) Il suffit d’appliquer le résultat précédent

1 def invA(l):

2 [a1,a2,a3]=l

3 s1,p1,d1 = spd(1,l)

4 s2,p2,d2 = spd(2,l)

5 s3,p3,d3 = spd(3,l)

6 return [[p1/d1,p2/d2,p3/d3],[-s1/d1 ,-s2/d2,-s3/d3],[1/d1 ,1/d2 ,1/d3]]
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