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SUJETS D’ALGEBRE

Exercice 40 :

@

@

Les valeurs propres de K sont —i et i et on obtient E_; = Vect{ (_1@)} et E; = Vect{ (1) }.

On conclut que K; est diagonalisable dans C mais pas dans R.

Une rédaction possible est la suivante, en prenant bien soin de noter qu'en Python les indices
les indices vont varier entre 0 et n :

1 K(n: int) -> np.ndarray:
2 A = np.zeros((n+1l, n+1))
3 i range (n):

4 Ali, i+1] = i+1

5 Ali+1, i] = -n+i

6 A

On rappelle que np.1linalg.eig(A) retourne un tuple dont le premier terme contient le spectre.
On pourra alors écrire :

1 valPropres ():
2 [np.linalg.eig(K(n)) [0] n range (1, 11)]
et conclure que les valeurs propres de K, sont |{—ni, —(n — 2)i,--- ,(n — 2)i,ni}

a) Soient x €] —w/2,7/2[ et (Ag,...,\,) €EC"™. On a:

Nofol) £+ A fulz) = 0 = cos(z)" Q% s A—ED »

on conclut a I'aide du fait que cos(z) # 0.
b) Par définition, 4, est génératrice de V,,. Soit (Mg, ..., \,) € C* tel que

D’apres la question précédente, le polynome Z M\ X ¥ possede une infinité de racines. Donc

k=0
A=+ =N\, =0 et la famille 4, est libre. Et donc V,, est de dimension n + 1.

c) La dérivée est linéaire donc ¢, est linéaire. Soit k € [1,n — 1].

On a : Pn (fk) = —(77, - k)fk-H + kfk—l S Vn7 de plus Pn (fﬂ) = _nfl S Vn et ®n (fn) =
nfnfl € Vn
Donc ¢, est un endomorphisme de V,, est sa matrice dans la base 4, est K,,.

d) On a: gy(z) = e Pize=kiz — (cos(x) + isin(x))"*(cos(x) — isin(x))F.

e) En utilisant le binéme de Newton, on a :

gr(r) = <§ ( n ; k )ij cos" F (z) Sinj(a:)) (i ( f )z’l cos* ! (z) sinl(x)>
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f)

On a ¢, (gx) = (n — 2k)igy [il suffit de dériver...].

Donc pour tout k € [0, n], (n — 2k)i est valeur propre de ¢,. Or ¢, est un endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension n + 1, ce sont donc toutes les valeurs propres de ¢,,.
On déduit le méme résultat pour K.

La matrice K, est de taille (n 4+ 1) x (n + 1) et possede n + 1 valeurs propres distinctes.
Elle est donc diagonalisable sur C

K, est inversible si, et seulement si, 0 n’est pas valeur propre. Donc K, est inversible si, et
seulement si, n est impair.

Tous les sous-espaces propres sont de dimension 1, donc si n = 2p, pour trouver une base
du noyau, il suffit d’apres f) de trouver le vecteur coordonnée de g, dans la base %,,.
Or

1 = gy(x) = (cos(z) + isin(x))” (cos(z) — isin(x))”

Soit
P

3 ( ? ) cos 2 (z) sin? (x)

l

=0
2p 2p
0),0,(2X1>,...,0,(2p)>.

L= gyl) = (cos®(x) + sin’())”
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Ce qui donne comme vecteur du noyau ((
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