Correction « Sujet 23 » :

@ a. La fonction f est dérivable sur [1,00[ comme quotient de fonctions dérivables. De plus,

Vo e [Loo, f(z)= 2lnz ;2111 (x) _ In (2 —21n(a:))

X

Le signe de f’ est donc celui de z € [1, co[— 2—In(x), et de plus, par croissances comparées, liT f(z)=0.
r—r+00

On déduit alors le tableau ci-dessous :

T 1 €2 +00
f'(z) + 0 -
4e~2

4
b. L’équation (E1) est finalement f(z) = 1. Comme — ~ 0.54 < 1, par simple lecture du tableau ci-dessus on
e

déduit que (F7) n’admet pas de solution.

1 1 1
c. Supposons n > 2, alors — < 3 donc — € [0, f(e2)[. Puisque f est continue sur [1, 0o[ en tant que quotient de
n n
fonctions continues sur [1,00[, et que : f(1) <1 <%, % > 1> lim f(z), Par le théoréme des valeurs
r—+00

intermédiaires on a l’existence de a,, et B, solutions telles que 1 < a,, < €2 < B,.

@ Choisissons de le faire par exemple avec Python

Lc =
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f = lambda x:np.log(x)**2/x

X = np.linspace(1,90,200)
[’b’,’r’,’y’,’m’,’c’,’k’]
plt.plot (X,£f(X),’r’, lw=4)

X1 = np.linspace(-5, 90, 100)
for i in range(1,7):
plt.plot(X1,[1/i]1*100,¢c = Lecl[i-1], 1s = ’--7)
plt.grid ()
plt.show ()

On retrouve sur le graphe ci-dessous : aucune solution lorsque ¢ = 1, et deux solutions si ¢ > 2.
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® On conjecture alors : la suite (ay,) semble décroissante et la suite (5,,) semble croissante.



1 1
@  a. Puisque f(8,) = - et f(Bnt1) = " pour tout entier n € N, on a donc f(Bn+1) < f(B). Puisque f est

,00[, nous avons alors 8,11 = B,. Conclusion : ’La suite (5,) est alors croissante.

décroissante sur [e?

b. La suite () est croissante donc (f3,,) converge vers une limite finie ou diverge vers +oc.
Supposons qu’elle converge vers une limite finie notée [; € R dans la suite. En passant a la limite dans
égalité f(B,) = 1, et en utilisant la continuité de f, on obtient f(I;) = 0. C’est une contradiction car la
fonction f ne s’annule pas sur [e2, +-00[. On en déduit que (3,) diverge et donc :

Conclusion : | lim 3, = cc.
n—oo

c. Par hypothese (relation vérifiée par ), nous avons pour tout n > 1 :

In?(B8,) = ?" = u, < In*(nuy) = uy,.
Up,
Calculons —5— Nous avons
In“(n)
Up ln2(nun)
lnz(n) B ln2(n)
2 2
( Inn+1In un> < In un>

= ———") =1+ .

Inn Inn

. u’n,
Or lim
n—oo Inn

d. Comme f3,, = nu,, pour tout entier n, nous déduisons :

= 0 par hypothese. Ainsi :  Conclusion :
n—oo

Up ~ 1n2(n).‘

Conclusion : |3, ~ nln*(n).
n—oo

® On réadapte les points précédents a cette nouvelle suite.
1
n+1
On a donc f(ani1) < f(ay,). Puisque f est croissante sur [1, 2], nous avons alors a, 11 < ay,.

1
a. La suite (ay,) est cette fois-ci décroissante, puisque f(ay) = — et f(ant1) =
n

Conclusion : ‘La suite (a;,) est alors décroissante. ‘

Elle est de plus minorée par un, donc converge vers une limite finie notée I € R. Nous avons, de maniére
similaire & précédemment (en passant & la limite et en invoquant la continuité de f, la relation f(l3) = 0.

Donc Iy = 1. Donc Conclusion : | lim a,, = 1.
n—oo

a
b. Ona:In®*(a,) = — d’ott: n1n*(ay,) = ay,. Cette fois-ci, comme lim a,, = 1, on peut faire un développement
n n—00

limité du membre de gauche. En effet, In(u) ~ U= 1 donc
u—

Donc Conclusion :|a, — 1 car a,, > 1 pour tout n.

~
n—>oo\/ﬁ
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Quant a la vérification informatique, le premier point consiste a écrire l'algorithme de Dichotomie pour
avoir une bonne valeur approchée de «,, pour tout entier n € N. Ensuite, on vérifie la convergence vers 1
de la suite (y/n(a, — 1)) par exemple en tragant les termes successifs.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

plt.close("all")
dicho(a,b,f,prec):
b-a>prec:
c = (a+b)/2

f(a)*f(c) <= 0:
b=c

(a+b) /2

f=lambda x:(np.log(x)**2)/x

N=np.linspace(1,100,100)

L=[np.sqrt(k)*(dicho(1,np.exp(1)**2,lambda x:(f(x)-1/k),0.001)-1) k range (1,101)]
plt.plot(N, L, ’r.’)
plt.show ()



