BCP [ t? - oraux de probabilités -

SUJETS DE PROBABILITES

Exercice 110 :

@ a)

L’urne contient au départ 2 boules et chaque boule tirée est remise dans 1'urne .
Donc N vaut au minimum 2 (N = 2 si la noire est tirée d’emblée).
Comme le nombre total de boules augmente de 1 apres chaque tirage d’une blanche, on a :

N(Q) = N\{0, 1} ]

Soit k € N\{0,1}; (N = k) est '"événement « l'urne contient k£ boules a l'issue de 'expé-
rience ».

Cela signifie que k — 2 boules blanches ont été ajoutées au total, donc il y a eu exactement
k — 1 tirages, les k — 2 premiers ont apporté une blanche et le (k — 1)-iéme une noire.

Notons B; (respectivement N;) I’'événement : « le i-ieme tirage a lieu et la i-ieme boule tirée
est blanche (respectivement noire) ».

1
— Poursz:IP’(NzZ):P(Nl)zé.
1 1 1
—_— == bien P(N = k) = ——.
Comme Rh=1) 2 on a bien P( ) =)

— POU,T’]{}Z?), ]P)(N:k) :IP’(BlﬂBgﬂﬂBk_gﬂNk_l)
En appliquant la formule des probabilités composées, on obtient :

]P)(N = k’) = ]P)(Bl) X ]PB1 (Bz) X X PBlm"'ﬂBk_g(Bk—z) X ]PBmmmBk_Q (Nk—l)-

Apres i tirages ayant amené une blanche, I'urne contient au total 7 4+ 2 boules : une noire
et 7 + 1 blanches.

P 1+ 1 1

On en déduit que PBIQ...ﬂBi<Bi+1> = i+ et PBlﬂ-v-ﬂBi(Ni—i-l) = Z—f-—2

Dot 1 2 k=2 1 (k-=2)! 1
PIN=k==-x=x.-- _ S\ '
(W=h) =g g gy X =" Kk — 1)

Conclusion :
1
Vk e N 1}, PIN =k) = ———|

La variable N admet une espérance si et seulement si la série ZkIP’(N = k) converge
k>2
1
absolument. Ici kP(N = k) = 1 > 0.
1
La séri _ . . - . 1. '
a série Z kP(N = k) diverge puisque la série harmonique Z - diverge
k>2 n>1
Conclusion : ‘la variable N n’a pas d’espérance.‘
Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1].
1
Montrons que la variable X = DY In(1 — U) suit la loi exponentielle de parametre \.

Notons F'x la fonction de répartition de X, Fy la fonction de répartition de U.
Comme 0 < U < 1l alors 0 <1—U <1 et par conséquent In(1 — U) < 0.

1
-3 étant strictement négatif, on a donc X > 0: X(Q2) C RT.
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— Casouz<0:
Fx(x) =0 car X > 0.
— Casouz>0:

Fx(x) =P(X < z)

=P <—§ln(1 -U) < x)

=P(n(l—-U)>—-X\x) car —A<0

=P (1 —-U > e_’\x) car la fonction exp est croissante sur R
=P(U<1-e™)

= FU (1 — e*)‘x)

Orz >0donc —Az <0et1—e?el01]
U suit la loi uniforme sur [0, 1] donc Fy(t) = ¢ pour tout réel ¢ appartenant a [0, 1].
Comme 1 — e € [0,1[, Fyy (1 — ™) =1 — e " et par conséquent Fx(z) =1—e .
. l—e™ siz>0
Bilan : Fy(x) = { 0 <inon
On reconnait la fonction de répartition de la loi exponentielle de parametre A, ce qui permet
de conclure que

1
X = —Xln(l — U) suit la loi £(N) |

b) Fonctions Python :

1 import random as rd

2 import math as m

3

4 def nombre_boules():

) N =2

6 p = 1/N # proba de tirer la noire

7 while rd.random() > p:

8 N += 1 # une blanche de plus

9 p = 1/N

10 return N

11

12 def T(lbda):

13 """simule,la,variable T"""

14 N = nombre_boules ()

15 maxi = -m.log(l-rd.random())/1lbda # X1(-->loi expo E(lbda))
16 for k in range(N-1):

17 X = -m.log(l-rd.random())/1lbda

18 if X > maxi:

19 maxi = X

20 return maxi # renvoie le maximum de X1,...,XN
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c)

ST W N

Estimation de 'espérance de T pour A =1 :

lbda = 1
n = 10000 # nb de simulations de T
c =0
k range (n) :
¢ += T(1lbda)
print(c/n) # estimation de E(T)

Le programme affiche 2.0203844676172804 ce qui laisse penser que E(7T) est proche de 2

® Soit x € [0,1].

a)

Si0<t<uz alorst#1carz<l.

Z t* est la somme des n 4 1 premiers termes de la suite géométrique (£*) dont la raison ¢
k=0

- 1— ¢!
t différente de 1 d th=——
est différente de oncz T3
k=0
1 n . tn+1
Ainsi on a, pour tout t € [0,z], | —— = "+
insi pour tou [0, x] T g T

En intégrant cette égalité sur[0, ] et par linéarité de I'intégrale, il vient :

X tn-i—l
/1——tdt Z/tdt+/ —tdt'

T tk+1 z xk—f—l
/ —dt [—In(1 —¢)]; = —In(1 — z). Par ailleurs, /0 thdt = [k—i— JO B
D’ou le resultat :
n xk-i—l T tn-i—l
—In(l —z) = dt.
n(l —x) k:0k+1+/0 T3

Par changement de variable dans la somme en posant £ = k + 1, on obtient :

n+1 tn—i—l

—In(1 —z) Z—+/ ¢

Les fonctions ¢ — et ¢ — ¢"™! sont croissantes sur [0, 1[. On peut donc écrire que

1 1
1<—K<

1t 1—37 pour tout réel t € [0, x].
Ogtn+1§x

En multipliant membre & membre (les réels étant tous positifs), il s’ensuit que

tn-‘,—l n+1

0

T
< .
11—t~ 1—2x

IN
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Par croissance de l'intégrale (avec x > 0), on en déduit que
og/ wg/x dt.

x CCn+1 n+2
Or / . dt = ! et lima"™? =0 car z € [0, 1].

On en déduit, par encadrement, que

r gn+1
lim dt =01
n—oo 0 -
n+1 J]k x 4ntl T tn+1
D’apres 3.(b) : Z? = —In(1 —2) — /0 1—tdt et comme 752—@0 i 1—tdt = 0, on
k=1
conclut
n+1 k

X
li — =—In(l—2)|
30 = it

k +oo k
x T
Ainsi la série E ~ converge et E w = In(1 — ) pour tout réel z € [0, 1].

k>1 k=1
Etant donné tier k> 2, —— dé la f ! L
ant donné un entier , ———— se décompose sous la forme : = ——.
=S Rk 1) P kk—1) k-1 &
En multipliant par z* on a alors : ! = il — x—k =z o — x—k
prant b k-1 k-1 k k-1 k-
2k 2h1
D’apres la question précédente, les deux séries Z - et P convergent (car x € [0, 1]).
k>1 k>2
2k
Donc par combinaison linéaire de séries convergentes, |la série Z ———— converge |.
= k(k—1)

De plus :

_ +o0o
ij 1 ZL’k

;k(k—n::”;k—fzf )

k—1

+oo +oo
Par changement de variable : Z Ij i Z % =—In(l —x).
k=2 k=1

IRk IRk
Par ailleurs, — —

2% ;

k=2 k=1
En substituant dans la relation (x) on obtient :

—%z—ln(l—x)—x.

———=—zIln(l—2)— (-In(1 —2) —x)

=r+ (1 —2z)In(1 —x)
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Ainsi on a bien

ou ¢ est la fonction définie sur [0, 1] par ¢(x) =z + (1 — x) In(1 — z).
@ Soient k € N\{0,1} et z € R.

— 1" cas : x < 0.
T ne prend que des valeurs positives car X;(2) = [0,4o00[ pour tout i € N* et T =
max(Xy, ..., Xn).
Des lors, P(y—p)(T'<x) =0et P(T'<x) =0 car x < 0.
De méme, F(x) = 0 car X;(Q2) = [0, +o0[ et il est facile de vérifier que ¢(0) = 0 donc
p(F(r)) = ¢(0) = 0.
Donc on a bien P(T' < z) = ¢(F(z)) si < 0.

— 2%cas:x > 0.
Par définition, 7' = max (X7, ..., Xy). Sachant (N = k), T est alors égale a max (X7, ..., Xi).

k
Pn=iy(T < x) = Py <ﬂ<Xz < x))
i=1
k
= HIF’(N:k) (X; < x) par indépendance mutuelle des X;
i=1

k
= HIP’(XZ- <) par indépendance des X; avec N
i=1

k
= H F(z) car les X; suivent la méme loi que X;
1=1

= (F(x))"
=(1—e™)*  car X; suit la loi £())

Ainsi |Py—p)(T < z) = (F(2))* = (1 — ") |, pour tout k > 2.
Comme N(§2) = [2, +oo[, la famille ((IV = k))g>2 est un systeme complet d’événements.
En appliquant la formule des probabilités totales, il vient :

P(T < z) :fP(N:k)(T < 1) x P(N = k)
— (F(x))"
2k — 1)

Comme F(r)=1-e € [0,1],

En conclusion, pour tout réel x on a : |P(T < z) = ¢(F(x))|

® On admet que 7T est une variable a densité.

Une densité de T s’obtient en dérivant la fonction de répartition Fr de T' partout ou elle est
dérivable.
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Pour tout réel z, Fr(zx) = P(T < z) = p(F(z)).
F est la fonction de répartition de X, : F(z) = { 2 T : i ; 8
F est de classe C! sur R* & valeurs dans [0, 1].
@ est définie, de classe C! sur [0, 1].
Pour tout € [0,1], p(z) =+ (1 —2)In(1 — x) et ¢'(x) = —In(1 — ).
Par composition Fr est de classe C! sur R* et pour tout réel z non nul : Fj(z) = F'(z)¢'(F(x).
— Siz<0: Fp(z)=0.
— Siz>0:F(r)=1-e? donc In(l — F(x)) = =z et F'(x) = Ae™ .
On obtient ainsi : Fj(z) = Ae ™ x Az = \2xe*,
Conclusion : une densité de 7" est donnée par la fonction g définie sur R par

~J 0 six <0
9(z) = Nre ™™ six >0

+oo
® T admet une espérance si et seulement si 'intégrale / xg(x) dx converge absolument.
—00
Ici, la fonction x +— zg(z) est nulle sur | — oo, 0 et positive sur [0, 400

+00
Il suffit alors d’étudier la convergence de / zg(x)dz.
0

400 +oo
rg(r) = Na?e ™ = A x AzZe ™ donc / zg(x) dz est de méme nature que / Ar2e M d.
0 0
On reconnait le moment d’ordre 2 d’une loi exponentielle £(A).

+o0o
On en déduit que / zg(x)dx converge : E(T) existe.
0

+o0
:)\/ ArZe ™ dx
0
=AE(X?}) avec X, qui suit la loi £())

En utilisant la formule de Koenig-Huygens et un résultat de cours sur la loi exponentielle :

1 1 2
E(X7) = V(X)) + E(X;)* = Tte =%
: . 2 .
Finalement : E(T) = \ x ¥ soit :
2
E(T)=—|
(m)=1

En particulier pour A = 1 on a : E(T") = 2 : ce résultat est cohérent avec la conjecture effectuée
a la question 2.(c).
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