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MATHEMATIQUES

Var discretes et algebre

& Corrigé proposé par Frangois Ezanno (BCPST1 - lycée international Frangois Premier).

Probléme 1 :

@ La série (A,) est divergente et la série (B,) est convergente.

@ a) Théoréme des accroissements finis. Soit a < b et f une fonction continue sur [a,b] et
dérivable sur Ja, b[. Alors

Je €la, bl : f'(c) = M.

b—a
b) Soit & > 0. D’apres le théoreme des accroissements finis appliqué a f = In sur U'intervalle
[z, 2+ 1] :
1
de €|z, z+ 1] — =In(x +1) — In(x).
c
D’ou le résultat demandé puisque le fait que ¢ €]z, x + 1 entraine que %H < % < %
c) Soit k € N avec k£ > 2. En appliquant la question précédente aux réels v = ket v =k — 1
on obtient : )
In(k+1) —In(k) < z <In(k) —In(k —1).

Par conséquent on a d’une part :

n 1 n
An:1+ZE <14 In(k)—In(k—1) = 1 +1In(n)
k=2 k=2

A, > En:ln(k +1) —In(k) =In(n + 1)
k=1

(par télescopage).
d) On a I'encadrement :
In(n+1) < A, < 1+ In(n)
In(n) ~ In(n) = In(n)

et on remarque que :

In(n + 1 In(1+1/n
o lim ¥ =lm [ 1+ M = 0, par opérations;
n—oo In(n) n—00 In(n)
1+ 1In(n
o lim # = lim (1 + %) = 0, par opérations.
n—oo 111(7],) n—o0 n(n)

n

En conclusion le théoreme des gendarmes nous donne lim =1donc A, ~ In(n).

n—)oohl(ﬂ) n—-4o00
® a) On calcule :
1 1 11 1 1 1 25
3=ty T MT ittt TR
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En utilisant la donnée In(2) € [0,65;0,7] :
11 14 26 _ 24

b) On a pour tout n > 2 :
1
Uil — Up = Ay — Ay g —In(n+1) +1In(n) = — —In(n+ 1) + In(n) > 0,

n

d’apres la question 2(b) et de méme :

1
U1 — Vp = Apy1 — Ay —In(n+ 1) + In(n) = 1= In(n + 1) + In(n) <O0.

n+
Ainsi (uy,)n>2 est croissante et (vy,),>2 est décroissante. Comme par ailleurs lim (v, —u,,) =
- - n—00

lim (%) = 0, ces deux suites sont adjacentes et convergent donc vers un meéme réel ¢. D’apres

n—oo
les monotonies de ces deux suites on a :

Vn>2, u, <l{<w,
Pour n = 4 la question 3(a) nous donne ainsi :
0,4<0<0,8

@ a) On a, par identification :
vhen, — L 0L ) (ypen, L _(etbh-a
"k(k—1) kK k-1 " k(k—1) k(k—1)

a+b=0 b=1
<~ =
—a=1 a=—1

b) Soit k€ N*\ {1}. On a k > 2 donc 2(k — 1) > k et en divisant par k*(k — 1) :
2 1

>
K2~ k(k—1)

,o. ) . , . 1 R .
Comme la série ) 75 est convergente, par comparaison la série T |est aussi.

¢) On a par télescopage, pour tout n > 2 :

n

- 1

— ———:1__
E:k(k—1) Ek—1 k n
k=2

donc en faisant tendre n — oo : .
< 1
>
P k(k—1)
On remarque maintenant que pour n > 2 :
—+00 1 +00 1 +00 1
B, < —=1 — <1 —_
<D E= I m S T
k=1 k=2 k=1

donc finalement B,, <1+ 1 = 2.

/[
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Partie B

@ Notons X}, le numéro de la zone tirée apres la k-eme victoire. L’énoncé dit que les v.a. (Xp)pen-
sont indépendantes et de méme loi uniforme sur {1,2, 3}.
a) Conséquence de I'énoncé : P(X; =1) = 1.
b) OnaP(X; #1) =P(Xo =2) +P(X; =3) = 2.
@ a) Notons NV; le nombre de fois que la zone i est tirée sur les 4 premiéres victoires. D’apres les
conditions de I'expérience, N; suit la loi binomiale B(4,1/3) et ainsi :

P(Ni > 3) = P(N; = 3) + P(N; = 4) = (;l) (%) 2y (%) — o=

b) Soit A I'évenement donné par I’énoncé. On modélise naturellement I'expérience par ) =
{1, 3}* avec la probabilité uniforme P sur Q. On a alors

3 4
cua - (2) (1) -1

(choix des numéros des 2 zones, choix des 2 positions pour le premier numéro de zone choisi).

Ainsi P(A) = &

— 8l
® Soit C' I'évenement de 1’énoncé. On remarque que

C={N,>3}U{N, >3 U{N;3>3}UA
Cette réunion étant disjointe,

_ 9 18 36 4
P(C)=1-P(C)=1-3x — —-—_2_2
() (©) 3X 8178 81 9

Partie C

@® On définit, pour k € N*, la variable X}, égale au numéro du cadeau tiré a la k-eme victoire.

a) Le premier cadeau n’a évidemment pas été tiré auparavant donc par définition de T; on
a T} = 1 de maniere certaine. Autrement dit P(77 = 1) = 1 et par conséquent E(77) =
IxP(Ty =1) = 1.
b) T3 peut valoir n’importe quel nombre entier naturel non nul : 75(2) = N*. On a {75 > 1} =
{XQ = Xl} donc
P(Ty>1) =Y P(X;=k Xy =k)= =
k=1 k=1
@ a) T; correspond au nombre de tentatives nécessaires pour tirer un des cadeaux faisant partie
des n — (i — 1) cadeaux non déja tirés. Les tirages étant indépendants, il s’agit donc d'un
schéma géométrique et on peut affirmer que 7; suit la loi géométrique de parametre ”‘T’“

b) On rappelle qu’'une v.a. de loi G(p) a pour espérance 1/p et pour variance (1—p)/p*. D’apres
la question précédente on a donc :

n (i—1)/n  n@-1)

E(TZ) = n——i—{—l’ V(Tz) = ((n —i+ 1)/71)2 - (n — i+ 1)2'
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® [(a)]

Pour obtenir le nombre total de victoires jusqu’a la super cagnotte, on peut décomposer
en faisant la somme, pour i allant de 1 a n, des nombres de victoires entre le (i — 1) — me
cadeau nouveau et le i-eme cadeau nouveau. Ainsi :

Sn:zj;n.

Par linéarité de I’espérance on en déduit que :

n

B(S,) = B =n)

1=

En posant 7 =n + 1 — ¢ dans cette somme on a alors :
S S
n) =N - =nNAy,.
Jj=1 J

D’apres la question A.2.(c), on a

E(S16) < 16(1 + In(16)) = 16(1 + 41n(2)) < 16(1 + 4 x ) = OB

< 61.
10 6

W =
()]

On montre par récurrence sur j que pour tout j € Entln, la famille (7;);cpn; est indépen-
dante.

Ce résultat est évident pour j = 1. Supposons maintenant que (77, . .., 7}) soit indépendante
pour un certain j. Alors, sachant {17 = t1,...,T; = t;} (t1,...,t; € N* fixés), la variable
T;4+1 suit la loi géométrique de parametre "n;J car on reconnait un schéma géométrique.
Ainsi pour tout ., € N*,

P(Ty =t1, Ty = to, ..., Tj11 = tj41)
= ]P)(Tl = tl,TQ =1o,... ,7} = %’)P(T}q.l = tj+1|T1 = tl,TQ =19,... ,T‘j = t])

Les variables T; étant indépendantes on a donc :

n

VS = SV =30

1=

et a nouveau avec le changement de variable j = n + 1 — ¢ on obtient :

V(S,) = nz n _2 . n’B, — nA,,.
j=1

J

On remarque que V(S,) = n*(B, — A,/n) or
— lim A,,/n =0 puisque 4,, ~ In(n),
n—oo n—oo

e
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— lim B, > 0.

n—oo
Par opérations sur les limites on a donc

limV(S,,) = +oc.

n— oo
c) D’apres la question A.4.(c), on a
V(S,) < 2n* —nA, < 2n’.

® [(a)]

D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a la variable S,, (qui possede bien un
moment d’ordre 2), on a :

2
P(|S, — nA,| > na) =P (]S, — E(S,)| > na) < ViSa) < 2n = 3

n2a?2 T n2a?2 o2

h) On remarque que {5, > na +nA,} C {|S, —nA,| > na} donc :

2

P(S, > na+nA,) <P(|S, —nA,| > na) < >

Par complémentaire,
2
P(S, <na+nA,) >1-— —
a
On résout : 1 —2/a? = 0,98 & 1/a? = 0,01 < a = 10. On choisit donc a = 10 et ainsi :
P(Sm < 160 + 161416) > 0,98.
A fortiori, puisque 1646 < 61, on a :

Le nombre de victoires demandé est donc 220.

Probléme 2 :

Partie A | : Premier exemple dans R?

@ Soit (E) I'équation y” — 2y + sy = 0 d’inconnue y fonction deux fois dérivable sur R. ( E) est
une équation différentielle homogene linéaire du second ordre, son équation caractéristique est
I’équation :

7“2—27"—1-}—0
39

. . 2
d’inconnue r complexe et de solution % car, pour tout complexe r, on a (r — %) =72 — %7" +

1

§.
On en déduit que, pour toute fonction y dérivable deux fois sur R, on a : y solution de (E) <
Il existe deux réels A et Ay tels que : y : t — exp (%) X (A1 + Aat).
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@ a) Par produit, ¢ est de classe C* sur R. Pour tout entier naturel n, soit I'hypothese Z(n)

suivante : Z(n) : "Il existe deux réels a, et b, tels que : o™ : ¢ — (a,t+b,)exp (%) .
Posons ag = aby = b, on a alors : 4,0(0) :t— (agt + bo) exp (%) car go(o) est, par définition,
©.Z(0) est donc vraie. Supposons désormais Z(n) vraie pour un certain entier naturel n. Il
existe alors deux réels a,, et b, tels que : go(") t— (ant + by) exp (%) Pour tout réel ¢, on
a alors :

b ant t
(n+1) (4) — On | anl ¢
oA ()) (an+3 S)exp<3>
b

t (07 n
= (ans1t + bpy1) exp <§> en posant : a,y; = 3 et bpr1 = a, + 5

Z(n+1) est alors vraie. Z(0) est vraie et, pour tout entier naturel n, Z(n) implique Z(n+1).
Z(n) est donc vraie pour tout entier naturel n d’apres le principe de récurrence.

On a prouvé qu'il existe deux suites réelles (a,),,cy €t (bn),cy telles que : ¥n € N, 0™t
(ant + by) exp (£).

Soit un entier naturel, on a alors :
by,
bn+2 = Qp+1 + 5_1
anp, bn+1
=24
3 3
1 bn bn+1
== (b — =
3 ( A ) T3
2 1
- _bn - _bn
3"
De plus :
2 1 2 3
—0n — =Qp = Z0p — —Qp
37 g 3ot gttt
1
= —ay,
30n+1
= Qp+2

o - 2 1 _ 2 1
On a bien : Vn € N, ay 2 = S0n41 — §0n, Opy2 = 50041 — 50n-

(an),en €st donc une suite récurrente linéaire d’ordre 2, les solutions de son équation carac-
téristique, qui est I’équation 7% — %T + % = 0 d’inconnue r complexe, étant %, on en déduit
qu’il existe A et B deux réels tels que, pour tout entier naturel n, on ait :

0 — G)n x (A + Bn).

et, comme on connait ag et a;, on a facilement A et B :
ap = a A=ua
a donc :
al — g B —

Pour tout entier naturel n, on a donc :

Ay = —

3n

6 /[12]
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Ceci 6tait évident car (an), oy st une suite géométrique et de raison 3. De méme, comme
(an),en €t (bn),en satisfont a la méme relation de récurrence, il existe A et B deux réels
tels que, pour tout entier naturel n, on ait :

by — (%)n « (A + Bn).

et, comme on connait by et by, on a facilement A et B :

bo=10 _ A
{blzé—l—a donc.{B

Pour tout entier naturel n, on a donc :

b
3a

. b N na
n_gn gn—1

On a donc : (ay),cy = (3%),1@\; et (bn)pen = (3% + ?)’Tll_gl)neN'

Posons A = ( _01 2 ) Pour tout entier naturel n, on a alors :
0 9 an
(4 2)+(2)
_ 9an+1
N —an, + 6an+1
— ( 1 ) d’apres la question 2)b)
9an+2
= 9Xn+1
On a donc bien : Vn € N, X, = éAXn.
Soit A un complexe. On sait que A est valeur propre de f si et seulement si la matrice A— A1y

est non inversible, soit si et seulement si son déterminant est nul. Or :

—A 9
? — — de?
de?t (A — \p) de.t(( 1 6—)\)>
=M —6A+9

On en déduit que sp(f) = {3}. On peut donc affirmer que sp(f) C R..

On a f(—2,1) = (9,—-12 —1) car f : (z,y) — (9y,6x — y) car f est 'endomorphisme
canoniquement associé¢ a A, on a donc : f(—2,1) = (9, —13). On en déduit :

(=2,1)- f(=2,1) = —18 + (—13)
= =31

De (=2,1) - f(=2,1) < 0, on déduit :

f ne vérifie pas (P).

Partie B | Une projection orthogonale dans R?
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® a) Pour tout (z,y,z) dans R3 on a :

(x,y,2) € Ker(f) «—

—2r+y+52=0

rT+y—z=
20+ 5y+2=0
6y +62 =10

{szz
<
Yy=-—-z

Ker(f) = {(z,y,2) €ER® tel que z =2z et y = —z}
={(2z,—2z,2) avec z € R}
= Vect((2,-1,1))

20 +2y — 22 =0
<= 20 +by+2=0

On en déduit :

La famille ((2,—1,1) ) est donc une famille génératrice de Ker(f). De plus, cette famille est
libre (un seul vecteur et il est non nul). C’est donc une base de Ker(f). Une base de Ker(f)
est ((2,—1,1)).

Soit z un élément de R?, on pose (a, b, ¢) = . Comme f est 'endomorphisme canoniquement
associé a A, on a :

6(f(x) —z) = (2a+2b— 2¢,2a + 5b + ¢, —2a + b+ 5¢) — (6a, 6b, 6¢)
= (—4a+2b—2¢,2a—b+c¢,—2a+b—c)
=(—2a+b-—0)(2,—1,1)

On en déduit que f(z) —x € Vect ((2,—1,1)) et donc, d’apres le résultat prouvé dans la
premicre partie de cette question, que f(z) — z € Ker(f). Pour tout x de R?, on a bien :
f(z) —x € Ker(f).

Im(f) est, d’apres le théoreme du rang, un espace de dimension 3 - dim (Ker(f)), i.e. 2. Or,
((1,1,-1),(2,5,1)) est une famille libre (deux vecteurs non colinéaires) de Im(f) (car c’est
la famille (f(3,0,0), f(0,6,0) ) ayant 2 éléments, c’est donc une base de Im(f) - Im(f) est
donc bien un plan P. Soit (z,y, z) un vecteur de R?. On a donc :

(z,y,2) € Im(f) & 3(a,b) € R? tel que (z,y,2) = a(1,1,—1) +b(2,5,1)

xr=a+2b
< J(a,b) € R* tel que { y=a+5b
z=—a+b
a+2b=cx
< J(a,b) €R*tel que { 3b=y —x
3b=z+zx

Sztr=y—x.

8 /12
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(x,y, z) appartient donc a Im(f) si et seulement si on a 2z —y + z = 0. On a prouvé ainsi
I’égalité suivante :

Im(f) = {(,y,2) € R® tel que 2z —y + 2 =0}.

Une équation cartésienne de Im(f) est 2z —y + z = 0 et un vecteur normal est (2, —1,1).

c¢) Soit z un élément de R? - f(z) appartient a P par définition de P. De plus, on a vu que
f(x) — x appartient & Ker(f) qui est Vect ((2,—1,1) ) (question 1)a)) qui est P+ (car on a
vu dans la question précédente que (2, —1,1) est un vecteur normal a P). On déduit de ces
deux résultats que f est la projection orthogonale sur P.

@ a) Notons d la distance de x au plan P. Comme f est la projection orthogonale sur P, on en
déduit :
d =[x — f(z)]

1
=:EVQ—Qxy+x2—ag)@,—L1)«—2x1+x2—ag)@,—L1)

_9 _
_ | $“z“ sl AT

. |—2$1 + Lo — $3|
V6
Par le théoreme de Pythagore, comme = — f(z) et f(z) sont orthogonaux (puisque f est

la projection orthogonale sur P ), on en déduit que ||z — f(z)||*> + [|f(2)]]* = ||z]|* ce qui

prouve que ||z — f(x)]| < ||z]]. Or, on vient de voir que ||z — f(x)| = ml_—%ﬂ:“ et on sait

que ||z|| = /2% + 23 + 23. Cela signifie donc que : W < i+ a3+ 23
b) On vient de voir que : ml_—jg”‘“‘ < V2? + 22 + 23, celadonne 0 < W <Vl 4 ad+ a3

puis, par croissance de z — 22 sur R*, on en déduit que :

2
120, — x5 4 23)° < (\/Gx% + 623 + 6m§)

soit 4x? + 13 + 12 — dr1 79 — 27973 + 42173 < 622 + 623 + 622 Cela donne bien : —4x x5 +
4xy13 — 22913 < 223 + 513 + STl

c) On a:

6x - f(z) = (221 + 229 — 223, 221 + by + X3, —2x1 + X9 + bx3) - (X1, T2, T3)
= Qxf + 2x9x1 — 223701 + 22179 + 5x§ + 319 — 20173 + Tox3 + 5x§

= 207 + 525 4 5al — (—4w 1wy + 4175 — 22973)
D’apres la question précédente, on peut dire que x - f(x) > 0 et donc f vérifie (P).

Partie C : Deux exemples dans R”

Dans toute cette partie, n désigne un entier naturel non nul. I désigne la matrice identité de M,,(R) et
pour tout A € M,,(R), on note f I’endomorphisme canoniquement associé a A et f* 'endomorphisme
canoniquement associé a la matrice transposée de A, notée tA.

9 /12
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@ On rappelle que si (ug, ug, - - - ,u,) sont les coordonnées de # un vecteur de R™ et (vy, vg, - -+ , vy)
celles d’un vecteur v de R", alors :

@-U="UxV avec U = : et V =

a) Soit x un élément de R™. On note X la matrice de ses coordonnées dans la base canonique,
on a :

f(z) -2 ="AX) x X d’aprés le rappel
='X x ("Ax X)
o ()

Comme f(z) -z =x- f(x), on en déduit : On a prouvé que : Vo € R",z - f(z) =z - f*(x).

b) Soit x un élément de R™.

i. Supposons que f vérifie (P). On a alors x - f(z) > 0. De la question précédente, on
déduit que x- f*(z) > 0. Par somme, on a donc : - f(z)+x- f*(x) > 0 soit, par linéarité
a droite du produit scalaire, z - (f + f*) (x) > 0. Comme x est un élément quelconque
de R™, cela prouve que f + f* vérifie (P).

ii. Supposons que f+ f* vérifie (P). On a alors z-(f + f*) (x) = 0, soit x- f (z)+z- f*(x) > 0.
De la question précédente, on déduit que 2z - f(x) > 0 soit = - f(z) > 0. Comme z est
un élément quelconque de R", cela prouve que f vérifie (P). On peut donc affirmer que
f vérifie (P) si et seulement si f + f* vérifie (P).

c) A+"'A est une matrice symétrique ( car’ (A+*A) ='A+ A ) a coefficients réels. D’apres

le cours, on sait que cela entraine qu’il existe une matrice inversible @) € M,,(R) telle que
t{Q = Q! et une matrice diagonale D € M,,(R) telle que :

A+tA=QDO™".

N O - 0

d) On pose A2 = D, on a donc sp(f+ f*) = {A1,---, A\n}. On remarque
t. '.' 0
0 0 A\

10 /[12]
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que, si X est un vecteur colonne, alors ‘QX aussi. En utilisant ce fait, on obtient :
f vérifie (P) <= f + f* vérifie (P) d’apres la question 1)b)
= VreR z-(f+f)(x)=0
= VX € M, 1(R),"X x ((A+'4) X) >0
< VX € M,1(R),'X x (QD'QX) > 0 d’apres la question précédente
= VX € M,,i(R)," (*QX) x D x ('QX) >0

a1 M 0 - 0 a1
Q : a
<:>\V/(CL1,CL2,"‘ ,an)ER",t _2 X 0 )\2 X _2 >0
: e 0 :
Qn 0 0 A\ Qn
a1\ a1
CI,Q/\Q a9
<~ V(ay,as, - ,a,) € Rt ) X ) >0
UnAn an
< VY(ay,ag, - ,a,) €ER" afA +aidy+ -+ a2, =0

< Vie[l,n],\ >0

Pour expliquer la derniere équivalence, il suffit de poser a; 1 puis, pour tout ¢ de
[2,n],a; = 0. Cela entraine que A\; > 0. Apres, on pose as = 1 puis, pour tout i de
[1,n]\{2},a; = 0. On obtient alors Ay > 0. On poursuit apres le processus. On a prouvé
que f vérifie (P) si et seulement si sp (f + f*) C R*.

On remarque que B + !B est A. Comme les matrices caractérisent les applications, cela
entraine que g + g* est f. Des questions précédentes, on déduit alors que g vérifie (P) si
et seulement si g 4+ g* vérifie (P), soit si et seulement si f vérifie (P). On a prouvé que f
vérifie (P) si et seulement si g vérifie (P).

Supposons g diagonalisable. B est donc diagonalisable. Or B a une seule valeur propre,
c’est 1 car B est triangulaire et n’a que des 1 sur la diagonale. Il existe donc une matrice P
inversible telle que B = PI,P~!, cela donne B = I,, ce qui est absurde. g n’est effectivement
pas diagonalisable.

1 1 --- 1
A—1T est donc rang(A — I) vaut 1 . On en déduit que 1 est une valeur
e |
1 -~ 1 1

propre et que le sous-espace propre de A associé a 1, Eq, est, d’apres le théoreme du rang,
de dimension n — 1.

- On constate que :

1 24n-—1
A X : = :
1 24+n—-1
1
=n+1)| :
1

11 /[12]
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Comme : n’est pas la matrice nulle, n + 1 est donc une valeur propre de A. Le sous-

1
espace propre de A associé a n+ 1, Es, est au moins de dimension 1 . A est une matrice de
taille n. On vient de voir que dim (F;)+dim (E2) > n. On en déduit que A est diagonalisable
et que ses valeurs propre sont 1 et n+ 1. Les valeurs propres de f sont donc aussi 1 et n+ 1.
On a donc sp(f) € R* soit sp(g+ g*) C R*. D’apres la question 1)d), cela suffit pour
affirmer que g vérifie (P) et donc, d’apres la question 2)a), que f vérifie (P). Des valeurs
propres de A, 1 et n+ 1, on en a conclu que f vérifie (P).
Soit (4,7) € [1,n]>.
— Sii# j, E(X;X;) vaut alors E (X;) E' (X;), soit 1 x1soit 1. Ainsi, dans ce cas, E (X;X;)
est bien le coefficient de A sur la i-ieme ligne de la j-ieme colonne.
— Sii = j, E(X;X;) est E(X}), soit, d’aprés la formule de Konig et Huygens, V (X;) +
(E(X;))?, i.e. 2. Dans ce cas, E (X;X;) est bien le coefficient de A sur la i-ieme ligne de
la j-ieme colonne.

La matrice A définie en 2. est bien la matrice dont le coefficient en i-ieme ligne et j-ieme
colonne vaut E(X;X;) pour tout (i,7) € [1,n]*

Pour étre le plus clair possible, pour tout entier naturel non nul n, on note f,, '’endomor-
phisme canoniquement associé a A la matrice de M,,(R) donnée en 2, matrice que 'on
notera A,. Pour tout entier naturel non nul n, soit I'hypothese Z(n) suivante :

" 2
Z(n):"Ve = (x1, -+ ,z,) €ER", z-folz)=F (Z :)siXi> J
i=1

Soit z unréel. Aj est (2). On az-fi(x) = 22z soit z- fi(z) = 22°. De plus, F ((Z:;l xiXi)2>

est 2 F (X?) soit 222. Z(0) est donc vraie. Supposons désormais Z(n) vraie pour un certain
entier naturel non nul n. Gros calcul et ga marche... Z(n + 1) est alors vraie. Z(0) est vraie
et, pour tout entier naturel n, Z(n) implique Z(n+ 1).Z(n) est donc vraie pour tout entier
naturel n d’apres le principe de récurrence.

2
n

Soit (1, ,2,) un élément de R" - (Z xiXi> est une variable positive et ayant, par
i=1

. 2
somme, une espérance. Par croissance de l'espérance, on en déduit que FE E x; X;
i=1

est positif et donc que f vérifie (P). On vient de prouver a nouveau que f vérifie (P).
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