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Algebre linéaire et Variables aléatoires a densité

MATHEMATIQUES

Probleme 1 : Agro-Véto A 2013

@® Soit fy définie sur R par

Montrons que fy est une

a) f est continue sur | —
R donc sur RY .

Par ailleurs lim fy(z)
z—0

e sig >0
'fk(x)_{o siz<0

densité de probabilité :

00, 0] car constante égale & 0 et sur ]0, +oo[ car  — Ae™** est continue sur

=X # f1(0) =0 donc ‘ f est continue sur R*

b) A > 0 donc il est immédiat que ‘ o est positive sur R ‘

[e.e]
c) / f(x)dx = / e~ dz par application de la relation de Chasles.

%}
0

¢ t
Soit F(t) = / e Mz = [fe_m} =1-—e
0 0

oo
Donc lim F(t) =1 car A > 0. Soit / fa(z)dz converge et vaut 1.
t—400 oo

Conclusion : ‘ /> est une densité de probabilité ‘

® a) Si0 < a < lalors lim t* ' =0= lim e */?donc lim t* e %2 =0 et sia > 1, par croissances
t—+o00 t—+o00 t—+o0

comparées, lim t*!
t—-+o0

e t?2 =0,

Quel que soit le cas de figure, il existe donc un réel A > 0 tel que :

D’autre part , Vi > 0,

V> A, o le 2 <1

ta—le—t/z >0

il existe A>0tel que Vi > A, 0< ta—le=t/2 < q ()

La fonction : f : ¢ — t® et est continue et positive sur ]0, +-o0[
Vit > A, 0<t*let <e /2 gobtient en multipliant () par e /2.
et ono e~'/2dt est convergente ( car f0+00 e~ dt est convergente pour tout a > 0)

Par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives,

Lu dans le rapport
rarement justifi¢ et le

f;oo t*~le=t/2dt converge

de jury : « La limite est en général trouvée. Par contre l’encadrement est
théoréme sur les intégrales de fonctions positives rarement cité.

On constate des confusions avec les suites : « 4 partir d’un certain rang ... »

—+00

Plusieurs candidats affirment que dx converge.

A
D’autres pensent que la fonction étant bornée, l'intégrale converge. Ou encore que la fonction ayant
une limite nulle, l'intégrale converge... On peut lire ausst :
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0 < f <g sur[A,+oo donc /OO f(z)dx < /OO g(x)dx
A A

[e.e] [e.e]
07’/ g(x)dx converge donc/ f(x)dx converge. »
A A

vt €]0, 4], 0 <t let <ot

A to A A _ g0
A a—1 . a—1 . z

Jo t®~'dt est convergente car, si on pose G(z) = / 17 dt = =1 soit G(x) = —

X
x
| CAeg A A
alors limG(x) = lim———— = — puisque «a > 0. Soit fo t*~*dt converge.
z—0 x—0 « [e%

Par le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives, fOA t*le~tdt converge.
Lu dans le rapport de jury : « Le probleme de la borne 0 est trés rarement percu. »

Et par application de la relation de Chasles, on peut conclure a I’aide des questions 2.a) et 2.b)
que :

‘l’intégrale I'(«) converge pour a > O‘

ra) = f0+oo e~tdt =1 (on reconnait fi étudiée & la question 1)).
MNa+1)= 0+°O t¥e~tdt.

— ! — a—1
On pose : { :,((tg)_te_t Z(g)—az_t u et v sont de classe C! sur |0, +00[ si 0 < o < 1 et sur

[0, +oo si a > 1.
& On évitera de distinguer les cas en écrivant que pour tout a > 0, u,v de classe C*! sur ]0, +o0.

lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, limu(t)v(t) =0 car a > 0
t—+o00 t—0

On peut donc faire l'intégration par parties directement dans I'intégrale généralisée :
C(a+1) = ut)(t)]g™® +a [yt letdt = ol (a)

‘Va >0, INa+1)=al(«a) ‘

& Remarque : Si on souhaite repasser par une intégrale définie de premiere année, il faut faire
Iintégration par parties sur :

Yy
/ t%e~tdt puis faire la limite quand z tend vers 0 et y tend vers 4oo...
x

Lu dans le rapport de jury : « Des intégrations par parties sont effectuées directement (sans
précaution) sur des intégrales impropres ».

Une récurrence s’impose :

— Pourn=1,onal'(n)=I(1) =1=0! dapres 3.a)

— On suppose que I'(n) = (n — 1)! pour n fixé (n > 1)

— Alors, d’apres la question précédente : I'(n + 1) = nl'(n) = n - (n — 1)! = nl.
— Conclusion : ‘Vn eN*, TI'(n)=(n- 1)!‘

Lu dans le rapport de jury : « Certaines notions élémentaires ne sont pas comprises. Ici,
aucune « suite géométrique de raison n... »

Rappelons que le résultat étant donné par l’énoncé, une justification « récurrence immédiate » ne
peut suffire. »
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A
@ a) pour n = 1, on obtient immédiatement : Vo € R*, ¢, (z) = —2% " = f,(z) et pour tout z

0l
négatif, o, \(z) = 0= fa(z)

Conclusion : | o, \ = fi

b) ¢n.x est positive ou nulle sur R, continue sur R sauf peut-étre en 0.

I oun(@)de = [ op(2)dz

A Paide du changement de variable t = Az, f0+°° op(z)dr = ﬁf(n) =1

“Pm \ est une densité de probabilité‘

[e. 9]

o0
c¢) On étudie la convergence de / |zpn 2 (x)|de = / xpn 2 (2)de,
—0o0 0

d’apres la relation de Chasles et parce que ¢, \ est positive sur R.

f0+°° xop a(2)de = %f(;roo ©Ynt1,x(x)dr qui est une intégrale convergente.
Donc E(U) existe et vaut : 2 [F ¢, \(2)dx = r

>

U admet bien une espérance et E(U) =

>3

IT/ Fonction « béta » d’Euler :

1
Pour tout x et y, réels strictement positifs, on considere 'intégrale B(x,y) = / t* 11 — t)vLdt.
0

® Précisons l’ensemble de continuité de t — t*~1(1 — t)¥=1 sur [0,1] selon les valeurs de x et de y :

— Siz>lety>1,alorsx—1>0et y—12>0. La fonction ¢t — tx_l(l — t)y_l est donc continue
sur [0, 1].

— Si0<xz<lety>1,tr t*!est continue sur ]0,1] et t — (1 —¢)¥~! est continue sur [0, 1]
donc t — t*~1(1 — #)¥~1 est continue sur ]0, 1].

— Siz>1let0<y<1,tr—t* ! est continue sur [0,1] et t — (1 —¢)¥~! est continue sur [0, 1]
donc t — t*~1(1 — #)¥~1 est continue sur [0, 1].

— Si0<z<let0<y<1,t+— t*1 est continue sur ]0,1] et t — (1 —#)¥~! est continue sur
[0, 1] donc t — t*~1(1 — #)¥~1 est continue sur ]0, 1].

& On retiendra que B(z,y) est une intégrale définie pour tout x,y > 1 et une intégrale généralisée
sinon.

@ Démontrons grdace a un changement de variable que B(y,x) et B(x,y) sont de méme nature et que
B(y,x) = B(x,y) en cas de convergence (on ne demande pas leur valeur).

1l suffit de poser u =1 —t = ¢(t). o est de classe C! sur [0,1] et strictement décroissante.

1
Des lors, B(y,z) = / tY71(1 — t)*"1dt est de méme nature que :
0

0 1
—w)Y ' (—du) = w1 —w)Y " 'du = B(z
/1<1 ) (~du) /0 (1~ wr~'du = B(x,y)

Conclusion : ‘B(y, x) et B(x,y) sont de méme nature et B(y,z) = B(z,y) en cas de convergence
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® Pour tout couple (p,q) d’entiers naturels non nuls :

a)

b)

— )t q
Calculons B(1,q) : B(1,q) = fol(l — )4 dt = [—(1 qt) ] = 1q
0

1
B(1,q) = -
(La) =~

Pour p > 2, calculons B(p,q) en fonction de p, q et B(p—1,q+ 1) :

Menons une intégration par parties en notant que, puisque p—1 > 1 et ¢ > 1, les intégrales B(p, q)
et B(p —1,q+ 1) sont des intégrales définies.

On pose :
u(t) = tP~1 u'(t) = (p— 1)tP2
S = (1= 171 (t) = — (1—1)? u et v sont de classe C* sur [0, 1]
q

g7t _
B(p,q) = [—t”‘l(l_qt) ] +pq 1B(p—1,q+1)

0

p—1

I'(p)l —Dl(g—1)!
En déduire que B(p,q) = M autrement dit : B(p,q) = M
I(p+q) (p+q—1)
—1Dl(g—1)!
Menons une récurrence sur p en posant : Vp > 1, H, =« Vg > 1, B(p, q) = W »
bp+q—1)
Initialisation : Hy est vrai d’apres a)
Hérédité : Soit p > 1 tel que H,, est vrai
—1)!(g)! 1—1)(g—1)
B(p+1,q9) = EB(P,(H— 1) = p(p = Dlta) = b+ Mg = 1) d’ott Hp41 est vrai
q ¢ (p+aq) (p+14q-1)

Par principe de récurrence :

(p—Dg—1! _T®I()
p+g-1!  T+g)

Vp > 1,Yq > 1,B(p,q) =

@ On admet désormais que la formule (x) est applicable pour B(z,y) avec x,y réels strictement positifs.

a)

Montrons que pour tout x €]0,1[, B(x,1 — x) est une intégrale généralisée convergente qui vaut
Mz)I'1 -2 :

Si x €]0,1], alors on a également 1 — = €]0, 1[. Donc, d’apres la question II/1) nous savons que
Iintégrale B(x,1 — x) est doublement généralisée.

Mais, si la relation (x) reste vraie pour tous les réels z,y strictement positifs, elle est donc vraie
pour x >0et1—2>0.

Des lors :
MNx)N(1—2z) T(x)'(1-2)
B(zx,1—2x)= = =I'(x)I'(1 —
(@1 =0) = For =~ p = M@ )
puisque I'(1) = 1 d’apres I/3)a.
Or on a vu dans la premiere partie du probleme que I'(«) converge pour tout o > 0 donc I'(z) et
['(1 — z) convergent.

Conclusion : ‘B(x, 1 — x) converge et vaut I'(x)['(1 — x) ‘
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b)

ua:—l

1+u

du :

(o ¢]
, montrons que B(z,1 —z) = /
0

1
A T'aide de I1/2) et tt=——
aide de II/2) et en posan T u

On commence par noter que B(z,1 —x) = B(1 — z,x) en utilisant la question I1/2).

1 1 1
Pui ivant 'indication : t = —— &1 =-u=-—1=9Y{).
uis en suivant I'indication T +u L e U= P(t)

La fonction v est de classe C! sur |0, +oo] et strictement décroissante.
Ce changement de variable ne change donc pas la nature de l'intégrale.
Pour préparer le changement de variable, on note par ailleurs que

l—f—1-— Y etdt——— g
T T lru T+ YT T e2™
1
Des lors B(1 — z, z) / t( )~ 1dt qui converge d’apres 4.a) est égale a :
0

[ ()

Soit

d
) <—(1_|_U;L)2> avec o = iz’_@aw(t) =+ooet = i@}ﬂ)(t) =0

u:c—l

1+ u

du

B(l—x,x):J:/ooo

Calculons T'(0.5) en pensant au changement de variable : v = \/u :
En prenant x = 0.5, puisque 1 — x = 0.5, on obtient :

11 > 1
F2(0.5):B(2,2):/0 mdu

C’est alors qu’on utilise le changement de variable recommandé. La fonction u — y/u = v est une
fonction de classe C* sur |0, +o0|, strictement croissante. Donc, puisqu’on est assuré de la conver-

gence de B (5, 5) et que ce changement de variable ne change pas sa nature, on a immédiatement :

I‘Q(OS)—/OO 2udv _2/00 dv B
T @r e Ty Ty T

Conclusion : |T'(0.5) = /7

o0

® On souhaite retrouver la valeur de l'intégrale de Gauss, a savoir / e dy = V.

a)

—00

Pour tout a > 1, montrons en appliquant le théoréeme de comparaison sur les intégrales de fonctions
o0

.. e
positives que e % dx converge :

1
Puisque @ > 1, si > 1 alors z® > z et donc —x® < —=x.
Des lors

Vr>1,e* <e®

t——+4o00
Des lors, par application du theoreme de convergence par comparaison des intégrales de fonctions

oo
Or / “%dx converge pulsque lzm / “dx = lim (e”! —e?) existe et vaut 1/e.

o
. . JpYe'
positives : / e~ * dx converge|.
1

o0
On peut en déduire que | I, = / e~ dx converge | par application de la relation de Chasles car
0

la fonction & — =% est continue sur [0, 1].
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b)

1 1
A laide du changement de variable t = %, montrons que : I, = —1T () :
a \a
Posons ¢(x) = 2% = t. Cette fonction est de classe C! sur |0, 4+-oc], strictement croissante.

Par ailleurs : t = 2% &z = té et donc

1
do = —taldt et limp(x) =0et lim ¢(x) =400
(0} z—0

T—>+00
o0 «
Donc I, = / e”? dx est de méme nature que :
0

+o0 1 1 o0
J., = / et taldt = / taLe~tdt
0 « @ Jo

D’apres la question précédente, ces deux intégrales sont convergentes. On peut donc conclure a leur

a «

1 1
égalité et conclure : | I, = J, = —T ()

Montrons qu’on peut en déduire la convergence et la valeur de l'intégrale de Gauss :
Il suffit de prendre o = 2 dans l'intégrale précédente.

o, 1._ (1
Alors I, = / e~ % dx converge et vaut §F <2>
0

00 5 \/77.
Or on a montré que 4.c) que I'(0.5) = /7 donc / e “dr = -
0

IEQ 3
est paire.

Pour terminer, il suffit de noter que la fonction x —— e~

. R VT
Conclusion : / e~ " dx converge et vaut 27 =7
—0o0
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Probléme 2 : Agro-Véto A 2020

1. a) On calcule les inverses par I'une des méthodes vues en cours. Par exemple, pour I'inversibilité de

x a
D3 on pourra écrire : Soit X = |y | et Y =[]
z c
y =a z c 001
DX =Y &z =b& Ay aesX=1100]|Y
r =c z =b 0 10
0 0 1
Conclusion : | D3 est inversible et Dy =110 0
010
00 01
. . . _ 1 0 00
De méme, Dy est inversible et D' = 010 0
0010

b) Plusieurs réponses sont possibles :

i. On raisonne comme dans la question précédente et on passe par la résolution de (S) D, X =Y,

soit :
o 1 0 -0 T ai T2 =a1 1 = ap
T2 as xr3 = a2 €2 =al
ol | ¢ [=] ¢ ey &
0o .. . .1 Tp—1 ap—1 Tp = ap-1 Tp—1 = Ap—2
1 0 - -0 Tp Ap Tl =Gy L Tp = ap—1

par simple permutation circulaire des lignes, a savoir : Ly <= Ly <= L1 <= -+ <= Lo <= Ly ---
Soit | D), inversible et D, e «

ii. On utilise I'indication de 1’énoncé et d’apres la question précédente, on conjecture que D,
est inversible et que son inverse est sa transposée notée DI:,F . On prouve la conjecture en cal-
culant le produit DpD;;F :soit A = DpD}; , et a; ; le coefficient de A sur la ligne ¢ et la colonne j.

— Rédaction 1 : On utilise la définition du produit, a savoir, si on note d; ; les coefficients de
D, et de les coefficients Dg :

p p
aig =Y digdi; = dipds
k=1 k=1
1 ik=1+1
or,siie[[l,p—l]],ona:dik:{ S% ot
' 0 sinon
1 sik=i+tl=j+1si=j

Des lors a; ; = {O ]
sinon

P
et apj = Zd kdjg=1sij=pcardyp,=1&k=1..
k=1
— Rédaction 2 : « a la main » Ce coefficient a; ; est obtenu en faisant le produit (matriciel)
de la ligne ¢ de D), par la colonne j de Dg , dont les coefficients sont ceux de la ligne j de
D,,. Or chaque ligne de D, ne comporte qu'un seul 1, qui se trouve en position ¢ + 1 pour
la ligne ¢ (position 1 pour la ligne p) ; le 1 de la ligne i est donc dans la méme position que
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celui de la ligne j si et seulement ¢ = j, donc a;; = 1 si 7 = j et 0 sinon.

Conclusion : | Tout ca prouve que A = I, ce qui montre que D,, est inversible d’inverse Dg .

/

x1 Ty
2. a) Soient X = 5 e M,1(C), X" = : e Mp1(C) et XeC.
Tp ,
x4+ Az
OnaX + X' = : d’ou :
Tp + Ay,

p p p
FXHAX) = (a4 Azg) =Y ap+ A2 = f(X) + Af(X),
k=1 k=1 k=1

ce qui prouve que f est une application C-linéaire.

b) La fonction f n’est pas injective car par exemple f( 0 ) = 0 (le noyau de f contient un

vecteur non nul).

c¢) La fonction f est surjective : soit = € C, cet élément de 'espace d’arrivée a pour antécedent par
T

0
f par exemple le vecteur

0
d) La dimension de C comme C-espace vectoriel est 1, donc le rang de f vaut 1 puisqu’elle est

surjective, et donc d’apres le théoreme du rang, la dimension de son noyau est dim(M, 1(R)) — 1
c’est-a-dire p — 1.

3. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison différente de 1, puisque z; =
2ikm 2ir\ k L
e r :(ep).Onendedult:

= 1= ()
- -l =0

2E = T
P20 P 1-ev»
p—1
Géométriquement, % Z 21, est I'affixe de l'isobarycentre des points Ay, ..., A,_1, et on a trouvé que
k=0

cet isobarycentre est le centre O du cercle sur lequel sont placés ces points.

0

4. Soit z un complexe non nul ; on peut ’écrire z = re*” ou r est un réel strictement positif et 6 un réel

quelconque. On a alors :

P e ppepil 1 ey § L e =1
Ik € 7, pf = 2k 3k € 7,0 = 2kn/p
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1 Etude d’un modele de diffusion sur le cercle

5. 11 s’agit de relier la loi de U,41 a celle de U,. On va utiliser le systeme complet d’événements
{(Un = k) }refop—1] et la formule des probabilités totales :

p—1
P(Up+1 =4) = ) Pr,=j)(Unt1 = ) x P(Uy = j)
j=0
Commencons en distinguant les casi=0eti=p—1:
— Pour i =0:

1
Pwn=p-1)(Un+1 = 0) = 5 = P,=1)(Un+1 = 0) et Py, (Uny1 = 0) =0, V2 < j < p — 2. Soit

P(Uner = 0) = 3 (B(Us = 1) + B(Uy =p— 1)

— Pouri=p—1:

1 .
Pwu=p-2)(Un1 = p = 1) = 5 = P,=0)(Uns1 = p = 1) et P,=)(Uns1 = 0) = 0, Vj €
[1,p — 1]\ {p — 2}. Soit

(P(Un =0) + P(Up =p — 2))

N

IP)(Un+1 =pP— 1) =

— Pour1 <i<p—2:
Lorsque la particule se trouve en A;, elle ne peut se déplacer que vers A;;1 ou A;_1 et ceci avec
probabilité 1/2. On a donc :

IP’(UnH:i):;xP(Un:i—1)+;xP(Un:i+1)
Ceci montre qu’on a bien une formule du type X,,11 = M X,, ou M est la matrice carrée dont les
coefficients sont les (g, —;)(Un11 = 7). Autrement dit la matrice qui a des 1/2 sur la surdiagonale, la
sousdiagonale, et les coins en haut a droite et en bas & gauche, et des 0 partout ailleurs. Ou encore :

o1 0 --- 01
1 01 --- 0O
I .o 1 T
Mp:§ P :i(Dp—i_Dp)'
0 0 O 01
1 00 1 0
1
0
6. On a X, = M" Xy, oit X =
0

7. a) On cherche donc les valeurs de A € C telles que rg(Ms — A\l3) < 3; on calcule ce rang par pivot,
et on trouve apres calculs (je ne les ai pas rédigés mais ils doivent figurer sur la copie) :

1 1 —2A 1 siA=-1/2
rg(Ms —X3)=rg| 0 —2XA—1 1+ 2\ =< 2 siA=1
0 0 (T+2)\)(2—2)) 3 sinon

b) On détermine ensuite les noyaux demandés, a partir de la derniere matrice du calcul ci-dessus :

E_1/2 = Ker

S O =

11
0 0 | =Vect{(—1,1,0),(-1,0,1)}.
0 0
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Conclusion : | E_; 5 = Vect{u1,uz} ot u1 = (=1,1,0) et uz = (—1,0,1)

1 1 -2
Ei=Ker| 0 -3 3 = Vect((1,1,1)).
0 0 O

Conclusion : ‘El = Vect{us} ot ug = (1,1,1) ‘

Par ailleurs, on vérifie comme nous le demande ’énoncé, que :

X € BEx(Ms) & (Ms — M3)X =0 < (f3 — Mids)(u) = 0 < f3(u) —lu =04 f3(u) = \u

1
Conclusion : | f3(u1) = —5U, f3(ug) = —5u2 et f3(uz) = us
-1/2 0 0
Montrons que Mz et D = 0 —1/2 0 | sont semblables : Cela découle immédiatement
0 0 1

de la question précédente, a condition de montrer que B’ = (u1,uz,u3) est une base de R3. En
effet, si c’est le cas, alors par construction, Mg (f3) = D.

Montrons donc que (ug,us,u3) est une base de R3 : C’est une famille de cardinal égale & 3 qui
est la dimension de R3. 11 suffit de montrer que c’est une famille libre pour montrer que c’est une
base de R3. On fait le choix ici de calculer le rang de cette famille de vecteurs en passant par le
rang de la matrice des coordonnées de cette famille de vecteur qui n’est autre que la matrice de
passage qui est demandée en fin de question.

~1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
rg{uy,ug,uz} =rg| 1 0 1|=rg| O 2l =rg| 0 -1 2]=3
0 1 1 0 1 1 0o 0 3
On peut donc conclure que B’ = (u1,uz, uz) est une base de R3.
-1 -1 1 -1/2 0 0
Conclusion : | M3z = PDP~! avec P = 1 0 1 |etD= 0 -1/2 0
0o 1 1 0 0 1
-1 2 -1
Apres calcul, on trouve P71 = 3 -1 -1 2 [& A faire. C’est trés rapide]
1 1 1

D’apres la question 6), X, est la premiere colonne de M§. On a, par une récurrence a écrire dans
la copie, pour tout n € N :

My = pPD"P!

L[ (=12 1/2 1 -1 2 -1
= 3| v2r 1) -1 -1 2
0 1/2 1 1 1 1

1 [ 2(=1/2)" + (=1/2"+1 —(=1/2)"

= 3| =12+ ( 12 +1 —(=1/2)"

—(=1/2)"+1 —(=1/2)"+1 2(-1/2)"

La limite de P(U,, = k) quand n tend vers +o0 est donc 1/3, quel que soit k € [0, 2]. Les trois
positions tendent a devenir équiprobables lorsque le nombre de déplacements tend vers ’infini.
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z1

8. Soit X = : un vecteur et A un complexe. On a :

T9 = ATy
T3 = )\xg
DX =AX <+
Tp = ATp—_1
T1 = Axp
( o = )\.7}1
3 = N1y
<~
z, = AP~z
Ir = )\p.%'l
1
A
< X=0o0u [N=1let X = A2 T
)\p'_l

Conclusion : Les valeurs de A pour lesquelles il existe X # 0 avec D, X = AX sont donc les complexes
A tels que AP = 1.

2ikm

En prenant z;1 = 1, on obtient qu’il existe p valeurs A complexes, & savoir les 2z = e » pour
1
2k
2

k € [0,p — 1], obtenus a la question I.4. pour lesquelles D, X}, = 2, X}, avec X, = “k
p.—l

L
1 1 1 1
1 4l Z9 tee Zp_l
9. Soit @ = | . . . ) . On cherche a montrer que (Q est inversible :
TR St 25:11

& La question qu’il faut se poser c’est, quel est 'intérét de montrer cette inversibilité. La réponse
est immédiate si on note que la matrice () est la matrice des coordonnées des vecteurs X obtenus a
la question précédente (puisque zp = 1). Deés lors, montrer I'inversibilité de @ c¢’est montrer que son
rang vaut p et donc que la famille {Xo---, X,_1} est libre...

Allons-y et, conformément & I’énoncé, on pose R = Q et on considere le systeme homogene (S) :
ag
a1
RX =0o0u X =
ap—1

— Montrons que 1, z1,- - zp—1 sont racines du polynome P(X) =ap+ a1 X + - -- ap_1Xp_1 :
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10.

11.

12.

Le systeme (S) donne :

1 1 1
1 oz - 2P

X = X = L
R 0<'Q 0 1 2 Zgl
1 21 - Z,]jj

.

apt+ar+---+ap =
-1

ap + z1a1 + -+ 2

ap—1 =
p—1
ag + 2201 + -+ 25 Tap—1 =

p—1 —
\ao + Zp—101 + -+ prlapfl =0

ou encre : 1, zq,-- -, z,—1 sont racines du polynéme P(X) =ag+ a1 X +--- + ap,lXp_l.

— Concluons que la seule solution de (S) est la solution nulle : 11 suffit de dire que le polynéme P
est un polynome de degrés inférieur ou égale & p — 1. Or il posséde p racines distinctes (cf. 1.4.).
Conclusion : ‘P est le polynome nul ou encore ag =0 =a; = ---ap_1 ‘

— On en déduit que le systéme homogene (S) : RX = 0 admet une unique solution qui est la solution
nulle. C’est un systéme de Cramer. La matrice R = Q) associée au systéme est donc inversible.
Et si on rappelle que rg(Q) = rg('Q), alors 1g(Q) = rg('Q) = p = ordre(Q).
Conclusion : ‘Q est inversible‘

Posons Xj, = Mg, (vi) ou By désigne la base canonique de CP. Montrons que la famille (vo, v1, - -+, Up—1)
est une base de CP : Cela découle immédiatement de la question précédente. Le rang de la famille
(vo,- -+ ,vp—1) est égale au rang de la matrice des coordonnées de cette famille de vecteur, autrement
dit la matrice Q.

Des lors, rg(vo, - -+ ,vp—1) = 1g(Q) = p. Ce qui prouve que cette famille est libre.

Par ailleurs Card(vp, - - ,vp—1) = p = dim(CP).

B" = (vg, - -

Conclusion : ,Up—1) est une base de CP.

Soit D, = Mp,(gp) ou g, est un endomorphisme de CP et B; est sa base canonique.
On sait grace a la question 9. que Dp Xy, = 2, Xk, soit gp(vr) = 2,vk.
L’expression de la matrice de g, dans la base B” donne immédiatement :

0 0 o0 oo 0
0 1 O 0
Mn(gp) = A =
: . . 0
0 - - 0 2z

Et d’apres les formules de changement de base, puisque par construction @ = Pass(Bz2,B"), on a :
Dp = QAinl

Justifions l'inversibilité de D), et exprimons D;l en fonction de Q et Ay :

La matrice A, est inversible car elle est diagonale et n’a pas de 0 sur sa diagonale.

On en déduit, & I'aide de la formule (AB)~! = B~'A~! pour des matrices A et B inversibles, que
D;l — (Q—l)—lA;IQ—I — QAEIQ_1~
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1 1
Par ailleurs, grace a la question 7., M, = i(Dp + D;l) =3 (QAPQ_I + QA;IQ_I), soit :
20+ & 0 e 0
0 z++ 0 ... 0
1 _ _ 1 . . . . . _
My =508 +2,HQ 7 =5Q | S Q.
: P 0
0 0 Zp_1+2p—1

On peut alors conclure que dans la base B” de CP, la matrice de 'endomorphisme f, dont M), est la
matrice, est diagonale.

1 0 0 E 0
0 cos(27/p) 0 : 0
13. Montrons que M, est semblable a T}, = 0 0 cos(4r/p) -+ 0
0 0 0 -+ cos (@)

Il suffit pour ¢a de dire que :

2ikm 2ikm
1 1) _ 1 - _ 2k
st ) = (e +eT) —eos (37)

& Remarque que les valeurs sur la diagonales sont donc toutes réelles...

14. On suppose dans cette question que p est impair.

n
a) Soit k € [1;p — 1]. Déterminons lim cos (2’“—”> :
n—4o00 p
Cette limite vaut 0 car avec les hypotheses sur k, p étant impair, ’angle 27‘“7“ est dans l'intervalle

10, 27[\{7}, et donc son cosinus est strictement compris entre —1 et 1.

b) En déduire lim T, »+ On commence par rappeler qu’on obtient la puissance n-ieme d’une matrice

n—oo
diagonale en élevant les termes de sa diagonale a la puissance n. Des lors :
100 --- 0
000 ---0
limTr=|0 00 -0
nﬁoo p . . . .
000 ---0
¢) Comme lim X, = lim M»Xo = lim QT;Q 'Xo=Q - lim T}" - Q' X
n—oo n—oo n—oo n—oo
on obtient :
1 0 0 1 1 0 0 1
0O 0 0 ... 0 0 1 0 0 ... 0
lim X, =Q | © . . oot f=: o Q!
n—oo
: L0 0 : L0 0
0 ... ... 0 0 0 1 ... ... 0 0 0
La premiere colonne de la matrice obtenue par le produit de
1 0 ... ... 0
1 0 0 ... 0
par Q'
0
1 0 0
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a tous ses coefficients égaux au coefficient en haut & gauche de @~'. On ne connait pas ce co-
efficient, mais on sait que la somme des coefficients de X,, vaut 1 (et la multiplication par Xy
retournera justement cette premiere colonne...), donc la somme de leurs limites (qui est la limite
de la somme) vaut 1 aussi. Donc ce coefficient vaut forcément 1/p.

Interprétons le résultat obtenu : Comme dans le cas particulier p = 3, les différentes positions
possibles pour la particules tendent vers I’équiprobabilité lorsque le nombre de déplacements tend
vers l'infini.

- FIN -
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