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Préambule

La vie n’est bonne qu’a étudier et a enseigner les mathématiques.
Blaise Pascal

Ce polycopié contient les exercices du cours de mathématiques tels que donnés en BCPST au Lycée Albert
Schweitzer du Raincy.

Il s’agit d’une version de travail pour le professeur et a ce titre peut contenir diverses coquilles, erreurs
mineures ou maladresses de mise en page.

Les réponses contenus dans ce polycopié sont parfois succinctes et ne peuvent se substituer & un travail
sérieux en TD et aux explications du professeur.

Bastien Marmeth 1



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Table

Chapitre 1
Chapitre 2
Chapitre 3
Chapitre 4
Chapitre 5
Chapitre 6
Chapitre 7
Chapitre 8
Chapitre 9
Chapitre 10
Chapitre 11
Chapitre 12
Chapitre 13
Chapitre 14
Chapitre 15
Chapitre 16
Chapitre 17
Chapitre 18
Chapitre 19
Chapitre 20
Chapitre 21
Chapitre 22
Chapitre 23

des matiéres

Logique et Ensembles. ... ... . e 3
APPLcations . ... e 17
Méthodes de calcul, Dénombrements ............... ... ... ... ... 37
Nombres réels et complexes, Trigonomeétrie............. ... . ... ..o it 52
Fonctions de référence . ..... ... ... . . e 87
Introduction aux équations différentielles................ ... ... ... . ...l 114
Suites réelles. . ... ... 135
Systémes d’équations linéaires............ . .. i 184
PolynOmes .. ... 198
Géomeétrie du plan et de I’espace......... ... o i 209
1LY I N o < A 221
Statistique descriptive univariée............ ... ... 241
Statistique descriptive bivariée ....... ... ... . . . 248
Limites et continuité des fonctions....... ... . ... .. . . 254
Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels ................. ... ... 297
D Arivation . .. ... e 337
Développements limités et analyse asymptotique..................... ... ... ... 373
Probabilités de base ........ ... .. 394
Integration. ... ... 411
Applications linéaires et matrices........... ... . . ... 433
Variables aléatoires réelles finies ........ ... . i 470
Equations différentielles...... ... ... ... . .l 507
Fonctions réelles de deux variables réelles........... ... ... ... ... ... ... 527

Bastien Marmeth



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Chapitre 1

Logique et Ensembles

Exercices

Exercice 1.1

Soit I un intervalle de R non vide et f une fonction définie sur I & valeurs réelles. Exprimer a l'aide de
quantificateurs les propositions suivantes

1. La fonction f s’annule. 5. La fonction f présente un minimum.

2. La fonction f est la fonction nulle.

, / . 6. f prend des valeurs arbitrairement grandes
3. f n’est pas une fonction constante.

4. f ne prend jamais deux fois la méme valeur. 7. f ne peut s’annuler qu’une seule fois

Exercice 1.2

Soit I un intervalle de R non vide et f une fonction définie sur I & valeurs réelles. Exprimer la négation des
propositions suivantes

1.Vezel, f(z)#0
VyeR, Jzel, f(z)=
dM e R, Yz e I, |f(z)]
V(z,y) e I?, s <y = f(x
V(w,y) € I?, f(x) = fly) = o=y
Veel, f(x) >0=2<0

S Ol W

Exercice 1.3

On définit une suite (up)nen par ug = 2, ug =5 et, pour n € N, uy, 19 = Suyyq — 6u,. Montrer que

Vn € N U, = 2" + 3"

Exercice 1.4

1. Montrer que toute fonction définie sur R & valeurs dans R peut s’écrire de maniére unique comme la somme
d’une fonction paire et d’une fonction impaire.
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2. Préciser cette décomposition pour f : R — R
z+1

224+ x+1

Exercice 1.5

Soit I un intervalle de R non vide et f une fonction définie sur I & valeurs réelles. Traduire par une phrase en
francais les assertions quantifiées suivantes

1. Vz e R, f(z) = f(—x)

2. INeR, Vzel, fx) =
3.Veel, fz)=0=2z=0

4. V(z,y) e I’ 2 <y = fz) < f(y)

Exercice 1.6

Nier la phrase : Tous les Lyonnais qui ont les yeux bleus gagneront au loto et partiront finir leurs jours aux
Seychelles.

Exercice 1.7

Quelle sont les négation des phrases suivantes :
1. Tous les lundis, je joue au squash
Tous les lundis, je joue au squash et je me douche
Tous les lundis ou il fait beau, je joue au tennis
Tous les lundis, s’il fait beau, je joue au tennis
Tous les lundis, je joue au squash ou au tennis
Je joue au squash au moins une fois par semaine
Chaque semaine, si je n’ai pas joué au squash, je joue au tennis au moins deux fois

Tous les ans, il y a des semaines oil je ne peux pas jouer au squash

© 0N Ot W N

Certaines années, je joue au squash tous les lundis (sans exception)

Exercice 1.8

Soit n un entier. Montrer que, si n® est pair alors n est pair.

Exercice 1.9

Soit & un nombre irrationnel positif. Montrer que \/z est irrationnel

Exercice 1.10

Montrer que v/3 est un nombre irrationnel

Exercice 1.11

Soit x € R tel que
Ve € RY} 0<z<se

Montrer que x = 0.
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Exercice 1.12

Montrer que ’ensemble
F={(zr,y)eR®, y=2—1}

est inclus dans 1’ensemble

E={(z,y) €R®, (-2 +2y+4)(3z —y+3) >0}

Exercice 1.13

Parmi les sous-ensembles de R suivants, plusieurs sont égaux bien qu’écrits différemment. Déterminer lesquels.

3 3
FE| = {5,8,11,14,17,-- . }, Ey = {$2 , T € [[1,5]]}, E3 = |:—§, 5

:| ﬂZ, E4 = {y2 , Y € [_5?_1]}
Es =[-1,1], Eg=[1,+00[N]0,+00[N] —1,25], FE;=[1,25], Es={3z+2, zecN*}
Ey={me[1,25, 3ke N, m=k*}, FEyp={-1,01}, Ep;={neN', JkeN' K n=23k+2}

E12:{3’I’L—|—2,TL€N*} Elgz{mGZ,méletm>—1}, E14:{t2,t€[1,5]}

k
= {Sin (77() , k€ Z} , FEig= {1,4,9, 16,25}

Exercice 1.14

Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?

f: N - N g : Z — Z ¢ : R - R ho: R -
n — n+1 n — n+1l xr = xe’ (x,y) — (x4y,x—1y)
E @ R\{1} - R s : R* — R? c: C = C
s Tl (z,9) = (y,x) z = 2
z—1

Exercice 1.15

Soit I’application
h + R — ]0,+00]
z — In(l1+e")

Montrer que h est bijective et expliciter sa bijection réciproque h™!.

Exercice 1.16

Décrire, pour chacune de ces assertions, en utilisant les intervalles, ’ensemble des réels x vérifiant cette assertion.
l.z>4detx<Tetzx#6
2. (z>0etz<3)ouzr=0
3. (x<3etzeN)ouzr=2
4. (zreRiouxrx=-3)etx <0
5

. Ju € [3,+o0], x =1u?

Bastien Marmeth 5



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Exercice 1.17

Dessiner Pallure des sous-parties suivantes de R?
A={(x,y) eR®, z+y=1}  B={(zy) eR?, zy <0}

C:{(ﬂ:,y)eRz, y < min(z,2 —z) et y > —1} D:{(az,y)eRz, y > 22 0uy2+(x—1)2<1}

Exercice 1.18

Donner une expression plus simple des ensembles suivants et donner les relations d’inclusion qui existent
entre ces ensembles.

1. A={yeR, 3tec[3,+ocf, y =1t}
2. B={yeR, V<9, y>uz}
3. C={y R, Vte[3+ool,y #t°}
4. D={yeR,Iz<9, y=>zx}

Réponses

Réponse de 1’exercice 1.1

1. « La fonction f s’annule. »peut s’écrire

Jrel, f(x) =0
2. « La fonction f est la fonction nulle. » peut s’écrire

Veel, f(z) =0
3. « f n’est pas une fonction constante. » peut s’écrire

z,y) € I?, f(z) # fy)

ou bien encore

VC eR, Jxel, f(x)#C

4. « f ne prend jamais deux fois la méme valeur. »peut s’écrire

V(z,y) €I*, x #y= f(z) # f(y)

5. « La fonction f présente un minimum. »peut s’écrire

Jrel, Vyel, f(x) < fly)

6. « f prend des valeurs arbitrairement grandes »peut s’écrire

VM eR, Jxel, f(x) 2 M
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7. « f ne peut s’annuler qu’une seule fois »peut s’écrire

Jrel, Vyel, flyy=0=y==x

ou encore

Vexel, f(z) #0)v 3z e I, f(z)=0)

Réponse de I’exercice 1.2
Les négations sont :
drxel, fl(x)=0
JyeR, Ve el, f(x)#vy
VM eR, 3z el, |f(x)]>M
Az, y) € I?, z < yet f(z) > fy)
Iz,y) € I?, flz) = fly) et x #y
drel, f(x) >0etz>0

ST o B A

Réponse de I’exercice 1.3

On va procéder par récurrence double. Notons P,, ’assertion u,, = 2" + 3".
Initialisation :
On a
uy =2 =204 5° et up =5=2"43!
Py et P; sont ainsi vérifiées.
Hérédité :
Soit n € N. On suppose que les propriétés P, et P,1 sont vérifiées. Montrons qu’alors P9 est vraie.

Up+2 = dUpt1 — Ouy
= 5(2" T 4 37T _ (2" 4 3™)
=5x2x2"+5x3x3"—-6x2" -6 x 3"
= (10 — 6)2" + (15 — 6)3"
=22 x 2"+ 32 x 3"
:2n+2+3n+2

Pro est ainsi vérifiée.
D’apres le principe de récurrence on a prouvé que

Vn € N U, = 2" + 3"

Réponse de ’exercice 1.4

1. On va procéder ici par analyse-synthése, c’est a dire que I'on va supposer qu’il existe une décomposition
paire + impaire, la caractériser de facon unique et enfin vérifier que cette unique décomposition obtenue
fonctionne bien.
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Analyse :
Soit f une fonction définie sur R & valeurs dans R. On suppose qu’il existe une fonction paire p et une
fonction impaire i telles que f = p + 1.
Soit x € R, on a alors
f(x) =p(z) +i(x)

et

f(=x) = p(=2) +i(—z) = p(x) —i(z)
En combinant ces égalités on obtient alors

Ainsi, §'il existe une décomposition paire + impaire f = p 4 4 alors nécessairement on a, pour tout réel x,

flz) + f(=x)

p(z) = 5

et i(z) =

Synthése :

Soit f une fonction définie sur R & valeurs dans R. Pour x € R on pose

f(x) + f(=x)

5 et i(z) =

p(z) =
Vérifions qu’alors p est bien une fonction paire et ¢ une fonction impaire et que f = p + 1.

Pour x € Ron a

Ainsi p est bien une fonction paire et 7 est bien une fonction impaire.

De plus on a, pour z € R

flx)+ f(=2) | flz) = f(=2)

p(x) +i(x) = 5 + 2
J@) + fa) + F) — f(-a)
2
2f()
2
= f(z)

On a donc bien f =p+1.
Par Analyse-Synthése on a ainsi prouvé que toute fonction définie sur R & valeurs dans R peut s’écrire de
maniére unique comme la somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

2. On prend ici le cas particulier ou f : R — R
z+1
T v
2+x+1
On a alors, pour x € R
fla) + f(==
pia) = L)
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41 4 —x+1
x4zt 2741

2
x4+ D@2 —z+1)+(1-2)(2®+2+1)
2@+ +1)(a2—x+1)
B -—2?4+r4+?2—c+14+224+s+1-23 22—z
2(zt + 22+ 1)

2
20zt + 22 +1)
_ 1
ot 4241

et

z+1 —x+1
z24+x+1 x2—z+1

2
(x+1)(z?—2+1) -1 —-2)(2®>+2+1)
22+ +1)(2a2 —2+1)
P-4+ —z+1-(2®+2+1—-2% 2% —2x)
2(zt + 22+ 1)
P-4+ —z+1-22—z—-1+23+22+12)
2zt + 22 +1)

223)
2(xt 4+ 224+ 1)
x3

T At a241

On a ainsi f = p+ ¢ ol p est paire, ¢ est impaire et

p : R — R i R — R
— 71 x’
T
atta?+1 R B

Réponse de ’exercice 1.5

1. Vz € R, f(z) = f(—=) signifie « f est paire »
2. INER, VeI, f(x) = X signifie « f est constante »

3. Vx € I, f(z) = 0 = x = 0 signifie « f ne peut s’annuler qu’en 0 », c’est-a-dire « Le seul point ou f
pourrait éventuellement s’annuler est 0 », faites attention que cela n’implique pas que f(0) =0

4. V(z,y) € I?, x <y = f(x) < f(y) signifie « f est croissante »

Réponse de I’exercice 1.6

La négation de cette phrase est :
« Au moins un Lyonnais qui a les yeux bleus ne gagnera pas au loto ou ne partira pas finir ses jours aux
Seychelles »
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Réponse de ’exercice 1.7
Les négations sont :
1. Il y a au moins un lundi ou je ne joue pas au squash.
Il y a au moins un lundi ol je ne joue pas au squash ou bien je ne me douche pas.
Il y a au moins un lundi ou il fait beau et je ne joue pas au tennis.
Il y a au moins un lundi ou il fait beau et je ne joue pas au tennis.
Il y a au moins un lundi ou je ne joue ni au squash, ni au tennis.
Il y a au moins une semaine ou je ne joue pas au squash.
Il y a au moins une semaine ot je n’ai pas joué pas au squash et ou j’ai joué au tennis au plus une fois.

Il y a une année ou j’ai joué au squash toutes les semaines.

© 0 N o ot W N

Toutes les années il y a au moins un lundi ol je n’ai pas joué au squash.

Réponse de ’exercice 1.8

Il s’agit ici de montrer 'implication « n> est pair »= «n est pair ». On va pour cela procéder par contraposition
et montrer Pimplication « n est impair »=> « n® est impair ».
On suppose donc que n est impair. Ainsi il existe un entier k tel que n = 2k + 1.
Alors
nd = (2k +1)% = 8k® + 12k* 4+ 6k + 1 = 2(4k> + 6k + 3k) + 1

n? est donc bien un nombre impair.
Ainsi on a montré par contraposition que, si n® est pair alors n est pair.

Réponse de I’exercice 1.9

Soit z un nombre irrationnel positif. On va procéder & un raisonnement par I’absurde.

Supposons par I'absurde que y/z est un nombre rationnel. Alors il existe un couple (p,q) € N x N* tel que
V="t
q
Alors on a )

x:\/EQZ%

On a donc écrit £ comme un nombre rationnel, ce qui est absurde. Notre hypothése ne peut donc pas étre vraie
Ainsi on a prouvé que \/z est bien irrationnel.

Réponse de I’exercice 1.10

On va de nouveau procéder a un raisonnement par l’absurde. Supposons par 1’absurde que v/3 est un nombre
rationnel. On peut alors I’écrire sous forme d’une fraction irréductible V3 =72 ou (p,q) € N x N*.
q
2
En élevant au carré on obtient 3 = p_2 D’ou p? = 3¢%. On en déduit alors que p? est un multiple de 3.
Montrons qu’alors p est un multiple de 3.
Par I’absurde, si p n’est pas un multiple de 3 alors
— Soit p s’écrit sous la forme p = 3k + 1 avec k € Z et alors p? = 9k + 6k + 1 = 3(3/<:2 + 2k) + 1 n’est pas
un multiple de 3 ce qui est absurde
— Soit p s’écrit sous la forme p = 3k + 2 avec k € Z et alors p> = 9k? + 6k + 4 = 3(3k2 +2k+1)+1n'est
pas un multiple de 3 ce qui est absurde

Bastien Marmeth 10
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Ainsi p est bien un multiple de 3. 1l existe donc p € N tel que p = 3p.

Notre égalité devient alors (3}5)2 = 3¢2, d’on ¢* = 3p°. Ainsi ¢? est un multiple de 3 et, par suite, ¢ est un
multiple de 3. Il existe donc ¢ € N tel que ¢ = 3¢

Mais alors, si on revient & I'écriture de v/3 sous forme d’une fraction, on obtient

\/g _b_ @ — 1_5
¢ 3¢ q
On a ici réduit une fraction qui était irréductible. Ce qui est absurde, notre hypothése ne peut donc pas étre

vraie.
Ainsi on a montré par I'absurde que v/3 est un nombre irrationnel.

Réponse de ’exercice 1.11

On va procéder par ’absurde. Supposons donc que x # 0.
Comme z > 0 on a alors z > 0. D’ou 3 > 0.

En prenant le cas particulier ¢ = 5 notre propriété nous donne

0<x <

(VYRS

Comme x > 0 on peut diviser chaque terme par z et cela ne change pas le sens des inégalités. On a ainsi

0<1<

N |

Ce qui est manifestement absurde. Ainsi on a bien z = 0.

Réponse de ’exercice 1.12

Soit (z,y) € F, on va montrer que (x,y) € E.
Comme (z,y) € F on a alors y = = — 1. Ainsi

(—x+2(x—1)+4)Bx— (z—1)+3)
(—z+2x—-2+4)Bzx—z+1+3)
= (z+2)(2x +4)

=2(x+2)?>0

(—x4+2y+4) Bz —y+3) =

Comme (—z 42y +4)(3z —y+3) >0 on a alors (z,y) € E.
Tout élément de F' est donc un élément de F, c’est-a-dire F' C F.

Réponse de I’exercice 1.13

— k1 =FEg=FE;1 = Epp

— Fy = FEy = E

— B3 =F5=FEig= E13=E15
— FEy=FE¢=FE;=FEyy

Réponse de ’exercice 1.14
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1. Soit f : N — N
n — n+1

— Montrons que f est injective.
Soit (n1,712) € N? tel que f(n1) = f(ng). Montrons qu’alors nq = no
Onany+1=ny+1doun; =ne. festdonc injective.

— Montrons que f n’est pas surjective. Pour cela on remarque que 0 n’a pas d’antécédent par f. En effet
si n € N était un antécédent de 0 par f alors n+ 1 =0, d’ot n = —1 ce qui est absurde car —1 ¢ N.

2.S5it g : Z — Z
n — n+1

— Montrons que g est injective.
Soit (n1,7n2) € Z* tel que g(ny) = g(ns).
Alors n1 +1 =ny + 1 d’ott n; = ny. g est donc injective.

— Montrons que g est surjective.
Soit n € Z, trouvons m € Z tel que g(m) = n. Il faut donc trouver m tel que m + 1 = n.
Il suffit de prendre m = n — 1. g est donc surjective.

3. Soit h : R?® — R?

— Montrons que h est injective.
Soit (z1,y1) € R? et (x2,1y2) € R? tel que h(z1,y1) = h(ze,y2), montrons qu’alors (x1,y1) = (z2,y2).
On a h(z1,y1) = h(za,y2), dott (x1 + y1,21 —y1) = (T2 + Y2, 22 — y2). On en tire alors

r1+ Y1 = T2+ Yo
1 —Yr =722 — Y2

puis en ajoutant la seconde ligne & la premiére

2(L‘1 = 21‘2
T1—Yr =22 —Y2
Enfin en remplacant dans la seconde ligne et en simplifiant
r1 = T2
Y1 =Y2
On a donc (z1,y1) = (x2,y2), h est donc bien injective.

— Montrons que h est surjective.
Soit (u,v) € R%, trouvons alors (z,7) € R? tel que h(zx,y) = (u,v). Cest-a-dire (z,y) € R? tel que

rT+y=u
r—Yy=v

20 =u+v
rT—Yy="v

On ajoute la seconde ligne & la premiére.
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Enfin en remplacgant dans la seconde ligne et en simplifiant
U+ v

Vérifions nos calculs

o futv u—v . I
Ainsi < — ) est bien un antécédent de (u,v). h est donc surjective.

4. Soit k : R\{1} — R
r+1

r—1

X

— Montrer que k est injective. Soit (z,y) € (R\{1})? tel que k(x) = k(y). Montrons qu’alors z = 5. On a

= zy+y—r—l=axy+axz—y—1
= T=y
k est donc bien injective
— k n’est pas surjective. En effet 1 n’admet pas d’antécédent par k. Supposons par 'absurde qu’il existe

1
x € R\{1} tel que k(x) = 1. Alors Tt

=1douz+1==zx-—1,et, par suite, 1 = —1 ce qui est

absurde.
Ainsi 1 n’a pas d’antécédent par k, k n’est pas surjective.

5.S0it s : R? — R? . Icion va montrer directement que s est bijective en trouvant une applica-
(z,y) — (y7)
tions g : R? — R? telle que go s = Idg2 et so g = Idge.
Ici c’est trés simple, posons g = s. Alors il est aisé de vérifier que g o s = Idp2 et s o g = Idp2. s est donc
bien bijective et sa réciproque est g. Elle est alors surjective et injective.

6. Soit ¢ : C — C

2 = 22

— c n’est pas injective. Il suffit de remarque que, par exemple ¢(1) = ¢(—1).

— Montrons ¢ est surjective. Soit z € C, on va trouver u € C tel que u? = 2.

Pour cela écrivons z sous forme exponentielle z = pe'® avec p > 0 et 6 € [0,2n] et on va chercher u
sous la forme u = re'® avec r > 0 et a € [0, 27[. Il s’agit donc de trouver r et « tels que

(T,eioz)Q = pe?

Ce qui se réécrit
7,262104 _ pew
0 . -
Il suffit donc de prendre r = \/p et o = 3 et alors u est bien un antécédent de z.

c est ainsi surjective. On peut remarquer que si z = pew est différent de 0 alors il admet deux antécédent
. il i(g+7r)
par ¢ qui sont \/pe'2 et /pe\277).
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7.8t £ : R — R
x +— ze’
On va commencer par étudier la fonction £ et tracer sa courbe représentative.

£ est dérivable sur R et, pour z € R on a
U(x)=(z+1)"

On en déduit le tableau de variations de ¢

z —00 -1 0 400
! (x) — 0 +
0 I +00
e

Figure 1.1 — Courbe représentative de ¢

1
D’aprés notre étude des variations, la fonction £ admet un minimum global en —1 qui vaut ——, d’ou
e

1
Vr e R {(x) 2—2

1
Soit y < ——, on a donc, pour tout x € R, ¢(x) > y. y n’admet donc pas d’antécédent par £. Ainsi ¢ n’est
e

pas surjective.
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1
L’allure de la courbe de £ nous indique bien que, si y € } -, 0[ alors y admet au moins deux antécédents
e

par ¢ (puisque la courbe passe au moins deux fois & la hauteur y). A ce niveau de I’année une telle
justification serait acceptable. On va toutefois rédiger une preuve rigoureuse.

1
Soit y € ]——,0[.
e
La fonction ¢ est continue sur l'intervalle [—1,0]. Comme f(—1) <y < f(0) alors, d’apreés le théoréme des

valeurs intermédiaires, il existe x; €] — 1,0] tel que f(x1) = v.
On sait de plus que lim ¢(x) =0 > y. Ainsi, d’aprés la définition de la limite, il existe a € R tel que
T—r—00

En particulier ¢(a) > y.

Le théoréeme des valeurs intermédiaires appliqué entre a et —1 nous donne alors zo €]a, —1] tel que £(z2) =
y.

On a ainsi £(x1) = ¢(x2) mais 1 # xo (car z9 < —1 < x1). £ n’est donc pas injective.

Réponse de ’exercice 1.15

On va commencer par montrer que h est injective.
Soit (z,y) € R? tel que h(z) = h(y). On a alors

In(1+e*) =1In(1+¢Y)

D’ou en passant a exponentielle 1 + e* = 1 + €Y, c’est-a-dire e* = &Y. Il ne reste plus qu’a passer au In pour
obtenir z = y. h est ainsi injective.
Montrons maintenant que h est surjective. Soit z €]0, +00[, on a alors, pour x € R

h(z) =z < In(l+e*)==2
S 14+e*=¢€°
& et =e"—1

< z=In(e* —1) ( Comme z > 0 on a alors e —1 > 0, on peut ainsi passer au In)

Ainsi In(e® — 1) est 'unique antécédent de z par h. h est ainsi surjective et injective, elle est donc bijective.
On a de plus
At o]0, 400] — R
x — In(e® — 1)

Réponse de I’exercice 1.16

L. ]4,7[\{6} =]4,6[U]6,7]
2. [0,3]

3. [0,2] = {0,1,2}

4. {-3}

5. [9,400[
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Réponse de ’exercice 1.17

Figure 1.4 - C

Figure 1.2 — A

Réponse de I’exercice 1.18

1. A=[9,4+00]
2. B =]9,+o0]
3. C =] —00,9
4. D=R

On aalors BC AC Det C CD.On adeplus C = A°.
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Chapitre 2

Applications

Exercices

Exercice 2.1

Dans les exemples suivants f est une fonction de R dans R et E est une sous-partie de R. Déterminer f(FE).
— B= |3 e coso)
= |15 | fracoste
1
— E= [_2’3]\{1}7 f ST 1
x [e—
— E=[-1,2], f: 2z 2?

Exercice 2.2

Soit f : N — N définie par
Vk e N, f(3k) =2k fBEk+1)=4k+1 fBE+2)=4k+3

Montrer que f est une bijection de N dans N

Exercice 2.3

Soit f : R — R
2z +1

1‘ e ——

Va4 +1

1. Montrer que f est bijective de R dans | — 2,2][.

2. Expliciter sa réciproque.

Exercice 2.4

Soit f : C — (z: . [ est-elle injective ? surjective ?
g "
Exercice 2.5
Soit f : |—-1,1] — %R . Montrer que f est bijective et déterminer sa réciproque.
x
. 1 — 22
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Exercice 2.6

Soient f et g deux bijections de R dans R. On pose

s . R* = R et p : RZ — R
(@y) = f@)+9Qy) (z,y) — flz)g(y)
1. s est-elle surjective ?
2. s est-elle injective ?
3. p est-elle surjective ?
4. p est-elle injective ?

Si la réponse est oui, on fera une preuve et si la réponse est non, on donnera un contre-exemple en choisissant
fetg.

Exercice 2.7

f : Q — [-1,1] est-elle injective? surjective ?
x +— sin(z)

Exercice 2.8

Soit f: E— F et g: F — G deux applications. Montrer les implications suivantes :
1. Si g o f est surjective alors g est surjective.
2. Si g o f est injective alors f est injective.
3. Si go f est surjective et g est injective alors f est surjective.
4

. Si go f est injective et f est surjective alors g est injective.

Exercice 2.9
Soit f : R%? — R?
(u,v) +— (u+v,uv)
1. f est-elle injective ?
2. f est-elle surjective ?

3. Déterminer un antécédent de (5,5) par f.

Exercice 2.10

Soit f : |—-1,1] — R . Montrer que f est bijective et déterminer sa réciproque.
2x

1—x2

Exercice 2.11
Soit x € R et n € N, calculer les somme suivantes

n n

fjx%—l SEDE S0k fjln<1+%>
k=1 k=1

k=0 k=0
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Exercice 2.12
1. Soit k € N, développer et simplifier (k + 1)3 — k3.

2. Pour n € N, calculer la somme Z(kz +1)2 &

k=1
n

3. Retrouver alors la valeur de la somme Z k2
k=1

n
4. En utilisant la méme méthode, déterminer la valeur de la somme Z k3

k=1
Exercice 2.13
Soit f : R? — R?
(u,v) = (u+v,uv)
1. f est-elle injective ?
2. f est-elle surjective ?
3. Déterminer un antécédent de (5,5) par f.
Exercice 2.14
Soit f : C — C . f est-elle injective ? surjective?
z :
1+ |z
Exercice 2.15
Soient f et g deux bijections de R dans R. On pose
s - R o R et p : R R
(@y) — f@)+9Q) (z,y) = flx)g(y)

1. s est-elle surjective ?

2. s est-elle injective ?

3. p est-elle surjective ?

4. p est-elle injective ?
Si la réponse est oui, on fera une preuve et si la réponse est non, on donnera un contre-exemple en choisissant
fetg.

Exercice 2.16

f + Q — [-1,1] est-elle injective ? surjective ?
x +— sin(z)

Exercice 2.17

Soit f : E— F et g: F' — G deux applications. Montrer les implications suivantes :

1. Si g o f est surjective alors g est surjective.
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2. Si go f est injective alors f est injective.
3. Si go f est surjective et g est injective alors f est surjective.

4. Si go f est injective et f est surjective alors g est injective.

Exercice 2.18

Soit £ un ensemble et f une application de E dans F telle que fo f = f
1. Montrer que, si f est injective, alors f = Idg
2. Montrer que, si f est surjective, alors f = Idg.

3. Pour cette question on prendra E = R. Donner un exemple de fonction f vérifiant fo f = f mais telle que

[ # Idg.
Réponses
Réponse de 1’exercice 2.1
— f(E) = _§7 g]
f(E) = f([=2,1[U]1,3])
= f((=2,1)) U f(]1,3])
1 1
Aol w44
— f(E)=1[0,4]

Réponse de ’exercice 2.2

On va montrer que f est bijective en trouvant son inverse qui est ’application g : N — N définie par
Vk € N, g(2k) = 3k g4k +1)=3k+1 g4k +3) =3k +2

Remarquons que g est bien définie car tout nombre entier n est, soit pair et donc de la forme 2k, soit impair de
la forme 4k + 1, soit impair de la forme 4k + 3.

Soit n € N, on va prouver que go f(n) = n puis que fog(n) = n. Pour cela il nous faut séparer différent cas.

On commence pas prouver que go f(n) =n

— Premier cas : n est un multiple de 3. Il existe donc k& € N tel que n = 3k. D’ou f(n) = f(3k) = 2k. Par
définition on a alors g(f(n)) = g(2k) = 3k = n. Ainsi, dans ce cas, on bien go f(n) =n.

— Deuxiéme cas : n est de la forme 3k + 1 avec k € N. On a alors f(n) = 4k +1 puis g(f(n)) = g(4k+1) =
3k + 1 = n. Ainsi, dans ce cas, on bien g o f(n) = n.

— Troisiéme cas : n est de la forme 3k +2 avec k € N. On a alors f(n) = 4k + 3 puis g(f(n)) = g(4dk + 3) =
3k + 2 = n. Ainsi, dans ce cas, on bien g o f(n) = n.

Finalement dans tous les cas on a bien go f(n) = n. Ainsi go f = Idy.

Montrons maintenant que f o g(n) = n.
— Premier cas : n est un multiple de 2. Il existe donc k € N tel que n = 2k. D’ou g(n) = g(2k) = 3k. Par
définition on a alors f(g(n)) = f(3k) = 2k = n. Ainsi, dans ce cas, on bien f o g(n) =n.
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— Deuxiéme cas : n est de la forme 4k + 1 avec k£ € N. On a alors g(n) = 3k + 1 puis f(g(n)) = f(3k+1) =
4k + 1 = n. Ainsi, dans ce cas, on bien fog(n) =n.
— Troisiéme cas : n est de la forme 4k + 3 avec k € N. On a alors g(n) = 3k +2 puis f(g(n)) = f(3k+2) =
4k + 3 = n. Ainsi, dans ce cas, on bien fog(n) =n.
Finalement dans tous les cas on a bien f o g(n) =n. Ainsi f o g = Idy.

En conclusion f est bijective de réciproque g.

Réponse de I’exercice 2.3
Commencons par montrer que f est injective. Comme f est définie sur un intervalle de R et & valeurs dans R
on va d’abord regarder si elle est strictement monotone. Pour cela on la dérive.

Soit z € R, on a

V2T rr1l— 2wl
Vet + o +1 (2x+1)2\/m
2+r+1
4> +2+1)— (22 +1)?
22+ x4+ 1)Vt +x+1
3
22+ x4+ 1)Vt +x+1

On sait que, pour tout =z € R, 224241 > 0. Ainsi, pour tout z € R, f’(w) > 0, f est donc strictement croissante,
ce qui implique que f est injective.

fl(a) =

Montrons maintenant que f est surjective. Soit y €] — 2,2], trouvons x € R tel que f(z) = y.
L’équation f(x) =y se réécrit
2z +1 _

Viltaorl
= 2x+1:y\/m
= 2z +1)2 =y*(2* +x+1)
= @-y)? (- yP)r+ (197 =0

Comme y €] —2,2] alors 4 — y? # 0 on est donc face & une équation polynomiale de degré 2 dont le discriminant

est
A=EA-y)—4(d— )1 —yP) =@ -y )4 -y -4+ 4°) =34 -4*) >0

Comme A > 0 notre équation admet deux solutions (éventuellement confondues si A = 0) qui sont

P44 /324 —y?)

P —A— /324 —y?)

x1 Z2

24 — 42) 2(4 —y?)
Simplifions un peu
2 24 —y? 2 24 —y?

Ces deux nombres réels sont deux solutions de I'équation (4 — y*)z? + (4 — y*)x + (1 — y*) = 0 mais ce ne sont
pas forcement des antécédents de f(x) = y.

En effet, comme f est injective I’équation f(x) =y admet au plus une solution, ainsi au moins un des deux
nombres x; et xo n’est pas un antécédent de y.

On va donc calculer f(z1) et f(z2) pour déterminer si ce sont bien des antécédents de y.
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221 + 1
Vat+ai+1
_ 2lylv3
a 24—y /22 + oy + 1
_ lylv3
2[4 —y?)rl + (4 —y?)ar +1 -2 +3

f(5'31) =

Or on sait que (4 — y*)a? + (4 — y*)z1 + 1 — y* = 0. Ainsi
_ lylv3
2¢/(4 —yD)af + (4= yHor +1-92 +3
_ 2lylv3
2v/3

= |y

f(x1)

De méme
fz2) = 1yl
Ainsi, si y > 0 alors z; est un antécédent de y par f et si y < 0 alors x2 est un antécédent de y par f. Si

y =0 alors 1 = 29 = —5 est un antécédent de y. f est donc surjective.

Comme f est surjective et injective elle est donc bijective, elle admet donc une réciproque f~!. Le raisonne-
ment fait pour montrer que f est surjective nous donne f~! :

=220 = R
(1 3
——+Msiy>0
2 2 /4—y2
1 3
Y = ——Msiy<0
2 2/4—y2
1
Ce que I'on peut résumer en
7t ]-2,20 — R

1 3
g s L w3
2 2 /4—y2

Réponse de ’exercice 2.4

Montrons que f est injective.
Soit u € C et v € C tels que f(u) = f(v). Cest-a-dire

u o
1+ |ul 14 v
Alors en particulier
U B v
T+ |ul| |14 v
D’ou
ul_ ol
1+ |ul 14 v
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Puis
ul + |u] X o] = |v| + |u] X |v]

On en tire donc |u| = |v|. Réinjectons cette information dans notre égalité

u v
T+ |ul 14|y

devient alors
U v

T+ ul — 1+]yf

Et donc u = v. f est ainsi injective.

Montrons maintenant que f n’est pas surjective, pour cela remarquons que, si u € C, alors |f(u)] < 1 (en
effet |u| < 1+ |u|). Ainsi f ne peut pas étre surjective car tous les nombres complexes de module supérieur ou
égal & 1 n’ont pas d’antécédents.

Réponse de I’exercice 2.5

Montrons que f est injective. Pour cela, puisque f est définie sur un intervalle de R, on va montrer que f est
strictement monotone.

Calculons la dérivée de f.
Soit z €] —1,1[, on a
2(1 —2%) — 2z x (—2z 222 + 2
fl($):( ) 22( ): 22>0
(1 —2a?) (1 —2a?)
Puisque, pour tout x €]—,1,[ f'(z) est strictement positive, alors f est strictement croissante et donc est
injective.

Montrons maintenant que f est surjective.
Soit y € R, déterminons z €] — 1, 1] tel que f(z) =y.
L’équation f(x) =y s’écrit

2

12 7
= 20 =y — ny
= yr? +22 -y =0

Si y = 0 cette équation admet comme solution % =0, si y # 0 il nous faut calculer le discriminant.

OnaA =4+ 4y2 > 0. Ainsi notre équation admet deux solutions dans R qui sont

L 24 A+ 4y 14142 —2—\A+4y2  —1— /14?2
Yy

2y 2y Yy

T T2 =

Par contre ces solutions sont-elles dans | — 1, 1[? Vérifions qu’au moins I'une des deux l'est.

— Premier cas : y > 0 Dans ce cas on a \/1 +y2 > \/y2 =y, dou

1=Vt 1y

Y Y

ne peut donc pas convenir comme antécédent de y.
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— Second cas : y < 0 Dans ce cas on a toujours \/1 + y2 > \/y2 = —y, d’ou
—1-V1+y2<-1+y

-1
Puis (rappelons que, comme y < 0, — > 0 et diviser par y change le sens des inégalités )
Y

—1—y1+y2y—1+y o1

> Y

1—/1+y2

La encore ne peut donc pas convenir comme antécédent de y.

Yy
-1+ /1+y2?

Y
— Siy>0alors1 < V1+32<1+2y+y2=1+yDou

14l 1Ty 1414y
y y y

Qu’en est-il de

C’est-a-dire

-1 /1 2
0<u<1
)
—1++/1+y?
Y

— Siy<Oalors1 <1+32<1-2y+3y2=1—yDou

s VA T e el
y y y

est donc bien dans | — 1, 1] et convient comme antécédent de y.

C’est-a-dire

—1 /1 2
0>u>_1
Yy

est donc bien dans | — 1, 1] et convient comme antécédent de y.

—1+/1+y?
Y

En conclusion, dans tous les cas y admet un antécédent dans | — 1,1[. f est donc surjective.

Comme f est & la fois surjective et injective elle est bijective et admet donc une unique réciproque. Cette
réciproque on I’a en fait déja trouvée, il s’agit de la fonction
R = ] —1,1]
Osiy=0

y = -1+ /1492
Yy

siy#0

Réponse de ’exercice 2.6

1. s est surjective.
En effet soit z € R, montrons que z admet au moins un antécédent par s.
Comme f est une bijection de R dans R il existe donc z € R tel que f(z) = z. De méme il existe y € R tel
que g(y) = 0. On a alors

s(z,y) = f(x) +g9(y) =2+0==z

(z,y) est donc bien un antécédent de z par s. s est bien surjective.
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2. s n’est pas injective.
Par exemple prenons f : R — R et g : R — R, f et g sont bien deux bijections de R dans
A T = X
R et, dans ce cas s n’est pas injective car, par exemple s(1,2) = s(2,1).
3. p est surjective
En effet soit z € R, montrons que z admet au moins un antécédent par p.
Comme f est une bijection de R dans R il existe donc = € R tel que f(z) = z. De méme il existe y € R tel
que g(y) = 1. On a alors
p(z,y) = fx)gly) =2 x 1=z
(x,y) est donc bien un antécédent de z par p. p est bien surjective.
4. p n’est pas injective
Par exemple prenons f : R — R et g : R — R, f et g sont bien deux bijections de R dans

T = T T = T
R et, dans ce cas p n’est pas injective car, par exemple p(1,2) = p(2,1).

Réponse de ’exercice 2.7
Soit f : Q@ — [-1,1] . On va montrer que f est injective et non surjective.
x +— sin(z)
Montrons d’abord que f est injective. Soit (x,y) € Q tel que f(z) = f(y). Alors, il existe k € Z tel que

y=x+ 2km ou y=m—x+ 2kmw

D’ou
y—x =2km ou y+o=m+2kn

On sait = et y sont deux nombres rationnels, donc x + y et  — y sont également rationnels.

Or 2k7 n’est un nombre rationnel que quand k& = 0 et m + 2k7 n’est jamais un nombre rationnel.
On en déduit donc que, si f(x) = f(y), alors y = x + 2 x 0 x 7, c’est-a-dire z = y. f est donc injective.

Montrons maintenant que f n’est pas surjective. Pour cela on va prouver que 1 n’a pas d’antécédent par f.

Supposons par ’absurde que 1 admet un antécédent z € Q.
] 2x

144k

.Or z € Q et donc € Q. Ainsi 7 est

2
Alors il existe k € Z tel que z = % + 2km et donc 7 = 1 +x4k

un nombre rationnel, ce qui est absurde.
En conclusion 1 n’admet pas d’antécédent par f, f n’est pas surjective.

Réponse de ’exercice 2.8
Soit f: E— F et g: FF— G deux applications.

1. On suppose que g o f est surjective, montrons g est surjective.

Soit y € G, montrons que y admet un antécédent par g.
Par hypothése g o f est surjective, il existe donc x € E tel que g o f(z) =y, c’est-a-dire g(f(z) = y.
f(z) est alors un antécédent de y par g. g est ainsi bien surjective.

2. On suppose que g o f est injective, montrons que f est injective.
Soit (x,y) € E? tels que f(z) = f(y). On a alors g(f(z) = g(f(y), c’est-a-dire go f(z) = go f(y). On sait
que g o f est injective, on a donc z = y.
Ainsi f est injective.
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3. Supposons que g o f est surjective et que g est injective, montrons f est surjective.

D’aprés la question 1., comme g o f est surjective alors g est surjective. Puisque g est également injective
par hypothése on en déduit que g est bijective. Soit ¢! sa réciproque.

Soit y € F, montrons que y admet un antécédent par f. Notons z = g(y), comme g o f est surjective alors
z admet un antécédent par g o f, il existe donc z € F tel que go f(x) = 2.

Cet élément z est un bon candidat pour étre I'antécédent de y par f, vérifions que c’est bien le cas.
On a go f(z)) = z = g(y), on compose par g~ ' et on obtient

g tego f(z)=g " og(y)
D’ou
fl@) =y
Ainsi f est bien surjective.

4. On suppose que g o f est injective et que f est surjective, montrons que g est injective.
D’aprés la question 2., comme g o f est injective alors f est injective. Puisque f est également surjective
par hypothése on en déduit que f est bijective. Soit f~! sa réciproque.
Soit (z,y) € F?, on suppose que g(z) = ¢(y), montrons qu’alors = = 7.
Comme f est bijective on peut écrire z = fo f~(x) et y = fo f1(y). Do

goof Hx) =goof(y)

C’est-a-dire

go f(f 7 =) =go f(f7 ()
Comme g o f est injective on en tire alors f_l(w) = f_l(y) puis, en composant par f, x = y. g est donc
bien injective

Réponse de ’exercice 2.9

Soit f : R%? — R?
(u,v) = (u+v,uv)

1. f n’est pas injective. En effet il suffit de remarquer que, par exemple f(0,1) = f(1,0).

2. Montrons que f n’est pas surjective, Il n’est pas forcément évident & premiére vue que f n’est pas surjective,
il nous faut donc travailler un peu.

Soit (a,b) € R?, supposons qu’il existe (u,v) € R? tels que h(u,v) = (a,b).

u+v=a .
. w et v sont donc les deux racines du polynéme X2 — aX + b.

On a donc {
w ="

Pour que ce polynome admettent deux racines il faut et il suffit que son discriminant soit positif ou nul,

Clest-a-dire a® — 4b > 0.

On voit alors que, si a®> — 4b < 0, alors (a,b) n’admet pas d’antécédent pas f. Par exemple (0,1) n’admet

pas d’antécédent pas f. f n’est donc pas surjective.
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3. Trouvons maintenant un antécédent de (5,5). Remarquons d’abord que, comme 5% —4 x 5 = 5 > 0, alors
(5,5) admet bien au moins un antécédent.
1l nous faut donc résoudre I'équation 22 — 5z +5 = 0. On a alors A =5 > 0 d’on deux solutions

55 545
T 277

I

5—v5 54+5

Veérifi
érifions que ( 5 5

) est bien un antécédent de (5,5).

f<5—x/5 5+x/5>:<5—x/5+5+x/5 5—x/5X5+x/5)>

2 2 2 2 2 2

_ <E (5—x/5)(5+x/5>

27 4

- (5 752_\/52>
4
i<5’ 254—5)

(5,5)

Ainsi <5 _2\/5, > +2\/§> est bien un antécédent de (5, 5).

Réponse de I’exercice 2.10

Montrons que f est injective. Pour cela, puisque f est définie sur un intervalle de R, on va montrer que f est
strictement monotone.

Calculons la dérivée de f.
Soit x €] —1,1[, on a
2(1 — 2%) — 2z x (—2z 222 + 2
(1 — x2)? (1 —22)2
Puisque, pour tout x €]—,1,[ f'(x) est strictement positive, alors f est strictement croissante et donc est
injective.

Montrons maintenant que f est surjective.
Soit y € R, déterminons = €] — 1,1 tel que f(z) = y.
L’équation f(x) =y s’écrit
2z
1— a2

= 2x:y—yx2

=Y

= yx2 +2x—y=0
Si y = 0 cette équation admet comme solution % =0, si y # 0 il nous faut calculer le discriminant.

On a A =4+ 4y? > 0. Ainsi notre équation admet deux solutions dans R qui sont
24+ A+4y2 14+ 1492 —2—\A+4y2  —1—/1+y2
2y Y 2y Y

Par contre ces solutions sont-elles dans | — 1, 1[? Vérifions qu’au moins I'une des deux l’est.

Ir1 =
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— Premier cas : y > 0 Dans ce cas on a \/1 +y2 > \/y2 =y, dou

1=Vt —1-y

) )

< -1

—1—/1+y?
Y
— Second cas : y < 0 Dans ce cas on a toujours \/1 + y2 > y/y2 = —y, d’ou

1-V1+y2<-1+y

-1
Puis (rappelons que, comme y < 0, — > 0 et diviser par y change le sens des inégalités )
Yy

—1—1+y2y—1+y -
>

Y

ne peut donc pas convenir comme antécédent de y.

1

-1 = 1+ 2 )
La encore ——— Y=Y ;¢ peut donc pas convenir comme antécédent de y.

Y
1 /1 + 42
Qu’en est-il de “itvaty ?
Yy

— Siy>0alors1<y1+3y2<1+2y+y2=1+yDou

—-1+1 _ —14 /14 y? <—1+1+y
(1 (1 (1

C’est-a-dire

-1 /1 2
0<u<1
Y
—1+/1+y?
Y

— Siy<oOalors1<y1+3y2</1-2y+y2=1—yD'ou

—-1+1 . —14 /14 y? - —14+1-y
(1 (1 (1

est donc bien dans | — 1, 1] et convient comme antécédent de y.

C’est-a-dire

-1 /1 2
Y
—14+/1+y?
Y

est donc bien dans | — 1, 1] et convient comme antécédent de y.

En conclusion, dans tous les cas y admet un antécédent dans | — 1, 1[. f est donc surjective.

Comme f est & la fois surjective et injective elle est bijective et admet donc une unique réciproque. Cette
réciproque on I’a en fait déja trouvée, il s’agit de la fonction

ff: R = ] —1,1]
0 siy =
y = —14 /14 y?
+ ty siy#0
)
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Réponse de ’exercice 2.11
n

Calculons E 22*=1 pour cela on va se ramener au résultat connu

k=1
n
1— n+1
SNif=—L— sig#£1
I—q
k=0
n
Tout d’abord remarquons que, si z = 0 alors szk*l = 0.

k=1
Sixz#0ona

n

2k—1 = 2%
St =yt
k=1 k=
1
-
T
1 n
= — < 1+ x2k>
r k=0
=0
1
X
1

3

(-14n+1)siz?=1

1 _ p2n+2
1 — T ) sia? £
x 1—x2

n .
—siz=1louz=-1
= z 2n+1
Tr—T . 9
———5 sz #1
1—z
En conclusion, on a

Osizx=0

n N nsix=1

2%k—1 _
Zw “Y—mnmsiz=-1
k=1 $—£E2n+1

o sie ¢ {-1,0,1}
— X

Calculons Z(—l)k. On retrouve ici le résultat connu
k=0

n+1

n 1_

Nob=—t— sig#1
L—q

k=0

avec ¢ = —1. Ainsi

- B el Gl DL O o Gl O
2 (1= -1y 2
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Calculons Z(—l)kk. On a

k=0
n n+1 .
DD R=Y (-G -
k=0 j=1
n+1 . n+1 .
= (=)
j=1 j=1
n+1 . n+1 .
R GV ED BV
j=1 7=0
n+1
14 (—1)n*!
== (-1 + (2 "
§=0
Ainsi on a
n ntl 14+ (_1)n+1
—1)* —1)j = -
S D41 5 1
k=0 7=0
C’est-a-dire )
- 1+ (=1t
S Dk + ()" (n+1) 5 1
k=0
Donc
it /14 (—1)nH!
St =g (G 1= o)
2 2
k=0
L1+ ()t =2 — (—1)"2(n 4 1)
2 2
14 (=) 1 —2(n+ 1))
B 4
=14+ (=)™ (2n + 1))
B 4
n . .
= sl n est pair
_ )2
- n+1 : : .
— Sl n est 1mpair

Une autre maniére de trouver ce résultat est d’écrire

k=0 =1 =1 =1

et de faire des regroupement de deux termes consécutifs, il faut par contre traiter séparément les cas n pair et
n impair

Calculons Zln (1 + %) On a

z(k)@(k))
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(k1
=1
k=1
n+1
=In (( 1 >> On a reconnu un produit télescopique
=In(n+1)

De maniére équivalente on a aussi

Son(1+) -5

:Zln(k+1) — In(k)
k=1

=In(n+1) —In(1) On a reconnu une somme télescopique
=In(n+1)

Réponse de ’exercice 2.12

1. On a
(k+1?% -k =k* 4+ 3k> +3k+1 - k> =3k + 3k + 1
2. 1l s’agit ici d’une somme télescopique, on a

n

Z(k+1)3—/<:3:zn:k+1 Zk3
k=1

k=1
n+1
= Z 7 Z k® On fait le changement d’indice j = k + 1 dans la premiére somme
k=1
n+1 n
= Z kS — Z k® On fait le changement d’indice k = j dans la premiére somme
k=2 k=1

:(n—i—l)?’—l—ik?’— <ik3+13>
k=2 k=2
=m+1P-14> B -> K
k=2 k=2

=(n+1)°—

3. On va exploiter les résultats des deux premiéres questions, on a ainsi

n

S k+1)? -k =(n+1)% -1
k=1

& > (BR+3k+1) =(n+1)° -
k=1

& 3Zk2+32k+21_n+1 -1
k=1
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En passant tout du méme coté on ainsi

n
2ol n+1P2—-1-3Y k- 1)
3L [ >
L 3 n(n+1)
:§<(n—|-1) —1—3T—n>
_1X2(n+1)3—2—3n(n+1)—2n
3 2
203+ 6n?+6n+2—-2-3n2—3n—2n
B 6
_2n3+3n2+n
N 6
_nn+1)2n+1)
B 6
On retrouve bien le résultat vu en cours.
4. On a
(k4 1)* — E* =4k + 6k> + 4k + 1
et

n

Z(k+1)4—k4zzn: k+1)* ZkA
k=1

k=1
n+1
= Z 7 Z k* On fait le changement d’indice j = k + 1 dans la premiére somme
k=1
n+1 n
= Z Kt — Z k* On fait le changement d’indice k = j dans la premiére somme
k=2 k=1

:(n+1)4+zn:k:4— <Zn:k4+14>
k=2 k=2
=+ =14> K=K
k=2 k=2

=(n+1)*—

On a également

n

D k+ 1) =k =D 4k 4 6k + 4k + 1
k=1 k=1

—4Zk3+62k2+42k+21
k=1

1)(2 1 1
:4Zk3+6n(n+ Jen + >+4n<n2+ )

+n
k=1

Ainsi

%|H

Zk3 (fj k+1)4—k4—n(n+1)(2n+1)—2n(n+1)—n>
k=1
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1
=1 (n+1)*=1-nn+1)2n+1)—2n(n+1) —n)
1
=5 +1) (n+1)® —n@2n+1) —2n — 1)
1
= (n+1) (n+1)* —2n* - 3n —1)
1
— Z(n+1) (n® +3n® +3n+1—2n%—3n—1)
1
= +1) (n® +n?)
~ n?(n+1)>
N 4
Finalement .
st _ n2(n + 1)2
4
k=1
Réponse de ’exercice 2.13
Soit f : R? — R?

(u,v) (u—i—v,uv)-

1. f n’est pas injective. En effet il suffit de remarquer que, par exemple f(0,1) = f(1,0).

2. Montrons que f n’est pas surjective, Il n’est pas forcément évident a premiére vue que f n’est pas surjective,
il nous faut donc travailler un peu.

Soit (a,b) € R?, supposons qu’il existe (u,v) € R? tels que h(u,v) = (a,b).
On a donc {u+v:a

uv =b

u et v sont donc les deux racines du polynome X2 — aX + b (ce fait, éventuellement abordé en Terminale,
sera revu lors du cours sur les nombres réels et complexes)

Pour que ce polynéme admette deux racines il faut et il suffit que son discriminant soit positif ou nul,
c’est-a-dire a® — 4b > 0.

On voit alors que, si a® — 4b < 0, alors (a,b) n’admet pas d’antécédent pas f. Par exemple (0,1) n’admet
pas d’antécédent pas f. f n’est donc pas surjective.

3. Trouvons maintenant un antécédent de (5,5). Remarquons d’abord que, comme 52 —4x5=5>0, alors
(5,5) admet bien au moins un antécédent.
Il nous faut donc résoudre I'équation 22 — 5z +5 = 0. On a alors A =5 > 0 d’on deux solutions

_5-5 _5+4V5

= 2 2

5—v5 5 )
Vérifions que ( 2\/_, +2\/_> est bien un antécédent de (5,5).

2 2 2 2 2 2

f<5—¢5 5+¢5> _ (5—\/5+5+¢5 5—¢5X5+\/5))
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10 (5-v5)(5+V5
27 4

Ainsi <5 _2\/5, > +2\/§> est bien un antécédent de (5,5).

Réponse de ’exercice 2.14

Montrons que f est injective.
Soit u € C et v € C tels que f(u) = f(v). Cest-a-dire

oW
T+ |ul 14|y

Alors en particulier

U B v
T+ Jul| |1+ v
D’ou
W ol
T+ ul 14|y
Puis

Jul + Jul < [v] = Jv] + |u] x [v]

On en tire donc |u| = |v|. Réinjectons cette information dans notre égalité

u o
T+ Jul 14|
devient alors
U v

T+ul 1+
Et donc u = v. f est ainsi injective.
Montrons maintenant que f n’est pas surjective, pour cela remarquons que, si u € C, alors |f(u)] < 1 (en
effet |u| < 1+ |u|). Ainsi f ne peut pas étre surjective car tous les nombres complexes de module supérieur ou
égal & 1 n’ont pas d’antécédents.

Réponse de ’exercice 2.15

1. s est surjective.
En effet soit z € R, montrons que z admet au moins un antécédent par s.

Comme f est une bijection de R dans R il existe donc z € R tel que f(z) = z. De méme il existe y € R tel
que g(y) = 0. On a alors

s(z,y) = f(z) +9(y) =2 +0==2

(z,y) est donc bien un antécédent de z par s. s est bien surjective.

Bastien Marmeth 34



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

2. s n’est pas injective.
Par exemple prenons f : R — R et g : R — R, f et g sont bien deux bijections de R dans
A T = X
R et, dans ce cas s n’est pas injective car, par exemple s(1,2) = s(2,1).
3. p est surjective
En effet soit z € R, montrons que z admet au moins un antécédent par p.
Comme f est une bijection de R dans R il existe donc = € R tel que f(z) = z. De méme il existe y € R tel
que g(y) = 1. On a alors
p(z,y) = fx)gly) =2 x 1=z
(x,y) est donc bien un antécédent de z par p. p est bien surjective.
4. p n’est pas injective
Par exemple prenons f : R — R et g : R — R, f et g sont bien deux bijections de R dans

T = T T = T
R et, dans ce cas p n’est pas injective car, par exemple p(1,2) = p(2,1).

Réponse de I’exercice 2.16
Soit f : Q@ — [-1,1] . On va montrer que f est injective et non surjective.
x +— sin(z)
Montrons d’abord que f est injective. Soit (x,y) € Q tel que f(z) = f(y). Alors, il existe k € Z tel que

y=x+ 2km ou y=m—x+ 2kmw

D’ou
y—x =2km ou y+x=m+2knw

On sait = et y sont deux nombres rationnels, donc x + y et  — y sont également rationnels.

Or 2k7 n’est un nombre rationnel que quand k& = 0 et m + 2k7 n’est jamais un nombre rationnel.
On en déduit donc que, si f(x) = f(y), alors y = x + 2 x 0 x 7, c’est-a-dire z = y. f est donc injective.

Montrons maintenant que f n’est pas surjective. Pour cela on va prouver que 1 n’a pas d’antécédent par f.

Supposons par ’absurde que 1 admet un antécédent z € Q.
] 2x

144k

.Or z € Q et donc € Q. Ainsi 7 est

2
Alors il existe k € Z tel que z = % + 2km et donc 7 = 1 +x4k

un nombre rationnel, ce qui est absurde.
En conclusion 1 n’admet pas d’antécédent par f, f n’est pas surjective.

Réponse de ’exercice 2.17
Soit f: E— F et g: FF— G deux applications.

1. On suppose que g o f est surjective, montrons g est surjective.

Soit y € G, montrons que y admet un antécédent par g.
Par hypothése g o f est surjective, il existe donc x € E tel que g o f(z) =y, c’est-a-dire g(f(z) = y.
f(z) est alors un antécédent de y par g. g est ainsi bien surjective.

2. On suppose que g o f est injective, montrons que f est injective.
Soit (x,y) € E? tels que f(z) = f(y). On a alors g(f(z) = g(f(y), c’est-a-dire go f(z) = go f(y). On sait
que g o f est injective, on a donc z = y.
Ainsi f est injective.
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3. Supposons que g o f est surjective et que g est injective, montrons f est surjective.

D’aprés la question 1., comme g o f est surjective alors g est surjective. Puisque g est également injective
par hypothése on en déduit que g est bijective. Soit ¢! sa réciproque.

Soit y € F, montrons que y admet un antécédent par f. Notons z = g(y), comme g o f est surjective alors
z admet un antécédent par g o f, il existe donc z € F tel que go f(x) = 2.

Cet élément z est un bon candidat pour étre I'antécédent de y par f, vérifions que c’est bien le cas.
On a go f(z)) = z = g(y), on compose par g~ ' et on obtient

g tego f(z)=g " og(y)
D’ou
fl@) =y
Ainsi f est bien surjective.

4. On suppose que g o f est injective et que f est surjective, montrons que g est injective.
D’aprés la question 2., comme g o f est injective alors f est injective. Puisque f est également surjective
par hypothése on en déduit que f est bijective. Soit f~! sa réciproque.
Soit (z,y) € F?, on suppose que g(z) = ¢(y), montrons qu’alors = = 7.
Comme f est bijective on peut écrire z = fo f~(x) et y = fo f1(y). Do

goof Hx) =goof(y)

C’est-a-dire

go f(f 7 =) =go f(f7 ()
Comme g o f est injective on en tire alors f_l(w) = f_l(y) puis, en composant par f, x = y. g est donc
bien injective

Réponse de I’exercice 2.18

1. On suppose ici que f est injective, c’est-a-dire
V(z,y) €B? f@)=fly) = r=y
Soit z € E, on a alors fo f(x) = f(z), c’est-a-dire f(f(z)) = f(z). Par injectivité de f on a ainsi f(x) = x.

Pour tout « € F, on a donc f(z) = x, c’est-a-dire f = Idg.

2. On suppose ici que f est surjective, c’est-a-dire

Vye E, dJzeFE, y=f(x)

Soit y € E et soit x € E tel que y = f(z). Alors f(y) = f(f(z)) = fo f(z) = f(z) =y.
Pour tout y € F, on a donc f(y) =y, c’est-a-dire f = Idg.
3. Soit f : R — R .Onaalors fof=f mais f # Idg.
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Chapitre 3

Méthodes de calcul, Dénombrements

Exercices

Exercice 3.1

Soit A, B, C' trois ensembles finis tels que
Card(A) = 14 Card(B) = 18 Card(C) = 20
Card(AU B) = 26 Card(AUC) =27 Card(BUC) =30

Card(AUBUC) =35
Déterminer Card(ANBNC).

Exercice 3.2

Une urne contient 20 boules, numérotées de 1 a 20.

1. On tire successivement et sans remise 8 boules de cette urne (deux tirages obtenant les mémes boules mais
dans un ordre différent seront considérés comme deux tirages différents).
— Combien y a t-il de tirages possibles?
— Combien y a t-il de tirages commencant par la boule 17
— Combien y a t-il de tirages finissant par la boule 207
— Combien y a t-il de tirages commencant par la boule 1 et finissant par la boule 207
— Combien y a t-il de tirages commencant par 20, 19, 18, 177
— Combien y a t-il de tirages ne comportant que des boules paires ?
— Combien y a t-il de tirages comportant la boule numéro 17
— Combien y a t-il de tirages ne comportant pas la boule 17

2. Mémes questions pour un tirage avec remise.

Exercice 3.3

Calculer les somme suivantes en fonction de n € N
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-0 L3 ()
2. Zn: (Z) 5. Zn: (n . 1) ok—1

k=1 k=1

n n n n _—
3.Z<k_1> 6.Z<k_1>32

k=0 k=0

Exercice 3.4

=3 () m- 2 ()

k pair k impair

Calculer A+ B et A — B. En déduire A et B

Soit n € N. On pose

Exercice 3.5
" /n " /n 1
) ()i
k=0 k=0

Exercice 3.6

Calculer les sommes suivantes

Un enfant dispose de 7 crayons de couleurs différentes et doit colorier un dessin composé de 5 zones numérotées
de 1 a5.

1. Combien y a t-il de maniéres de colorier le dessin ?

2. Combien y a t-il de maniéres de colorier le dessin de sorte que chaque zone ait une couleur différente des
autres 7

Exercice 3.7

Pour sortir, Monsieur Dupont choisit une paire de chaussures (noires ou marron), un pantalon (bleu, beige, ou
rouge), une veste (en velours ou en toile) et un chapeau (de feutre ou en cuir).

1. Combien de tenues différentes monsieur Dupont peut-il choisir ?

2. Quand Monsieur Dupont sort avec Madame Dupont, il est exclu qu’il porte les chaussures marrons avec
le pantalon rouge. Combien de tenues différentes Monsieur peut-il alors porter ?

Exercice 3.8

1. Combien y a t-il de facons de placer huit personnes cote a cote sur une rangée de huit chaises ?

2. Combien y a t-il de fagons de placer huit personnes autour d’une table ronde en ne s’occupant que de leur
position relative ?

3. Combien y a t-il de fagons de placer quatre hommes et quatre femmes autour d’une table ronde en
respectant l’alternance 1 homme-1 femme, et en ne s’occupant que de leur position relative ?
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Exercice 3.9

Soit n € N. Déterminer le nombre de solutions (z,,z) € N® de Péquation : = +y +z =n

Exercice 3.10

On appelle anagramme d’un mot tout mot (qu'il ait un sens ou non) formé avec les mémes lettres.
1. Combien y a-t-il d’anagrammes du prénom « Martin » ?

2. Combien y a t-il d’anagrammes du prénom « Arnaud » ?

3. Combien y a t-il d’anagrammes du mot « Mississippi » 7

Exercice 3.11
Soit n et p deux entiers tels que 2 < p < n — 2. Montrer que

() =006+ (Go)

Exercice 3.12

£ 0 % (0

.k:O .
k impair

Soit n € N. On pose

Calculer C et D

Exercice 3.13
Montrer que

i/45+29\/§+ </45—29\/§:6

Exercice 3.14
Montrer que, pour tous réels positifs a et b :

G +a%b%)5 + (7 H,%a%)% ~ (a? +b§>3

Exercice 3.15

En utilisant la formule du binéme de Newton, calculer les nombres suivants :

__|_fL'_

6
1+Vv5)*  (V2+Vv3)° (2+4) (; ?)

Exercice 3.16
k n
Soit n € N*, en utilisant 1’égalité k = Z 1, calculer la somme Z K2k

i=1 k=1
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Exercice 3.17

Calculer les sommes doubles suivantes

Y min,j) S max(i, j) > il

(4,9)€[1,n] (i,9)€[1,n] (4,9)€[1,n]

Réponses

Réponse de 1’exercice 3.1
On a

Card(AUBUC) = Card(A)+ Card(B)+ Card(C)—Card(ANB) — Card(ANC) — Card(BNC)+ Card(ANBNC)

Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(AN B)
Card(A U C) = Card(A) + Card(C) — Card(AN C)
Card(B U () = Card(B) + Card(C) — Card(BN ()

Ainsi

Card(ANBNC) = Card(AU BUC) — Card(A) — Card(B) — Card(C)
+ Card(AN B) + Card(AN C) + Card(BNC)
= Card(AU BUC) — Card(A) — Card(B) — Card(C) + Card(A) + Card(B) — Card(A U B)
+ Card(A) + Card(C') — Card(A U C) + Card(B) + Card(C') — Card(B U C)
= Card(AU BUC) + Card(A) + Card(B) + Card(C) — Card(AU B) — Card(AU C) — Card(BU C
=354+14+18+20—-26 —27—30
=4

Réponse de I’exercice 3.2

1. Dans un premier temps il s’agit de tirages sans remise, on ne peut donc pas tirer deux fois la méme boule.
Un tirage correspond donc & une 8-liste sans répétition.
— Il s’agit ici simplement de compter les 8-liste sans répétition dans un ensemble & 20 éléments, le résultat

20! 20!
est don¢c ——— = —
(20 —8)! 12!
— La premiére boule étant fixé, un tirage correspond & la liste sans répétition des 7 autres boules dans
19!
un ensemble & 19 éléments, soit a1
19!
— (’est exactement la méme situation que dans la question précédente, le résultat est le méme — 1
— La premiére et la derniére boules étant fixés, un tirage correspond & la liste sans répétition des 6 autres
18!
boules dans un ensemble & 18 éléments, soit Tl
— Ici les 4 premiéres boules sont fixées, un tirage correspond & la liste sans répétition des 4 autres boules
16!
dans un ensemble & 16 éléments, soit T2l
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Il s’agit ici simplement de compter les 8-liste sans répétition dans ’ensemble des nombres pairs entre
10! 10!

(10 —-8)! 2!

Cette question est plutdot compliquée, on va plutdt répondre a la question « Combien y a t-il de tirages
ne comportant pas la boule 17 »d’abord puis en déduire le résultat a la question « Combien y a t-il de
tirages comportant la boule numéro 17 ». Compter les tirages ne comportant pas la boule 1 est simple,

il s’agit simplement de compter les 8-liste sans répétition dans un ensemble & 19 éléments, le résultat
est donc (1917?'8)' = % Ensuite le nombre de tirages comportant la boule 1 se calcule en comptant
le nombre total de tirages possibles moins ceux qui ne contiennent pas la boule 1, soit

200 19! 20! —12 x 19! _ 20 x 19! — 12 x 19! 819!

120 11! 12! 12! D]

1 et 20, ensemble qui contient 10 éléments. Le résultat est donc

2. Dans un second temps il s’agit de tirages avec remise, on peut alors tirer deux fois la méme boule. Un
tirage correspond donc a une 8-liste d’éléments d’un ensemble & 20 éléments ou de maniére équivalente, a
une application d’un ensemble a 8 éléments dans un ensemble & 20 éléments.

Il s’agit ici simplement de compter les 8-liste d’éléments d’'un ensemble & 20 éléments, le résultat est
donc 208

La premiére boule étant fixé, un tirage correspond a la liste des 7 autres boules dans un ensemble & 20
éléments, soit 207

(Uest exactement la méme situation que dans la question précédente, le résultat est le méme 207

La premiére et la derniére boules étant fixés, un tirage correspond & la liste des 6 autres boules dans
un ensemble a 20 éléments, soit 20°

Ici les 4 premiéres boules sont fixées, un tirage correspond & la liste des 4 autres boules dans un ensemble
a 20 éléments, soit 20%

Il s’agit ici simplement de compter les 8-listes dans I’ensemble des nombres pairs entre 1 et 20, ensemble
qui contient 10 éléments. Le résultat est donc 108

Cette question est plutdot compliquée, on va plutdt répondre a la question « Combien y a t-il de tirages
ne comportant pas la boule 17 »d’abord puis en déduire le résultat a la question « Combien y a t-il de
tirages comportant la boule numéro 17 ». Compter les tirages ne comportant pas la boule 1 est simple,
il s’agit simplement de compter les 8-liste sans répétition dans un ensemble & 19 éléments, le résultat
est donc 19%. Ensuite le nombre de tirages comportant la boule 1 se calcule en comptant le nombre
total de tirages possibles moins ceux qui ne contiennent pas la boule 1, soit 20% — 198,

Réponse de I’exercice 3.3

Sinon alors

n

2. )

k=1

1 sin=20

n .
<4>_ 5 sin=1
o k 11 sin=2
15 sin=3

(+)
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Il
s |
o
7N
= 3
N———
+
|/\\
IS
N———
|
Ry
S 3
N————

—1
Zn: n—1 21%1:” n—1 ok—1 4 n—1 gn—1 _ 0 0-1
Pt k Pt k n n—1
n—1 k
n—1\2
= < k )?”‘5
k=0
—1
IR S VAR Y|
== ok1 _
2 k 2
k=0
|
T2

n n—1
" ko—k _ MY qitlo—i-1 .
Z(k_1>32 —Z<i>3l 2™ en posant i =k — 1
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Réponse de I’exercice 3.4

A+B= ; <Z>+ Zn: (Z

et

OnaA—B=0. Ainsi A =B =

=0 k=0
k pair k impair

n
<n
k=0

)

-3 k)
(e
= (1+1)"
—9n
-2 (-2
k pair k& impair
5 Qo
k pair k impair
_ g <Z> (—1)F + :0 <Z
k pair k& impair
_ ;; (Z) (—1)k
=3 (7)o
iy
=0
+B

Réponse de I’exercice 3.5
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n(n—1 n n n—1
S . n _ ) . _  Ainsi
Pour k£ > 1 et n € N on sait que 3 <k— 1) <k>’ d’ou <k>k n(k_ 1> Ainsi

> ()= ()o+ 2 (3)s

" /n—1

=2 (i)

n—1 n—1
= nz < ) > on fait le changement d’indice j =k — 1

Jj=0 J

n—1 1
=n) (n . >1ﬂ'1"1ﬂ

=0~ 7
=n2" !

-1 1 1
Pour k > 1 et n € N* on sait que %(Z_ 1) = (Z), d’ou, pour k > 0 et n € N* Zj:l (Z) = <Zi_1>

Ainsi

Réponse de ’exercice 3.6

1. Colorier le dessin revient a associer une couleur a chaque zone, c’est-a-dire & se donner une application de
I’ensemble des zones dans ’ensemble des couleurs. On sait qu’il y a alors 7> applications d’un ensemble &
5 éléments dans un ensemble & 7 éléments, c’est-a-dire 7° maniéres de colorier le dessin.

2. On veut ici se donner une liste de 5 couleurs sans répéter deux fois la méme couleur, c’est-a-dire une
7! 7!

(7—5) 2

5-liste sans répétition dans un ensemble & 7 éléments. D’aprés le cours on sait qu’il y a alors

possibilités.

Réponse de ’exercice 3.7
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1. Un tenue correspond au choix successifs d’une paire de chaussures (2 choix), d'un pantalon (3 choix), d'une
veste (2 choix) et d’un chapeau (2 choix), soit 2 x 3 X 2 x 2 = 24 choix.

2. On doit ici exclure les tenues qui comportent les chaussures marron avec le pantalon rouge, soit 4 tenues,
il reste donc 20 tenues possibles.

Réponse de ’exercice 3.8

1. Un placement correspond a la liste successives des personnes assises sur chaque chaise, il s’agit évidemment

8!
de listes sans répétition, il y a donc W = 8! placements possibles.

2. On ne s’occupe ici que de la position relative des personnes, « faire tourner »la table ne change alors pas
le placement. Si on appelle alors Mr A la premiére personne on peut supposer quitte & « faire tourner la
table »qu’il est toujours assis & la place la plus au Nord, on a ensuite 7 choix pour son voisin de droite,
puis 6 choix pour la personne & droite dudit voisin, etc. Ce qui nous fait 7 X6 x5 x4 x3x2x1=7
placements possibles.

3. La encore on peut « faire tourner la table », on va alors toujours supposer que Mr A est & la place la plus
au nord, on a ensuite 4 choix pour sa voisine de droite puis 3 pour le voisin de droite de ladite voisine, en
continuant & remplir la table on a successivement 3 choix puis 2 choix, 2 choix et 1 choix. Au final on a
4x3x3x2x2x1=4!x3!=24x 6= 144 placements possibles.

Réponse de I’exercice 3.9

On va compter le nombre de choix possibles pour le triplet (z,y,z). Si cela vous convient mieux, il ne faut
pas hésiter a tracer un arbre pour représenter les choix possibles pour z, y et z et compter les branches. On peut
deés le début qu’un triplet (z,vy, 2) tel que x +y 4 z = n est en fait le triplet (x,y,n —x — y), on n’a de latitude
que dans le choix de x et y.

Combien de choix pour 7 A priori on peut prendre n’importe quel nombre entier entre 0 et n (car z € N et
n—x =y+ z € N) ce qui nous fait (n + 1) choix. Un fois = choisi, pour y le nombre de choix possibles dépend
de z, on a en effet toujours y > 0 et y < n — x, ce qui nous fait (n + 1 — z) choix. Enfin, une fois = et y choisis
on n’a plus qu’un seul pour z : n — x — y.

Au total on a alors

n n

;)(wrl—x)=;(n+1)—;x:(n+1)2_”(”2+1) _ (n+1)(2g+2—n) _ (n+1)2(n+2)

solutions a cette équation.

Réponse de I’exercice 3.10

1. Tl s’agit de compter les listes sans répétition de 6 éléments (les places possibles des lettres) dans un ensemble
a 6 éléments (les lettres du mot Martin). Il y en a donc 6!.

2. On va procéder en deux temps, tout d’abord on va distinguer les deux a de Arnaud, on écrit donc ajrnasud.
Maintenant toutes les lettres sont différentes il y a donc 6! anagrammes. Par contre si on ne distingue plus
les a il y a des anagramme que ’on a compté deux fois, par exemple najdruas et nasdra;. En pratique on
a compté chaque' anagramme exactement deux fois (le nombre de maniére qu'il y a de permuter les deux

a). Il y a donc 5 anagramme du prénom « Arnaud ».
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3. On peut procéder de la méme maniére que pour « Arnaud », on considére que toutes les lettres sont
différentes, ce qui nous fait 11! anagrammes et on divise ensuite par le nombre de maniére de permuter les

11! D
anagrammes du mot « Mississippi ».

,, les s et les p. Ainsiona ————
b 5 p. Ansion 41 x 4! x 2!

Réponse de I’exercice 3.11

On va appliquer la formule du triangle de Pascal plusieurs fois. Tout d’abord on a
<n—2> <n—2> <n—1>
_l’_
P -1
n—2 n—2 n—1
p—1 p—1
<n—2>+2<n—2>+<n—2> (n—2>+<n 2>+<n—2>+<n—2>
p p—1 p—2 p p—1 -1 p—2
<n - 1) <n 1)
_l’_
p
_ (n
p

Réponse de ’exercice 3.12

Ainsi

p—1

Ce qui est bien le résultat voulu.

On a
- n - n
_ k k
C+D= <k>2 + > <k>2
k=0 k=0
k pair k impair
- n
= ok
(&)
k=0
" n
_ 2k1n7k:
(&)
k=0
— @2+ 1)"
= 3"
et

k pair k impair
n n n
= ok —1) x 2k
> (P2 X (3)ens
k=0 k=0
k pair k impair
n
_ n k., ok k
_§<k>( ><2—|—Z<> X 2
k pair k impair
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AinsiC+ D =3"et C — D = (—-1)", d’ou

2 B 2

C:

Réponse de I’exercice 3.13

Notons x = {’/45 4+ 29v2 + {’/45 —29v/2. Alors

ad = <{’/45+29¢§+ {'/45 - 29\/5)3

3 3 3 23 3 3 2 3 3
= \/45 +29v2 +3\/45+29\/§ \/45—29\/§+3\/45+29¢5\/45—29¢§ +\/45—29\/§
:45+29\/§+3<€’/45+29\/§+ {'/45—29\/5) <{'/45+29\/§§'/45—29\/§) +45 — 29v/2

=90+ 3z \3/ (45 4 29v/2) (45 — 29V/2)

— 90 + 321/ 452 — 292\/2°
=90 + 32v/2025 — 1682

=90 + 3x+v/323
=90 + 21z

Ainsi 2% — 212 — 90 = 0. On connait le résultat : = 6, on va donc factoriser par z — 6 dans cette équation.
On a
23 — 21z — 90 = (z — 6) (2% + 6 + 15)

On a donc
(x —6)(2* + 62 +15) =0

Ce qui équivaut a
x =6 ou x est une racine réelle du polynome z? + 6z + 15.

Or le discriminant associé a 'équation 2 + 6z + 15 = 0 est A = 36 — 60 < 0. Ainsi le polynome z2 + 6z + 15
n’admet pas de racines réelles.
La seule possibilité est donc x = 6.

Réponse de I’exercice 3.14

ol
win

<<a2 +a§b§)é + (b2 +b§a§)§>2 - (a2 +a%b§> +2 <a2 —l—a%b%); (b2 —i—b%a%); + (b2 +b3a )
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Alinsi, si on note

<
I
/N
IS}
[N}
+
IS
[SVI
S
Wl
N—
ol
+
/N
S
no
+
oy
[SVIF
S
Wl
N—
[SIES

2 2\ 5
V= (aB —|—b3>

Alors on a u > 0, v > 0 et u?> = v2. On en déduit donc que u = v, ce qui est bien le résultat voulu.

Réponse de 1’exercice 3.15

(1+V5)' = (3) 145 + (j) 13V5 + (;1) 12V5° + @)11\/53 + (i) 105"
=144V5+6x5+4 x5V5+ 25
=56+ 245

(V2+V3)° = V2" +5v2' VB +10v2' V3" + 10v2'V3" + 5v2V3' + V3’
= 4v/2 4 20V/3 + 60v2 + 60V/3 + 45v2 4+ 9V/3
=109v2 + 89Vv/3

(2+4)T =27 + 7 x 2% 4 21 x 2%3% 4 35 x 243 + 35 x 233 + 21 x 2235 + 7 x 2i6 447
= 128 + 448i — 672 — 560i + 280 + 84i — 14 —
= 278 — 29i

6
(1 + z\/—§> _ 2—16 (14 6iv3 + 15(v/3) + 20(iv/3)* + 15(1V3)* + 6(i/3)° + (v/3)°)
. (14 6v3 — 45 — 60iv/3 + 135 + 54i/3 - 27)

(1— 45+ 135 — 27)

T gl
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Réponse de I’exercice 3.16

n n k
St 3 (3]
k=1 k=1 \i=1
n k
=222
k=1 i=1
n n
=222
i=1 k=i
On fait le changement d’indice j =k — i

n n—i

SHRL

i=1 j=0

n n—i
=> 2 Y

i=1 =0

n . .

— E :22(2n+171 _ 1)
i=1
n

— Z2n+1 _ 9ot

=1

n
=n2"tt ="

=1
= n2"th 22" —1)
=(n—1)2""1 42

Réponse de I’exercice 3.17

Ici on va faire ce qu’on appelle des sommations par paquets, c’est-a-dire que 'on va couper des sommes en
plusieurs sommes plus facile & calculer.
Pour la premiére somme on remarque que min(i,j) = j si j < 4 et ¢ sinon. Ainsi

Z min(i,j) = Z Z min(i, )

(ij)€[1.n] =1 j=1
n % n
=D | D_min(i,j)+ D min(i,j)
i=1 \j=1 j=i+1
n 7 n
D OUEDoF
i=1 \j=1 j=i+1
n L. n
i(i+1)
=2 T 2!
i=1 j=i+1
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_ f: <i(i‘2”) +i(n—i)>

= (i(i+1+2n— 2z')>
: 2
=1

— % A (=i + (2n + 1)d)

(—ii2+(2n+1)ii>
(

i=1 i=1

Pour la deuxiéme somme on remarque que max(i,j) =14 si j < 4 et j sinon. Ainsi

Z max(i,j) = Z Z max(i, j)

(i,5)€[1,n] =1 j=1
n ) n
=31 max(i,j) + Y max(i, j)
i=1 \ j=1 j=i+1
n ) n
= it >
i=1 \j=1 j=i+1

on fait le changement d’indice £ = j — ¢ dans la seconde somme

:Zn:<z‘2+§k+z‘>

- <2i2+i2—in—i(n+1)+n(n—|—1)—|—2(n—i)i>
1

1
:§i1(12—z—|—n(n—|—1))
:%(iZQ—ii+n2(n+l)>
i=1 i=1
:%<nn+1)6(2n+1) n(n2+1+n2(n+1)>
~n(n+1) (2n+1-3+6n
- ()
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_ n(n2+ 1) <8n6_ 2>

nn+1)(4n — 1)
6

Pour la troisiéme somme on remarque que |i — j| =i — j si j < i et j — i sinon. Ainsi

> li—jlzfjfjli—jl

(4,4)€[1,n] i=1 j=1
=D Z|Z—J|+Z|Z—J|
i=1 Jj=i+1
=S| Xi-n+ > G-
i=1 \j=1 j=it+1
=2 | —ZH S G-
i=1 j=i+1

on fait le changement d’indice £ = j — ¢ dans la seconde somme
n L. n—i
B o d(i+1)

o i(i+1)  (n—i)(n+1—1)
Pt 2 )

—_

Il
s
-
Y

.

-
Il

n (2% —i> —i+4i> —ni— (n+ 1)i +n(n+ 1))

n (2i* — (2n + 2)i + n(n + 1))

N = N
.
I
_

1

(22711 — 2n—|—2 an+nn—i—1 an)
<2nn—|—1 (2n+1)
(n

-
Il

n(n+1
2

—(2n+2) +n?(n + 1))

D= N N |

(n+1)(2n + 1) — 3n(n+1)* + 3n*(n + 1))

1
:%(Qn—i—l—?m—?)—!—?m)

n(n+1)(2n — 2)
6
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Chapitre 4

Nombres réels et complexes, Trigonométrie

Exercices

Exercice 4.1

Soit £ € P(R). Traduire a I'aide de quantificateurs les assertions suivantes et, pour chaque propriété, donner
deux ensembles qui la vérifient.

— 0 est un majorant de F.

— 1 n’est pas un minorant de F.

— 7 est le maximum de F.

— FE est majoré.

— FE n’est pas minoré.

— F est borné.

— FE n’est pas borné.

Exercice 4.2

Résoudre dans R les équations suivantes :
(Ey) 2> —8x+11=4

(E) |z —1| =22 -3

(Bs) |o—5| = |4 27

(E4) \/HUT+\/__3

(E5)

Ex zt—222-15=0

Exercice 4.3

Pour chacune des sous-parties de R suivantes dire
— si elle est majorée. Si c’est le cas préciser sa borne supérieure et étudier l'existence éventuelle d’un
maximum.
— si elle est minorée. Si c’est le cas préciser sa borne inférieure et étudier ’existence éventuelle d’un minimum.

A =]2,¢*U{10} B = {kcos (%) ke N}

{i n23} D =Q% E:{xER,HnEN*,m:(?/lﬁ)n}

(ZLq)G(N*)Q} G:{@,%W}

C

{p +¢?+1’
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Exercice 4.4
Soit (a,b) € R% Montrer que
1
max(a,b) = 5(0, +b+|a—0b|)

Exercice 4.5
Résoudre dans R les inéquations suivantes :
I) 2* —2>2
(I)) Vo —1>Vir -1

r+1
I
(3) T+ 2

<1

Exercice 4.6

Tracer les graphes des fonctions suivantes sur [0, 2]

f o [0,2] — Y/ g : [0,2] — /
r = (2?41 S P |
Exercice 4.7
Mettre chacun des nombres complexes suivants sous forme algébrique :
2 1 142 54 iv2
1—iV3 (1 +24)(3 —1) 1—2i 1+

Exercice 4.8

Soit (z,2') € C2. Montrer 1'égalité suivante, appelée identité du parallélogramme :
|2+ 2"+ |2 = 2 = 202 + 2]

L’interpréter géométriquement.

Exercice 4.9

Soit n € N. Calculer la partie entiére de 1

Exercice 4.10

Soit (z,y) € R? et n € N*, montrer que
0<|nz]—nlz]<n-1

L) + |z +y] + ly) < [22] + |2y]

Exercice 4.11

Montrer que, pour tout entier n > 0, le nombre complexe (2 + 3i)" + (2 — 3¢)" est un nombre entier.
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Exercice 4.12

Soit z € C, donner une condition nécessaire sur z et suffisante pour que
|z 41| = |z — ]

Interpréter géométriquement ce résultat.

Exercice 4.13

Résoudre le systéme suivant d’inconnues (z,w) € C?

12— 2w=—-4+3
2w+z=3

Exercice 4.14

1
Soit @ e Ret z = — . Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z.
1 — cos(0) — isin(f)

Exercice 4.15

Soit z un nombre complexe tel que |z| = 1 et soit ¢ la détermination principale de I’argument de z. Déterminer
le module et un argument de Z = 1 + z + 22.
En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que Z = 22 4+ z + 1 soit réel, puis une condition

nécessaire et suffisante pour que Z soit imaginaire pur

Exercice 4.16

TE R
—Z

1
Soit z € C\{1} avec |z| = 1. Montrer que z'l

Exercice 4.17

Soient a et b deux complexes tels que |a| < 1 et |b] < 1. Montrer que

la+b<V2 ou |a—b <V2

Exercice 4.18
Soit (a,b) € C* tel que |a| < 1 et |b] < 1. Montrer que

a—>b <
1—ab

Exercice 4.19

Montrer que pour tout (a,b) € C?, |a 4 b> < (14 |a*)(1 + |b]?).

Exercice 4.20
142 <1

1 <1 . Interpréter géométriquement le résultat.
—zZ| <

Résoudre dans C le systéme {
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Exercice 4.21

Du calcul de (1 +i)(v/3 —4), déduire cos <%) et sin <%)

Exercice 4.22

Ecrire les nombres suivants sous forme exponentielle

u=34+iv3 v=01-900 w=-\2+vV2-iy2-V2

(on pourra calculer w?)

Exercice 4.23
Soit 8 € R.

1. Linéariser les expressions suivantes
cos®(h), cos’(#) sin(9), cos*(6) sin?(0)
2. Exprimer les nombres suivants en fonction de cos(), sin(f) et de leurs puissances

cos(60) sin(48), sin(#) cos(30), cos(20) sin(20)

Exercice 4.24

Soit £z € R et n € N. Calculer les sommes suivantes :

Sy = f: <Z> cos(kz) et Sp= f: <Z> sin(kz)

k=0 k=0

S3 = Z cos(kx) et Sy = Z sin(kx)
k=0 k=0

Indication : on pourra calculer S1 + .S et S3 + 154

Exercice 4.25

Soit a = e%, b=3e" 5 etc=i— V3. Déterminer les formes exponentielles de

abe, —, b%, 8

Exercice 4.26

20
1+z’x/§>

Simplifier le nombre complexe z = < T
—1

Exercice 4.27

1—
Déterminer le module et un argument de z = 1 + v/2 T

1+iv3

Bastien Marmeth 55



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Exercice 4.28

Soit n € N. Simplifier (1 + iv/3)" + (1 — iv/3)".

Exercice 4.29
n
Trouver tous les entiers n € Z tels que <\/§ + z) soit réel.

Exercice 4.30

Soit x € R. Ecrire cos(x) + 2cos(2x) + cos(3x) sous forme d’une somme de puissance de cos(x).

Exercice 4.31

Soit a € R. Calculer cos(5a) en fonction de cos(a). En déduire ’expression de cos <110)

Exercice 4.32

Soit € R. Montrer que sin(3z) = 4sin(z) sin (g + x) sin (g - CE)

Exercice 4.33
cos(6x) + 6 cos(4x) + 15 cos(2z) + 10
cos(5x) + 5cos(3z) + 10 cos(z)

Soit x € R. Simplifier ’expression

Exercice 4.34

Soit a € R. Calculer cos(5a) en fonction de cos(a). En déduire ’expression de cos <110)

Exercice 4.35

Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C
(By) 22 =—-1+14V3
(Bo) 22=7-Ti

(E3) 3z —2iz=5—3i
(By) 62> =152 4+6=0
(B5) 2> —2245

(Bg) 2°4+2+1=0
(Er) 22
(Es)

Exercice 4.36

Résoudre les systémes suivants d’inconnues (z1, z3) € C2 :

(Sl):{zl+Z2:_1 (Sz):{zl+22:2\/§

Z129 = 1 Z129 = 4
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Exercice 4.37

Soit a € R, déterminer les solutions de I’équation suivante d’inconnue z € C

22 —2zcos(a) +1=0

Exercice 4.38

Résoudre Iéquation cos(z)? 4 cos(2z)? + cos(3z)? = 1 sur le segment [0, 7).

Exercice 4.39

Soit z € R et n € N. Calculer les sommes suivantes :
" /n " /n
S1 = kz_(:) (k) cos(kx) et Sy = 2 (k) sin(kx)

Indication : on pourra calculer S1 + @S

Exercice 4.40

Soit n € N et § € R. Calculer les sommes suivantes

n

S1=> cos((2k —1)0))

k=1

Sy = Z cos (k0)?
k=1

Exercice 4.41

Soit (a,b) € R? Simplifier la somme suivante

s=Y (Z) cos(a + kb)

Exercice 4.42

Soit n € N et 6 € R Calculer les sommes suivantes
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Exercice 4.43

1. Mettre la fonction f : R — R sous la forme
0 +— cos(f)+sin(f)

7(6) = rcos(8 — )

avec r et ( des constantes & déterminer.

2. En déduire les solutions de I’équation
f(@)+1=0

3. Résoudre avec la méme méthode 1’équation

V3cos(z) — sin(z) = 1

Réponses

Réponse de ’exercice 4.1

— 0 est un majorant de F.
Vee E, =<0

Par exemple R_ ou {—2}
— 1 n’est pas un minorant de F.
Jre B, xz<1

Par exemple R ou |0, 2|
— 7 est le maximum de F.
nel, VeeFE, z<m7

Par exemple | — oo, 7] ou {7}

— FE est majoré.
M eR, VexeE, =z

N
<

2
P le {0 — N
arexempe{}ou{n+1,n€ }
— FE n’est pas minoré.
YmeR, dxeklk, z<m

1
Par exemple R ou {In <—> , n €N}
n

— F est borné.
JReR;, VzxeE, |z|<R

Par exemple [0,1] ou {1,2,10%}
— FE n’est pas borné.
VReR,, Jx€E, |z|>R

Par exemple Q ou {(—1)" x n, n € N}.

Réponse de ’exercice 4.2
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(E1)

? — 8z +11 =4

L’équation 22 — 8z + 11 = 4 est équivalente a Péquation 22 — 8z + 7 = 0. On applique la méthode vue en
cours (et en terminale) pour résoudre celle-ci

Le discriminant de cette équation vaut 64 — 28 = 36 = 62. Puisque le discriminant est positif, on sait que
cette équation admet deux solutions réelles qui sont

w:7 ot ﬁzl
2 2

Ainsi 'ensemble des solutions de ’équation Ej est S; = {1,7}.
Remarque de rédaction : ’énoncé ne mentionne pas de coefficients a, b et c. Vous étes donc fortement priés
-b— VA

qui n’ont ici aucun sens puisque a,b et ¢
2a ’

de ne pas écrire de chose du style A = b? — 4ac, z1 =
n’ont jamais été définis.
| —1| =2z —3
On va raisonner ici par implication (ou par analyse-synthése).
Soit x une solution réelle de I’équation |z — 1| = 2z — 3.
Alors (z — 1)% = (22 — 3). Clest-a-dire 2 — 22 + 1 = 42? — 122 + 9.
Ainsi z est une solution de équation 322 — 10z + 8 = 0. Résolvons cette deuxiéme équation
Son discriminant est 102 — 4 x 3 x 8 = 100 — 96 = 4 = 22. Puisque le discriminant est positif, on sait que
cette équation admet deux solutions réelles qui sont
10-2 4 10+ 2
== et =
6 3 6

2

4
On en déduit donc que, si x est un solution de I’équation Fo alors x € {g, 2}.

4
Il nous faut maintenant vérifier si 3 et 2 sont des solutions de Es.
On a

-1 et2x - —3=—=
3 3 3

2-1]=1 et2x2-3=1

‘4 ‘_1 4 1

4
Ainsi 2 est une solution de Ey et 3 n’est pas un solution de Fbs.

En conclusion, x est une solution de FEs si et seulement si x = 2. L’ensemble des solutions de ’équation
Es est donc Sy = {2}.
|z — 5| = |4 — 22|
On va raisonner ici par implication (ou par analyse-synthése). Soit 2 une solution de I’équation F3. Passer
I’égalité au carré ferai apparaitre une équation de degré 4 beaucoup trop compliqué a résoudre. On va alors
faire une disjonction de cas :
— Siz< —2alors |z —5|=5—zet|[4—2% =24

Ainsi z vérifie 5 — z = 22 — 4, c’est-a-dire z? +x — 9 = 0. Le discriminant de cette équation est 37, elle

—1+v37  —-1-—+37
a donc deux solutions réelles qui sont + et .

2 2
—14+V37  —-1++v36 —14++v37 5
+2 > +2 , Cest-a-dire itV > — > 2. On ne peut

2 2

Remarquons que 37 > 36, ainsi

—14v37
donc pas avoir z < —2 et z = +7

2
—1-V37 —1-+36 .. —1+37T 7
5 < ui—< —

& S <2
5 (0]

2 2
-1 —-+37
2

Par contre

Ainsi si ¢ < —2 alors x =
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— Si—2<az<2alors |z — 5| =5—xet |[4— 2| =4— 22
Ainsi z vérifie 5 — 2 = 4 — 22, cest-a~dire 22 — 2 + 1 = 0. Le discriminant de cette équation est —3,
elle n’a donc pas de solutions réelles. On ne peut donc pas avoir x solution de F3et 2 <x <5

— Si2<z<b5alors|z—5=5—zet |42 =2"—4
Ainsi z vérifie 5 — z = 2? — 4, c’est-a-dire z? +x — 9 = 0. Le discriminant de cette équation est 37, elle

14/ 11—
a donc deux solutions réelles qui sont +2 37 et 5 37.
—1—-+37 —-1-+/36 . —1+37 7
5 < uw———<<

5 ,d’o 5 5 < 2. On ne peut donc

Remarquons que 37 > 36, ainsi

—1—+37
pasavoir2<x<5etx:#.
—14/37 - ~1+/36 —1++/37 J 5

Par contre , c’est-a-dire 5 2 > 2, et comme 37 < 49, on a
—14++v37 —1+4++49 —1++/37
+2 < +2 , c’est-a-dire % <3<

-1+ V37

— Enfinsiz >5alors |z — 5| =2 —5et [4— 2% =2° — 4.
Ainsi z vérifie x — 5 = 22 — 4, c’est-a-dire 22 — 2 + 1 = 0. Le discriminant de cette équation est —3,
elle n’a donc pas de solutions réelles. On ne peut donc pas avoir = solution de E3 et x > 5.

—1- /37 —Hﬁ}

Ainsisi 2 < x < 5 alors z =

En conclusion 'ensemble des solutions de E5 est S3 = { 5 5

Ve —3++z =3
On va raisonner ici par implication (ou par analyse-synthése). Soit x une solution de I’équation FEy4, remar-
quons que nécessairement x > 3. Alors

(Vo —3+v2)?=9

1.e.

z—3+zx+2V22-3x=9
2r — 12 = -2/ 22 — 3z

Ainsi

Et, par suite
(22 — 12)% = 4(2® — 3z)

Ainsi, en développant et regroupant les termes, = vérifie

36x = 144

C’est-a-dire © = 4. Ainsi, si x est une solution de Ej4 alors x = 4

Vérifions maintenant que 4 est bien solution de Péquation Ey. On a v4 — 3+ V4 =1+ 2 = 3. 4 est bien
solution de Ej. L’ensemble des solutions de I’équation Ey est donc Sy = {4}

at — 222 —15=0

On va raisonner ici par implication (ou par analyse-synthése). Soit x une solution de I’équation Ej, et

notons X = z2. X vérifie alors
X2_-2X-15=0

Le discriminant de cette équation est 4460 = 64 = 8%, Cette équation admet donc deux solutions qui sont

2+8 28
L
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Ainsi, si x est solution de I'équation Fjs alors {z? € {—3,5}. Comme 22 > 0 on en déduit que z? = 5,
Cest-a-dire 2 € {—V/5,V/5}
Veérifions que —v/5 et v/5 sont des solutions de Es :

(—VB) —2x (—V5)? —15=25-10— 15 = 0

(VB —2x (VB2 —15=25-10—-15=0

En conclusion I’ensemble des solutions de I’équation Ej est S5 = {—\/3, \/3}

Réponse de ’exercice 4.3

— A est majorée et minorée. sup(A4) = max(A) = 10, inf(A) =2 A n’a pas de minimum.

nm
— B n’est ni majorée, ni minorée. En effet si n € N on a 4n cos — )= 4n et (4n+2) cos <

(4n + 2)m
2
—(4n + 2). D’ou, pour tout n € N4n € Bet —(4n+2) € B

— C est majorée et minorée. sup(C') = max(C) = —, inf(C) = 0, C n’a pas de minimum.

— D est minorée mais pas majorée. inf(D) = 0. D n’a pas de minimum.

— F est majorée et minoré. sup(F) = max(E) = 7 inf(F) = min(E) = —1.

— F est majoré et minoré. sup(F') = 3’ inf(F) = 0. F n’a ni maximum, ni minimum.
1 3

— G est majoré et minoré. sup(G) = max(G) = cosl( ), inf(G) = min(G) = %().

Réponse de ’exercice 4.4
Soit (a,b) € R. On a, par définition
asia=b

bsia<b

max(a,b) = {

1
On va alors étudier §(a +b+|a—0b|) quand a > b et quand a < b.
— Sia<hb
Alors a —b < 0 d’ou |a — b| = b— a Ainsi

1 1

— Sia>b
Alors a —b > 0 d’ou |a — b] = a — b Ainsi

1 1
§(a+b+]a—b\):§(a+b+a—b):a

On a donc bien )
max(a,b) = i(a + b+ |a—b|)

Réponse de ’exercice 4.5
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(Il) 22—z > 2
L’inéquation 22 — z > 2 est équivalente a l'inéquation 22 — z — 2 > 0.

2 2

Les racines du polynome x“ —z — 2 sont 1 et —2. Ainsi 2° — x — 2 = (x — 1)(z + 2). Notre inéquation est

donc équivalente &
(x—=1)(x+2)>0

On sait qu’un produit de deux termes est strictement positif si et seulement si les termes sont non-nuls et
de méme signe. Ici on a donc

(x=1)(x+2) >0« ((z > letx > —2) ou (z < letx < —2))

Ainsi ’ensemble des solutions de l'inéquation est S; =] — oo, —2[U]1, +00].

(L) Vo —1>+V4r —1
Remarquons que si z est solution de cette inéquation alors x > 1. Mais, si x > 1 alors 4x > z, d’ou
dr —1>x —1 >0 et, par suite, Vo — 1 < V4z — 1.
Ainsi I'inéquation Iy n’a pas de solutions sur R. L’ensemble des solutions de Iy est donc Sy = ().

z+1
I <1
(Ts) T+ 2
. . o . x+1 .
Remarquons que si x est solution de cette inéquation alors x # —2 et n >0,iexz>—-1oux<—2.
x
. . ., . . 1 . z+1
Soit x une solution de cette inéquation, alors z + 1 < x + 2. D’ou < 1 et, par suite 1.
x4+ 2 x+2
.. . L o, Jz+1
Ainsi, si x > —1 ou z < —2, on a toujours I'inégalité P <
x
L’ensemble des solutions de 'inéquation I3 est donc S5 =] — oo, —2[U] — 1, 400].

Réponse de ’exercice 4.6

Figure 4.1 — Graphe de la fonction f

6
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Figure 4.2 — Graphe de la fonction g

4
35
3 -
25
2 -
15
1
05
0 | | |
0 0.5 1 15 2
Réponse de ’exercice 4.7
Y, 1
o2 (1+2i)(3—1)
1—iV3  (1-20)(3+9)
_2(1+iv3) T3+ 12)
12 4+ /3° 340 6i+2
2+ 2iV/3 B 50
__7+4“[ 55
. 50
=1_@ 1
22 ~10 10
_1+2i _5+ivV2
YT 0 1+i
_ (1 +2)? (521 —i)
5 N 2
_ 3+ _ 5—hitiV2+ /2
5 B 2
_ 3.4 B+v2Z | V2-5
5 5 = 5 +1 5

Réponse de I’exercice 4.8
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Soit (a,b,c,d) € R* tel que z = a +ib et 2’ = ¢+ id. Alors

2+ 2P+ ]z =2 = (a4 + (b+d)? + (a— )"+ (b - d)?
= a® + 2ac + ¢® + a® — 2ac + ¢ + b* + 2bd + d* + b* — 2bd + d*
= 2a® + 2b° + 2¢* + 2d°
= 2(a® + V) +2(* + d?)
= 2[z[* +2|/|
Comment s’interpréte géométriquement cette égalité?
Soit M le point d’affixe z, M’ le point d’affixe 2’ et M” le point d’affixe z + 2’. Le quadrilatére OM M" M’
est alors un parallélogramme. En effet OM = |z| = |2+ 2/ — 2| = M"M' et OM' = || = |2+ 2 — 2| = MM".
Les diagonales de ce parallélogramme sont [OM"] de longueur OM"” = |24 2| et [MM'] = |z —2'|. L’identité

du parallélogramme signifie que, dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des quatre cotés
est égale & la somme des carrés des longueurs des deux diagonales.

Réponse de ’exercice 4.9

n n3 +n? —n?

n+1 n+1
n3 4+ n? n?
n+l n+1
s nP4+n-n-—-1+1
- n+1
s ni4+n n+1 1

- _n+1 n+1_n+1
1

n+1

=N

:nz—n—i—l—

Ainsi

n3 9 1 9 1 )
=|n"—-—n+1-— =n"—n+l+|—|=n"—n
n+1 n+1 n+1

Réponse de I’exercice 4.10
Soit (z,y) € R? et n € N*,
On a n|z] < nx. Ainsi n|z| est un entier inférieur & nz, d’ou n|z| < |nx|.
De plus on sait que z < |z| + 1, d'oit nx < n|z| + n.
Ainsi [nx] —n|xz] < n. Or [nz] —n|z] est un entier et on rappelle que, si k est un entier alors 'inégalité
k < n est équivalente & k < n — 1. On a donc [nz] —n|z] <n-—1.

1 1

Si|z] <z< ij+§ et ly] <y< Lyj+§ alors
|z +y] = |z] + |y], [22] = 2|z] et [2y] = 2]y]. On en déduit alors I'inégalité recherchée

1 1
Si LxJ+§<x< lz]+1let |yl <y< LyJ+§ alors
lz+y] < |z]+ |yl +1,|22] =2|x] +1et |2y] =2|y]. On en déduit alors I'inégalité recherchée
1
Si|lz]<x<|z|+<et |yl +=<y<|y]+1on procéde de maniére similaire au cas précédent
2 2

1 1
Enfin si ij+§<x< |z] +1 et Lyj+§§y< ly] + 1 alors
lz+y] = |z]+ |y +2, |2z] =2|x] +1et [2y] =2|y] + 1 On en déduit alors I'inégalité recherchée.
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Dans tous les cas 'inégalité recherchée est vérifiée.

Réponse de ’exercice 4.11

2" k3Rik (14 (1))

(24 30" + (2 — 30" = f: <Z> on—kgkgk | kf::o <Z> on—kgkk(_1)k
)

On sait que € 7, 2"7’?3'“(—1)% € Z et que la somme d’un produit de nombre entiers est un nombre

n
k
entier. Ainsi (2 4 3i)" 4 (2 — 3¢)" est un nombre entier.

Réponse de ’exercice 4.12
Soit z € C. Alors

|z + 14| = |Re(z) + i(Im(z) + 1)| = /Re(2)2 4+ Im(2)2 + 2Im(2) + 1 = /|2|2 + 1 + 2Im(2)

|z +1i| = |Re(2) + i(Im(z) — 1)] = /Re(2)2 + Im(z)?2 —21m(z)+1:\/|z|2+1—21m(z)

Ainsi, pour z € C on a |z +1i| = |z — i| si et seulement si \/|2[2 + 1 +2Im(z) = /|22 + 1 — 2Im(z)

Les racines carrés de deux nombres réels positifs sont égales si et seulement si ces deux nobmres sont égaux.

Donc, pour z € C on a |z +1i| = |z — i| si et seulement si [2]> + 1+ 2Im(z) = |z|> + 1 — 2Im(2), c’est-a-dire
si et seulement si Im(z) = 0.

En conclusion, une condition nécessaire et suffisante sur z et suffisante pour que |z+i| = |z—1| est Im(z) = 0,
ie. z € R.

Que cela signifie-t-il géométriquement ? On sait que |z — 4| la distance entre le point d’affixe z noté M et le
point d’affixe ¢ noté A. De méme |z + i| = |z — (—i)| la distance entre le point M d’affixe z et le point d’affixe
—t noté B.

Ainsi la condition |z + i| = |z — i| s’interpréte géométriquement par AM = BM, c’est-a-dire M appartient

a la médiatrice du segment [AB], ladite médiatrice étant ’axe des abscisses, c’est-a-dire ’ensemble des points
dont I’affixe est un nombre réel.

Réponse de I’exercice 4.13

On sait que 'application de C dans C qui a z associe Z est une bijection, ainsi, pour z et w dans C on a
W+z=32w+z=3

C’est-a-dire
2WwW+z=3<2w+2z=3
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Ainsi le systéme
1z—2w=—-4+3
{2@ +z=3
est équivalent au systéme
1z—2w=—-4+3
{Qw +2z2=3

Il est maintenant assez facile de le résoudre. En additionnant les deux lignes on obtient
(I+d)z=-1+3

Dron 1+ 3¢ 1+32)(1—2
L= +'Z:(— + 3i)( _Z):1+2¢
141 2

Et en faisant 'opération « ligne 2 + ix ligne 1 », on obtient

(2 — 2w = —4i

D’ou . .

—41 8 — 8t )
2—2 8

L’ensemble des solutions du systéme est donc S = {(1 + 24,1 —9)}.

W

Réponse de ’exercice 4.14

Remarquons d’abord que, si 6 € 27Z, alors 1 — cos(f) — isin(f) = 0 et z n’est alors pas défini. On supposera
donc par la suite que 6 & 277

Soit 6 e Ret 2z = = cos(@) —ism(0)’ alors
B 1
1 —cos(f) —isin(h)
1 — cos(0) + isin(f)
(1 = cos(6))2 + sin(6)2
1 — cos(0) + isin(f)
1 —2cos(6) 4 cos(6)? + sin(6)?
1 — cos(0) + isin()
2 —2cos(0)
1 . sin(9)

- §+12—2cos(9)

z

Réponse de ’exercice 4.15

Soit z un nombre complexe tel que |z| = 1 et soit ¢ la détermination principale de I’argument de z. On a alors
z = cos(p) + isin(p). D’on

1+ 2% =1+ cos(p)? — sin(p)? + 2isin(y) cos(p)
= 2cos(p)? + 2isin(vare) cos(p)
= 2cos(p) X z
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Ainsi
1+ 2422 = (142cos(p)) 2
On en déduit alors que |Z| =1+ 2cos(p) et que ¢ est la détermination principale de 'argument de Z.
Alors Z est réel si et seulement ¢ = 0 ou ¢ = m ou 1 4 2cos(p) = 0, c’est-a-dire si et seulement si z € R ou
1+iv3
2

z€{j,j*}ou j=

Et Z est imaginaire pur si et seulement ¢ = g ou ¢ = —g ou 14 2cos(p) = 0, c’est-a-dire si et seulement
1+4+1iv3
siz € iR ou z € {j,7%} on j = +2Z\/—

Réponse de I’exercice 4.16
Soit z € C\{1} avec |z| = 1, alors il existe 6 €]0, 27| tel que z = cos(f) + isin(f) (il s’agit de I'écriture de z sous
forme trigonométrique). On a alors

d+z _ 1
iT—, = i(1 + cos(0) + isin(f)) x T cos(@) —7sm(d)
. . 1 . sin(9)
= 2(1 =+ COS(H) + ZSIH(G)) X <§ + Zm)
B 2'1 +cos(f)  sin(f) (1 +cos(f))sin(f) ; sin(6)?
B 2 2 2 — 2cos(0) 2 —2cos(0)
_ 14cos(d) 1- cos(6)? _ sin(f) (14 cos(6))sin(6)
B 2 2 —2cos(6) 2 2 —2cos(6)
_ 1+cos(f) 1+4cos(f)) sin(f)(1—cos(d) (1+ cos(d))sin(f)
N 2 2 2 — 2cos(0) 2 — 2cos(0)
_ sin(0) — sin(0) cos(#) + sin(#) + cos(0)) sin(0)
N 2 — 2cos(0)
~ sin(0)
~ cos(f) — 1
On a donc bien z'l T2 eR.
1-=2
Réponse de ’exercice 4.17
Soient a et b deux complexes tels que |a| < 1 et |b] < 1. Soit u = QTM et v =2 ; b. Alorsu+v=aetu—v =>b.
On a
lu+v|? + |u—v]? = 2Jul® + 2|v]* + 2Re(ut) + 2Re(u x (—v)) = 2|u|? + 2|v|?
Ainsi

2ul? + 2vf? = |af + b <3=2]

Dot |ul* + |v|* <

2 2

a—>b
2

a+b

1.
1 1
z <z
2 2

1
< =-ou
2

1
ou |v|? < 3 C’est-a-dire

On a alors |u|* <
2

1
< —=, clest-a-dire |a + b| < V2.

V2

a 1
Puisque |a + b| > 0 alors < 3 si et seulement si

2 2

o

2

1
De méme < 5 si et seulement si |a — b| < V2.

En conclusion on a bien
la+b<V2 ou Ja—b<V2
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Réponse de I’exercice 4.18

Puisque 1a—_ab‘ > 0 il nous suffit de montrer que
a—bl|?
1
T—ab|
On a
a—b| Ja—b|
1—ab| |1 —ab
~ (a—b)@— b
(1 —ab)(1 —ab

_|a* —ba — ab+ |b|?
1 —ba— ab+ |ab|?

Nous allons donc montrer que
la|* — ba — ab+ |b|* < 1 — ba — ab + |ab|?
C’est-a-dire
jaf? + [b* < 1+ af?[bf?
Cette inégalité est équivalente &
lal? + [6* +2lallb| < 1+ |a|?[b* + 2|al|b]
c’est-a-dire
(lal +161)* < (1 + |al[b])?

Comme |a| + [b] > 0 et 1+ |a||b| > 0, montrer cette derniére inégalité revient a montrer que
lal +[b] <1+ al[b]

On va montrer cette inégalité.
On sait que |a| < 1et |b] <1. Dot 1 —|b] > 0. Ainsi

lal(1 —1b]) <1 —1b]
C’est-a-dire
la] — lalb] <1 — 1|
D’ou
la] + [b] < 1+ [al[b]
On a donc bien |a| + |b] < 1+ |a||b], ainsi on a montré que

2

_b
a <1

1—ab
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Réponse de I’exercice 4.19
Soit (a,b) € C% On a ~
la +b]% = (a4 b) x (a+b) = |a* + [b]> + 2Re(ab
(1 +]al®>)(Q + |b*) = |al® + |b]* + 1 + |ab]?

Il nous faut donc montrer que

2Re(ab < 1+ |ab|?

On sait que Re(ab < |ab| = v/|ab|?
De plus l'inégalité arithmético-géométrique (cf DM1) nous dit que, pour tout (x,y) € ]Ri,

r+y

VTY < 5

En prenant z = 1 et y = |ab|? on a alors
1+ |ab?
2

2Re(ab < 2¢/]ab|2 < 1+ |ab?

|ab]? <

D’ou

Ce qui implique I'inégalité voulue.

Réponse de I’exercice 4.20

On va utiliser ici 'inégalité triangulaire. Pour tout z € C, on a
2=[1-(-1)|=14+2+1—-2 <|14+ 2 +]1 -2
Ainsi, si z est une solution de notre systéme on a
2<|1+2/+]1—2[<2
Dou [14+z2|=[1—-2=1.
En raisonnant de maniére similaire a I'exercice 14 on en déduit que z € iR. De plus on a |1 + z| = 1, d'on

Z = Oc.
Ainsi 'ensemble des solutions de notre systéme est S = {Oc}.

Reésoudre ce probléme de maniére géométrique est beaucoup plus simple ici. On sait que |1+ z| = |z — (—1)
est la distance entre le point d’affixe z noté M et le point d’affixe —1 noté A. De méme |1 — z| = |z — 1] la
distance entre le point M d’affixe z et le point d’affixe 1 noté B. Ainsi notre systéme se réinterpréte en

AM <1
BM <1

C’est-a-dire M appartient au disque de centre A et de rayon 1 et M appartient au disque de centre B et de
rayon 1. Ces deux disques ne s’intersectent qu’en un seul point : O l'origine du repére d’affixe Oc. Oc¢ est donc
I'unique solution de notre systéme.

Réponse de ’exercice 4.21

14i= f<£+£2> = V2 (cos (3) +isin (7))
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et

ocaen(Z) o (2)

On a également

(1+49)(V3—i)=vV3+1+i(V3—1)

Par identification des parties réelles et imaginaires on en déduit

cos () = Y341

12 2v/2
Ty V33—
() - 57

Réponse de ’exercice 4.22

1. On a |u| = V943 =2V3, don

2

T
Comme Re(u) > 0 alors arctan < > est un argument de u. Ainsi arctan < =35 est un argument

5)
V3
de w.

On a donc u = 2v/3¢'s

V2 V2
2 o)

2. Pour v on va d’abord travailler avec 1 —4. On a |1 — i| = v/2. Par suite 1 —i = /2 (— —i—

Im(1 —+
Comme Re(1 — i) > 0 alors arctan (%
Gir

On adonc 1 —i=+v2e""1. Dot v=(1—-i)% =81 = 8e%

3. On va suivre l'indication de I’énoncé et calculer w?.

w? = <—\/2+\/§—i\/2—\/§>2

:\/2+\/§2—\/2—\/§2+22‘\/2+¢§\/2—\/§
:2x/§+2z’\/(2—\/§)(2+x/§)

. ™
> est un argument de v. Ainsi arctan (—1) = T est un

argument de 1 — 4.
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— 2V/2 +2i\/22 — 2
= 2V2+i2V2

,w2

R
Alors |w?| = 4 et, comme Re(w?) > 0, arctan <I el

T
m(w2)> arctan(1) 1 est un argument de w

Ainsi w? = 4¢'7. On en déduit que
w E {262% , Qei(%"'”)}

-9

Or Re(w) < 0. D’on w = 26/ (5+7) = 261

Réponse de I’exercice 4.23
Soit 6 € R.
1. On a

eZ
- <6619 + 6640 + 15620 1 20 + 15620 4 e~ %0 4 6761'9)
= (2cos(66) + 12 cos(40) + 30 cos(26) + 20)

cos(66) + 6 cos(46) + 15 cos(26) + 10
32

0 —i0\ 4 0 _ —if
cos*(0) sin(f) = <i> X <L>
2 21

— %(eie + 67i€)3(62i0 _ 6721'9)
]

1 , )
— 27 (6 +3€Z6 + 3¢~ 0 +e 310)(6210 _ 6—219)
]

_ (6150 + 36239 + 3619 + 6—19 _ 620 . 36—20 o 36—320 _ 6—519)

(@)

cos® (
1
1

(@)

324

= % (sin(50) + 3sin(36) + 2sin(A))

0 4 =i\ 4 0 _ —if\ 2
4 . 9 __[e7 +e e’ —e
cos”(0) sin“(0) == <72 ) X <722, >

_ (6 +e —i6 ) (621'9 _ e—2i0)2

1 . ) . .
— 6_4(6220 +24 6—2@6)(6420 —24 6—420)

_ g_41 (661'0 1 0ehi0 4 20 _9o2i0 _ 4 9,=20 | ~2i0 | 9, —4if0 | 6761‘0)
—cos(660) — 2 cos(46) + cos(260) + 2

32

cos(60) = Re <€6i6>
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— Re <(cos(6’) + isin(e))6)
— Re (cos(8)° + 6i cos(6)° sin(8) — 15.cos () sin(8)* — 20i cos(6)? sin(8) + 15 cos(8)? sin(6)*
+6i cos(#) sin(6)® — Sin(‘g)G)

= cos(0)® — 15 cos()* sin(6)? 4 15 cos(h)? sin(h)* — sin(h)°

= cos(0)® — 15cos(0)*(1 — cos(#)?) + 15cos(#)?(1 — cos(h)?)* — (1 — cos(8)?)3

= cos()® — 15 cos(6)* + 15 cos(8)® + 15 cos(8)(1 — 2 cos(8)? + cos(A)*) — (1 — 3cos(8)? + 3cos(h)* — cos
= cos(0)® — 15cos(0)* + 15 cos(8)® + 15 cos(#)? — 30 cos(0)* + 15 cos(0)® — 1 + 3cos(0)? — 3cos(A)* + cos
= 32cos(6)® — 48 cos(h)* + 18 cos()? — 1

sin(40) = Im (€4i6>
= Im ((cos(@) + z'sin(@))4)

=Im (005(9)4 + 4i cos(0)? sin(0) — 6 cos(6)? sin(f)? — 4i cos(#) sin(0)® + sin(9)*)
= 4cos(6)3sin(6) — 4 cos(6) sin(6)>

cos(360) = Re 6329)

= Re <(cos + i sin( ))3)
= Re (cos(0)? + 3i cos(9)? sin(#) — 3 cos(6) sin(#)* — isin(6)?)
cos(h)® -3 cos( ) sin(6)?

D’ou
sin(6) cos(30) = sin(6) (cos(#)® — 3 cos(6) sin(6)?) = cos(0)* sin(d) — 3 cos(6) sin(9)?

On sait déja que
cos(26) = 2cos(6)? — 1 sin(26)2 cos () sin(0)

Ainsi
cos(26) sin(26) = (2 cos(#)? — 1) 2 cos(f) sin(9) = 4 cos(0)? sin(6) — 2 cos(#) sin(6)

Réponse de ’exercice 4.24

Comme l'indication nous le suggére on va calculer Sy + iS55.

Sy +iS, = f: <Z> cos(kz) + zkz; <Z> sin(kz)

_ :0 (Z) (cos(kz) + i sin(kz))
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Ainsi
S1 = Re(S1 +i52) = 2" cos <§>n cos (%)

Sy = Im(Sy +iSy) = 2" cos (g)nsm (%)

On a également, pour = & {2mm , m € Z}
S3 41154 = Z cos(kx) +1i Z sin(kx)
k=0 k=0

= Z (cos(kx) + isin(kx))

k=0

n
_ Z eik:v

k=0
1— ei(nJrl):v

1—eix
. (nt+1)zx . (n+ )z . (n+1)x
ezT (e_ZT — ezT)

I
g
N

I
Cb.
N

sin (%)
Ainsi (i)
. n+1)x
sin | —52=
S3 = Re(S3 +iSy) = cos <%) si(n (;) )
2

Sy = Im(Sg + 154) = sin <’I’L_2$)

Si, par contre z € {2mm , m € Z} alors

n

ngZcos(km):len—i—l et S4:Zsin(km): 0=0
k=0 k=0 k=0 k=0
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Réponse de ’exercice 4.25

On va commencer par déterminer la forme exponentielle de c¢. On a |¢| = 2 et, comme Re(c) < 0, arctan <

o7
m = — est un argument de c.

PN s
Dot ¢ = 2¢ 6.
En conséquence on a

(T s 5w

abe = 6@’(€_§+F) = 6l
a 1 N S Yy .
& _ (5 HEF) — geis
bc 6

2

b =9¢" 5

¥ = 64€"™ = 64’

Réponse de ’exercice 4.26

1+iv3
On va mettre sous forme exponentielle ;\/_
—1

us

Onal+iV3=2e"3et1—i=+2e 1.
1+iV3 7
D’ou ;Z\/— — V26T et, par suite

—1

, 20
(%) — 91045 — 1024¢ 15
— 1

Réponse de ’exercice 4.27
Tim

1—1 i
L’exercice précédent nous apprend que v/2 — = e~ 12, Ainsi 2z = 1 +e 12,
1+1iV3

On alors faire apparaitre ’arc moitié :

_Tin _x ([ Tn _ _ir T
z=14+¢e 12 =¢ 24 <624 +e 24):@ 24 ><2005<ﬂ>

7 7
Puisque 0 < % < g on a donc cos <£> > 0. Ainsi
2] = 2 <7ﬂ> ¢ T st td
z| =2cos [ — e — — est un argument de z
24 24

Réponse de ’exercice 4.28

On a ‘ '
14 ivV3 =23 et 1—iV3 =23

D’ow, pour n € N,
1+ Z\/g)n +(1- Z\/g)n = 2" <€i% + e_i%> = 2" cos <n?7r>
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Réponse de I’exercice 4.29

LT n SN
On a V3 +i=2€¢6, d’on <\/§+2> =2"e"6 .
Un nombre complexe z est réel si et seulement si les arguments de z sont des multiple de 7. Ici on en déduit

n n
alors que <\/§ + z) est réel si et seulement s est un entier, c’est-a-dire

n
(\/g + 2) est un réel si et seulement si n est un multiple de 6.

Réponse de I’exercice 4.30
Soit z € R. On a

cos(z) + 2 cos(2z) + cos(3z) = Re (e + 2% + €3)
= Re (¢ +2 () + (¢)°)
— Re (cos(m) +isin(z) + 2 (cos(z) + isin(x))? + (cos(z) + z'sin(x))3>
— —3cos (z) sin ()2 + 2 (cos( )2 _ sin (m)Z) + cos (z)* + cos (x)
= cos ()" +2 (2c0s (2)* = 1) — 3cos (2) (1 — cos (2)?) + cos (2)
= 4cos (2)® + 4cos (z)? — 2cos (z) — 2

Réponse de ’exercice 4.31

Soit a € R, on a

cos(5a) = Re (™)
5

Re (cos(a) + isin(a
= cos(a)5 — 10 cos(a)3sin(a)? + 5 cos(a) sin(a)*
a)® —10cos(a)®(1 — cos(a)?) + 5cos(a)(1 — cos(a)?)?
)® —10cos(a)® + 10 cos(a)® + 5 cos(a) — 10 cos(a)® + 5 cos(a)®
s(a)® — 20 cos(a)® + 5 cos(a)

~—

~—

os(
cos(a
16 co!

Soit P : R — R . On a donc
r — 162° — 2023 + 5z

Va € R cos(ba) = P(cos(a))
En particulier, pour a = 110 on obtient
P(cos(a)) = cos (g) =0

Or, pour z € R, on a

P(x) = 162° — 202> + 5z
= z(162* — 2022 + 5)

()
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I

=
Y

W

=

no

|
Do |

|
o[
~__—
/N

W

8

no

|
N | Ot
Sk
~__—

=z 4x2—5+\/5 4562—5_\/5
2 2
=z 230—“54_2\/3 2r + 5+2\/5 2r — 5_2\/3 2x + 5_2\/3

Ainsi les racines de P sont

o

Puisque P (cos (—>> = 0 alors cos (%) appartient & 'ensemble ci-dessus.

10
7 V2 . o . .
alors 1 > cos (1—0> > ——. Le seul élément de S qui vérifie ces inégalités est

_ T
Or, puisque 0 < — <

™
10 4
5+5
T
On a donc

<7T) 545
CoS
10 8

Réponse de ’exercice 4.32
Soit £ € R. On a

sin(3z) = Im (e 3”)

Im ((cos(z) + isin(x N?)
= Im (cos(z)® + 3i cos(z)? sin(z) — 3 cos(z) sin(z)? — isin(z)?)
= 3sin(x)(1 — sin(x)?) — sin(x)?
= —4sin(z)3 + 3sin(x)

Et

4sin(x) sin <g + x) sin (g — x) = 4sin(z) <sin(ac) cos (%) + cos(z) sin <g>> (— sin(x) cos <%) + cos(x) sin (g))
= —sin(x) (sm( )+ cos(w)\/g) (sin(x) — cos(x)\/§>
= —sin(z) (sin(z)® — 3cos(z)?)
= —sin(z)(4sin(z)* — 3)
= —4sin(z)3 + 3sin(x)

On a donc prouvé I’égalité annoncée.

Réponse de I’exercice 4.33
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Soit = € R. Soit N(z) = cos(6x) + 6 cos(4z) + 15 cos(2z) + 10. On a

eiﬁx + e—iﬁx + 66i4a: +66—i4x + 156i2m15e—i2m + 920

N(z) = 5

) ) 15 () ()20 () ) 15 ) ) o () ) ()

B 2

B (eim+6—zm)6

B 2

(2cos(z))8
2

= 32cos(z)°

De méme
cos(5z) + 5cos(3x) 4 10 cos(z) = 16 cos(z)°

Ainsi

cos(6x) + 6 cos(4x) + 15 cos(2z) + 10
cos(5x) + 5 cos(3z) + 10 cos(z)

= 2cos(x)

Réponse de ’exercice 4.34
Soit a € R, on a
cos(5a) = Re (")
= Re (cos(a) + isin(a))®
a)® — 10 cos(a)®sin(a)? + 5 cos(a) sin(a)*
(1 — cos(a)?)?
—10cos(a)® + 5cos(a)®

(
= cos(a) )
= cos(a)® — 10cos(a)®(1 — cos(a)?) + 5cos(a
= cos(a)® — 10 cos(a)® + 10 cos(a)® + 5cos(a
= 16 cos(a)® — 20 cos(a)® + 5 cos(a)

\_/\_/

Soit P : R — R . On a donc
r — 162° — 202> + 5z

Va € R cos(ba) = P(cos(a))
En particulier, pour a = 110 on obtient
P(cos(a)) = cos (g) =0

Or, pour z € R, on a

P(x) = 162 — 2023 + 5z
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5+5 5++5 55 5-5
5 x + 5 2 2 + 5

=z | 2z —
Ainsi les racines de P sont
s o \/5+¢5\/5+\/5 \/5—%\/5—%5

) g s g 8

Puisque P (cos (%)) = 0 alors cos (%) appartient & 'ensemble ci-dessus.

V2

Or, puisque 0 < 110 < % alors 1 > cos (%) > 5 Le seul élément de S qui vérifie ces inégalités est
5+6
g
On a donc
< T ) 545
cos(—) =
10 8
Réponse de ’exercice 4.35
(B1) 22=—-1+4V3
On a
—1 3 s
ERER; TP (e SR BEPYE
2 2
Ainsi Pensemble des solutions de Péquation 22 = —1 + iv/3 est

51 = {Vaet, —vaeT | = {VaeT Va

(Ey) 22 =7-1i
On a

2

2 2 —iT
7—71:7\/§<£—i§> = 7TV2e
Ainsi Pensemble des solutions de Péquation 2% = 7 — 7i est

Sy = {\/77565“,_\/77565"} _ {\/77568\/775678}

(E3) 3% — 2iz = 5 — 3
Soit z € C et soit (a,b) € R? tel que z = a + ib. Alors z est solution de (FE3) si et seulement si (a,b) est

solution de
3a —3ib—2ia+2b=5—3i

En identifiant parties réelles et parties imaginaires on obtient le systéme suivant :

3a+2b=5
—3b—2a=-3
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En faisant les opérations 2xligne 1 + 3xligne 2 et 3xligne 1+ 2xligne 2 on obtient le systéme suivant

4b—-9=10-9
9a —4a =15—06

-1
D’oub:—eta:g
5 5

9
Vérifions maintenant que FTE est bien une solution de (E3).

9 3 9 i\ 27 3 18 2
0 T (9 d\_2r 3 18 2__
5% 75 Z<5 5> 5 t5 "5 50T

0
53:{5_%}
622 —1524+6=0

Il s’agit d’une équation polynomiale de degré 2. Son discriminant vaut 152 — 4 x 6 x 6 = 225 — 144 = 81.

Ainsi ’ensemble des solutions de (FE3) est

Le discriminant est positif, on a donc deux solutions réelles qui sont

15+9 5-9 1
=2 et = -
12 12 2
Ainsi 'ensemble des solutions de (Ey) est
1
S4 == 5, 2
22 — 22+ 5 1l s’agit d’une équation polynomiale de degré 2. Son discriminant réduit vaut 12 — 5 = —4.

Le discriminant est négatif, on a donc deux solutions complexes qui sont
1+ 2 et 1—2i
Ainsi 'ensemble des solutions de (Es) est
S5 ={1+2i,1 —2i}

24241=0
1l s’agit d’une équation polynomiale de degré 2. Son discriminant vaut 12 — 4 = —3.

Le discriminant est négatif, on a donc deux solutions complexes qui sont

—1+iv3 —1-4iV/3
2 2

On reconnait les deux racines 3-iémes de I'unité j et j2 Ainsi I'ensemble des solutions de (Fg) est

Se = {37]2}
22-%Z42=0

Comme la conjugaison complexe est une bijection de C dans C, cette équation est équivalente a I’équation

22 — 24 2 = 0. Résolvons cette seconde équation.

Il s’agit d’une équation polynomiale de degré 2. Son discriminant vaut 12 — 8 = —7.
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Le discriminant est négatif, on a donc deux solutions complexes qui sont

1+iV7 . 1— V7
—_— e —_—
2 2

Ainsi ’ensemble des solutions de (E7) est

57:{1%-2'\/7’1—2'\/7}

2 2
(Bg) 22(1+2%) =12

Reésoudre cette équation revient a résoudre I'équation z* + 22 — 12 = 0.

Or, pour tout complexe z, on a

2
— 12 =
25+ z 1

B 2+12 49
|\ T3 1
1 7 1 7

2 - ' 2 - o
<z+2 2><z+2+2>

2 —V3)(z +V3) (2 — 2i)(z + 20)

, 1\? 1
2y-) —-—12

Ainsi z est une solution de (Eg) si et seulement si
(z—V3)(z+ V3)(z — 2i)(z +2i) =0
L’ensemble des solutions de (Eg) est donc

Ss = {—V/3,V/3, —2i,2i}

Réponse de I’exercice 4.36

D’aprés les relations coefficients-racines vues en cours on sait que le couple (z1,22) est solution de Sy si et
seulement si z; et zo sont les racines du polynome X2 4+ X + 1. On a déja obtenu les racines de ce polynome
dans Dexercice précédent, il s’agit de j et j2. Ainsi, ’ensemble des solutions de S est

Soly = {(4,3%), (7%,7)}

De méme le couple (z1,22) est solution de Sy si et seulement si z; et zo sont les racines du polynéme
X2 — (2v/3)X + 4. On va donc résoudre I'équation 22 — (2v/3)z + 4 = 0.
Le discriminant de ’équation vaut 12 — 16 = —4. Il est négatif, on a donc deux racines complexes qui sont

2V/3 + 21

2v/3 — 21
#:\@—i

Ainsi, I’ensemble des solutions de Ss est

Soly = {(V3+1i,V3—1),(V3—i,V3+i)}
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Réponse de ’exercice 4.37

On pourrait ici résoudre I’équation de maniére classique. On va plutdt utiliser les relations coefficients-racines.
On sait que z] et zy sont les racines du polynome z? — 2z cos(a) + 1 si et seulement si le couple (21, z3) est
solution du systeme

21 + 29 = 2 cos(a)
21729 = 1

Les solutions de ce systéme apparaissent alors simplement grace aux formules d’Euler, il s’agit des couples
(eza7e—zo¢) et (e—wz’ewz).

Ainsi ’ensemble des solutions de 1’équation 2% — 2z cos(ar) + 1 = 0 est

S = {eia’ efia}

Réponse de I’exercice 4.38
Notons S(x) = cos(z)? 4 cos(2x)? + cos(3z)* — 1. On va simplifier Uexpression S(z).

)
4cos(z)* —4cos(z)® + 1+ (4cos(z)® — ?)(:os(av))2 —
4cos(x)t —4cos(x)? + 1+ 16 cos(z)8 — 24 cos(z)? + 9cos(z)? — 1
z)? — 20 cos(x)? 4 16 cos(z)"
z)? (3 — 10cos(z)? + 8 cos(x)*)

z)? <2cos (z)* — 1) <4cos (2)* — 3)

()" +
()" +

= cos(z)? + (2cos(z)* — 1)2 + (cos(z)? — 3cos(z)(1 — cos(z 2))2 -1
(z)" + 1
()" +

= 2¢0s

|
[\
Q
o
n
—~ o~

1 3
Ainsi S(z) s’annule si et seulement si cos(x) = 0 ou cos(x)* = 5 ou cos(z)? = 7 C’est-a-dire S(z) s’annule

cos(z) € {0 @ —Q @ —ﬁ}

si et seulement si
27 2727 2

On rappelle qu’on ne cherche ici que les solutions sur le segment [0, 7]. Alors = € [0, 7] est solution de cos(z)? +
cos(2z)? + cos(3x)? = 1 si et seulement si 2 appartient & I’ensemble

T ow 3w O
SOZ‘{E’Z’E’Z’F}

Réponse de I’exercice 4.39

Comme l'indication nous le suggére on va calculer Sy + iS55.

Sy +iS, = f: <Z> cos(kz) + i f: <Z> sin(kz)

k=0 k=0
_ ;;O (Z) (cos(kz) + i sin(kz))
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= 2" cos (g)nei%
= 2" cos (g)ncos <n_2x) + 42" cos <§>n sin (%)
Ainsi
S1 = Re(S1 +iS2) = 2" cos <§>n cos (%)
Sy = Im(S] +iS2) = 2" cos (g)nsin (%)

Réponse de I’exercice 4.40

On va procéder d’'une maniére similaire & I'exercice précédent.

Sy = cos((2k — 1))
k=1

— Re (Z ez’(2k1)9>

k=1

ino —2isin(nd)
' —2isin(0) >

sin(n#) cos(nd)

sin(0)

On a exclu le cas 6 € nZ. Dans ce cas, si § = mm avec m € Z on a,
Vk € [1,n] cos ((2k — 1)0)) = cos (2kmm — mm)) = cos(f) = (—1)™

D’ou
ncos(f) si 0 € 77
S1 = { sin(n#) cos(nbh)
sin(6)

sinon
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Sy = Zcos(k&)2
k=1

B Zn: 1 + cos(2k6)

2
k=1

1 n
+ 3 ZCOS(Q]{?H)
k=1
_n 1 - 2ik0
=3 + 2 Re <;e )

n 1 n!
_n 1 2i0 2ik6
=3 + 2 Re <e g e )
k=0

|3

o0 =0 _ b
sin(nf) cos((n + 1)0)
2sin(0)

n
2
_ 2 N lRe <62i9 eié& efme _ einG)
2
n
2

On a exclu le cas 6 € nZ. Dans ce cas, si § = mm avec m € Z on a,

VEk € [1,n] cos (k0))* = cos (kmn?)) = <(—1)km>2 =1

D’ou
nsifenz
S, = i ;
1 n  sin(nd) cos((n + 1)6) <inon
2 2sin(0)

Réponse de ’exercice 4.41
n

Soit 5" =3 <Z> sin(a + kb)

k=0
Alors

Z) cos(a + kb) + i Zn: (Z) sin(a + kb)

k=0

(
_y (”) (cos(a + kb) + isin(a + kb))
(
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" ( " <2a+nb> o <b>" _ <2a+nb>
= 2" cos cos +1i2"%cos | = | sin
2 2 2
pon b\" 2 b
S =2"cos <—> cos< atn >
2 2
Réponse de ’exercice 4.42
— Si 0 € {2kn, k€ Z} alors Z cos(0) cos(k) = n
k=1
Sinon, notons R Zcos cos(kd), I, = Zcos sin(k:@) et S, = R, +il,.
k=1
On a alors
S, = R, + 11,
= Z cos(0)F cos(kB) + i Z cos(0)¥ sin(k6)
k=1 k=1
= Z cos(0)F (cos(k@) + i sin(kh))
k=1
= Z cos(f)ketrd
k=1
i A\ K
= <cos(9)ew)
k=1
1 — cos(f)"ei?
= cos(f)e? ————~
cos(6)e’ 1 — cos(6)et?
— cos(8)e™ 1 —cos(9)"e™ 1 — cos(f)e™"

1 —cos(f)e? 1 — cos(f)e—"
1 — cos()"e™?

= cos(8) (e — cos(®)) ——_ v

1 — cos(0)™ cos(nf) — icos(f)" sin(nbd)

=i cos(0)sin()

Z}

sin(f)?
_ cos(9)" ! sin(nf) + i (cos(9) — cos(6)" ! cos(nb))
B sin(6)
Comme R,, = Re(S,) on a ainsi
n sife{2knm, ke
R, = { cos(§)"lsin(nf) .
sinon
sin (@)

— On suppose ici que 0 € { +krw, ke Z} de sorte que cos(f) # 0.
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. " cos(kf)
Si @ e {kr, ke Z} alors ZO cos(O)F =n+1
. " cos(k6) " sin(k6) ,
Sinon, notons A,, = Z cos(@)F* Bn = cos(0)F et C, = A, +1iB,.
k=0 k=0
On a alors
C,=A4A,+1B,
B k0
B cos(0)k

COS(Q)R—H — elln+1)0
cos(ﬂ)f —isin(f)
= (cos(6)""! — cos((n —isin((n
sin((n 4 1)0) N Z,cos(@)"Jrl —cos((n+1)0)
cos(0)™ sin(0) cos(#)™ sin(0)

Comme A,, = Re(C),) on a ainsi

n+1 sife{2kn, kelZ}
Ap = | sin((n +1)0) _

————  sinon

cos(f)" sin(0)

n

— Sife{kn, keZ} alors Z exp(ikf) = 2n + 1.
k=—n
Sinon, on a

n

2n
Z exp(ikd) = Zexp(i(j —n)0)
§=0

k=—n

1 2n
= ginb Z exp(ijf)
=0
11— ei(2n+1)9
ei? 1 — exp(if)

1 i(2n<2k1)(~) i (2n;1)9 i (2n~2§»1)9
e (& — €
= ) i) i)
eind e'2 e 2 —¢'2
—2i sin ((2"+1)6)
= . 0
—2¢sin (5)
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sin <w>

sin (g)
Ainsi
" 2n +1 sife{2kn, kelZ}
Z exp(ikf) = ¢ sin (W)
h——n ———5— sinon
s (9

Réponse de ’exercice 4.43

1.Onal+i= \/§ei%, d’ou, pour 8 € R,

cos(8) + sin(f) = V2 cos <%) cos(6) + V/2sin <%> sin() = v/2cos (9 - %)

2. D’apres la question précédente on a

0 T V2
f@)+1=0 < 2005(9—2)——1 =3 CO&<9—Z>——7
On a alors cos <9 — E) = _v2 si et seulement si
4 2
2 2
0 — % € {arccos <_§> +2km, k€ Z} U {—arccos <_§> +2km, k€ Z}
C’est-a-dire 5 5
-l vopr kezbud - fokr ke
4 4 4
D’ou

0 € {r+ 2%, keZ}u{—gmlm, keZ}
3. Ona\/g—i:%ﬂ%, d’ou
Vz € R, V3cos(z) — sin(x) = 2cos <x+%>

Ainsi .
V3cos(z) —sin(z) =1 &  cos <:U + %) =3

T 1 . .
On a cos <£C + 6> = 3 si et seulement si

1 1
x —|—% € {arccos <§> +2km, k€ Z} U {—arccos <§> + 2km, k€ Z}

x+%€{g+2kw,keZ}U{—g+2kw,keZ}

C’est-a-dire

D’on . -
xe{g—l—ka, kez}u{—§+2kw, keZ}
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Chapitre 5

Fonctions de référence

Exercices

Exercice 5.1

Déterminer I’ensemble de définition, justifier de la dérivabilité et calculer la dérivée des fonctions suivantes

a: x> x3cos(z +1) m : z — In(Iln(z))
bz ) n: z— In(In(ln(z)))
c: x+— xln(x) (1 1
d: z—In(e” 4+ 1) 0 @ In( +exp(—5))
e 3 e T2t p: x> <
f:zms Ve totl v
x

: q: x> cosz(l+ tanztan —)
& T E 2
h: zm— 0028(2:6) r:ox— g/ (@)

T —2
. VaZ =2
i @ In(cos(22)) S : x > arctan sin(a ) ou (a,b) € R? avec
jrxe 'x b—|—acos
sin(z) a>0b>0.

. _ 2 _

kiz—n(@ = -1 t: x|—>arctan< )
z+1 V1—a2
l: z—1n
x—1 u: z— In(ch(z) + /ch(z)? — 1)

Exercice 5.2

Déterminer I’ensemble de définition et une primitive des fonctions suivantes. On pourra introduire la fonction
auxiliaire u suggérée
1
e +1
bz e +3e% + 2

—T

a: T ux e
¢z sin’(z)cos(z) w:x — sin(z)

d:me u:xi—)4—|—x2
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sin(x)

e: T u: x> cos(x)

cos(x)?
f:z-214+22° w:ze 1422

g aiV1i4+a3 uiz— 1423

h: zm— sin(z) u: x> cos(x)
cos(x)3
1
i _ : 1+1
i xHx(l%—ln(m))?’ w:x— 14 In(x)
1
j : In(1
yoae zIn(x) In(In(z)) u:z = In(ln(z))
1 1 1
k:z——=es wiz— ——
x x

1: x — ch(x)sin(2z)  Chercher une primitive sous la forme x — ae” cos(2z) + fe” sin(2zx) + ve ¥ cos(2x) +
de ¥ sin(2x)

m : x> (z2+4+2x42)cos(2z)  Chercher une primitive sous la forme 2 — (aa®+ Bz +7) sin(2z) + (62 +¢€) cos(2).

Exercice 5.3

Montrer que, pour tout x > 0,

x3< (2) < x3+x5
r——<sin(z) <2 — — + —
6 6 120
22
$—7<IH(1+$)<m

Exercice 5.4

1. Montrer que la composée de deux fonctions monotone de méme sens (resp. des sens contraires) est croissante
(resp. décroissante).

2. Montrer que le somme de deux fonctions croissantes est croissante.
3. La somme de deux fonctions monotone est-elle nécessairement monotone ?

4. Le produit de deux fonctions croissantes est-il nécessairement une fonction croissante ?

Exercice 5.5

2
Montrer que, pour tout couple (a,b) € (RY})

In(a) +In(b) _ (a + b>

2 2

Exercice 5.6

Résoudre dans R ’équation
In(z +2) + In(z — 2) = In(2* — 4)

Exercice 5.7

1. Déterminer une primitive de f : 2 — ———
p f 17922
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x
2. Détermi imitive de g : ¢ — ——
éterminer une primitive de g : 2+ - o7
3r + 2
3. En déduire une primitive de h : x — STt
4 + 9x?
4. Déterminer (a,b) € R? tels que
1 a b
A4 R\{—-1,1 =
reR{-1,1} 1— 22 1—x+1—|—x
: o 1
En déduire une primitive de p : x — T 3
—x
5. Déterminer (a,b,c) € R? tels que
1 b
Vo € R\{1,2,3} = 4 +—

—D(z-2)(xz—-3) =x—1 x—-2 zx-3

1
(@ Dz~ 2)(z - 3)

En déduire une primitive de ¢ : x —
6. Déterminer (a,b,c) tels que

1 a br + ¢
Vo € R\{-2 =
v e R\{-2} (x+2) (22 + 22 +5) :c—|—2+:c2—{—2x+5

1
(x+2) (22 + 22 +5)

En déduire une primitive de r : x

Exercice 5.8

1. Soit z € R\{g + km , k € Z}. Montrer que

1
1+t 2=
+ tan(z) cos(x)?
2. Montrer que, pour tout ¢t € R\{mw +2kw , k € Z}, on a
2tan (L 1 —tan (& 2
sin(t) = 7(2) 5 et cos(t) = 7(2)2
1+ tan (%) 1+ tan (%)
3. Soit f [o,—[ 5 R
t —> !
cos(t)

t
En posant u(t) = tan <§>, déterminer une primitive de f sur [0, g{

Exercice 5.9

Déterminer I’ensemble de définition et une primitive des fonctions suivantes. On pourra introduire la fonction

auxiliaire u suggérée
1
e +1
bz e +3e% +2

uixrr—e ”r

a:. T
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¢z sin®(z)cos(z) w:x — sin(z)

: r : 2
e: sin(z) u: x> cos(x)
cos(x)?

f:ozma(l+2) wize— 1422

gz aiV1l4+23 uiz— 1423

: sin(z) uU:T cos(x
b cos(z)3 2 cos(z)
. 1
l:me uﬂ?Hl—Fln(fE)
| x ! uU:x n(ln(x
Jrae zIn(z) In(In(z)) v In(In(z))

Exercice 5.10

Soit (a,b,c) € (Ri)?’. Parmi les relations suivantes, lesquelles sont vraies ?
()
C

— a’a® =a"°

~/~
S
o>

c C
_ g
c
_ abc
b

=

Exercice 5.11

Montrer que, pour tout x = 0,
3 3 5

x < sin(z) < :U+3:
r——<sin(z) <2 — —+ —
6 6 120
22
$—7<IH(1+$)<m

Exercice 5.12

1. Déterminer une primitive de f : x —

4 + 9z2
2. Détermi imitive d > bz
. Déterminer une primitive de g : x
p g 1+ 922
3 2
3. En déduire une primitive de h : x — Srts
4 + 92
4. Déterminer (a,b) € R? tels que
1 a b
v R\{—-1,1 =
reR{-1,1} 1— a2 1—x+1+x
En déduire une primitive de p : x — T 5
—x
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5. Déterminer (a,b,c) € R? tels que

1 a b c
R\{1,2 =
Vo € R\{1,2,3} (x —1)(z —2)(x — 3) r 172 7.3

1
(@ (z —2)(z —3)

En déduire une primitive de ¢ : x —
6. Déterminer (a,b,c) tels que

1 a bxr +c

Vo € R\{-2 =
v e R\{-2} (x +2)(z2 + 22 +5) x+2+x2+2x+5

1
(x+2) (22 + 22 +5)

En déduire une primitive de r : x

Exercice 5.13

Déterminer une primitive des fonctions suivantes

a : R — R b : R — R c : R — R
r — cos(x)? r — sin(z)? x — sin(x)?cos(x)

On pourra penser a linéariser

Exercice 5.14

1. Soit z € R\{g + km , k € Z}. Montrer que

1
1+t 2=
+ tan(z) cos(x)?
2. Montrer que, pour tout t € R\{m +2knw , k € Z}, on a
2tan (L 1—tan (1)
sin(t) = ki V7 (3) 5 et cos(t) = AR (2)2
14 tan (%) 1+ tan (%)
3. Soit f [o,—[ 5 R
t —> !
cos(t)

t
En posant u(t) = tan <§>, déterminer une primitive de f sur [0, g[

Exercice 5.15

Résoudre les équations suivantes

5. 221‘ _ 31‘—% — 31‘-{-% _ 22$—1
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Réponses

Réponse de ’exercice 5.1

a: x> z°cos(z +1)
a est définie sur R. Les fonctions = — ° et = — cos(z + 1) sont dérivables sur R. a est donc dérivable sur
R comme produit de fonctions dérivables.
Pour z € R, on a
d' (x) = 322 cos(x + 1) — a3 sin(x + 1)

bz @

b est définie sur R. La fonction cosinus est dérivable sur R et & valeurs dans [—1, 1] et la fonction exponentielle
est dérivable sur R. b est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour z € R, on a
Y (x) = — sin(x)e™®)

c: xz+— xln(x)
c est définie sur R . Les fonction  +— x et o — In(x) sont dérivables sur R’ . ¢ est donc dérivable sur R*
comme produit de fonctions dérivables.

Pour z € R}, on a
d(r) =In(z) +1

d: z—In(e”+1)
La fonction x +— e” 4 1 est définie sur R & valeurs dans R’ et la fonction x — In(x) est définie sur R, . d est
donc définie sur R. La fonction x — e” + 1 est dérivable sur R & valeurs dans R et la fonction x +— In(x)
est dérivable sur R . d est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour z € R, on a
er 1

ez—i—lzl—}—e*x

d'(a:) =
3 2
e v +2x°+3x+4

e est définie sur R. La fonction z — 2® + 222 + 32 + 4 est dérivable sur R et a valeurs dans R et la fonction
exponentielle est dérivable sur R. d est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour z € R, on a Y
d(z) = (33:2 +4x + 3)e” +22°+3z+4

2
f:oxe Ve totl

La fonction z — 22 + z + 1 est définie sur R a valeurs dans RY, la fonction = +— \/x est définie sur R, et la
fonction x — e® est définie sur R. f est donc définie sur R. La fonction x — 22 + x + 1 est dérivable sur R
et & valeurs dans RY, la fonction x — +/z est dérivable sur R et la fonction x — e” est dérivable sur R. f
est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour z € R, on a
(2x + 1) eV totl

2Vl +x+1

fi(x) =

}_) [
2 +1
La fonction z — 2%+ 1 est définie sur R et & valeurs dans Ri. La fonction z — x est définie sur R. h est alors
définie sur R comme quotient de fonctions dont le dénominateur ne s’annule jamais. La fonction z — 22 4 1
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est dérivable sur R et & valeurs dans R’} . La fonction x +— x est dérivable sur R. h est alors dérivable sur R
comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule jamais.

Pour z € R, on a

_1—x2

!/
B (z) = 5.2
cos(2x)

x?2—2

La fonction  — 22 — 2 est définie sur R et s’annule en v/2 et —v/2. La fonction z +— cos(2z) est définie
sur R. i est alors définie sur R\{—+v/'2,v/2}. La fonction x — 22 — 2 est dérivable sur R et s’annule en v/2
et —v/2. La fonction z — cos(2x) est dérivable sur R. 7 est alors dérivable sur tout intervalle inclus dans
R\{—V2,Vv2} comme quotient de fonctions dérivables et

En particulier, pour z €]v/2, +oc[, on a

h: z—

7(x) = — (222 — 4) sin(z) + 27 cos(2x)
(2 —2p

i: 2z~ In(cos(2x))
La fonction = + In(x) est définie sur RY = +— cos(2x) est définie sur R et a valeurs dans [—1,1]. On sait

que, pour z € R, cos(2x) est strictement positif si et seulement si z est dans un intervalle de la forme

T T m
]om — oy | ave k un entier relatif. Ainsi j est définie sur U }om — oy [ La fonction z — In(z)
a€EZ

est dérivable sur RY x +— cos(2x) est dérivable sur R. j est alors dérivable sur tout intervalle inclus dans son
ensemble de définition comme composée de fonction dérivables.

- T
En particulier, pour x € }—Z, 1 [, on a

. —2sin(2z)
Ty —
Jw) = cos(2x)

) T

J: -

sin(z)

La fonction z +— x est définie et dérivable sur R. La fonction z — sin(z) est définie et dérivable sur R
et s’annule sur 7Z. k est alors définie sur R\7Z et dérivable sur tout intervalle inclus dans R\7Z comme
quotient de fonctions dérivables.
En particulier, pour x €]0, 7], on a
sin(z) — x cos(x)
K (z) = ;

sin(z)

k:z—In(z— Va2 -1)
La fonction z — 22 — 1 est définie et dérivable sur R mais ne prend des valeurs positives que sur | —o0,1]U

[1, +00[. Ainsi la fonction z +— = — /a2 — 1 est définie sur | — 0o, 1] U[1, +o0[ et dérivable sur tout intervalle
inclus dans | — oo, 1[U]1, +o0o[. Cette fonction ne prend toutefois des valeurs strictement positives que sur
[1, +00]. La fonction = mapstoln(x) est définie et dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables.

Alors la fonction [ est définie sur [1, +o00[ et dérivable sur |1, +00[ comme composition de fonctions dérivables.
Pour z €]1,+0o0[, on a

l: x|—>ln< x—}—l)
r—1
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1
i 1 est définie sur R\{1} et dérivable sur tout intervalle inclus dans R\{1}. Elle est

. T
La fonction z —

1
Tt . est définie sur | — oo, —1]U]1, +-00[ et dérivable

positive sur | — oo, —1]U]1, +00[. Ainsi la fonction = —
x —_—
sur tout intervalle inclus dans | — oo, —1[U]1, +00] comme composée de fonctions dérivables. La fonction m

est alors définie sur | — oo, —1]U]1, +0o0] et dérivable sur tout intervalle inclus dans | — oo, —1[U]1, +o0].

En particulier, pour = €|1,+oc[, on a
1
!/
m'(z) = ——
(z) 1— 22
m : x — In(In(x))
La fonction x +— In(x) est définie et dérivable sur R, elle prend des valeurs strictement positives sur |1, +o00[.
n est alors définie et dérivable sur |1,4+o00 comme composée de fonctions dérivables.

Pour z €]1,+00[, on a

n: z— In(In(In(x)))
La fonction z — In(In(z)) est définie et dérivable sur |1, +ocl, elle prend des valeurs strictement positives
sur Je, +oo[. La fonction o est alors définie et dérivable sur Je, 400 comme composée de fonctions dérivables.

Pour z €]e, +o0], on a
1

o(z) = zIn(z) In(In(x))

1
o: x> In(l+exp(——))
x
1
La fonction z — —— est définie sur R* et dérivable sur tout intervalle inclus dans R*. Ainsi la fonction
T

1
x+— 14 exp (——) est définie sur R* et dérivable sur tout intervalle inclus dans R*. Elle prend des valeurs
x

toujours strictement positives. Donc p est définie sur R* et dérivable sur tout intervalle inclus dans R* comme
composée de fonctions dérivables.

En particulier, pour z € R%, on a
1

2% (1+exp (3))

p(x) =

e:l?
p:x— —
T

La fonction x +— z est définie et dérivable sur R, elle ne s’annule qu’en 0. Ainsi ¢ est définie sur R* et
dérivable sur tout intervalle inclus dans R* comme composée de fonctions dérivables.
En particulier, pour z € R%, on a

(r —1)e”

q(z) = —5—

q: x — cos(x) (1 + tan(x) tan (g))

La fonction x — cos(x) est définie et dérivable sur R. La fonction z — tan(x) est définie sur R\{g +arm, a€

Z} et est dérivable sur tout intervalle inclus dans R\{g +arn, o € Z}. La fonction x +— tan (g) est définie
sur R\{m + 287, B € Z} et est dérivable sur tout intervalle inclus dans R\{mw + 207 , 5 € Z}.
Ainsi 7 est définie sur R\ <% +ar, a€Z}U{r+207, B € Z}) et est dérivable sur tout intervalle inclus

dans son ensemble de définition comme produit de fonctions dérivables.

- o
En particulier, pour x € }—5, 5 [, on a
r(z) =0
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En effet, si on effectue des simplifications trigonométriques, on peut se rendre compte que, pour tout = €
T
R\ (§+om, a€Z}U{r+ 26, /362}), r(z) =1

R VAC 5
La fonction x — x” est définie sur R’ par 2* =e .Elle prend des valeurs strictement positives et elle est
dérivable sur R . Pour z € R’ on peut réécrire (™) = exp((2241) In(e® @) = exp((22% + ) In(z)). La
fonction @ — exp((22® + x) In(x)) est définie et dérivable sur R et prend des valeurs strictement positives.

De plus la fonction & — +/z est définie sur Ry et dérivable sur RY.. Ainsi s est définie et dérivable sur R
comme composée de fonctions dérivables

z In(z)

Pour z € R* , on a
’ (@) (22 4+ 1) (In(z) + 1) +2-2 - In(2))

92 (xz)21‘+1

s'(x) =

Va? — b?sin(x)
b+ acos(z)

s:xHarctan( >0i1(a,b)€R2aveca>b>0.

Remarquons que, si a < 0 alors, comme b < a, a®> — b%> < 0 et donc v/a? — b2 n’est pas définie. Si b < 0 on
va avoir le méme genre de probléme si b < —|a|. Pour simplifier on va supposer a > b > 0.

L’application x — v/a? — b?sin(z) est définie et dérivable sur R. L’application z + b+ a cos(x) est définie

b b
>+20m , a € Z}U{— arccos <—5) +2p7, B € Z}. Lafonc-

et dérivable sur R. Elle s’annule sur {arccos (——
a

b
tion z — arctan(x) est définie et dérivable sur R. ¢ est ainsi définie sur R\ <{arccos (——) +2am, a € Z} U {—arccc
a

et dérivable sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition.
Sur un tel intervalle, on a
Va2 =12

t(e) = a+ bcos(x)

x
t: x+— arctan | ———=
(\/ 1- w2>
La fonction x — /1 — 22 est définie sur [—1,1], s’annule en —1 et 1 et est dérivable sur | — 1,1[. Ainsi

x
la fonction & — ———— est définie et dérivable sur | — 1, 1] comme quotient de fonctions dérivables. La
— |- 11]

fonction = +— arctan(x)est définie et dérivable sur R. Ainsi u est définie et dérivable sur | — 1, 1] comme
composition des fonctions dérivables.

On a, pour z €] — 1,1],

1
V1— 22

u'(z) =

u: x+— In(ch(z) + y/ch(z)? — 1)
La fonction x — ch(x) est définie et dérivable sur R, elle prend des valeurs supérieures ou égales a 1 et ne
prend la valeur 1 qu’en 0. Ainsi la fonction 2 — y/ch(x)? — 1 est définie sur R et dérivable sur tout intervalle
inclus dans R*. Par suite la fonction x — ch(z) + /ch(z)? — 1 est est définie sur R et dérivable sur tout
intervalle inclus dans R* et prend des valeurs supérieures ou égales a 1. La fonction x — In(z) définie et
dérivable sur RY .
Ainsi v est définie sur R et dérivable sur tout intervalle inclus dans R*.

En particulier, pour z € R%, on a
V(z) =1
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et, pour z € R* on a
V(z) = -1

En effet, il est possible de montrer que, pour tout réel z, v(z) = |z|.

Réponse de I’exercice 5.2

1
a: x—
et +1
e % —u
d est définie sur R. Pour z € R on a d(z) = . En posant u : x +— e * on a alors d = Un
14e* 14u
primitive de d est alors —In(1 4 u).
C’est-a-dire,
D~ —ln(l —i—e_”C)
est une primitive de d.
b x— e 4 3e* +2
e est définie sur R.
62x
EI"—>7+2€$+21’
est une primitive de e.
c: x> sin®(z) cos(z)
4
f est définie sur R. Posons u : x +— sin(z). On alors a = u/u®. Une primitive de f est alors uz
C’est-dire,
: 4
Foo sin(x)
4
est une primitive de f.
d — z
T
(44 x2)3
o 2 1o o 1-11 -1
g est définie sur R. Posons u : z — 4+ 2°. On a alors g = ——. Une primitive de g est alors -——— = —
2u3 2 2 w2  4u?
C’est-a-dire .
G : — -
T A2y 222
est une primitive de g.
sin(z)
e: —
cos(x)?
/
— 1
h est définie sur R. Posons u = cos(z). On a alors h = Z . Une primitive de h est alors —
U U
C’est-a-dire 1
H:z—
cos(z)

est une primitive de h.
f:xmz(l+2%)°

1 1
i est définie sur R. Posons u : 2 — 1+ 2. Alors i = §u/u5. Une primitive de ¢ est alors EuG

C’est-a-dire ( 2)6
1+

l:zg— —r 2
v 12

est une primitive de i.
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gz 221+ a3

1
j est definie sur [—1,4o00[. Posons u : z +— 14 2. Alors j = gu'\/ﬂ Une primitive de j est alors gl

C’est-a-dire

3
2

2(1 4 2%)2
Jx— w
9
est une primitive de j.
b sin(z)
cos(x)3
k est définie sur R\{g +nmn e}
—u’ Ny 11
Posons u : z + cos(z). On a alors k = —-. Une primitive de k est alors 322
u u
C’est-a-dire 1
K:xzw—
A cos(z)?
est une primitive de k.
. 1
1: 2 +—

z(1 4+ In(z))3
[ est définie sur R% \{e™'}. Posons u: x + 1 +In(z). On a alors | = % Une primitive de [ est alors _7—
u u

C’est-a-dire )
L - -
00+ n(a)?

est une primitive de [.
1

j: T
PET In(z) In(In(z))
m est définie sur |1, +oo[\{e}. On sait, grace a I’exercice 1 que

M : z — In(In(In(z)))

est une primitive de m.
1
—e
23

_1
x

k: z—

1
, . / e ey
a est définie sur R*. Posons u : © — ——, on a alors a = v'ue". On va alors chercher une primitive sous la

forme (au + B)e". Pour a,beta) € R?, on a

((au + B)e") = au'e" + aun'e" + Bu'e® = av/ue® + (B + a)u'e®

En prenant a = 1 et § = —1 on obtient

((u—1)e") = uu'e"

1
On en déduit que A : x — <—— — 1> e~% est un primitive de a sur R’
x

1: 2 — ch(x)sin(2z).
r __ -z
b est définie sur R. Pour x € R on a b(z) = % sin(2z). On va chercher une primitive de b sous la
forme z — ae® cos(2z) + fe® sin(2z) 4+ ve  cos(2x) + de T sin(2x). Soit (a, B,7,0) € R* et soit B : x
ae” cos(2x) 4 pe” sin(2x) + ye ¥ cos(2x) + de” ¥ sin(2x)
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Alors

B'(x) = ae® cos(2x) — 2ae” sin(2x) + Be” sin(2x) + 2[e” cos(2x)
—ve ¥ cos(2x) — 2ve T sin(2z) — de” ¥ sin(2x) 4 26" cos(2x)
= e” cos(2x)(a + 28) + € sin(2x) (8 — 2a) + € * cos(2x)(—y + 29) + e~ *sin(2z)(—2y — 0)

Il nous faut alors trouver (o, 8,7,8) € R* tel que B’ = b, c’est-a-dire tel que
1 1
a+28=0 ﬁ—2a:§ —v+2=0 —27—525

On obtient

De sorte que

% e™?) (—sin(22) — 2cos(2z))

B:xw— 1—10 e” (sin(2z) — 2cos(2z)) +
est une primitive de b.
m: z — (22 4 2z + 2) cos(2z).
c est définie sur R. On va chercher une primitive de ¢ sous la forme  + (a® 4 Ba47) sin(2z) + (5z+¢€) cos(2x)
Soit (a, B,7,6,€) € R® et C : x+— (ax? + Bz + v)sin(2z) + (6 + €) cos(22)
Alors, pour z € R on a

C'(z) = (20 + B) sin(2x) + (20x? + 2Bz + 27) cos(2z) + 6 cos(2x) — (20z + 2€sin(22)
= ((2a — 20)x + (B — 2€)) sin(2z) + (20x® + 28z + 2y + ) cos(2x)

Il nous faut alors trouver (o, 3,7,0,€) € R® tel que
a=6 =20 2a0=1 26=2 2v4+46=2

On trouve alors

1 3 1 1
a=y =l =g 2 T2
Ainsi,
1, . 3 1 1 .
C:z— 5% sin(2z) + 1 sin(2z) + 5 zcos(2x) + 5 cos(2z) + zsin(2x)

est une primitive de c.

Réponse de ’exercice 5.3

Soit f : R — R
3
) x
x — sin(z) —x+ —
f est dérivable sur R car somme de fonctions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif x, f(z) > 0.
Pour cela dérivons f. Pour z € R on a

22
fi(z) =cos(x) — 1+ 5

Le signe de f’ n’est pas évident, il va falloir continuer. f’ est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables
et, pour z € R, on a
f"(z) = —sin(x) +
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On sait que, pour x > 0, on a sin(z) < . Ainsi, pour z > 0, on a f”(x) > 0.
f' est donc croissante sur R. D’otut, pour tout réel positif z, f'(x) > f'(0). Or f'(0) = 0. Ainsi, pour z > 0,
on a f'(z) > 0.
f est donc croissante sur R. D’otu, pour tout réel positif z, f(x) > f(0). Or f(0) = 0. Ainsi, pour z > 0, on
a f(z) > 0. Cest-a-dire, pour tout réel positif z,

3
T
r— — < sin(x
Soit maintenant g : R — R
3 5
— sin(x)—x—}—x——x—
v 6 120

g est dérivable sur R car somme de fonctions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif z, g(x) < 0.
Pour cela dérivons g. Pour x € R on a

2?2 2t

/
=cos(z)— 1+ — — —
(@) = cos(a) — 1+ - — =
Le signe de ¢’ n’est pas évident, il va falloir continuer. ¢’ est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables

et, pour z € R, on a
3

g"(x) = —sin(z) +z — %

3
x
On vient de prouver que, pour tout réel positif x, z — 5 < sin(z). Ainsi, pour > 0, on a ¢”(z) < 0.
g’ est donc décroissante sur R,. D’oi1, pour tout réel positif z, ¢’(z) < ¢'(0). Or ¢’(0) = 0. Ainsi, pour z > 0,
onag(x) <0.
g est donc décroissante sur Ry. D’ot, pour tout réel positif x, g(z) < g(0). Or g(0) = 0. Ainsi, pour x > 0,
on a g(x) < 0. C’est-a-dire, pour tout réel positif x,

Soit h : [0,400] — R
x = oz —In(l+x)
h est dérivable sur Ri car somme de fonctions dérivables et on a

1 T >0

Ve >0 B (z)=1- = >
r+1 r+1

Ainsi h est croissante sur [0, +o0c[. On en déduit donc que

Or h(0) = 0. Ainsi

Soit enfin k£ : R} — R
2

xr ln(1+x)—x+%
k est dérivable sur Ri car somme de fonctions dérivables et on a
1—(z+1D)+z2+= z?

1
> E(z) = -1 = = >
V>0 () P +x o o 0
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Ainsi k est croissante sur [0, +oo[. On en déduit donc que

Ve>0  k(z) > k(0)

Or k(0) = 0. Ainsi

$2

Ve >0 ln(l—i—x)}w—?

Réponse de ’exercice 5.4

1. Soit f et g deux fonctions monotones définies sur I et J avec f(I) C J.

Soit (z,y) € I? avec = < y.

Supposons d’abord que f et g sont croissantes toutes les deux.

Alors, par croissance de f on a f(z) < f(y), puis, par croissance de g, g(f(z)) < g(f(y)), c’est-a-dire
go f(z)<gof(y).

go f est donc croissante.

Supposons maintenant que f et g sont décroissantes toutes les deux.

Alors, par décroissance de f on a f(z) > f(y), puis, par décroissance de g, g(f(z)) < g(f(y)), c’est-a-
dite g0 f(z) < g0 f(y)-

go f est donc croissante.

Supposons maintenant que f est croissante et g est décroissante.

Alors, par croissance de f on a f(z) < f(y), puis, par décroissance de g, g(f(x)) = g(f(y)), c’est-a-dire
go f(z)=gof(y)

g o f est donc décroissante.

Supposons enfin que f est décroissante et g est croissante.

Alors, par décroissance de f on a f(x) > f(y), puis, par croissance de g, g(f(z)) = g(f(y)), c’est-a-dire
go f(z)=gof(y)

g o f est donc décroissante.

2. Soit f et g deux fonctions croissantes définies sur .

Soit (z,y) € I? avec = < y.
Alors

f(@) +g(z) < fly) +9(x) < fy) +9(y)

f + g est donc croissante.
3. Soit

f : R+ — R et g R+ — R

r = 2’ r = =2z

f est croissante sur R, et g est décroissante sur R, , elle sont donc bien monotones.

Soit h = f + g. h n’est alors pas croissante car h(0) = 0 > h(1) = —1 et h n’est pas décroissante car
h(—1) = —1 < h(2) = 0. h n’est donc pas monotone.

Ainsi la somme de deux fonctions monotone n’est pas nécessairement monotone.

4. Soit

f: R - R et ¢ : R — R
x = ox r = o

f et g sont croissantes sur R_.
Ona fxg : R —- R

x o

f x g n’est donc pas croissante.

Ainsi le produit de deux fonctions croissantes n’est pas nécessairement une fonction croissante.
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Réponse de ’exercice 5.5
Soit (a,b) € (Ri)Q. On a
(Va—vb)>=0
D’ou

mga;—b

Ainsi, par croissance de la fonction In sur |0, +oof,

In(a) +-In(b)  In(ab)
2 o2
= In(Vab)

gln<a+b>
2

Réponse de I’exercice 5.6

On aboutit bien au résultat voulu.

La vraie « difficulté »de I’exercice est de déterminer pour quelles valeurs de x les expressions considérées ont un
sens.

La fonction z +— In(x 4 2) est définie sur | — 2, +o0], la fonction x — In(x — 2) est définie sur |2, 4+00[ et la
fonction 2 — In(z? — 4) est définie sur | — oo, —2[U]2, +ol.

On en déduit alors que notre expression n’a de sens que pour x €]2, +0o0[.

Pour z €]2,+o0[ on a

In(z? —4) = In((z — 2)(x +2)) = In(z — 2) + In(z + 2)
Ainsi I’ensemble des solutions de ’équation
In(z +2) + In(z — 2) = In(z® — 4)

est |2, o0l

Réponse de ’exercice 5.7

Remarquons tout d’abord que, pour tout réel z, 4 + 922 > 0.

1. Soit f:as ——
ot ST g

Soit x € R, on a

3
Posons u : x — 538 On a alors

fzél—i—uz

1
On en déduit que 6 arctan(u) est une primitive de f. Ainsi

F : R — R

1 3
r +— —arctan| -x

est une primitive de F.
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x
2. Soit g:x— ——
O 0,2
Posons v : x + 4 + 922, alors on a
1Y
97 3%
1 1 o
On en déduit que 3 In(v) est une primitive de g.
Ainsi
G : R — R

1
xr — gln(4—i—9x2)

est une primitive de G.

. 3z + 2
3. 801th:xn—>4+9x2.
G
Onah:g+2f.5+2F est donc une primitive de h.
Ainsi
H : R — R
T = In(4 + 927) + 2 arctan 2%

est une primitive de H.

4. Soit p:x+—
itp:x 2

On sait qu’il existe (a,b) € R? que

1 a b
Ve e R\{-1,1 =
v EeR\{-L1} 1 — a2 1—x+1+x
En particulier
1 b(l — x)
Ve € R\{—1,1 = o Sl
En faisant tendre x vers 1 dans I’égalité précédente on obtient
1
—=a
2
De méme, on a
1 a(l+ x)
Ve € R\{—1,1 = b
En faisant tendre x vers —1 dans cette égalité, on obtient
1
S X
2
Ainsi . . 1
Ve e R\{-1,1 =
v R\ 1} -2 20—2) 20+a)

On sait que de plus que  — —In(|1 — z|) est une primitive de z — 1

primitive de = —

D’on

1+z

1 1
x §ln(\1 +z|) — 5111(]1 —z|)
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1 1
est une primitive de z — 50 —2) + 20 + )
Finalement
P : R\{-1,1} — R
1 1+2x
T — —1In

2 1—=x

est une primitive de P.
1
5. Soit ¢ :—
T T ) (@ — 2)(x — 3)
Ici on obtient
1 1 1 1

Vo € R\{1,2,3} @-D(z-2@-3) 2 @-1) z-2 2 (z-3)

_l’_

Par suite | ) | 5
Qo@D gy =3
2 2
t imiti d — 1
esSt une primitive de .
b 4 (z—1)(z — 2)(z — 3)
1
6. Soit r :—
T ¥ 22+ 201 5)
Ici on obtient
1 1 x

Ve € R\{-2 — _

v € R\{-2} (z+2) (a2 +22+5) 5 (+2) 5-(a2+2-z+5)
D’ou

1 1 1 2% + 2 1 1
Ve € R\{-2 S S _ -
v € R\{-2} @+2) (a2 +22+5) 5 (x+2) 10-(22+2-2+5) b5zt 1)2+22
Par suite 9
] 9) 1 +2.245) 1 1
R:xzw— n(ac—|— )— n(:r: x )—i——arctan Tt
5 10 10
1

est une primitive de r : = — T )2 12T 5)

Réponse de ’exercice 5.8

1. SoitxeR\{g—i—kw, keZ}). Ona

sin(xz)?  cos(z)? + sin(z)? 1
1+ tan(m)2 =1+ cos(z)? = 5 =

cos(x) ~ cos(z)?

Soit t € R\{m + 2k7 , k € Z}, on a
. . t
sin(t) = sin (2 X —)
2
t t
= 2cos <§> sin <§>
2
t t
= 2cos <§> tan <§>
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et

| ~

1+tan( )2
2. Soit [ [g[ ~ R
t — 1
cos(t)
On pose u(t) = tan <%> Soit t € [0,—[, on a alors
14 u(t)? u'(t 1 —2u/(t
[ - L@ ) )

T l—wu(t)? 1—u(t)? 21 —u(t)?
e 1 2
On retrouve la dérivée de —3 In (1 —u(t)?)

Ainsi F - [O,g[ = R

1 2
t — —=1n (1—tan<£> )
2 2

est une primitive de f sur [0, g[

Réponse de I’exercice 5.9

a: x—
et 4+ 1

—z )

. En posant u : x — e on a alors d =

14+e 1+u

d est définie sur R. Pour z € R on a d(z) =

primitive de d est alors —In(1 + u).
C’est-a-dire,
D —In(l1+e")

est une primitive de d.
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bz e +3e% +2
e est définie sur R.

62:1:
E:xb—>7+3e’”+2x

est une primitive de e.

¢ : x> sin®(z) cos(z)

4
f est définie sur R. Posons u : x +— sin(z). On alors a = u/u®. Une primitive de f est alors uz
C’est-dire,
: 4
Foo sin(x)
4
est une primitive de f.
d — a
T
(44 22)3
o 2 Lo - 1-11 -1
g est définie sur R. Posons u : . — 4+ x°. On a alors g = —— . Une primitive de g est alors -—— — = —
2u3 2 2 w2 4u?
C’est-a-dire 1
G : — -
T2 1 22)2
est une primitive de g.
sin(x)
e:
cos(x)?
!/
— 1
h est définie sur R. Posons u = cos(z). On a alors h = Z . Une primitive de h est alors —
U U
C’est-a-dire 1
H:z—
cos(z)

est une primitive de h.
£ a(l+2%)°

1 1
i est déefinie sur R. Posons u : z — 1 + 22. Alors i = §u'u5. Une primitive de i est alors EUG

C’est-a-dire ( 2)6
1+

l:zg— —r 2
v 12

est une primitive de i.
g:x—a2y/1+ 23
1 2
j est definie sur [—1,4o00[. Posons u : z +— 14 z3. Alors j = gu’\/ﬂ Une primitive de j est alors gt

C’est-a-dire

3
2

2(1 4 23)2
Jixzw— 7( o)
9
est une primitive de j.
b sin(z)
cos(x)3

k est définie sur R\{g +nmn e}

!/

—u
Posons u :  + cos(z). On a alors k = —-.
u

11
Une primitive de k est alors ——
2 u?
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C’est-a-dire

2 cos(z)?

est une primitive de k.
1

beae z(1+1In(z))3

/

—1
[ est définie sur R% \{e~'}. Posons u: x + 1 +In(z). On a alors | = % Une primitive de [ est alors 5 2
u u

C’est-a-dire )
L: - -
TS0 ¥ n(@))?

est une primitive de [.
1
zIn(x) In(In(z))

jrax—
/
m est définie sur |1, +o0[\{e}. Posons u :  + In(In(z)). On a alors m = Y Une primitive de m est alors

In(|u]), C’est-a-dire, comme u est positive sur |1, +oo[\{e},
M : z — In(In(In(x)))

est une primitive de m.

Réponse de I’exercice 5.10

— <ab)c = q®%) FAUX, on a, par exemple (21)2 — 4ot 201%) =2,
— <ab)c = a% VRALI, en effet

(ab)c — exp(cln(ab)) = exp(cln(exp(bln(a)))) = exp(cbln(a)) = abe

— aa® = a” FAUX, on a, par exemple, 2! x 2! =4 et 2% = 2.
2
— a”’ = (ab> VRALI c’est un cas particulier de la deuxiéme égalité avec ¢ = 2
( — a2b2 FAUX, on a, par exemple (2 x 2)> = 16 et 93 x 23 = 4.
— (a+b)° = a®+ b HORRIBLEMENT FAUX, on a, par exemple, (1 4+ 1)2 —4et 12412 =2

C
<ab = (ac)b VRAI, c’est une conséquence de la deuxiéme égalité, les deux termes étant égaux & abe.

Réponse de ’exercice 5.11
Soit f : R — R i
3
i x
xr — sm(x)—x—}—g
f est dérivable sur R car somme de fonctions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif x, f(z) > 0.
Pour cela dérivons f. Pour x € R on a

/ . 2
fi(z) =cos(x) — 1+ 5

Le signe de f/ n’est pas évident, il va falloir continuer. f’ est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables
et, pour z € R, on a
f(x) = —sin(x) + z
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On peut s’arréter 1a si sait que, pour x > 0, on a sin(z) < x. Ainsi, pour x > 0, on a f”(x) > 0.
Si pour une raison ou une autre on a oublié que, pour z > 0, on a sin(x) < x on peut continuer a dériver, on

a alors, pour = > 0,
f"(x) =1—cos(z) >0

Ainsi f” est croissante sur R, et, comme f”(0) = 0 on en déduit que, pour tout z € Ry, f”(x) > 0, i.e. pour
tout = € Ry, sin(x) < .

f' est donc croissante sur R. D’otut, pour tout réel positif z, f'(x) = f'(0). Or f'(0) = 0. Ainsi, pour z > 0,
on a f'(z) > 0.

f est donc croissante sur R. D’otu, pour tout réel positif z, f(x) > f(0). Or f(0) = 0. Ainsi, pour z > 0, on
a f(z) > 0. Cest-a-dire, pour tout réel positif z,

3
x
- < S'
z- in(z)
Soit maintenant g : R — R
3 5
— sin(w)—x—i—x——x—
v 6 120

g est dérivable sur R car somme de fonctions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif z, g(x) < 0.
Pour cela dérivons g. Pour x € R on a

Le signe de ¢’ n’est pas évident, il va falloir continuer. g’ est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables

et, pour z € R, on a
3

J"(x) = —sin(z) +z — %

3
x
On vient de prouver que, pour tout réel positif z, z — 3 < sin(x). Ainsi, pour # > 0, on a ¢"(z) < 0.
g est donc décroissante sur R, . D’otl, pour tout réel positif z, ¢’(z) < ¢’(0). Or ¢’(0) = 0. Ainsi, pour z > 0,
on a g (x) <0.
g est donc décroissante sur Ry. D’ot, pour tout réel positif x, g(z) < g(0). Or g(0) = 0. Ainsi, pour z > 0,
on a g(x) < 0. C’est-a-dire, pour tout réel positif x,

Soit h : [0,400] — R
x — o —In(1+2)
h est dérivable sur Ri car somme de fonctions dérivables et on a

1 1 oz
r+1 z+1

=0

Ainsi h est croissante sur [0, +o0o[. On en déduit donc que

Or h(0) = 0. Ainsi

Soit enfin k& : R} — R
r = In(l4+z)—x+—
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k est dérivable sur Ri car somme de fonctions dérivables et on a

1 l-(@+ D)+ +r @

2

Ve >0 K (x) —14+z=

Ainsi k est croissante sur [0, +oo[. On en déduit donc que
Ve >0 k(x) = k(0)

Or k(0) = 0. Ainsi
2

Vo >0 ln(l—{—x)}x—%

r+1 r+1 r+1

Réponse de ’exercice 5.12

Remarquons tout d’abord que, pour tout réel z, 4 + 922 > 0.

1. Soit f:ars ——
oS g

Soit z € R, on a

3
Posons u : x — ix On a alors

fzél—i—u?

1
On en déduit que A arctan(u) est une primitive de f. Ainsi
F : R — R
. 1 ‘ 3
x g arctan | ;o

est une primitive de F.

6x
2. Soit g : x —
o grEy + 92
Posons v : 2 — 4 + 922, alors on a
1
9= 3v
1
On en déduit que 3 In(v) est une primitive de g.
Ainsi
G : R — R

1
r gln(4+9m2)

est une primitive de G.

3. Soith:xrﬁﬂ.
4 + 922
G
Onah = g +2f. 3 + 2F est donc une primitive de h.
Ainsi
H : R — R
T = In(4 + 92°) + 2 arctan 7%

est une primitive de H.
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1
1— a2
On sait qu'il existe (a,b) € R? que

4. Soit p:x+—

1 a b
R\{-1,1 =
Yo € R\{-1,1} 1— 22 1—x+1+x
En particulier
1 b(1 — x)
R\{-1,1 = —_

En faisant tendre x vers 1 dans I’égalité précédente on obtient

1

—=aqa

2
De méme, on a

1 a(l+ x)
Ve e R\{-1,1 = b
v M ! 1—2z 11—z +

En faisant tendre x vers —1 dans cette égalité, on obtient

1

=)

2
Ainsi 1 1 1

1—22 21—2) 2(1+x)

On sait que de plus que  — —In(|1 — z|) est une primitive de z — 1 et que z — In(|1 + z|) est une

primitive de = —

D’ou

1+z

1 1
T §ln(|1 +x|) — §ln(|1 )

1 1
est une primitive de z — 51— 2) + 20+ )
Finalement
P . R\{-1,1} — R
<‘ 1+zx )
x — —=In
1—=x
est une primitive de P.
1
5. Soit g :—
T G T —2)(x - 3)
Ici on obtient
1 1 1 1

Vo € R\{1,2,3} @-D(z-2@-3) 2 @-1) z-2 2 (z-3)

_l’_

Par suite | 5
Q:azr—>7—lm(x—2)—i—M

est une primitive de ¢ : z —

(z = 1)(z - 2)(z - 3)
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1

(x+2)(z2 422 +5)
Ici on obtient

6. Soit r :—

1 1 x
Ve € R\{—-2 = —
v € R\{-2} (z+2) (a2 +22+5) 5 (+2) 5 -(a2+2-z+5)
D’ou
1 1 1 242 1 1
Vo € R\{-2 == - _ -
v € R\{-2} (+2)(a2+22+5) 5 (x+2) 10-(22+2-2+5) 5(z+1)2+22
Par suite

In(z?+2-2+5
R:x'_)ln(a:+2)_n(£ﬂ v )—i-iarctan rrl
5 10 10 2

1
(x+2)(z2 422 +5)

est une primitive de r : x —

Réponse de I’exercice 5.13

— Pour r € Ron a

1T —iz\ 3
cos(x)® = <7e +26 >

e3im +3eim + 3671'1 + 6731'1
8
cos(3z) + 3 cos(z)
4

Ainsi
cos(3x) + 3 cos(x)

vz e R a(x) =

4
Cette derniére expression est facile & primitiver.
La fonction A : R — R est une primitive de a sur R.
sin(3x) . 3sin(z)
v 12 1
— Pour x € Ron a
) 4 el _ =i
sin(x)” = <722,
e4i:v _ 4e2i:v 16— 46721'1 4 6741'1
- 16
~ cos(4x) —4cos(2x) + 3
B 8
Ainsi
Vo € R b() = cos(4x) — 48008(236) +3
On en déduit que B : R — R est une primitive de b sur R.
o sin(4z)  sin(2z) . 3
T — —x
32 4 8
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— Pour € Ron a

i —iz\ S ix —iz\ 3
sin(z)3 cos(z)® = c ¢ ¢ te
21 2

(e2i:v . 6722‘:1:)3

—64i
eGix _ 3621'90 + 36—2ia: _ e—6ia:
- —64i
_ 3sin(2x) — sin(6x)
B 32
Ainsi
Ve € R o(z) = 3sin(2x) — sin(6z)
32
On en déduit que B : R — R est une primitive de ¢ sur R.
cos(6x)  3cos(2z)
192 64

Réponse de I’exercice 5.14

1. soitxeR\{gHm, keZ}. Ona

sin(x)?  cos(z)? + sin(z)? 1
1+t =1 = =
+ tan(z) * cos(x)? cos(x)?

cos(x)?

Soit t € R\{m +2kmw , k € Z}, on a

sin(#) = sin <2 X %)

(o)

et
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gy ()

t

2

1t (3

1+tan(%)2
2. Soit f [g[ 5 R
t = !
cos(t)

1 tu(t)? u'(t) 1 —2d/(t)

f(t)

Tl—w(t)? T 1—u(t)? 21 —u(t)?
. 1 2
On retrouve la dérivée de —5 In (1 —u(t) )

Ainsi F [O,g[ = R

est une primitive de f sur [0, g{

Réponse de l’exercice 5.15

1. 2V% = (\/E)JC
Remarquons d’abord que cette équation n’a de sens que pour z €]0,+oc[. On se limitera donc a cet
ensemble.

Soit > 0, on a alors

x
2V® = exp(v/z In(z)) et /z" = exp(xIn(v/z) = exp <§ ln(x))
La fonction exponentielle étant bijective, notre équation est alors équivalente a 1’équation

Vaoln(z) = %ln(x)

1
x étant strictement positif, on peut multiplier par 7 de part et d’autre de notre équation. En multipliant
x

par 2 et en passant tous les termes d’un coté on aboutit alors a ’équation

In(z) (Vz —2) =0

C’est-a-dire
In(xz) =0 ou \z =2

Les solutions de cette équation sont 1 et 4.
Finalement ’ensemble des solutions de I’équation V' = (\/E)I est {1,4}.
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2. ¢ +el T =e+1
On va travailler par analyse-synthése. Soit # € R une solution de cette équation. Posons y = exp(x) > 0.
y veérifie alors y + 5 = e+ 1. Ainsi, y vérifie y*> — (e + 1)y + e = 0, c’est-a-dire (y —e)(y — 1) = 0.
On a donc z € {1,e}, dou z € {0, 2}.
Il est ensuite aisé de vérifier que 0 et 1 sont bien des solutions de équation ¢ + e!™% = e + 1.
Finalement, I’ensemble des solutions de 1’équation e” 4 e!™* = e + 1 est {0,1}.

3. (xQ)x — z(=*)
Remarquons d’abord que cette équation n’a de sens que pour z €]0,+occ[. On se limitera donc a cet
ensemble.

Soit > 0, on a alors
(xQ)x = 22 = exp(2z In(x)) et 2(#) = exp(z? In(z))
La fonction exponentielle étant bijective, notre équation est alors équivalente & I’équation
2xIn(z) = 2°In(z)

C’est-a-dire
z(z —2)In(x) =0

On voit facilement que ’ensemble des solutions de I’équation (x2)$ = 2(2%) est {1,2}.

Notre équation est équivalente &
22a: + 22a:—1 — 3x+% + 3$—%

1 1
4 (1+2)=3"(V3+ —>
( 2) < V3
| 4
exp|zln( = =
P 3
Finalement on aboutit &

2In (g) —n (3%) — 3 (%) — 3In(2) — ;111(3)

~ 3In(2) —3In(3)  6In(2) —3In(3)
~ 2In(2) —In(3)  4In(2) —2In(3)

C’est-a-dire

Voire encore

no
gl

D’on

L’ensemble des solutions de I'équation 2%* — 37=3 = 3743 _ 2201 oot donc {

61n(2) — 31n(3)
41n(2) — 21n(3) }
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Chapitre 6

Introduction aux équations différentielles

Exercices

Résoudre les probléme de Cauchy suivants :

Exercice 6.1

y —2y=6
e {y(O) =0

Y +y+1=0
(P5) {y(o) .

2y —y+1=0
(Ps) {y(o) .

Résoudre les probléme de Cauchy suivants :

Exercice 6.2
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y// =y y,, fy=0
(P1) qy(0)=1 (Ps) {y(0)=1
v(0) =1 v =1

yl/+5y/:y+2 y/l_1:2yl+y
y(0) = -2 (Pr) §y(0) = -1
y'(0) =0 y'(0)=1

y'(0) = —1 y'(0) =2

y" — 6y + 13y =0 y'+y =1

y(0) =4 (Py) {(0)=3

y'(0) =4 y'(0) =2

y" — Ay + 4y =8 y" 4+ 12y +23y =0
y(0) =1 (Pio) {%(0)=0

y'(0) =0 Ly’(O) =0

y' =6 y'+y —2y=3
(P5) (0) =8 (Ps) qy(0)=0

Exercice 6.3

Déterminer les solutions sur R du systéme différentiel suivant
2 =4z — 3y
Yy =2x—y

Exercice 6.4 Cinétique chimique d’ordre 1

Considérons un systéme réactionnel fermé, de volume V constant, constitué d’un certain nombre d’espéces
physicochimiques A, B, C, ...; on note [A](¢) (resp. [B](t), etc ) la concentration.en espéce A
Une réaction d’ordre 1 par rapport & A est une réaction de la forme :

QqA(+pB+ ) = oF+~7vG+ - -+
Dans ce cas la concentration de A vérifie I’équation différentielle :
[A]'(t) = —ak[A](t)

ou k est la constante de vitesse de la réaction, qui ne dépend que de la température.

1. On part d’une concentration initiale en espéce A de [A]y. Exprimer [A](¢) en fonction de .
2. On appelle temps de demi-réaction t1 la durée au bout de laquelle la moitié¢ de 'avancement final est
2

atteint. Ici il s’agit de la durée nécessaire pour que la quantité de matiére du réactif limitant [A] soit égale
a la moitié de sa valeur initiale. Déterminer ¢1.
2

Les réactions d’ordre 1 sont notamment des réactions comportant un seul réactif (qui subit une décomposition,
une isomérisation ...), ou dans lesquelles un soluté réagit avec le solvant.

— Décomposition du peroxyde d’hydrogene : 2H305(,q) = 2H20(;) + Og(y)

— Décomposition du pentoxyde d’azote gazeux : 2NaOs(g) = 4NO2(g) + Oy(y)

— Isomérisation du cyclopropane en propéne : (CHg)s = CHs — CH = C'Ho
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— Hydrolyse d’un chlorure organique : R — CL,q) + H2Oq) = R — OH ) + HCl(4q)

Exercice 6.5 Circuit R-C

Dans cet exercice, on s’intéresse au montage suivant :

Figure 6.1 — Circuit R-C

it

- R Lk

efﬂj‘T (:} ___ ¢

L’intensité i(t) du courant & travers le condensateur vérifie

ou u(t) est la tension aux bornes du condensateur.
La tension aux bornes de la résistance s’écrit

VYt >0 wugr(t) = Ri(t)
La loi des mailles donne trés simplement 1’équation différentielle caractéristique de ce montage :
Vi >0 RCuq(t) +uc(t) =e(t)

Cette équation fait apparaitre la constante caractéristique 7 = RC. La quantité 7 est homogéne & un temps.
On P’appelle constante de temps du circuit R — C. I’équation différentielle vérifiée par la tension aux bornes du
condensateur est donc :

V>0 Tue(t) +uc(t) = e(t)

1. On dit que le circuit est en évolution libre lorsque V¢t > 0 e(t) = 0 . C’est une situation qui correspond au
montage dans le cas ol la source est éteinte. La tension aux bornes de la capacité vérifie alors

Vi>0 Tu'(t)+ut) =0

On suppose que la tension initiale au borne du condensateur vaut ug. Déterminer 1’expression de uc(t) en
fonction de ¢ pour ¢t > 0

2. On suppose maintenant que le condensateur est initialement déchargé : la tension & ses bornes est nulle.
On se place dans la situation ou le générateur délivre une tension indicielle telle que V¢ > Oe(t) = U ou U
est constante. Déterminer alors I’expression de de uc(t) en fonction de ¢ pour ¢ > 0.

Exercice 6.6 Circuit R-L

Dans toute cette parte, on s’intéresse au montage suivant :
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Figure 6.2 — Circuit R-L

I¢

elt) T :} L g

La tension up(t) aux bornes de la bobine idéale vérifie
Vt>0 wup(t) = Li'(t)

ou i(t) est 'intensité du courant traversant la bobine.
La tension aux bornes de la résistance s’écrit

Vit >0 wugr(t) = Ri(t)
En utilisant la loi des mailles on montre aisément que l'intensité dans le montage vérifie I’équation différentielle

L, o e(t)
Vt>0 ik (t)+i(t) = =

Cette équation fait apparaitre la constante de temps caractéristique ™ = =

1. On étudie I'établissement du courant dans le circuit. On suppose alors que l’intensité initiale du courant
de le circuit est nulle. On se place dans la situation ou le générateur délivre une tension indicielle telle que
Vt > 0e(t) = U ou U est constante. Déterminer alors l’expression de de i(¢) en fonction de ¢ pour ¢ > 0.

2. On dit que le circuit est en évolution libre lorsque V¢ > 0 e(t) = 0 . C’est une situation qui correspond au
montage dans le cas ou la source est éteinte. On suppose que l'intensité initiale du courant dans le circuit
vaut ig. Déterminer I’expression de i(¢) en fonction de ¢ pour ¢ > 0

Exercice 6.7 Circuit R-L-C

Dans cet exercice, on s’intéresse au montage suivant :

Figure 6.3 — Circuit R-L-C

ug uy

ug

On rappelle que :
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— L’intensité i(t) du courant & travers le condensateur vérifie
YVt =0 i(t) = Cup(t)

ou uc(t) est la tension aux bornes du condensateur.
— La tension u(t) aux bornes de la bobine idéale vérifie

Vt>0 wup(t) = Li'(t)

ou i(t) est l'intensité du courant traversant la bobine.
— La tension aux bornes de la résistance s’écrit

VE>0 ug(t) = Ri(t)
La tension aux bornes du condensateur ,uc(t) vérifie alors I’équation différentielle
Vt >0 wuc(t) + RCup(t) + LCu"(t) = e(t)
On peut introduire la pulsation propre wq et le facteur de qualité @ :

1 /L
w=—s Q=77
VvVLC RV C

1. Reéécrivez I'équation différentielle vérifiée par uc en faisant apparaitre wg et Q.

2. On suppose que le générateur délivre une tension constante V¢t > 0U (t) = U et qu’a I'instant initial ¢ = 0 le
circuit se trouve dans I’état uc(0) = 0 et i(0) = 0. Déterminer les expressions de uc(t) et i(t) en fonction
du temps t.

Exercice 6.8 Masse reliée a un ressort (Oscillateur harmonique linéaire)

On se place dans un repére orthonormeé (O, 7, 7) et on se donne un ressort de raideur & et de longueur au
repos fy. On attache une extrémité de ce ressort & un repére fixe d’abscisse 0 et 'autre extrémité & une masse
m qui repose sur le sol.

Figure 6.4 — Masse reliée & un ressort
\

a(t)

O

lmaAlldamuunmmneg A
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La masse est alors soumise a la tension du ressort, a la gravité et & la réaction du sol. On suppose que les
frottements sont négligeables.

Quand la masse se trouve & une distance z(t) du repére fixe vertical elle subit alors une force de rappel ﬁ
telle que

B = —k(z(t) — )T

Le principe fondamental de la dynamique nous dit alors que

ma” (t) = —k(z(t) — o)

1. On suppose que la masse part d’une position initiale x¢ = %Eo. Déterminer la position x(t) a tout instant
t>0.

2. On suppose dans cette question que la masse est également soumise & une force de frottement visqueux
? = —Aaf(t)ﬁ et, 1a encore, que la masse part d’une position initiale zg = %Eo. Déterminer la position

z(t) & tout instant ¢ > 0. On prendra A =2 x 1074, m =4 x 1072 et k = 25.

Exercice 6.9

Déterminer les fonctions réelles deux fois dérivables f définies sur R vérifiant

VteR f/(t) = (1)

Indication : On pourra dériver cette relation

Exercice 6.10

Déterminer les solutions f de ’équation
y' =3y +2y=0

vérifiant

f) = Jnax, f(z)

Réponses

Réponse de ’exercice 6.1

Y=y
(#) {y(O) =1

On retrouve ici I’équation différentielle

& y —y=0
D’aprés le cours, les solutions de I'équation &£ sont de la forme y : t — Ke'
Soit alors y : t — Ke'. La condition initiale y(0) = 1 impose alors K = 1.
Ainsi la fonction y : t — e! est 'unique solution du probléme de Cauchy P;

Y=y
) {y<0) =0

On retrouve ici ’équation différentielle
& Yy —y=0
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D’aprés le cours, les solutions de 'équation £ sont de la forme y : t — Ke'.
Soit alors y : t — Ke'. La condition initiale y(0) = 0 impose alors K = 0.
Ainsi la fonction g : t — 0 est I'unique solution du probléme de Cauchy Ps
Yy +5y=0
y(0) = —2
On retrouve ici I’équation différentielle
53 y' + 5y =0

D’aprés le cours, les solutions de I’équation & sont de la forme y : t — Ke ot
Soit alors y : t — Ke ', La condition initiale (0) = —2 impose alors K = —2.
Ainsi la fonction y : t — —2e " est I'unique solution du probléme de Cauchy P

y —2y =6
) {y(O) =0

On retrouve ici ’équation différentielle
&y vy —2y=6

D’apreés le cours, les solutions de 1'équation & sont de la forme y : t — Ke* — 3.

Soit alors 3 : t — Ke* — 3. La condition initiale 3(0) = 0 impose alors K = 3.
Ainsi la fonction y : t — 3e%* — 3 est Punique solution du probléme de Cauchy Py

/
y+y+1=0
(Ps)
y(0) =4
On retrouve ici I’équation différentielle
& Y +y=-1

D’aprés le cours, les solutions de I'équation & sont de la forme y : ¢t — Ke ™t — 1.
Soit alors g : t — Ke ' — 1. La condition initiale (0) = 4 impose alors K = 5.
Ainsi la fonction y : t — 5e~! — 1 est 'unique solution du probléme de Cauchy Ps

2y —y+1=0
(Ps)
y(0) =1
On retrouve ici ’équation différentielle
1 1
& Sy =—=
6 Y 2?/ 9
D’aprés le cours, les solutions de I’équation £ sont de la forme y : ¢ — Ke? + 1.
Soit alors y : t — Ke? + 1. La condition initiale y(0) = 1 impose alors K = 0.
Ainsi la fonction g : t — 1 est I'unique solution du probléme de Cauchy Pg
Réponse de ’exercice 6.2
yl/ — y
(P1) y(0)=1
y'(0)=1

On sait que le probléme de Cauchy P; admet une unique solution. On retrouve ici I’équation différentielle

2

& y —y=0
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Cette équation est homogene. Le polynome caractéristique de I'équation & est P(z) = 2° —1 = (z—1)(z+
1).

P admet donc deux racines réelles distinctes 1 et —1.

On sait alors que les solutions de & sont de la forme

y:t— Ael + Be !

ou (A, B) € R?.

On va déterminer A et B a ’aide des conditions initiales. On a
y(0)=A+B
y'(0)=A-B

On en déduit le systéme

A+B=1
A—B=1

L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (1,0).
Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy P; est la fonction

y:t'—>et

y// + 5y/ — y + 2

y(0) = -2

y'(0)=0
On sait que le probléme de Cauchy Py admet une unique solution. Si on a de l'intuition on pourrait le
trouver tout de suite et conclure que c’est la seule. On va faire comme si on n’avait aucune intuition a ce
sujet.
On retrouve ici ’équation différentielle

&y y' +5y —y=2
L’équation homogéne associée est
Hy  y'+5y —y=0
Le polynome caractéristique de I'équation Hy est P(z) = 2 + 5z — 1.
Déterminons les racines de P. Le discriminant de P est 25+4 = 29. P admet deux racines réelles distinctes

_ —5-4/29 _ —5++/29

A
2 H 2

I’ensemble des solutions de Ho est
Sy, = {y:t— AeM + Bet' | (A, B) € R?}

D’aprés le théoréme de structure de ’espace des solutions on sait que, si yg est une solution de & alors
I’ensemble des solutions de & est

Se, ={y+wvo., yeSnu,}

Il nous faut donc trouver une solution particuliére de &. Pour cela on va commencer par essayer de trouver
une solution constante. Ici la fonction yg : t — —2 est une solution de &;.
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Ainsi
Se, = {t — 2+ A + Bet | (A, B) € R?}

On va déterminer A et B a ’aide des conditions initiales. On a
y(0)=A+B -2

y'(0) = NA + uB
On en déduit le systéme

A+B—-2=-2

M+ puB=0

L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (0,0).
Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy P5 est la fonction

Yyt =2

y// — 6

y(0) =8

y'(0) = -1
Ce probléme peut trés bien étre résolu de maniére simple sans utiliser la méthode vue en cours.
On sait que le probléme de Cauchy P53 admet une unique solution. Soit y cette solution.

On a alors y”” = 6. Ainsi 3/ est un primitive de la fonction constante égale & 6. C’est donc une fonction de
la forme 3 : t + 6t + K, oit K est une constante. On sait que 3'(0) = —1, ainsi K = —1.

Par suite y est une primitive de la fonction ¢ — 6t — 1. Elle est donc de la forme y : t — 3t> —t + C, on C
est une constante. On sait que y(0) = 8, ainsi C = 8.

Finalement 'unique solution du probléme de Cauchy Ps est

y:t—3t2—t+8

Retrouvons ce résultat en appliquant la méthode du cours
On retrouve ici ’équation différentielle
53 y" =6

L’équation homogéne associée est
Hs y" =0

Le polynome caractéristique de I'équation Hsz est P(z) = 2. P admet 0 comme racine double.
I’ensemble des solutions de Hs est donc

Sws = {y : t— A + Bte® | (A, B) € R?}

D’aprés le théoréme de structure de ’espace des solutions on sait que, si yg est une solution de &5 alors
I’ensemble des solutions de &3 est

Sey ={y+wvo., yecSu,}

Il nous faut donc trouver une solution particuliére de £5. On ne peut pas trouver de fonctions constante ou
affine qui fonctionne. On essaye alors les polynomes de degré 2 et on voit alors que ¢ — 3t est une solution
de &3 Ainsi

Se, = {t— 32 + A+ Bt, (A,B) € R?}
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On va déterminer A et B a ’aide des conditions initiales. On a

On en déduit le systéme

A=38

B=-1
L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (8, —1).
Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy Pj est la fonction

Yyt 32 —t+8

y' —6y +13y =0
y(0) =4
y'(0) =4
On sait que le probléme de Cauchy P4 admet une unique solution. On retrouve ici I’équation différentielle

&y y' — 6y +13y =0

Cette équation est homogeéne.
Le polynome caractéristique de I'équation Hy est P(z) = 2* — 62 + 13.
Déterminons les racines de P. Le discriminant de P est 36 —4 x 13 = —16. P admet deux racines complexes
conjuguées
A=3+2 w=3—2i

L’ensemble des solutions de &4 est donc
Sy, = {y : t— 3t (Acos(2t) + Bsin(2t)) , (A, B) € R?}
On va déterminer A et B a l'aide des conditions initiales. On a
y(0) =4
y'(0) =3A+2B

A=14
3A+2B =14

L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (4, —4).

On en déduit le systéme

Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy P, est la fonction
y:t— e (4cos(2t) — 4sin(2t))

On peut réutiliser ce que l'on a vu en trigonométrie pour mettre cette fonction sous une autre forme. Soit
t € R et soit z =4 — 4i = 4v/2e "%, Alors

4cos(2t) — 4sin(2t) = Re(Ze*) = 4v/2 cos <2t + %)
Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy Py est la fonction

y:t— 4v/2e% cos <2t + %)
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(P5)

y' — 4y +4y =38

y(0) =1

y'(0) =0

On sait que le probléme de Cauchy Ps; admet une unique solution. On retrouve ici I’équation différentielle

Es y' — 4y +4y =8

L’équation homogéne associée est
Hs y' — 4y +4y =0

Le polynéme caractéristique de I'équation Hs est P(x) = 2% — 4z + 4 = (z — 2)%
P admet un racine réelle double 2.
L’ensemble des solutions de Hs est

Sw, = {y : t — Ae* + Bte*' | (A, B) € R?}

D’aprés le théoréme de structure de ’espace des solutions on sait que, si yo est une solution de &; alors
I’ensemble des solutions de &5 est

Ses ={y+wvo., yeSus}

Il nous faut donc trouver une solution particuliére de . Pour cela on va commencer par essayer de trouver
une solution constante. Ici la fonction gy : ¢ — 2 est une solution de &s.

Ainsi
Se. = {t — Ae* 4 Bte* 42, (A, B) € R?}

On va déterminer A et B a ’aide des conditions initiales. On a
y(0) =A+2

y'(0) =24+ B

A+2=1
2A+B =0

L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (—1,2).

On en déduit le systéme

Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy P5 est la fonction

Yyt +(2t—1)e* +2

y'+y=0
y(0) =1
y'(0)=1

On sait que le probléme de Cauchy Pg admet une unique solution. On retrouve ici I’équation différentielle
& Y +y=0

Cette équation est homogeéne.
Le polynome caractéristique de I'équation Hg est P(x) = 2 + 1 = (z —4)(z +9).

P admet deux racines complexes conjuguées

A=i=0+i p=—i=0—1
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L’ensemble des solutions de & est donc
Sey = {y :t = Acos(t) + Bsin(t) , (4, B) € R*}

On va déterminer A et B a l’aide des conditions initiales. On a

On en déduit le systéme
A=1
B=1
L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (1,1).
Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy Pg est la fonction

y : t+— cos(t) + sin(t)

On peut réutiliser ce que l'on a vu en trigonométrie pour mettre cette fonction sous une autre forme. Soit
t € R et soit z=1+1i=+/2¢e"%. Alors, pour t € R, on a

cos(t) + sin(t) = v/2 cos (t — %)

Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy Pg est la fonction

y:tr—>\/§cos(t—%>

y// _ 1 — 2y/ + y
y(0) = -1
y'(0)=1
On sait que le probléme de Cauchy P; admet une unique solution. On retrouve ici I’équation différentielle

& Y -2 —y=1

L’équation homogéne associée est
He Y =2/ -y=0

Le polynome caractéristique de I'équation Hy7 est P(z) = 2% — 2z — 1.

Déterminons les racines de P. Le discriminant de P est 8. P admet deux racines réelles distinctes 1 — v/2
et 14 V2.

L’ensemble des solutions de Hr; est

S, ={y:t— A=Vt 4 Be1+v2)t (A, B) € R?}

D’aprés le théoréme de structure de ’espace des solutions on sait que, si yo est une solution de &; alors
I’ensemble des solutions de &7 est

857:{y+y05 yeSH7}

Il nous faut donc trouver une solution particuliére de &;. Pour cela on va commencer par essayer de trouver
une solution constante. Ici la fonction yg : t — —1 est une solution de &7.
Ainsi

Se, = {t = A=Vt L Bel+V2t _ 1 (4 B) e R?}
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On va déterminer A et B a ’aide des conditions initiales. On a
y(0)=A+B-1

y'(0)=(1-v2)A+(1+V2)B
On en déduit le systéme
A+ B=0
(1-V2)A+(1+V2)B =
V2 V2
47 4 )
Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy P est la fonction

£ 1\/)t \/_(1+f
4

L’unique solution de ce systéme est (A, B) = <—

Yyit— — -1

C’est-a-dire

y:t— \/Tie(u\/ﬁ)t (Qeﬂt — 1) —1

y'+y —2y=3
y(0) =0
y'(0) =2
On sait que le probléme de Cauchy Pg admet une unique solution. On retrouve ici I’équation différentielle
& yY'+y -2y=3
L’équation homogéne associée est
Hs  y'+y —2y=0
Le polynome caractéristique de I'équation Hg est P(z) = 2° 4+ — 2.
Déterminons les racines de P. Le discriminant de P est 9. P admet deux racines réelles distinctes —2 et 1.
L’ensemble des solutions de Hg est

Sy ={y:t— Ae”* + Be! | (A, B) € R?}

D’aprés le théoréme de structure de ’espace des solutions on sait que, si yg est une solution de &g alors
I’ensemble des solutions de s est

Ses ={y+y0, ¥ € St
Il nous faut donc trouver une solution particuliére de . Pour cela on va commencer par essayer de trouver
une solution constante. Ici la fonction yg : ¢t — —5 est une solution de &g.
Ainsi
Se, = {t — Ae 2 4+ Bel — ; , (A,B) € ]RQ}

On va déterminer A et B a l’aide des conditions initiales. On a
3

y'(0) =B —2A
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On en déduit le systéme
3
A+ B=—
+ 2
B—-2A=2

63

15
L’unique solution de ce systéme est (A, B) = < )
Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy Pg est la fonction

1 5 5, 3
e ——
Y g¢ +

_6 _—
39 79
yl/ + yl — 1
(Py) y(0)=3
y'(0) =2

Soit 3 'unique solution du probléme de Cauchy Py. Soit z = 3. Alors z vérifie

Z4z=1
2(0) =2
Ainsi z : t — e ' 4+ 1. y est alors une primitive de z. D’oul

yit —e l4t4+C
ou C est une constante.

Comme y(0) = 3 on alors C' = 4. Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy Py est

yit —e 4t 44
y" +12y +23y =0
(Pro) qy(0)=0
y'(0) =0
On sait que le probléme de Cauchy Py admet une unique solution. On remarque aisément que la fonction

y : t — 0 est une solution de Py.

Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy Py est

y:t—0

Réponse de ’exercice 6.3
On va procéder par analyse-synthése :

Soit (z,y) une solution du systéme. Alors
¥ =4x — 3y
D’ou

" =42’ — 3y =42’ — 302z —y) =42’ — 62 + 3y =42’ — 62 + (4o —2') = 32" — 2z
Ainsi 2 — 32" +2 = 0.

Le polynome caractéristique de cette équation est P(t) = 2 — 3t + 2. Les racines de P sont 1 et 2. Ainsi il
existe deux constantes réelles A et B telles que z : ¢ — Ae' + Be*.
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Par suite on a

D’on
3Aet 4+ 2Be?t
3

Ainsi, si x et y sont solutions du systéme alors il existe deux constantes A et B telles que

x:t— Aet + Be?t

3Ae! + 2Be?
3
Réciproquement il est facile de vérifier que, si x et y sont définies par

y:t—

x:t— Aet + Be?t

3Ae! + 2Be?
3
avec A et B deux constantes réelles, alors x et y sont solution de notre systéme.
Ainsi I’ensemble des solutions du systéme est

Yyt

Ae! + 2Be?
{(tHAet+Be2t,tr—> 36#) ,

(A,B) € R2}

Réponse de ’exercice 6.4

1. La fonction ¢ — [A](t) vérifie ’équation différentielle
y +aky =0

Ainsi, il existe C' € R telle que
Vt >0 [A](t) = Ce oM

La condition initiale [A](0) = [A]p nous donne alors C' = [A]y et donc

VE> 0 [A](t) = [A]ge” Ok
2. On cherche & déterminer le temps ¢ 1 tel que

> [A](t) < 4o

Vit
2

1
2

Soit t > 0, on a [A](t) < [A]p si et seulement si

e—Oék?t < 1
2
c’est-a-dire si et seulement si
; In(2)
~ ok
On a donc
In(2)
t1 =
2 «o
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Réponse de I’exercice 6.5

1. Dans le cas de I’évolution libre, uc est une solution de I’équation différentielle
, 1
y+-y=0
T

Ainsi il existe K € R telle que
VE>0 uc(t)=Ke r

La condition u¢(0) = ug nous donne alors

Ainsi il existe K € R telle que

La condition uc(0) = 0 nous donne alors

VE>0 uc(t)=U (1 _ e%)

Réponse de ’exercice 6.6

1. Dans le premier cas i est une solution de I’équation

’_|_i _g
y tauy_L

Ainsi, il existe K € R tel que

VYt > 0i(t) = Ke v + %

La condition i(0) = 0 nous donne alors K et on a

Vit > 0i(t) = % <1 - e—f)

2. Dans le cas de I’évolution libre, alors 7 est une solution de I’équation

, 1
y+o—y=0
tau

Ainsi, il existe K € R tel que
VYt > 0i(t) = Ke -0

La condition i(0) = ip nous donne alors K et on a

YVt > 0it) = ige r
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Réponse de ’exercice 6.7

1. Avec ces nouvelles notations on voit que u¢ est une solution de ’équation différentielle suivante :

wo

0y iy = felt)

y/l +

Remarquons que @ est toujours positif.

2. Dans cette situation u¢ est une solution de

w
y" + —Oy' —i—wgy = ng
Q
Le polyndme caractéristique associé est
w
P(z) =z + = + w?
Q
w2
On va déterminer les racines de P. Son discriminant est @(1 —4Q%)

1
e Ainsi, si Q < = alors P admet deux racines réelles distinctes

2Q 2Q 20
wo

L’ensemble des solutions de 1’équation homogene 3" 4+ ~=~y/ + wdy est alors

2Q

_ﬂt _wo\/1—4Q2t —womt 9
t—e 227 ( Ae 2Q + Be @ , (A,B)eR

YC1-/1-4QY) = - wo/1 — 4Q* et%%(—1+\/1—4Q%::—§L

wo/ 1-— 4@2
2Q

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére de ’équation avec second membre. La fonction

constante u : t — U convient.
Ainsi, il existe (A4, B) € R? tel que

wpV1-4Q2

Vi>0 wuc(t)=U+ ok <Ae_ 23 '+ Be =

De plus, on sait que ucu(0) = 0 et que i(0) = ug(0) = 0. On en déduit alors

A+B+U=0
g%p&-\ﬂ—AQﬂA+§5@1+\ﬂ—4Q%B:O
D’ou
A+B=-U
B—_ A= v
V1 —4Q2
Ainsi

_ _ 2 _ 2
Ao poltVi-4Q o _pltV1-4Q

2v/1 — 4Q2 B 2v/1 — 4Q2

Finalement on obtient

vu>01m@):U<1

—wpV1-4Q2 ‘

_—1+V1—Mye%(1¢TE%@_1+V1—Mye%(H¢TE%ﬁ

2¢/1 — 4Q? 2¢/1 — 4Q2

La forme exacte est peu élégante. On constate par contre que la tension uc(t) tend a s’équilibrer en la

valeur U.
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1
e SiQ = 3 alors P admet une racine double —wg. L’ensemble des solutions de 1’équation homogéne

w
D+ wy est alors

"
y+;

{t e ' (A+ Bt) , (A,B) e R?}

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére de ’équation avec second membre. La fonction
constante u : t — U convient.
Ainsi, il existe (A4, B) € R? tel que

Vt>0 uc(t)=U+e “" (A+ Bt)

De plus, on sait que ucu(0) = 0 et que i(0) = up(0) = 0. On en déduit alors

U+A=0
—WOA+B:0

D’ou
A=-U B= —WOU
Finalement on obtient
VE=0 uc(t) =U(1—e " —wyte ")
On constate de méme que la tension uc(t) tend a s’équilibrer en la valeur U.

1
e Enfin si @ > 3 alors P admet deux racines complexes conjuguées

%(_1 Ci/AQ2 1 et %(_1 +iy/4Q2 — 1)

L’ensemble des solutions de I’équation homogéne y” + ﬂy' + wgy est alors

Q

{t e 20! <Acos (%7 vii);—%) + Bsin <w07 “igz_lt>> , (A,B) € RQ}

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére de ’équation avec second membre. La fonction
constante u : t — U convient.
Ainsi, il existe (A4, B) € R? tel que

VS0 uc(t) = Ut el (A (@) + Bein (@))

De plus, on sait que ucu(0) = 0 et que i(0) = u(0) = 0. On en déduit alors

A+U=0
2 _
_Wo L woVART 1,
2Q 2Q
D’ou
A=-U
—A+/4Q%?—-1B =0
Ainsi 7
A=-U B=-—
4Q%2 -1
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Finalement on obtient

VE20 uc(t)=U <1—eggt (cos <w0 . 382 - 1t> + 4@12 = 1Sin <w0 : 222 — 1t>>>

La forme exacte est peu élégante. On constate par contre que la tension uc(t) tend a s’équilibrer en
oscillant en la valeur U.

Réponse de ’exercice 6.8

1. La position & l'instant ¢ est une solution du probléme

k k¢
y//+_y:_0
me m
_ 0
y(0) = 5

k
Le polyndme caractéristique de cette équation est P = X 2+ 2 qui admet deux racines complexes conju-
m

.|k .k
guées 14/ — et —14/ —.
m m

kl

k
La fonction constante ¢t — £y est une solution particuliére de I’équation 3" + —z = —0, ce qui est
m
physiquement logique, si on part de la position d’équilibre la masse ne bougera pas.
Ainsi, il existe (A4, B) € R? tel que

z:t— Acos (\/£t> + Bsin (\/£t> + £y
m m

l 1
On sait que z(0) = 50, ainsi A = —50.

Il nous manque une hypothése sur la vitesse initiale 2'(0) pour déterminer entiérement z. Pour simplifier
supposons que le solide parte sans vitesse initiale, soit 2’(0) = 0. On en déduit alors que

r : R — R

R

1 3
Le solide oscille donc entre les positions 50 et 70 avec une période de

2my/m
N

2. En prenant en compte le frottement visqueux on aboutit a
ma” (t) = —k(z(t) — lo) — M/ (t)

D’out au probléme
s oA, kK kly
Yy +—y +—x=—
m, ™M m
0
0 = —
y(0) =5

On prend A =2 x 1074, m =4 x 1072 et k = 25, ce qui nous donne le probléme

L, 2500 25006
20?y 1 YT
0

y(0) =3

y/l +
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La encore la fonction constante ¢ — £y est une solution particuliére de ’équation.

1 2500 1
Le polyndme caractéristique est alors P = X62+mX—i—T. Son discriminant est A = 20000 —2500 < 0.
-1 vV-=A -1 vV-=A
On a alors deux racines complexes conjuguées qui sont 100 + ZT et 100 +1 7

On peut remarquer que v —A vaut & peu prés 50, plus précisément ‘\/ —A — 50‘ < 1075, On prendra alors
v —A = 50 par la suite pour simplifier les écritures.
On en déduit qu'il existe alors (A4, B) € R? tel que

Tt e 0 (Acos(25t) + Bsin(25t)) + £

l 1
La condition z(0) = 50 nous donne A = —50. Si on suppose de nouveau que x’(0) = 0, on a alors B = 0,

d’on

z : R — R
t — %(Q—B_ZJWCOS(2525)>

¢ 3¢ s
Le solide oscille donc entre les positions 50 et 70 avec une période de > et une amplitude qui décroit

exponentiellement au cours du temps.

Réponse de ’exercice 6.9

On va procéder par analyse-synthése :

Soit f une fonction réelle deux fois dérivables telle que

VteR f'(t) = f(-t)

Alors
Ve R f'(t) = —f'(=t) = = f(t)

Ainsi f est une solution de I’équation différentielle 4" +1 = 0. L’ensemble des solutions de cette équation est
S = {t — Acos(t) + Bsin(t) , (4, B) € R}

Ainsi il existe (A, B) € R? tel que
Vte R f(t) = Acos(t) + Bsin(t)
On va utiliser ’équation pour obtenir plus d’information sur A et B. On a

Vt e R f'(t) = Beos(t) — Asin(t)

VteR f(—t) = Acos(t) — Bsin(t)

Ainsi, comme, pour tout réel ¢, on a f'(t) = f(—t) alors B= A et —A = —B, c’est-a-dire A = B.
On a donc montré que, si f vérifie
e R f(t) = f(—t)
alors il existe A € R telle que
VieR f(t) = A(cos(t) + sin(t))

Réciproquement, il est aisé de vérifier que, s’il existe A € R telle que

VteR f(t) = A(cos(t) + sin(t))
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alors f vérifie
VteR f'(t) = f(—t)
Ainsi I’ensemble des fonctions réelles deux fois dérivables f définies sur R vérifiant

VteR f/(t) = f(~t)

est
S = {t — A(cos(t) +sin(t)) , A € R}

Réponse de I’exercice 6.10

L’ensemble des solutions de I’équation y” — 3y’ + 2y = 0 est
S = {t+ Ae' + Be*" | (A, B) € R*}
Soit (A,B) € R? et f :t — Ae’ + Be?*. On va étudier les variations de f. On a
VteR f/(t) = Ae' +2Be* = ¢' (A + 2Be")

Si B est nul alors f est croissante si A est positif et alors m[ax} f(z) = f(1) et si A est négatif alors f est
z€[0,1

)

décroissante et max f(z) = f(0)
z€[0,1]

A
=35 On en déduit alors

A
que, si 5B ¢ [1;¢€], alors f’ ne s’annule pas sur [0,1]. Comme f’ est continue alors f’ est de signe constant.

Supposons alors B non-nul. Soit ¢ € [0,1] on a f/(t) = 0 si et seulement si e’

Si A et B sont négatifs alors f est décroissante et

max f(x) = f(0)

z€[0,1]

Si A et B sont positifs alors f est croissante et

max f(z) = /(1)

z€[0,1]

A A
Si A est positif et B est négatif alors f est croissante sur ] —00,In <_ﬁ)] et décroissante sur [ln <_ﬁ> ,+oo [,

A
on a alors f(1) = xrg[%ﬁ]f(x) si In <_@ >1

A A
Si A est négatif et B est positif alors f est croissante sur ] —00,In <_ﬁ>] et décroissante sur [ln <_ﬁ> ,+oo [,

A
en étudiant les variations de f on voit alors que f(1) = m[%ui] f(x) siln <_ﬁ> < —In(2(1 —€)).
ze|0,

Ainsi I’ensemble des solutions de ’équation
y' =3y +2y=0

qui vérifient

f() = Irg[gﬁf(w)

est

A

{t — Ae'+Be? | (A,B) € (R;)?}U{t — Ae'+Be* | (A, B) € R? avec In <_E

> €]—o0, — In(2(14e))]U[1, 400}
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Chapitre 7

Suites réelles

Exercices

Exercice 7.1

Déterminer le terme général des suites suivantes en fonction de n

=-3
1. 410 4.
VneN upp = —uy
=-2
2. {10 5.
VneN upy =3u, —4
us = 1 6
"\ Vn e [3, 40 uni1 = up +2 '

U1:2
U1:1
UQ:4

Vn € [1, 400 upy1 = up

Vn e [1,400] tupt1 = —up +2

Vn € [2,400] upt1 = du, +1

Exercice 7.2

Déterminer le terme général des suites suivantes en fonction de n

ug = -1

1. Uy = 2 4.
Vn €N Upyo = 2Upt1 — Up
Uy = 3
Vn € N* Up42 = 3Upy1 + 4Uy
ug = 1

3. up = —2 6

1 .

vn e N —Upt2 — SUpt1 + 6uy =0

2

UQ:1
U1:0
VneN
UQ:2
U1:2
Vn €N
UQZO
U1=O
Vn €N

Un+2 + 5un+1 + 6un =0

Upt2 + 13uy = 6upy

Upto = —12upy1 — 23uy,

Exercice 7.3

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifiez.

1. Si une suite est bornée & partir d’un certain rang, alors elle est bornée.
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[\

. Si la suite (uy,)nen est bornée, alors elle converge.

w

. Si (up)nen converge, alors (u,)nen est bornée.

W~

. Si, pour tout n € N, u,, > 0 et si (up)nen converge vers L, alors L > 0.

ot

_ cos(n?)
. La suite [ ————= | est convergente.
n+1

6. Si, pour tout n € N, up, < vy, et si lim v, = L, alors lim wu, < L.
n—oo n—oo

Exercice 7.4

On considére la fonction
f: R\{3} — R

. rz—4
T
r—3
et la suite (up)nen définie par ug =1 et
Uy — 4
n Unp1 = f(un) w, — 3

Montrer que, pour tout x €] — 00, 2], f(z) < 2.
Montrer que la suite est bien définie et que, pour tout n € N u,, < 2.

Montrer que I'équation f(z) = x admet une unique solution a sur R € \{3}.

- W o=

On définit la suite (vy,)nen par
1

Up — Q

YneN v, =

Montrer que (v, )nen est une suite arithmétique.

5. En déduire une expression de u, en fonction de n.

Exercice 7.5
Soit (up)nen et (vn)nen deux suites réelles vérifiant

Vn € N Up4+1 = —10u, — 28v,
Un+1 = 6uy + 16w,

uO:1 U():l

1. Soit n € N, exprimer u,2 en fonction de ;11 et uy,.

2. En déduire une expression de u, en fonction de n.

Exercice 7.6
1. Déterminer toutes les suites (uy)nen telles que
¥Yn € N un+1:un+n2
2. Déterminer toutes les suites (u,)nen telles que

Vn €N Upt1 = Uy + 27
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3. Déterminer toutes les suites (u,)nen telles que
Vn e N Uny1 = (n+1)%u,
4. Déterminer toutes les suites (u,)nen telles que

Vn € N Upt1 = 2" Uy,

Exercice 7.7

Soit (un)nen la suite définie par récurrence par

ug = 1
VneN, upt1 =+V2u,

Déterminer une expression de u,, en fonction de n.

Exercice 7.8

Soit (un)nen la suite définie par récurrence par

ug = -1
uyp = 2
Vn € N upyo = 6upy; — 13u, + 16

Déterminer le terme général de la suite (uy)nen en fonction de n. On pourra considérer K 1'unique solution de
léquation z = 6x — 13z + 16 et étudier la suite (v, )nen définie par

vneNv, =u, — K

Exercice 7.9

On consideére la croissance d’un amas de bactérie dans une boite de Pétri. L’amas croit uniformément dans toutes
les directions. On suppose que le taux de reproduction des bactéries est proportionnel & la surface de contact
entre 'amas et le milieu nutritif. On note u,, le nombre de bactéries au jour n. Une modélisation mathématique

meéne au modeéle suivant : ;

Vn €N Upt1 = ru

our > 0.
Déterminer le terme général de la suite (uy,)nen en fonction de n et de uy. On pourra par exemple considérer
la suite (v, )nen définie par
Vn € N v, = In(uy,)

Exercice 7.10 (Oral Agro-Véto 2016)

Un scientifique étudie une population de souris femelles uniquement. Il note les propriétés suivantes :
— Chacune des souris donne naissance en moyenne & une femelle pendant sa premiére année de vie et a 8
femelles pendant sa deuxiéme année
— La probabilité pour qu’une souris femelle survive une deuxiéme année est de 0.25 et il n’y a aucune chance
qu’elle survive au-deld de la deuxiéme année.
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On distingue donc deux catégories de souris femelles : les jeunes, dgées de moins d’un an et les adultes dont 1’age
est compris entre un et deux ans. Notons pour tout entier naturel n, aprés n années, j, le nombre de jeunes
souris femelles et a,, le nombre de souris adultes femelles.

1. Soit n € N. Expliquer pourquoi les hypothéses ci-dessus peuvent se traduire par le systéme suivant :
Jn+1 = Jn + 8an
ans1 = 0,25j,

On considére que la population initiale est composée de 20 jeunes souris femelles et d’aucune souris adulte
femelle.

2. Exprimer j, et a, en fonction de n

Exercice 7.11

Déterminer si les suites suivantes ont une limite et, si oui, la calculer

L (222) 1. (exp(2 +In(3 -+ 1)) e 2.
neN 12. (exp(2n)3 - exp(3n)2)

(
neN 13. ((7162")3 - (2“€3n)2> - 2 <ln <1 i %>>neN
(

[N
g
=
—~
S
[\
+
[\
=

neN

w
—
)

3
|
3
~—
3
m
Z,

4 3
(—1)" 14, (20n _+8n 22 ((=1)"In (14—
4. 1+n+1 n24+1 neN n+1/)),cx
neN .
. (( R ) 5 <2n3 _i_gnsm(n)> 23. (In(v/n) —In(n)),
S +3
In(n + 4) neN 371 neN 24. (In(n + 1) — In(n)),
6. (6n+(—1)n) 16. (In(n° +1) = 3In(n +2)), o
net (—1)2" + 2n 25. (22
e 17. (=L T U3 )
Bz (P31 ) e
neN n —-n
8. (e — e??n) 8 ((—1)%2 +3n+ 1> 26. (5" =57"),cn
: neN .
9. (e72 —e™) 10n? 410 neN 27. (3" —6°" + 273")n€N
neN 4n
10, (L& . (Z 0s (|71
entl ) o no) 3 .

Exercice 7.12

Soit (un)nen la suite définie par

ug > 1
Unt1 = 1+ In(uy,)
1. Montrer que (uy,)nen est bien définie et est minorée par 1.

2. Montrer que (uy,)nen est décroissante et étudier sa convergence.

Exercice 7.13
Soit (un)nen la suite définie par

ug =

| Do =

V2 —uy,

Un4-1
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1. Justifier que, pour tout entier n, u, € [0,2]. Calculer uy et us. (up)nen est-elle monotone ?
2. Soit f : [0,2] — [0,2] . Montrer que f o f est croissante.
z = 2—=x
3. En déduire la monotonie des suites (u2y,)nen €t (U2nt1)neN
4. Montrer que ces deux suites convergent et déterminer leurs limites.

5. La suite (uy)nen est-elle convergente ?

Exercice 7.14

Soit (un)nen la suite définie par
ug =0 VneN upp1 =vV2+ uy

1. Montrer que la suite (u,)nen est bien définie

1
2. Montrer que, pour tout entier n, |u,4+1 — 2| < §]un —2J.

1

3. En déduire que, pour tout entier n, |u, — 2| < o1

4. La suite (up)nen converge-t-elle 7 Si oui, quelle est sa limite ?

Exercice 7.15
Pour n € [3,4o00[ on définit I'équation
(E,) 2"+ 2? + 20 —1=0

. Montrer que, pour tout entier n > 3, (E,) admet une unique solution sur R;. On notera z,, cette solution

=
. Montrer que, pour tout entier n > 3, x,, €]0,1]

1
2

: : . 1
3. Montrer que la suite (z,,)n>3 est croissante et majorée par 3
4

. Montrer que la suite (x,),>3 converge et déterminer sa limite

Exercice 7.16

Déterminer les limites des suites (u,)neN, (Vn)neN, (Wn)nen définies par

n n n

x 1 1 1
vn € N u":Zﬁ vnzzm wnzzm

k=1 k=1 k=1

Exercice 7.17
Pour n € N on pose
~ (—1)F
Sp = —
n Z L
k=1
Montrer que les suites (So2;,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes. Que peut-on en conclure ?

Exercice 7.18
Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b. On définit deux suites (an)nen €t (bn)nen par
an+1 = V anbn

ap=a by=>b VneN an + by
n+1 = 9
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Montrer que ces deux suites sont bien définies.
Montrer que, pour tout entier n, a, < by,.
Montrer que (a,)nen est croissante et (b, )nen est décroissante.

Montrer que ces deux suites sont convergentes.

A s

En déduire qu’elles sont adjacentes.

Exercice 7.19

On définit deux suites (un)nen €t (Vn)nen par

1
n xn!

n
1
Vn €N U"ZZE Vp = Uy, +
k=0 """
1. Montrer que (up)nen et (v )nen sont adjacentes. On note L leur limite commune.
2. Donner un encadrement de L d’amplitude inférieure a 0, 01.

3. Que pensez-vous alors de L7

Exercice 7.20
On définit deux suites (up)nen et (un)nen par ug =1, vg = 2 et

2uy, X Up Uy, + Up
WnEN, Uy =y, =T
Uy, + Uy, 2

Montrer que les suites (uy )nen et (un)nen convergent et donner leurs limites respectives.

Exercice 7.21
A toute suite (up)nen € RY on associe la suite (Un)nen définie par

_u1+...+un
n

Vn € N* U,

On appelle v la moyenne de Césaro de wu.
1. On suppose que (uy,)nen converge. Prouver qu’alors (v, )nen converge et ce vers la méme limite.

2. Etudier la réciproque.

u
3. On suppose que la suite (up)nen vérifie lim(uy4+1 — uy) =1 € R. Prouver qu’alors lim (—") =1
n
1
4. Soit (wp)nen définie par wy > 0 et par, pour tout n € N, wy,41 = w, + — .
n

(a) Prouver que cette suite est croissante et tend vers +oc.

(b) En déduire que lim (w2 ; — w?) = 2.

Exercice 7.22

Soit (un)nen la suite définie par récurrence par

ug > —1
Vn € Nuyrr =v1+u,

1. Montrer que la suite (u,)pen est bien définie
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2. Soit f : |—1,4+00] — R
T — 14+
Déterminer 1'unique point fixe o de f sur | — 1, 4o00[.
3. Montrer que, si —1 < uy < a alors (uy)pen est croissante et, si ug > « alors (uy)nen est décroissante.

4. En déduire que, quel que soit ug > —1, la suite (u,)nen est convergente.

Exercice 7.23

On consideére la suite (uy,)pen définie par
ug € [—1,1] et upyp1 =1 — p x u2, on u €]0,1]

1. Montrer que
VneN, wu,e€[-1,1].

2. Montrer que la suite converge si, et seulement si,

3

3. Montrer que, pour tout p € ]0,1], les suites (ugp)nen €t (U2n4+1)neN convergent.

Exercice 7.24

ug € R
Upt1 = sin(uy)

T
1. Siug € [O, 5} , montrer que (uy)neN est une suite décroissante. (Dans cette question et les suivantes, il est

On définit la suite (up)nen par

important de faire un dessin)
. ™ . .
2. Siwug € {—5,0}, montrer que (u,)pen st une suite croissante.

3. Pour ug réel quelconque, montrer que (uy)nen est une suite convergente et donner sa limite.

Exercice 7.25

Etudier la nature de la suite (u, )nen définie par

ug = a
_ 2
Uprl = Uy — Uy,

en fonction du parameétre a.

Exercice 7.26

1. Montrer que, pour tout n € N* I’équation
r+Inxr=n
admet une unique solution que ’on notera x,.
2. Montrer que la suite (z,,)nen est strictement croissante.

3. Montrer que lim =z, = 4o00.
n—-+o0o
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Exercice 7.27

Pour chacune des suites suivantes donner un équivalent et sa limite.

w
7 N
—
]
N
S
vl 3
+ |+
W ot

S
N———
N————
3
m
Z

—
o

=~

n+1
5. <n21n< 2 > 13 n+(_1)n
. nel " \n—1In(n)3 neN
6. (nIn(1+e™™)), In(n? + n)
S 14, <7>
7. (4n n +1>n€N n+n en
g < n2—i—1> 15 <\/n3+n—i—1>
3/.3 _
n+3 e n3 —3n+1 e

Exercice 7.28

Déterminer la limite de la suite (uy,),cy définie par

sin () tan (2)

(e 1) /2 m(1+ %)

Vn € N Uy =

Exercice 7.29

Soit z € R. Déterminer la limite de la suite

Exercice 7.30

Soit o € RY Montrer que [an| ~ an

Réponses

Réponse de 1’exercice 7.1

1 UQ=—3
. Vn € Nuyir = —uy
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Cette suite est géométrique de raison —1. Ainsi il existe un réel A tel que
VneN wu, =A(-1)"

On a, en particulier ug = A = —3.
Ainsi
VneN wu, =-3x(-1)"

9 ug = —2
' Vn € Nuyr1 =3u, —4
Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique. Soit ¢ 'unique réel vérifiant

c=3c—4

C’est-a-dire ¢ = 2.

On a alors
{Vn € Nupy1 =3u, —4

c=3c—4

En soustrayant la seconde ligne de la premiére on a alors
VneN upp1 —c=3(up —c)
La suite (u, — 2)nen est donc une suite géométrique de raison 3. Il existe alors un réel A tel que

YneN wu,—2=A3"

On a, en particulier,
ug — 2=A=-4

Ainsi
VneN wu, =2+ (—4) x 3"

3 us = 1
| Vn e [3, oo tnt1 = up + 2
Il s’agit ici d’une suite arithmétique de raison 2. Ainsi, il existe un réel A tel que

Vn € [3,+o0] up,=A+2n

On a, en particulier, u3 = A+ 6 =1, d'ou A = -5
Ainsi
Vn € [3,+o0] up,=-54+2n

A {ul =2
Vn € 1, 400 unt1 = up
Il s’agit ici d’une suite constante. On a, de plus u; = 1.
Ainsi,
Vne N wu,=1
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Uy = 1
" \vne [1, +00] upt1 = —up + 2
Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique. Soit ¢ 'unique réel vérifiant

c=—c+2

C’est-a-dire ¢ = 1.

On a alors

Vn € N[1, 400 upt1 = —up + 2
c=—c+2

En soustrayant la seconde ligne de la premiére on a alors
Vn e [1,400[ upy1 —c=—(u, —c)
La suite (un — 1)peq, 100 €t donc une suite géométrique de raison —1. Il existe alors un réel A tel que
Vn e [1,4+o00] wu,—1=A(-1)"

On a, en particulier,
Uy — 1= —A = 0

Ainsi
YneN wu,=1

6 U9 = 4
| Vn € [2, 400 tng1 = Suy, + 1
Il s’agit d’une suite arithmético-géométrique. Soit ¢ 'unique réel vérifiant

c=b5c+1

1
C’est-a-dire ¢ = 1

On a alors
Vn € [2, +0o[ upt+1 = Bu, + 1
c=5c+1

En soustrayant la seconde ligne de la premiére on a alors

Vn € [2,+00o] upt1 —c=5(up —c)

1
La suite <un + - est donc une suite géométrique de raison 5. Il existe alors un réel A tel que

4>n€[[2,+oo[[
1
Vn € [2,+o0o] un+ = A5™

On a, en particulier,

1 17
I o4 =t
17
Diott A = —— Ainsi
ST T 17 17 x 57 — 25
X J—
VneN u, = —— 4+ —— x 5" =
nEN Un =0 100 100
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Réponse de ’exercice 7.2

Uug = -1
1. Uy = 2
Vn € Nupio = 2upy1 — upy

Soit P(x) = 2® —2x+1 le polynome caractéristique de la suite (uy, )nen. Pour 2 € R, on a P(z) = (z —1)?,
ainsi P admet une racine double qui est 1.
On en déduit qu'il existe (A, B) € R? tel que

VneN u,=Ax1"+Bnx1"=A+ Bn
On sait de plus que
uO:A:—l et U1:A+B:2

D'ou (A,B) = (—1,3) et
VneN wu,=3n-1

up = 3
2. U2 = 17
Vn € N* Up42 = 3Upy1 + 4Uy

Soit P(x) = 2% — 3z — 4 le polynome caractéristique de la suite (uy )nen. Déterminons les racines de P. Le
discriminant de P vaut 25, il admet donc deux racines réelles simples qui sont 4 et —1.
On en déduit qu'il existe (4, B) € R? tel que

VneN* w,=Ax4"+ B(-1)"

On sait de plus que
u =4A—-—B=3 et wuy=16A+B =17

Dou (A,B) = (1,1) et
Vn e N* w, =4"+(-1)"

3. {ur=-2
1
Vn eN §Un+2 — 3un+1 + 6un =0

1
Soit P(x) = —a? — 3z + 6 le polynome caractéristique de la suite (uy )pen+. Déterminons les racines de P.

Le discriminant de P vaut —3, P admet donc deux racines complexes conjuguées qui sont
34+iV3=2V3e"S et 3—iV3=2/3e"%
Ainsi, il existe (A4, B) € R? tel que
YneN wu, = <2\/§)n (Acos <%T) + Bsin <%T>>

On sait de plus que
uO:A: et U1:3A+B\/§:—2

-5
D'ott (A, B) = (1, —> et

et = (2v8)" (con (1) - s (1))
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ug = 1
4. ul =0
Vn € N upio + dupt1 + 6uy, =0

Soit P(x) = 2* + 5z + 6 le polynome caractéristique de la suite (uy)pen. Déterminons les racines de P. Le
discriminant de P vaut 1, P admet donc deux racines simples réelles qui sont —3 et —2.

Ainsi, il existe (A, B) € R? tel que
VneN wu, =A(-2)"+ B(-3)"

On sait de plus que
u0:A+B:1 et U1:—2A—3B:0

Dot (A, B) = (3, —2)

Ainsi
VneN wu,=3x(-2)"+2x(=3)"
ug = 2
D. uy = 2

Vn € N upio + 13uy, = 6uppq

Soit P(z) = 2* — 6x + 13 le polynome caractéristique de la suite (uy)nen. Déterminons les racines de P.
Le discriminant de P vaut —16, P admet donc deux racines complexes conjuguées qui sont 3+ 27 et 3 — 2i.

Im(z
Notons z = 3 + 24, puisque Re(z) > 0 on sait que arctan (R—E;> est un argument de z. Ainsi
e(z

3+92i = /13eiarctan(§) et 39 = /13e—iarctan(§)

Ainsi, il existe (A4, B) € R? tel que

vneN u, = (Vi3)" (A cos <n arctan (%)) + Bsin <n arctan (%)))

On sait de plus que ug = A =2 et

— ARe(3 4 2i) + BIm(3 + 2i)
=34+ 2B

D’ou1 3A 4 2B = 2. On obtient donc (4, B) = (2,—2)

Ainsi , ,
n
VneN wu, = <\/1—3) <2 cos <n arctan <§>> — 2sin <n arctan <§>>>
ug = 0
6. ul = 0
Vn € Nupio = —12upy1 — 23u,
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Ici il est tout & fait possible d’appliquer la méthode précédente pour obtenir le résultat mais ce serait une
perte de temps. En effet, on sait qu’il existe une unique suite (u,)nen vérifiant

ug = 0
uy = 0
Vn € Nupio = —12upy1 — 23u,

On peut constater que la suite constante (¢, )pen définie par
YneN ¢,=0

vérifie ces conditions. Ainsi
VYninN u, =0

Il est également possible (voire souhaitable) de procéder par récurrence pour montrer que, pour tout entier
neN, u, =0.

Réponse de I’exercice 7.3

1. Si une suite est bornée & partir d’un certain rang, alors elle est bornée. VRAI
Soit (uy)nen une suite bornée a partir d'un certain rang. Soit alorsM > 0 et N € N tels que

Vn>=N Ju,| <M
La famille (ug,---uy_1) est une famille finie. Elle est donc bornée, soit alors M’ tel que
Vn e 0,N —1] |un| < M’
On a alors
VneN  |u,| < max(M,M")

La suite (up)nen est donc bornée

2. Si la suite (up)nen est bornée, alors elle converge. FAUX
La suite (v, )nen définie par
VneN v, =(-1)"
est bornée mais ne converge pas
3. Si (up)nen converge, alors (uy,)nen est bornée. VRAI
Il s’agit d’un résultat du cours
4. Si, pour tout n € N, u,, > 0 et si (uy,)nen converge vers L, alors L > 0. FAUX
La suite (uy,)nen définie par

1
vneN wu, =—
n

vérifie bien que, pour tout n € N, u,, > 0 mais (u,)nen converge vers 0.

3
5. La suite <cosj_n )> est convergente. VRAI

n+1
Considérons les suites (up)nen et (vp)nen définies par

-1 1
Uy, =

¥Yn € N =
" tn n+1 n-+1
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On a alors (n?)
cos(n
Vn € Nu, < ] Up,
De plus (un)nen €t (vp)nen convergent toutes les deux vers 0. Le théoréme des gendarmes nous assure
) cos(n?)
alors que la suite converge vers 0.
n+1
6. Si, pour tout n € N, u,, < vy, et si lim v, = L, alors lim u, < L. FAUX
n—oo n—oo
A priori rien ne nous assure que la suite (u,)neny admet une limite. Par exemple, on a, pour tout n € N,
1
()" <1 + —,etsi lim 14 — = 1. Mais la suite (uy)nen n’admet pas de limite.
n—o00 n

Réponse de ’exercice 7.4

1. Montrer que, pour tout = €] — 00,2|, f(z) <
La fonction f est dérivable sur ] 00, 2| en tant que quotient de fonctions dérivables
Sa dérivée est ( 3 ( 2 )
x—3)— (x—
Vz €] —00,2] f(z)= =
vl =002 fla)= T =

f est donc croissante sur | — 0o, 2]. On en déduit donc que, pour tout x €] — 00,2, f(x) < f(2). De plus
f(2) =2. Ainsi
Vo €] —o00,2] f(x) <2

2. Montrer que la suite est bien définie et que, pour tout n € N u,, < 2.
On va montrer par récurrence que, pour tout entier n, u, est bien défini et vérifie u,, < 2.
Initialisation :
ug est bien définie et vérifie ug < 2
Hérédité :
Soit n € N, on suppose que u, est bien défini et vérifie u,, < 2.
Ainsi, puisque u,, # 3, f(uy) est bien défini. De plus, comme u,, < 2 alors, d’aprés la question précédente,
flun) <2
Ainsi, u,11 est bien défini et vérifie u,11 < 2.
On a donc montré par récurrence que, pour tout entier n, u, est bien défini et vérifie u,, < 2.
3. Montrer que ’équation f(x) = x admet une unique solution « sur R € \{3}.
On va résoudre 1'équation f(z) = = sur R € \3. On procéde par analyse-synthése.

Soit x € R € \{3} tel que f(z) = z. Alors
z—4

r—3

D’ou
2 —3zx=x—4
Ainsi z est une racine du polynéme P(z) = 2? — 4z +4 = (z — 2)*>. D’ou z = 2.
Ainsi, si z € R € \{3} vérifie f(z) = x alors nécessairement = = 2.
Réciproquement, il est aisé de vérifier que f(2) = 2.
Ainsi on a montré que, pour z € R € \{3}, f(x) = z si et seulement si z = 2. C’est-a-dire, on a montré
f(z) = z admet une unique solution sur R € \{3} et cette solution est 2.
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4. On définit la suite (v, )nen par
1

Up —

YneN v, =

Montrer que (v, )nen est une suite arithmétique.
Soit » € N, on a

Un+1 =

upn—4 _
Un—3 2

Up — 3
Up — 4 — 2(up — 3)
Up — 3

2 —uy,
U, —2—1
2 —up,
:un—2+ 1
2—u, up—2

=—-1+uv,

Ainsi, la suite (v, )nen est une suite arithmétique est une suite arithmétique de raison —1.

5. En déduire une expression de u, en fonction de n.
On sait que (v, )nen €st une suite arithmétique est une suite arithmétique de raison —1. Ainsi, il existe

A € R tel que
VneN v, =A+(-1)n=A—n
Alors
1 1
VneN wu,=—+2= +2
Un, A—n
De plus ug = 1, d’ot A = —1. on en déduit que
Vn €N =2 !
" tn = n+1
Réponse de ’exercice 7.5
On sait que (up)nen et (vn)nen vérifient
Vn € N Up4+1 = —10u, — 28v,
Up41 = buy + 160,
D’out (un)nen €t (vp)nen vérifient
Up4+1 = —10u, — 28v,
Vn € N Q upiro = —10upt1 — 280541

Un+1 = 6uy + 16w,
Ainsi, pour n € N, on a

Upyo = —10Up41 — 28up41
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= —10up 1 — 28 (6u, + 16vy,)
= —10up 41 — 168u, + 16 x (—28v,)
= —10up41 — 168uy, + 16(upy1 + 10uy,)
= —10uyp41 — 168u,y + 16un + 1 4 160w,
= 6up4+1 — Sup,
Ainsi la suite (u,)pen vérifie
Vn € N upyo = 6upy1 — Suy

Soit alors P(x) = z* — 6z + 8 le polynome caractéristique de la suite (uy)nen. P admet deux racines simples
réelles qui sont 2 et 4. Ainsi, il existe (A, B) € N tel que

VneN wu,=Ax2"+ B x4"
on sait de plus que ug = A+ B =1 et
w1 = —10ug — 28vg = —38 = 2A + 4B

D'oti (4, B) = (21, —20)
Ainsi
VYneN wu, =21 x2"—20 x 4"

Par suite on a

— -1 —42 — 210)2™ 200)4"
VneN o, = Un+128 Uun:( 0) 2;-(80—{— 00) x4 10 x 4"

Réponse de ’exercice 7.6

1. Soit (uy)nen une suite telle que
Vn € N un+1:un+n2

Pour n € N on a alors
Uy =ug+ 0>+ 12+ + (n—1)?
n—1
0+ 3
k=0

(n—1)n(2n —1)
6

Ainsi, les suites (uy,)nen telles que

Vn e N un+1:un+n2

(n—1)n(2n —1)
6

sont les suites de la forme <K + ) avec K € R.
neN

2. Soit (uy)nen une suite telle que
Vn € N Upt1 = Up + 27

Pour n € N on a alors

Up =up+2° + 28 4+ 42771
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Ainsi, les suites (uy,)nen telles que
Vn € N Upt1 = Uy + 2"

sont les suites de la forme (K +2" — 1), . avec K € R, c’est-a-dire les suites de la forme (C +2"), _y
avec C' € R.

3. Soit (un)nen une suite telle que
Vn e N U1 = (n+1)%u,

Pour n € N on a alors

Uy =g X 12 x 22 x -+ x (n— 14 1)?

Ainsi, les suites (uy,)nen telles que
VneN  upi = (n+1)%u,

sont les suites de la forme (K x (n!)2)n avec K € R.

€N
4. Soit (un)nen une suite telle que
Vn €N Upt1 = 2" Uy,

Pour n € N on a alors

Up = ug X 20 x 28 x ..o x 2nt

n—1
= Up X H 2k
k=0
n—1
= Ug X 22k=0 k

(n=1)n
= Uug X 27 2

_ uo\/in(n—l)

Ainsi, les suites (uy)nen telles que
Vn €N Upt1 = 2" Uy,

sont les suites de la forme <K X \/in(n_l)> N avec K € R.
ne
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Réponse de ’exercice 7.7

Commencons prouver que la suite est bien définie et vérifie

Vn € N Uy > 0

Initialisation :

ug est bien défini et on a ug > 0.

Hérédité :

Soit n € N, on suppose que u,, est bien défini et vérifie u,, > 0.

Comme u,, > 0 alors v/2u,, est bien défini. Ainsi u,,; est bien défini et on a u,,; = v2u, > 0. Ce qui
prouve la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.

On sait que, pour tout n € N, u,, > 0, on peut alors définir la suite (v5)nen = (I0(un)),en-

Pour n € Non a

Un+1 = (un—i—l)

= In(v/2uy)

In(2uy,)

A
g
&
+

<
3
+
—_
=
—~
[\
SN—

N~ N~ N~

[\)

1 In(2
La suite (vp)nen est donc arithmético-géomeétrique. Soit ¢ tel que ¢ = ¢ + né ), c’est-a-dire ¢ = In(2).

La suite (v, — ¢)nen est géométrique de raison 5 on en déduit que

1 In(2)

Vn € N, vy, =1n(2) + — on (vp —In(2)) = 1n(2) —

Ainsi

In(2
Vn € N, Up = exp(vn) = exp <1n(2) . D( )) _ 2172%

Réponse de ’exercice 7.8
Soit K l'unique réel tel que K = 6K — 13K + 16, c’est-a-dire K = 2. On a alors

Vn € Nupyro = 6upy; — 13u, + 16
K =6K — 13K + 16

En soustrayant la seconde ligne de la premiére, on obtient alors
Vn € Nupio — K = 6(up+1 — K) — 13(up, — K)
Soit (v )nen la suite définie par
Yn € vy =1u, —2

La suite (vp)nen veérifie alors

Vo = -3

v = 0

Vn € N oo = 6vpp1 — 130,
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Ainsi, il existe (A4, B) € R? tel que

YneN v, = V13" (A cos <n arctan (;)) + Bsin (n arctan <§>>>

On a, en particulier,

2 2
vo=A=-3 etv =AV13cos <arctan <§>> + BV13sin (arctan <§>> =0

D’ou
A=-3 et3A+2B=0

Ainsi (A, B) = ( -3, g

On en déduit que

n 2 9 2
VneN wu,=2+13 (—3 cos <n arctan <§>> + 3 sin <n arctan <§>>>

Réponse de I’exercice 7.9

Il est aisé de monter que, pour tout entier n, u, > 0. On définit alors la suite (v, )nen par
Vn € N v, = In(uy,)

5
Upt1 = In(tpy1) = In (ru%) =In(r) + gln(un) =In(r) + gvn

. . . . 5 .
Si r =1 alors la suite v, est géométrique de raison 3 Dans ce cas; il existe A € R tel que

vneN v, =1 (g)

WneN u, = exp <ln(u0) <§)n>

Si r # 1 alors la suite (v, )nen est arithmético-géométrique

D’on

31n(7°)).
2

Soit ¢ I'unique reéel tel que ¢ = In(r) + 36 c’est-a-dire ¢ = —

5
La suite (v, — ¢)nen est alors géométrique de raison 3" Ainsi

VneN v, =c+ (vg—c) (g)

Vn e N un:exp<c—|—(v0—c)<§>>
1 3 5\"

VneN wu,=—exp|In|ugr2) (=
p( (v ><3>)

D’on

C’est-a-dire
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Réponse de I’exercice 7.10

1. La modélisation ici est assez transparente. Il peut étre bon de signaler que ’on suppose que la population
modélisée se comporte selon I’évolution moyenne observée, ce qui est une hypothése acceptable quand on
travaille avec des populations de tailles assez grandes.

Soit m un entier. A la génération n + 1 combien a-t-on de souris adultes ? Puisqu’aucune souris adulte ne
peut survivre deux ans, les adultes de la génération n+ 1 ne peuvent étre que des jeunes de la génération n,
ceux-ci ont une chance sur quatre de survivre, on va alors modéliser cela par exactement un quart d’entre
eux survivent.

Et combien de jeunes souris a la génération n 7 Il s’agit des souris nées lors de la derniére génération. On
va supposer que chaque souris de la génération n se comporte exactement comme la moyenne et donne
naissance a exactement une femelle si elle est jeune et & exactement 8 femelles si elle est adulte.

En notant, pour tout entier naturel n, aprés n années, j, le nombre de jeunes souris femelles et a, le
nombre de souris adultes femelles.On tire le systéme suivant

WneN It Tt é.gan
an+1 = 0,257,

2. On sait que (jn)nen et (an)nen vérifient
wnen izt ?an
an+1 = 0,257n
D’out (jn)nen et (an)nen vérifient

Vn e N Jnt2 = Jnt1 f8an+1
tni1 = 0,25,

Ainsi, la suite (j, )nen veérifie
VneN  jnt2 = jns1+ 2in

Soit P(z) = 22 — 2 — 2 le polynome caractéristique de la suite (j,)nen. P admet deux racines simples qui
sont 2 et —1. Ainsi, il existe (A4, B) € R? tel que

VneN j,=Ax2"+Bx(-1)"

40 20
On sait que jo =20 = A+ B et j; = jo +8ap =20 =2A — B.D’ou (A,B) = <§,§>

On obtient alors
40 x 2™ 4+ 20 x (—=1)"

3

VneN j,=

et
ine1 — J 40 x 2™ — 40 x (—=1)"
Vn € N an——j" Jn _ 5 (=1)

Réponse de ’exercice 7.11
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) <n+2)
. n+1 neN

Pour n € N, on a
n+2_1+ 1
n+1 n+1

n+2
n—+1

Ainsi la suite ( > converge vers 1
neN

2. (ln(n2 + 2))nEN
La suite (In(n® + 2))n

3. (e”*‘/ﬁ) e

Pour n € N, on a

N tend vers —+oo.

en_\/ﬁ = en<17ﬁ>
1
Ainsi, comme (1 - —) tend vers 1, n — v/n tend vers +o00, d’oll ¢" V™ tend vers +00.

\/ﬁ
4. <1 + SJ?I)%N

Pour n € Non a

1 _1\n
— <1+ ) <1+ !
n+1 n+1 n+1
Yo PN s . (=)™
D’apres le théoréme des gendarmes on en déduit que la suite | 1 + —— converge vers 1.
n+1 neN
5 (o )
' In(n+4)/, .y
Pour n € N, notons
1
= (=1 + In(n +4)
On a alors
1+ ! 1+ =
Uy = —_ U = — —_
n In(2n + 4) 2nt In(2n + 5)

On voit alors que la suite (u2, )nen converge vers 1 tandis que la suite (u2,,41)nen converge vers —1. Comme
les suites (u2p )nen et (U2n+1)nen ne convergent pas vers la méme limite,la suite (uy,)pen diverge.

6. (e"+(_1)n) e

Pour n € Non a
en—1 < enJr(fl)"

Puisque la suite (en_l)neN tend vers +00 on en déduit que la suite <e"+(_1)n> tend vers +oo.

neN
62n
T
neN

Pour n € Non a

2n

e
Ainsi la suite (—

> tend vers 0.
63n
neN
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8. (62" — egn)neN

Pour n € Non a

Ainsi la suite (62" - 63")

9. (672" — 673”)n6N

Il n’y a pas forme indéterminée ici, les deux termes tendent vers 0. La suite (672" — 67371)
vers 0.

(ﬂv
10. <
e2n+1 neN

Pour n € Non a

neN tend vers —oo.

neN tend donc

n\n
e 2 o n2(1,227L>
( ) _ en 2n—1 —e n 2

n

e2n+1

. . (em™
Ainsi la suite G tend vers +o00.
€ neN

11. (exp(2 +1In(3 +n))),en
Pour n € Non a
exp(2 + (3 +n)) = (3+n)”
La suite (exp(2 + In(3 +n))),,cy tend donc vers +oo.
12. (exp(2n)* — exp(3n)?)
Pour n € Non a

neN
exp(2n)? — exp(3n)? = exp(6n) — exp(6n) = 0
La suite (exp(2n)? — e><p(?m)2)neN tend donc vers 0.

13. ((ne2”)3 — (2ne3”)2)

Pour n € Non a

neN
(7162")3 — (2n63")2 = (n® — 4n?)ef = n3 <1 — —) e

La suite ((neQ")3 — (2n63")2> tend donc vers +oo.

neN
4 3
14 <50n27+8n)
n®+1 neN

Pour n e N
50nt+8n°  ni50+ S 50+ 2
n2+1 w2144 144
50n + 8n3
La suite <#> tend donc vers +oo0.
n®+1 neN
15, <2n3 + nsin(n))
n3+3 neN

Pour n € Non a | |
2n3 + n sin(n) n32+5”111# B 2+su111#

n+3 W 1+ 1+ 5%

2n3 + n sin(n)

La suite
n3+3

> tend donc vers 2.
neN
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16. (ln(n3 +1) —3In(n + 2))n€N
Pour n € N on a

541 1+ 5
In(n®+1) —3In(n +2) =1In (%) =In T "31 S
(n+2) 1+61+12L + 5
La suite (In(n® +1) — 3In(n + 2),,

Pour n € Non a

oy converge donc vers In(1), c’est-a-dire 0.

(—=1)?" 4 2n 2+ 1

(_1)311 + 3n - 3 + (_1)3n

n

—1)" +2 2
Ainsi la suite <()?’#> converge vers —.
(=1)%" +3n ) en 3

18 <(—1)"n2 +3n + 1)
neN

10n2 + 10
Pour ne Non a
(~D)™?+3n+1  (“D)"+24 5
10n2 + 10 10+ 105

3 1
(=)™ + P i
10+ 105

1
Pour n € N on note u,, = . On voit alors que la suite (ug,)nen tend vers 1 et la suite

—1 . ..
(u2n )nen tend vers 0 Comme les suites (u2y, )nen et (U2n+1)nen ne convergent pas vers la méme limite,la

suite (up)nen diverge.

o (2£)

Pour n € Non a

D’on

in
= 4
D’aprés le théoréme des gendarmes on en déduit que la suite < L 5 J > converge vers —.
neN

(51 )

Pour n € Non a

2n 2n
2
5]-3
m+1| 2n+1 1 1
{ 2 J_ ; —nmr3) =3

On voit alors que les suites (u2y,)nen €t (42,41 )nen ne convergent pas vers la méme limite,la suite (uy,)pen
diverge.
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21.

—_

(7).

1 1

La suite <1 + —> tend vers 1. De plus la fonction In est continue. Ainsi la suite <ln (1 + —>> converge
n n neN

vers In(1) = 0.

1
(=1)"In(1+ Pour n € Non a
n+1 neN

1 1 1
—1 1 < (=11 1 <1 1
n<+n+1> - n<+n+1> n<+n+1>

1
D’apres le théoréme des gendarmes et la question précédente on voit que la suite ((—1)” In <1 + 1 >>
n neN

22.

[\

converge vers 0.

23. (In(v/n) — ln(n))neN

Pour n € N on a
In(v/n) — In(n) = In (ﬂ) —n <i> - —%ln(n)

Ainsi la suite (In(v/n) — ln(n))neN tend vers —oo.
24. (In(n+1) —In(n)), cx
Pour n € Non a

n(n+1) —In(n) = In (”H) —In <1+%>

n

Ainsi la suite (In(n + 1) —In(n)),,cy converge vers 0.

gn _ 9n
25, <7>
3n+2 neN

Pour n € Non a " .
vz y1-() 1-()
3tz T 3n 9 9

n—2n 1
Ainsi la suite (W) converge vers —.
3 neN 9

26. (5" —57"),cn

Il n’y a pas de forme indéterminée ici, la suite de terme général 5" tend vers +oo et la suite de terme
général 5" tend vers 0. Ainsi la suite (5" — 5*”)n€N tend vers +oc.

27 (32n _ 62n + 27311)
Pour n € Non a

neN

1 1 1
2 2 —3n __ _
3" —6"" 42 n—9n—36n+8—n—36n<—1+4—n+8—n>

Ainsi la suite (32” — 62" + 273")

w (15]). o

Pour n € Non a

neN tend vers —oo.

D’on

1 1 nd+1
1+ —=—-——]<
(1 -n) <[
nd+1

Ainsi la suite ({ 5 J) tend vers +oo.
n neN
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Réponse de ’exercice 7.12

1. On peut procéder de deux maniéres :
— Par une étude de fonction
Soit F : 0,400 — R et I = [1,4+o00[. On montre que
x — 14 In(x)

ug € 1
Vz eI, F(z)el

On clairement ug € 1.
Soit x € I, on a donc In(z) > 0, d’ou 1 + In(z) > 1, c’est-a-dire F(x) € I.
On a alors montré que (uy)nen est bien définie et que

Vn € N, Up € 1

C’est-a-dire
Vn € N, Uy = 1

— Par récurrence
On va montrer par récurrence que, pour tout n € N u,, est bien définie et est minoré par 1.
Initialisation :
Pour n = 0 ug est bien défini et est minoré par 1.
Hérédité :
Soit n € N. On suppose que u,, est bien définie et est minoré par 1. Alors 1 + In(u,,) est bien défini.
C’est-a-dire uy, 11 est bien défini.
De plus, par croissance de la fonction In on a

Up+1 =1 +1In(uy) >1+1n(1) > 1

Ainsi, u,41 est bien minoré par 1.
On a donc montré par récurrence que, pour tout n € N u,, est bien définie et est minoré par 1.

2. Montrons que, pour tout € R’ on a
In(z) <z -1
Pour cela posons f : R} — R
z = In(z)—z+1
[ est dérivable sur R’ en tant que somme de fonctions dérivables et on a

1
Vo eRL f(e)= - —1

f est donc strictement décroissante sur ]0, 1] et strictement croissante sur [1,+o0o[. De plus on a f(1) =0
On en déduit que

Ve e Ry f(z) >0
et que f(x) =0 si et seulement si z = 1.

Ainsi, pour n € N on a
1+ In(uy) < up

c’est-a-dire unp4+1 < up
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La suite (u,)nen est bien décroissante. De plus elle est minorée, elle converge donc. Notons [ sa limite. [
vérifie alors

l=1+1n(l)
c'est-a-dire f(I) = 0. On en déduit que [ = 1.
En conclusion la suite (u,)nen converge vers 1.
Figure 7.1 — Tracé en escalier de (up)nen
1.8} .
1.6} .
1.4} 1
//
4
1.2} V4 i
///
10 ! ! ! ! 1 ! !
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4

Réponse de I’exercice 7.13

1. On peut procéder de deux maniéres :
— Par une étude de fonction
Soit F : |—00,2] — R et I =[0,2]. On montre que
T — 2—x

ug € 1
Vo eI, flz)yel

On clairement ug € 1.
Soit x € I, on a donc 0 < x < 2,dou2>2—x >0, puis, par croissance de la fonction racine carrée
sur R, 2> V2> v2—2 >0, cest-a-dire f(z) € I.
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On a alors montré que (uy)nen est bien définie et que
Vn € N, Up € 1

C’est-a-dire
Vn € N, 0<u, <2

— Par récurrence
On va montrer par récurrence que u,, est bien définie et vérifie u,, € [0, 2].
Initialisation :
Pour n = 0 ug est bien défini et vérifie ug € [0, 2].
Hérédité :
Soit n € N. On suppose que u, est bien définie et veérifie u,, € [0,2]. Alors v/2 — u,, est bien défini.
C’est-a-dire uy, 11 est bien défini.
De plus, par décroissance de la fonction x — v/2 — x on a

2—2§un+1<\/2—0

Ainsi, upy1 € [0,v/2], or V2 < 2, ainsi on a bien wu,41 € [0,2].
On a donc montré par récurrence que, pour tout n € N u, est bien définie et vérifie u,, € [0, 2].

1 1 3 3
On auy = 5 1= \/2— 5= \/; >letug=1/2— \/; €|ug, 1]. La suite (up)nen n’est manifestement

pas monotone.
2. f est décroissante donc f o f est croissante. En effet, soit (z,y) € [0,2] avec x < y, alors on a f(y) < f(z)
puis f(f(z)) < f(f(y)).
3. Pour n € N notons v,, = ug,. On a alors vy = % et v1 =ug > % Montrons par récurrence que, pour tout
n €Non a vyl 2 vy
Initialisation :
On a bien v > vg.
Hérédité :
Soit n € N. On suppose que ’'on a v,11 = vy,.
Alors fo f(vpy1) = fo f(uy), cest-a-dire vy,42 = vpi1.
On a donc montré par récurrence que la suite (v, )pen st croissante
De la méme maniére on peut prouver que la suite (ug,+1)nen est décroissante.

4. La suite (ugp)nen est croissante et majorée par V2. Elle converge donc vers une limite Li. De plus I,

vérifie fo f(Ly) = Ly
D’ou

V2—V2—-L1=14
L?—2=—\2-1,

On en déduit que

et par suite
(L3 -22=2-1,

Ly est donc une racine du polynome P(z) = 2! —42? +4 -2+ 2
Or, pour x € Ron a
Pz)=z*—42® + 2+ 2
= (z—1)(z® + 273z — 2)
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=(z-Dx+2)@*-—z-1)

1+\/5€t1—\/§
2 2

Lle{1,—2,1+*/5,1_*/§}

Le polynéme z? — z — 1 admet deux racines qui sont . On en déduit alors que

2 2

Or L € [0,v/2] don

L€ {1, -2, ! +2*/5, ! _2*/5} nov2] = {1}

Ainsi L, = 1.
De la méme maniére la suite (ugn+1)nen est décroissante et minorée par 0, elle converge donc vers une
limite Lo qui vérifie également f o f(Ly) = Ly et Ly € [0,v/2]. D'out Ly = 1
Les deux (ugn)nen et (u2n+1)nen convergent donc toutes les deux vers 1.

5. On vient de prouver que les suites (ua, )nen €t (U2n+1)nen convergent toutes les deux vers la limite 1. Ainsi
la suite (uy)nen converge vers 1.

Figure 7.2 — Tracé en escalier de (up)nen

14F

1.0}

0.8f 8

0.6 8

0.4} 1

o
o

Réponse de ’exercice 7.14
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1. On peut procéder de deux maniéres :
— Par une étude de fonction
Soit f : [-2,400 — R et I = [0, 4+o00[. On montre que
x — 24z

ug € 1
Vo eI, flx)el
On clairement ug € 1.

Soit z € I, on a donc 2+ x > 0, ainsi v/2 + x est bien défini et on a V2 + x > 0, c’est-a-dire f(z) € I.
On a alors montré que (uy,)nen est bien définie et que

Vn € N, Uy €1

C’est-a-dire
Vn € N, Up = 0

— Par récurrence
On va montrer par récurrence que, pour tout entier n, u, est bien défini et positif.
Initialisation :
ug est bien défini et positif.
Hérédité :
Soit n € N, supposons que u,, est bien défini et positif. Alors v/2 + u,, est bien défini et positif, c¢’est-
a-dire u,41 est bien défini et positif.
On a donc montré par récurrence que, pour tout entier n, u, est bien défini et positif.

2. Soit n € N, on a

[unt1 — 2] = [V2+ uy — 2|

B (\/m—Q)(\/Q-i-un-i-Q'
V2 +up+2
| 2+4u,—4 '
V2 +u, +2
N
V2 +u, +2
g
2
_ 1
3. On va prouver par récurrence que, pour tout entier n, |u, — 2| < on—1"
Initialisation :
On a bien |ug — 2| < 2.
Héreédite :
1
Soit n € N, on suppose que |uy — 2| < o=

On a alors ) .
[un+1 — 2| < §|un -2/ < on

Ce qui est I'inégalité voulue.
1
gn—1"

On a ainsi prouvé par récurrence que, pour tout entier n, |u, — 2| <
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4. Pour n € Non a

Sup <24

2n—1 2n—1

1 1
Les suites | 2 — et |2+ convergent toutes deux vers 2. Ainsi d’aprés le théoréme
2771 ) en 20 ) pen

des gendarmes, la suite (un)neN converge vers 2.

Figure 7.3 — Tracé en escalier de (up)nen

2.4} 1

221 8

20F Yy 4

1.8} 8

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Réponse de ’exercice 7.15

1. Soit n € [3,4+o00] et soit f, : Ry — R
r = "4z’ 421
f est dérivable en tant que somme de fonctions continues et on

VeeR, fi(z)=nz""1+204+2>0

fn est strictement croissante sur R et donc est injective sur Ry. De plus on a f,(0) = —1 et f,(1) = 3.
Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x,, €]0, 1] tel que f,(z,,) = 0. Par injectivité
de f,, sur Ry, x;, est unique.

3 Soit n € [3,4o00[ on a

frp1(zn) =2 422 422, —1 =2 — 2" = 2™(z, — 1) <0
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f L I T B S
i\ ) T om Ty Ton g

1
Ainsi fr41(zn) < 0et fr1 <§> > 0, on a donc, d’apreés le théoréeme des valeurs intermédiaires et 'unicité

de Tn+1,
Vn € [3,+00] Tnt1 €]an, 1]

1
La suite (z,,)n>3 est croissante et majorée par 7

. La suite (z,,),>3 est croissante et majorée, elle converge donc. Notons [ sa limite

| 1
Pour n € [3,4oc[ on a 0 < z, < 3 ainsi 0 < z], < o D’apreés le théoréme des gendarmes on peut en
déduire que La suite (x.),>3 converge vers 0.

Alors on a,
lim 2" + 22 + 22, —1=0+1>4+21-1=0
n—oo

[ vérifie donc 12 + 20 — 1 = 0. Les solutions de cette équation sont —1 + /2 et —1 — v/2.

1 1
Comme on a, pour tout n € [3, 400 0 < x,, < 3 alors 0 <1 < 3 La seule possibilité est | = V2 — 1.

Réponse de I’exercice 7.16

Soit n € N, pour k£ € [1,n] on a

Ainsi

On en déduit alors que la suite (uy,)nen ten

1

=
Vk n

-

<l

3

Si-

2
k=1

WV

Si®
B

Up =
k=1

[oW

vers +o00.

De méme, pour k € [1,n] on a

Ainsi

1 1

< -
\n2+k2\n2

vy =0

n n

1 1 1
U":Zn2+k2< S
k=1 k=1

3

D’apres le théoréme de gendarmes la suite (v, )nen converge vers 0.
Enfin, pour k € [1,n] on a

1 1 1
< <
Vn24+n Vn2+k o Vn?

On en déduit que

c’est-a-dire

D’apres le théoréme de gendarmes la suite (wy, )pen converge donc vers 1.
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Réponse de ’exercice 7.17

Pour n € N on pose

Alors, pour n € N, on a

(_1)2n+1 (_1)2n+2
2n+1 + 2n + 2
1 1

_2n+1+2n+2
1

(2n+1)(2n + 2)

Un,

:un

:un—

La suite (up)nen est donc décroissante.
Pour n € N, on a également

2n+3 (_1)k

Un+1 = Z A

k=1

()P ()
2n + 2 * 2n+3
1 1

Mm+2 2m+3
1

(2n +2)(2n + 3)

:Q)n+

La suite (vy,)nen est donc croissante.

Enfin, pour n € N on a

(_1)2n+1 1
2n+1  2n+1

Up — Vp = —

On voit donc que la suite (u, — vy )nen converge 0.
Ainsi les suites (S5 )nen et (S2n+1)nen sont adjacentes. Elles convergent donc vers la limite L. On en déduit
que la suite (S, )nen converge vers L (en pratique L vaut — In(2)).

Réponse de I’exercice 7.18

1. On va montrer par récurrence que, pour tout entier n, a, et b, sont bien définis et strictement positifs.
Initialisation : ag et by sont bien définis et sont strictement positifs.
Hérédité :
Soit n € N, supposons que a,, et b, sont bien définis et strictement positifs.

a
Alors \/a,b, est bien défini et est strictement positif et de méme " est bien défini est strictement
positif. Ainsi a,41 et b,41 sont bien définis et strictement positifs.

On a donc prouvé par récurrence que, pour tout entier n, a, et b, sont bien définis et strictement positifs.
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2. On sait que, pour tout réels (u,v) on a
u? + v?
2
Soit n € N, en appliquant cette inégalité & /a, et v/b, on obtient

= uv

b
% > Vanb,

Ainsi, pour tout entier n, on a b,11 = an41, dot

Comme by > ag on a donc bien,
YneN b, >a,

3. Soit n € N, on a
Gp41 Vv anbn bn
an an an

Ainsi, pour tout entier n on a a,41 = ay, la suite (ay),en est donc croissante.

Pour n € N on a également
an — by

2

bn+1_bn: 20

Ainsi la suite (by,)nen est décroissante.

4. Pour n € Non a
ap < anp < by < by

On voit alors que la suite (a,)nen est croissante et majorée par by. Elle est donc convergente vers une
limite Lq.
De méme la suite (b, )nen est décroissante minorée par ag. Elle est donc convergente vers une limite Ls.

On sait que, pour tout entier n, on a

an + bn
bt =75
. Ly + Lo _ .
Le terme de gauche tend vers Lo et le terme de droite tend vers . Par unicité de la limite on a
Li+L
donc L2 = %, d’ou L1 = L2.

5. D’apres la question précédente la suite (a, — by )nen converge vers Ly — Lo = 0. Les suites (an)nen et
(bn)nen sont donc bien adjacentes.

Réponse de I’exercice 7.19

1. Pour n € Non a
Uptl =Up + 77— 2 U

(n+1)! 7"
La suite (uy)nen est donc croissante.
Concernant v,, on a, pour n € N :
1 1 1
bpt1 — by = -
wiL T (n+1)x (n+1)! nxn!+(n+1)!

1 1,
Sl \(n+1)2 n nt1l
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—1
~ ol xnx(n+1)32
<0
La suite (v, )nen est donc décroissante.
Enfin, pour n € N on a
Un = tn = n i n!

Ainsi la suite (v, — up)nen converge vers 0. Les suites (uy)nen et (vn)nen sont donc adjacentes.

2. On sait que la suite (u,)pen est croissante et majorée, elle converge donc vers sa borne supérieure. De
méme la suite (vy,)nen converge vers sa borne inférieure.
Ainsi, pour n € N on a I’encadrement suivant

up < L < vy

dont 'amplitude est

n x n!
A . 1 1
11nS1 our n = on a = —
P nxn! 600

Lol 1 11 1630
Ur = — —_ JE— _
5 26 24 "120 600

R S
Us = U T 120 T 600
On a donc
1630 1631
KL/
600 600
1630

3. On a 600 ~ 2.72. Ainsi L est a peu prés égale a 2.72 ce qui nous conduit a penser que L = e.

C’est effectivement le cas mais nous ne pouvons pas encore le prouver avec les outils de ce chapitre.

Réponse de ’exercice 7.20

Une récurrence immédiate montre que pour tout n € N, u,, et v, sont bien définis et strictement positifs. Soit
n €N ona

(tn 4+ )% — dup X vy _ (U, — vy )? >0
2(up + vp) 2(up +vp)
Donc pour tout n > 1, u,, < v, et cette inégalité est aussi vraie pour n = 0. Pour n € N, on en déduit :

Un+1 — Unp+1 =

Un+1 2up, >1
Up  UpFUp
Up — Up
Un+1 — Un = 9 <0.

Donc la suite (u,) est croissante et la suite (v, ) est décroissante. Pour tout n € N on a donc :
ug < Up < vp < .

La suite (uy,) est croissante et majorée par vy, donc elle converge. Notons A sa limite. La suite (v,,) est décroissante
et minorée par ug, donc elle converge. Notons £ sa limite. Pour tout n € N, on a %41 X vp41 = tpn X v,. On en

déduit par récurrence que u, X v, = ug X vg = 2. En passant a la limite lorsque n tend vers l'infini, on obtient

A+4
A x ¢ = 2. En passant & la limite dans ’égalité v, 11 = %ﬂ on obtient £ = % On déduit de ces deux

équations que \ = £ = V2.
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Réponse de ’exercice 7.21

1. Notons X la limite de u. Soit € > 0.
ANeN, VneN, n> N = |u, — A <e

Soit n > N. On a

o — A = ‘Zzluk—nx)\'

IN
SHES
E
|
>

k=1
1 N—-1 1 n
< = _ - _
<N e M D g
k=1 k=N
N-1
Or Z |ur — A| ne dépend pas de n.
k=1
| N1
Donc nll)rfoo - Z lup — Al = 0.
k=1
N-1
. . . ! ! . 1
Il existe ainsi N’ > N tel que pour n > N, on ait — Z lup — Al < e.
n
k=1

Pour n > N’ on a donc

1 n
]vn—)\\ge—i—EZe
k=N

< 2¢

Ainsi v converge et sa limite est .

2. La réciproque est fausse. Par exemple la suite u définie par u,, = (—1)" ne converge pas, mais sa moyenne
de Césaro converge.

3. Pour tout n € N*, on poste a, = up — Up—1.
La suite a est convergente de limite £. D’aprés la question 1, sa limite de Césaro est aussi convergente de
limite ¢. Or pour tout n € N,

al+---+a 1 — 1
fn = Ekz_:l(uk—ukl) = E(un—uo).

1
On en déduit que@:—(un—uo)—i-@ — {4+ 0=1
n n n n—+oo

4. On va commencer par prouver que la suite (wy,)nen est bien définie.
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(2)

1
Hérédité : Soit n € N, on suppose que w,, existe et vérifie w,, > 0. Alors — > 0. D’ott w11 = wp+—

On montre par récurrence que pour tout n € N, w,, est bien défini et vérifie w, > 0 :

Initialisation : wq est bien définie et on a wqy > 0.

1

Wn, Wnp,
est bien défini et vérifie w,41 > 0

On a donc montré par récurrence que pour tout n € N, w,, est bien défini et vérifie w, > 0.
De plus on a

1
VneN, wp41—wp,=—2>0
Wn,

La suite (wy,) est donc croissante.
On va montrer qu’elle tend vers 400 en montrant qu’elle n’est pas majorée. Supposons par ’absurde
que (wy)neN est majorée.

1
Alors la suite (wy,)nen converge vers une limite L qui vérifie L = L + T ce qui est impossible. Donc
(wp)nen tend vers +oo.

On a

1
2 2
\V/TLGN wn+1—wn:2+w—%

Ainsi la suite (w2, — w2)nen converge vers 2.

2
. .w

On peut en déduire alors que lim — = 2.
n—+oo N

Réponse de ’exercice 7.22

1. On va montrer par récurrence que, pour tout entier n, u, est bien défini et vérifie u,, > —1.

Initialisation :

ug est bien défini et vérifie bien ug > —1.

Hérédité :

Soit n € N, on suppose que u,, est bien défini et vérifie u,, > —1. Alors v/1 4 u,, est bien défini et vérifie
v1i4+u, =>20>-1.

Ainsi u,41 est bien défini et vérifie upy; > —1.

On a donc montré par récurrence que, pour tout entier n, u,, est bien défini et vérifie u,, > —1.

2. On veut ici résoudre sur | — 1, +oo[,I’équation

Vitxrx=zx

On proceéde par analyse-synthése :

Analyse :
Soit = €] — 1,400[ tel que V1 +z = z.
Alors on a
14z =22

z est donc une solution de 1'équation 22 —z — 1 = 0.

Les deux solutions réelles de cette équation sont

Ainsi, on a montré que, si z est un point fixe de f alors x € {

1—\/Eet1+x/5
2 9

1-5 1+\/5}_

2 2
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Synthése :
On va maintenant vérifier si les deux réels obtenus plus tot sont bien des points fixes de f. On a

f<1—2¢5>: /1+1—2\/5:\/52—17é1—2¢5

et
P V5 1+6
2 2
Ainsi — n’est pas un point fixe de f. f n’admet qu’un seul point fixe qui est

1+v5
o = 2

3. On va étudier le signe de f(z) — x. La fonction f(x)— x est continue et ne s’annule qu’en a. Ainsi elle est
de signe constant sur | —1,a[. Or 0 €] — 1,a[ et f(0) —0=1>0.
On a donc
Veel—1,af flx)>x

On va alors montrer par récurrence que, si —1 < ug < « alors, pour tout entier n, on a
Uy € Up < Uptl S &

Initialisation

On a up < a. De plus f est croissante, d’ou f(ug) < f(«), c’est-a-dire u; < a.

On sait également que Vo €] — 1, f(x) > z. Ainsi f(ug) = ug, c’est-a-dire uy = up.
Hérédité :

Soit m € N, on suppose que ug < Up < Upt1 < Q.

Par croissance de f on a alors

fuo) < flun) < fun1) < fla)

C’est-a-dire
Or u1 > up. On a ainsi

ce qui l'inégalité voulue.

On a donc montré par récurrence que, si —1 < ug < « alors, pour tout entier n, on a
Uup € Up < Upp1 S &

On procéde de méme dans le cas ou ug > a.

4. On montré que, si —1 < up < « alors la suite (u,),en est croissante et majorée par «. Elle converge donc
et ne peut converger que vers un point fixe de f. Or « est le seul point fixe de f. Ainsi si —1 < yp < «
alors la suite (up)nen converge vers a.

De méme si, ug > « alors la suite (uy)nen est décroissante et minorée par «. Elle converge donc et ne
peut converger que vers un point fixe de f. Or « est le seul point fixe de f. Ainsi si ug > « alors la suite
(Un)neN converge vers a.

Si ug = « alors la suite (u,)pen est constante et converge donc aussi vers a.
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Dans tous les cas, la suite (uy)nen converge vers a.

Figure 7.4 — Tracé en escalier de (up)nen

1.7 8

/]

1.41 -

1.2+ .

1.1+ .

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Réponse de I’exercice 7.23

1. On raisonne par récurrence.
— Initialisation : ug € [—1,1].
— Hérédité. On suppose u, € [—1,1]. On a alors u2 € [0,1]. Comme g €]0,2], on en déduit :

—1=1-2<1-pxu2 <l

D’ott up41 € [—1,1].
— Conclusion : pour tout n € N, u,, € [-1,1].
2. Soit f la fonction définie sur [—1,1] par f(z) =1 — u x 2. f([-1,1]) C [-1,1]
f est dérivable et on a pour tout x € [-1,1], f'(z) = —2uz.
Pour u <1, on a f([-1,1]) C [0, 1], donc pour tout n € N*, u,, € [0,1].
Or f est décroissante sur [0, 1]. Les suites (ugp) et (ug,+1) sont donc monotones (cf exercices précédents
pour comment le prouver)
Comme elles sont bornées (car a valeurs dans [0, 1]), elles sont convergentes. Nous allons étudier leurs
limites respectives. Si elles ont la méme limite, alors on conclura que (u,) converge. Si elles n’ont pas la
méme limite, alors on conclura que (uy,) diverge.
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Par continuité de f o f, les limites possibles de ces deux sous-suites sont les points fixes de fo f. On a :

Donc

Vo e [-1,1], fof(x)=1-px (1 —pxa?)?

Vee [-1,1], fof(z)—z=1—p—x+2u®>x2*>—pdxzx

:1—,u+2,u2><x2—,u3><x4

4

Il nous faut trouver les racines d’un polynéme de degré 4! Comment faire ? Il faut remarquer que si x est
solution de f(z) — z, alors z est solution de f o f(z) = x. Etudions d’abord les solutions de f(z) = x, ce

sont les limites potentielles de (uy,).

ol on a posé {1 =

Vee[-1,1], f(z)—z=1—2— p x 2

-1-v1+4u
— e

2

= —px (x— ) x (z— L)

t |l =

—1+IT+4p

5 .Onafy < —-1let0< ¥y < 1. ¥y est donc la
1

seule limite possible de la suite (u,). Revenons a I’étude des racines de fo f(z) —z :

Vee[-1,1], fof(z)—z=(1—-z—pxa?)x (1 —p—pxz+p?xz?)

= —px —0)(x = L)1 — p— p x & + p® x 2?)

Le discriminant du dernier facteur vaut A = p?(4p — 3).

3
— Sipu< " alors A < 0. La seule solution de I’équation fo f(z)— 2z = 0 dans [0, 1] est £5. Donc les suites

(ugn) et (ugn+1) convergent vers £o. Donc (uy,) converge vers £s.

3
Si p < —, (up) converge vers £s.

4

3 2
— Sipu= 7 alors A = 0. On trouve la racine double 3 qui n’est autre que f5. De méme que précédemment,

on conclue :

Sip=

2
, (un) converge vers ly = 3

>~ w

Bastien Marmeth

173



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Figure 7.5 — Tracé en escalier de (uy,)nen dans le cas p < 2

T T T

\/

0.7} // \\ |

0.6 i
0.5 . ‘
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
3 1—+4pu—3 1-—
— Sipu > 1 alors A > 0. On trouve deux racines supplémentaires de fof(z)—x :|r; = 27,u et o = —V‘
1 ‘

On peut montrer facilement que —1 < 0 <7y < 5 <7y < 1. On a le tableau suivant :

T 0 1 12 T2 1

fof(ex)—=x + 0 - 0 + 0 —

Par ailleurs f o f est croissante. Et les intervalles [0, 7], [r1, £2[, |¢2, 2] et [r1,1] sont stables par fo f.

— Si ug = ¥3, alors pour tout n € N, u,, = ¢5. Donc la suite (u,) converge.

— Si uy € [0,7], alors pour tout n € N, ug, € [-1,71]. Pour tout x dans cet intervalle, on a f o
f(z) —x > 0. Donc la suite (ugy,) est croissante. Comme elle est majorée par r;, elle converge.
Sa limite étant nécessairement un point fixe de f o f dans [0,71], c’est 1. Par ailleurs, puisque
fof(f(r1) = f(fof(r1)) = f(r1) et que r; n’est pas un point fixe de f, on a f(r;) = ry. De
méme, f(re) = r1. En passant a la limite dans I'égalité ug,+1 = f(u2,) on en déduit que (ugp41)
converge vers 7o. (ug,) et (ugn+1) ayant des limites différentes, (u,,) ne converge pas.

— Si ug € [r1, /2], la suite (ug,) est & valeurs dans [r1, ¢3]. Elle est décroissante, minorée par 1. On
montre alors qu’elle converge vers 71 et que (ug,41) converge vers 9. Ainsi (u,) ne converge pas.

— On montre de méme que si uy €|y, 9] ou ug € [ra,1], la suite (ug,)converge vers ro et et la suite
(u2n41) converge vers ri. Ainsi (u,) ne converge pas.
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Finalement

3
Sipu > 7 (un) ne converge pas, sauf si uy = la.

3
Figure 7.6 — Tracé en escalier de (uy,)nen dans le cas p > 1

3. On a répondu & cette question dans notre réponse & la question précédente.

Réponse de ’exercice 7.24

. us . . . .
1. Ici ug € [0, 5} . On sait que, pour x > 0 on a sin(z) < x. Montrons par récurrence que, pour tout entier n
on a0 < Upt1 < Up.
Initialisation :

s . . .
Onaug € [0, 5] d’ont sin(ug) = 0 et sin(ug) < ugp. C'est-a-dire
0<u <ug

Hérédité :

T ) .
—}, d’ott sin(uny1) = 0 et sin(upy1) < Upgq-

Soit n € N, on suppose que 0 < upi1 < Up. Alors uy 1 € [0, >

Cest-a-dire
0 < upy2 <uUpg
. T . , . . p
On a donc prouvé par récurrence que, si ug € [0, 5} , alors la suite (uy,)nen est décroissante et minorée par
0. Elle converge donc vers une limite L qui vérifie L = sin(L), ce qui n’est possible que pour L = 0. Ainsi

. ™ .
si ug € [O, 5}, alors la suite (uy,)nen converge vers 0.
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Figure 7.7 — Tracé en escalier de (uy,)nen dans le cas ug € [0, g}

. ™ . .
2. Iciug € [—5, 0]. On sait que, pour < 0 on a sin(z) > x.
Montrons par récurrence que, pour tout entier n on a 0 = up41 = Up.
Initialisation :

7r . . .
On a ug € {—5, 0] d’ou sin(up) < 0 et sin(ug) = ug. C'est-a-dire
02w 2 wuo

Hérédité :

. ™ . .
Soit n € N, on suppose que 0 > Up11 = Up. Alors uy 1 € [—5, 0] , d’ott sin(up41) < 0 et sin(upy1) = Upgq-
C’est-a-dire

02 upy2 2 Upi

s
On a donc prouvé par récurrence que, si ug € [——, 0} , alors la suite (uy)nen est croissante et majorée par
0. Elle converge donc vers une limite L qui vérifie L = sin(L), ce qui n’est possible que pour L = 0. Ainsi

. ™ .
si ug € [—5,0}, alors la suite (up)nen converge vers 0.
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Figure 7.8 — Tracé en escalier de (uy)nen dans le cas ug € [0, %}

0.0 T T T T T T T

—0.4}

—-0.6f

-0.8f

_10 T | | | | |
-1.4 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

. . T .
3. On vient de montrer que, si ug € [—5, 5] alors la suite (uy,)pen converge vers 0.

Si up € R quelconque alors u; € [—1,1] C {—g, g] et il suffit de reprendre 'argument précédent & partir

du rang 1 pour prouver qu’alors la suite (uy)n,en converge vers 0.
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Figure 7.9 — Tracé en escalier de (uy,)nen dans le cas général (ici uy = 2)

Réponse de ’exercice 7.25

1 1

La fonction f : R — R est croissante sur ] —00, 5], décroissante sur [5, 400 [, positive sur [0, 1] et
r — x—a’

négative sur R\[0, 1]. Ceci nous incite & considérer les cas a < 0, a € [0,1] et a > 1.

1 1
— Sia €[0,1] alors u; € [0, Z] (en effet m[ax] flz) = Z) On montre alors par récurrence que, pour tout
z€[0,1

1 .
entier n € N* on a u, € |0, Z] De plus, pour n € N on a w41 — u, = —u> < 0, la suite (u,)nen est donc

décroissante.
Puisqu’elle est décroissante et minorée elle converge vers une limite [. [ vérifie | =1 — 12, d’on [ = 0.
Ainsi, si a € [0, 1] alors la suite (uy,)nen converge vers 0.
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Figure 7.10 — Tracé en escalier de (uy)nen dans le cas a € [0, 1]

0.10 /é/
/
/
ya
/
0.05 /,//V
— Si a < 0 alors, pour n € N, on a encore U,y — Uy = —u% < 0, la suite (up)nen est donc décroissante.

Elle vérifie donc Vn € Nu,, < a < 0.

Supposons par ’absurde qu’elle soit minorée, alors elle converge vers I'unique point fixe de f qui est 0.
Or on a Vn € Nu, < a <0, d’oi, en passant & la limite dans I'inégalité

[<a<0

ce qui est absurde.

La suite (uy)nen est donc décroissante non minorée, ainsi lim w, = —o0
n—oo

Figure 7.11 — Tracé en escalier de (uy)nen dans le cas a < 0

-3

— Sia>1alors u; = a—a® <0 et on se raméne a l’étude du cas a < 0
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Figure 7.12 — Tracé en escalier de (uy)nen dans le cas a > 1

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15

Réponse de I’exercice 7.26

1. Soit f la fonction
f R - R

x +— x4+ In(x)

On remarque que f est continue et vérifie f(1) =1 et lim f(z) = +o0.
T—r00

Soit n € Nx Alors, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires il existe z, € R’ tel que f(z,) = n.
Montrons qu’un tel x,, est unique.
Pour cela remarquons que f est strictement croissante sur R’ et donc injective Par I’absurde supposons
qu’il existe @), # x, tel que f(z}) = n = f(x,). Alors, par injectivité de f on a x,, = z/, ce qui est absurde.
Ainsi , pour tout n € N* I’équation

r+Ilnzr=n
admet une unique solution x,.

2. Soit n € N, supposons par 'absurde que x,11 < z,. Alors, par croissance de f, on a

f(@ni1) < f(xn)

C’est-a-dire
n+1<n
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Ce qui est absurde. Ainsi, pour tout entier n € N on a x, 1 > =,. La suite (z,,)nen est bien strictement
croissante.

. On va montrer que la suite (z,)n,eny n’est pas majorée. Pour cela supposons par I'absurde qu’elle soit
majorée par un réel M.

Soit N € N tel que N > M +In(M). On a alors zy < M et f(xny) =N > M +1In(M) = f(M) ce qui est
absurde de par la croissance de la fonction f.

La suite (z,,)nen est ainsi croissante et n’est pas majorée. On a donc bien lim =z, = 4oc0.
n—-+o0o

Réponse de ’exercice 7.27

- (In(n®+2n45)),
On sait que n? +2n + 5 ~ n?. De plus lim n? = +oco0 # 1. Ainsi
n—o0

' <1n <nil>>neN

1
Pour n € N* on a —— =1 — , ainsi
n+1 n+1

n 1 1 1
n+1 n+1 n-+1 n

In(n® 4 2n + 5) ~ In(n?) = 21n(n)

! 2n+5
ln (| =———
m2+3n)), o

2 2 2
On sait que % ~ De plus nh_)ngo o Ainsi
2 2
In (%) ~ In <7_n> =In(2) — In(7) — In(n) ~ —1In(n)
sin (%)
. 2

er —1 neN
sin (%) % 1
er—1 2 2

1
n?In (%) ~n?In(n)

nln (1 + 67") ~ne "
. (4n — 2y 1)
neN

/ 1 / 1
Ona,pournEN,4n—\/n2+1:n<4— 1+—2> et 4—4/1+— ~3.Don
n n

dn —v/n?2+4+1~3n
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8. < n2—i—1>
n—+3
neN
Ind3 41
9. — 3 =
<(n ) n2+3>

n2+1
n—+3

~Vn?n ~+/n

€N
n3+1 n3
i~ Y

< cos(n) +Inn >
10. | —————+=
(n+3)2—ev"/, oy

cos(n) +Inn  In(n)

(n+3)2 —evn T e

11. ( V2 r (—1)n)nEN

PourneNona {/2+ (-1)" = e 2+(=1)")
D’ou
e%ln(Q—l) < n/2+ (_1)11 < e%ln(Z—f—l)

D’apres le théoréme des gendarmes on a donc

Ainsi

lim /24 (—1)" =1

n—oo

Ainsi

().
(o) e o 2) ) o 2) 1) ()

Y2+ (-1~ 1

1. <1f§7f7+ﬁj>>N

In(n? +n) N In(n?) In(n)

~

n++/n n n

15 <\/n3+n+1
T\ 3=
n°®—3n+1 neN
vnd+n+1  vn?

In3 —3n+1 - V/n3 ~Vn

Bastien Marmeth 182



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Réponse de ’exercice 7.28

On a 1 2 12 2
sin —Q)tan( ) T 3 \/5
<en—1)\/7 ln 1—{—n3 %\/;\/# %
Ainsi

lim sm( )tan(Q)

SCE NN Tt

Réponse de ’exercice 7.29
n
Pour n € N* notons u,, = <1 + f) . Alors on a
n
In(uy) ~ nln <1 + z) ~nt =g
n n

Ainsi lim u, = z. D’ou lim u, = ¢€*
n—oo n—oo

Réponse de I’exercice 7.30
Pour n € Non a
an—1< |an] < an

D’ou .
an
1o Llon oy
an an
- e . |on] et
D’apres le théoréme des gendarmes, on a donc lim —— =1, c’est-a-dire [an]| ~ an
n—o0o an
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Chapitre 8

Systémes d’équations linéaires

Exercices

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ?

Exercice 8.1

1. Si un systéme a plus d’inconnues que d’équations, alors il a une infinité de solutions

S Ot W

Si un systéme a plus d’équations que d’inconnues alors il n’a pas de solutions

Si un systéme a tous ses second membres nuls alors il posséde au moins une solution
Si un systéme ne posséde pas de solution alors tous ses seconds membres sont non-nuls
Si un systéme a une unique solution alors il a autant d’équations que d’inconnues

Si un systéme a une solution unique alors son rang est égal au nombre d’inconnues

Résoudre les systémes suivants

Exercice 8.2

3z +4y =5z 46t 4u = 0 2 +5y +2z = 0
(S1) 2z =3y +3z =3t = 0 (Ss) z +2y —z = 0
! 4 +1ly —13z +16t —u = 0 > T 44y +7z = 0
Tr -2y +=z +t —2u = 0 r +3y +3z = 0
r -2y -2z = -1 r =3y +4z -2 5
(S2) 2r =2y —2z = =2 —x +by —6z +3t -3
2 4y +3z = =3 (6) { 7
r -2y +-z -2t 9
3x +2z = 0 2
(S5) 3y +z 43t = 0 { r +y 42z = 3
3 r +y +z +t = 0 (57) r 2y +z = 2
2t -y +z -t =0 20 +3y 43z = 6
x +3z = 1 w +z = 1
(S4) { 3r —y 42z = 1 (Ss) { iz vy =0
4x +2z =1 T +iz = 1
1227 +12z9 —24x3 +36x4 —48x5 = 0
T3 +x4 +x5 = 0
(S9) 3z1 43 -3 =
1 T2 T3  +T4  +T3 0
31‘1 +31‘2 —51‘3 —T4 —Is =0
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Exercice 8.3

Soient A € R. Déterminer, selon la valeur de A, si le systéme linéaire suivant admet 0, 1 ou une infinité de

solutions.
(I+XNz + Yy + z + t 1
(s) x + (1+Ny + 2 + t =1
x + y + (1+XNz + t =1
x + Yy + z + 1+Mt =1
Exercice 8.4
Résoudre le systéme suivant en fonction du parameétre m
r  +my +z = 1
(S) mr 4y +(m—-1)z = m
x +y +z = m+1

Exercice 8.5

Soient a,b,c € Cet j = 5" . Reésoudre le systéme

T  +y +z = a
(S) T iy Pz =
v %y 4jz = c

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢ pour que les solutions soient réelles.

Exercice 8.6

Résoudre le systéme suivant

r + r2 + w3 + + z, =1
r1 + 2r2 + 2w3 + + 2z, =1
(S) 1 + 2x9 + 3x3 + + 3z, =1
1 + 222 + 3z3 4+ - 4+ nz, = 1
Exercice 8.7
Résoudre le systéme linéaire d’inconnues (z,y, z,t) dans R*

2 — 4y + bz + 3t =8

(8):{ 4z — 8y + 17z — 11t =6

3r — 6y + 4z + 2t =6

Exercice 8.8

Etudier, en fonction de a et b, I'existence de solutions du systéme suivant (on ne demande pas ’expression des
éventuelles solutions

ar +by +z =1
(S) x +aby +z = b
r +by H4az = 1
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Exercice 8.9

Trouver des constantes «, (5 et ~ telles que 1’égalité
1
/ P(x)dz = aP(1) + BP(2) + vP(3)
0
ait lieu pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal & 2

Réponses

Réponse de ’exercice 8.1

1. Si un systéme a plus d’inconnues que d’équations, alors il a une infinité de solutions : FAUX

Par exemple le systéme suivant a plus d’inconnues que d’équations mais n’a pas de solutions

r+y+z=0
z+y+z=1

2. Si un systéme a plus d’équations que d’inconnues alors il n’a pas de solutions : FAUX
Par exemple le systéme suivant a plus d’équations que d’inconnues et admet une infinité de solutions

z+y=0
204+ 2y =0
3z +3y =0

3. Si un systéme a tous ses second membres nuls alors il posséde au moins une solution : VRAI
Si tous les second membre sont nuls alors le p-uplet nul (0,--- ,0) est toujours solution.
4. Si un systéme ne posséde pas de solution alors tous ses seconds membres sont non-nuls : FAUX

Le systéme suivant n’admet pas de solutions mais n’a pas tous ses seconds membres sont non-nuls.

r+y+z=0
r+y+z=1

5. Si un systéme a une unique solution alors il a autant d’équations que d’inconnues : FAUX

Le systéme suivant a une unique solution mais n’a pas autant d’équations que d’inconnues

z4+y=0
y+2z=0
z+2=0
z+y+2=0

6. Si un systéme a une solution unique alors son rang est égal au nombre d’inconnues : VRAI

Il s’agit d’un résultat du cours

Ce qu'il faut retenir de cet exercice c’est que le nombre d’inconnues et le nombre d’équations ne donnent pas
d’informations fiables sur le nombre de solutions du systéme. C’est le rang qui est l'information décisive.
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Réponse de I’exercice 8.2

3r 44y bz 46t +u =
20 -3y +3z =3t
4 +1ly —13z 416t —u
T -2y 4z +t —2u = 0

Commencons par amener un pivot plus simple sur la premiére ligne, on fait

Il
o oo

L1 — L1 — L2
lx +7y -8 +9% +u = 0
2 -3y 43z =3t = 0
(5D 4r 111y —132 416t —u = 0
Tr —2y +z +t —2u = 0
On va maintenant éliminer les termes en x des lignes 2 a 4 :
L2 — L2 — 2L1
L3 — Lg — 414
L4 < L4 — 7L1
Alors
lx +7y —8z +9¢ +u = 0
—17y 419z =21t —2u = 0
(51) < 17y 4192 206 —5u = 0
—oly +572 +—-62t —9u = 0
On élimine maintenant les termes en y.
L3 — L3 — L2
L4 — L4 — 3L2
Alors
lx +7y -8 +9% +4u = 0
—17y 419z —-21t —2u = 0
(51) & t -3u = 0
t —3u = 0
Il ne reste plus qu’a faire Ly < L4y — L3 et on a
lx +7y -8z +9% +u = 0
—17y +19z 21t —2u = 0
(51) & £ —3u = 0
0 =0

L’ensemble des solutions de S7 est alors

21u — 3 65u — 19
81:{<— u—oz Z,z,3u,u> ,(z,u)ERQ}

17 7 17
r -2y —2z = -1
(S2) 20 -2y -2z = =2
2¢ +y +3z = -3
On élimine les termes en x : Ly < Lo — 214
L3 — Lg — 214
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r -2y —2z = -1
(S2) & 2y 42z = 0
oy 47z = -1
On fait ensuite
1
L2 — 5[12
puis
L3 — L3 — 509
r -2y —2z = -1
(SQ) = Yy +z = 0
2z = -1

L’ensemble des solutions de (S2) est alors

3x +2z = 0
Jy +z +3t = 0
(S5) r 4y 4z A+t = 0
2 -y 4z -t = 0
On commence par permuter les lignes 1 et 3 pour amener un pivot simple
L1<—>L3
z 4y +z 4+t = 0
3y +z +3t = 0
(53) =Y 34 +2z -0
20 =y +z -t = 0
On élimine les termes en x
L3<—L3—3L1
L4<—L4—2L1
z 4y +z +t = 0
3y +z +3t = 0
(S5) 3y —z -3t = 0
3y —2 =3t =0
Ensuite on effectue les opérations
L3+ L3+ Lo
Li+ Lys+ Lo
z 4ty +z 4+t = 0
3y +z 43t = 0
(53) & 0 — 0o
0 =0

L’ensemble des solutions de (S3) est alors

2 3t
83 = {<_§7_%727t> ’ (Zat) S RQ}
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xr
(54) 3z
4x

On effectue les opérations suivantes

-y

L2 — L2 — 3L1
L3 — Lg — 414

Alors

+3z
+2z
+2z

1
1
1

(S4) & —y

L’ensemble des solutions de (Sy) est alors

2
T
T
x

+5y
+2y
+4y
+3y

+2z
—z

+7z

+3z

On permute L et Lo

L1<—>L2

On effectue les opérations suivantes

L2<—L2—2L1
L3<—L3—L1
L4<—L4—L1

On effectue les opérations suivantes

L3<—L3—2L2
L4<—L4—L2

o o o o

1
54_{(@‘@%

r 2y
2z +5y
() < r 44y
r 3y
r 42y
Yy
(S5) < %
Y
r 42y
(S5) & ’

L’ensemble des solutions de (S5) est alors

+3z
—T7z
—10z

1

3

+2z
+7z
+3z

—z
+4z
+8%2
+4z

)}

o O O O

o O O O

o O OO

S5 ={(9z,—4z,2) , z € R}
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x -3y +4z -2t = 5
(S6) —x 49y —?Z +3t = -3
r -2y +§z -2t = 9
On effectue les opérations suivantes
Lo+ Lo+ 14
L3<—L3—L1
r -3y +4z -2t = 5
ool W % o4 o=
Y —52 = 4
On effectue les opérations suivantes
L3<—2L3
L3<—L3—L2
r —3y +4z -2t = 5
(Sg) & 2y -2z 4+t = 2
z —t = 6

L’ensemble des solutions de (S¢) est alors

t—4 t+ 14
36:{<—T,+T,t+6,t> ,teR}

r 4y 42z = 3
(S7) r 2y +z = 2
2z +3y +3z = 6

On effectue les opérations suivantes

L2 — L2 — L1
L3 < L3 — 214
z 4y +2z = 3
(57) & y —z = -1
y —z = 0
Puis
L3 — Lg — Ly
r +y +2z = 3
(57) < y -z = -1
0 = -1

La derniére équation est impossible, ainsi I’ensemble des solutions de (S7) est alors

Sr=10
1y +z =1
(Sg) i 4y =0
x +iz = 1
On permute les lignes 1 et 3

L1<—>L3

Bastien Marmeth 190



Lycée Albert Schweitzer BCPST1
T +iz = 1
(Sg)<=> 1T +y = 0
iy +z =1
On effectue les opérations suivantes
L2<—L2—’iL1
T +iz = 1
(Sg)<=> y 4z = —i
iy +z = 1
L3<—L3—’iL2
T +1z = 1
(Sg)<=> Yy +z = —I
(I—-4)z = 0
L’ensemble des solutions de (Sg) est alors
Ss = {(1’ —i,O)}
1227 +1229 —24x3 +36x4 —48x5 = 0
(S) €3 +x4 +Ts5 =0
9 3z +3x9 —3x3 +x4 +zr5 = 0
3561 +3$2 —5$3 — X4 —Is5 =0
1
L —L
1 ¢ o
Ty 4xo —2x3 +3r4 —4xs5 = 0
r3  +x4 +w5 = 0
(Sg)<=> 3x1 +3x9 —3x3 +xzy4 +zx5 = 0
3$1 +3£C2 —5$3 —X4q —Is5 =0
L3<—L3—3L1
L4<—L4—3L1
r1 +xo —2x3 4314 —4xs = 0
xs +24 4+x5 = 0
() w3 —8x4 41315 = 0
I3 —10.%'4 +111‘5 = 0
L3<—L3—3L2
L4<—L4—L2
T1 +x2 —2x3 4314 —4xs = 0
xs +2x4 4+x5 = 0
(S9) —1lzg +10z5 = 0
—11lzy +10x5 = O
L4<—L4—L3
1
Ly ——L
3 11 3
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Ty +x9 —2x3 +3ry —4dxs = 0
r3  +x4  Hx5 = 0
Sy) & 10
( 9) Ty —ﬁ$5 =0
0 =0
L2 — L2 — L3
L1 — L1 — 3L3
14
1 +xo —2x3 —g.%'g, =0
(Sg)<:> xs —{—%—6@5 =0
Ty —ﬁ$5 =
L1+ L1+ 2Ly
28
Ty +a +§$5 =
(S9) & T3 +%—69L’5 = 0
Ty —ﬁxg, = 0

L’ensemble des solutions de Sg est alors

28 21 10
S = {<—x2 - ﬁxs,xz, —ﬁ%, ﬁﬁﬂs,%) , (w2,25) € KQ}

Réponse de ’exercice 8.3

Pour répondre a la question il nous faut calculer le rang de (S). On utilise la méthode du pivot de Gauss.

L1 — L4
x +y +z +(1+)\)t =1
x +(1+ Ny +z +t =1
S
(8) & x ty A0 +Nz o+ =1
1+ XNz +y +2 +t =1
L2 < L2 — L1
L3 — L3 — Ly
Ly<+ Ly — (1 + )\)Ll
r +y +z —|—(1 + )\)t = 1
Ay -\t = 0
(5) < Az — Mt = 0
Ay Az 1=+ D)Ht = -\
Li+ Lis+ Lo
Ly« Ly+ L3
r +y +z +(1+)\)t = 1
Ay —At = 0
(5) & Az —At = 0
IAAE D = A
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Si A =0 alors (5) est compatible et de rang 1. Il admet donc une infinité de solutions.
Si A = —4 alors (S) est incompatible, il n’admet donc aucune solution.
Enfin si A ¢ {0, —4}, (S) est un systéme de Cramer et admet donc une unique solution.

Réponse de ’exercice 8.4

L2 — L2 —le

L3 < L3 — 14
x +my +z = 1
(S) (1-mdy —z = 0
1-my = m
Lo & L3
T +my +z = 1
(5) (1—m)y = m
1-m?)y —z = 0
L3+ L3 — (1 + m)L2
T +my +z = 1
(5) (1—m)y = m
—z = —m?-m

On voit alors que, si m # 1 alors le systéme est compatible et de rang 3 et admet donc une unique solution

qui est
m3—m?—2-m+1 m 5
- y , M +m
m—1 m—1

Si m =1 alors (S) devient

r +y +z = 1
(9) 0 = 1
—z = =2

Ce systéme est incompatible et n’admet donc aucune solution.

Réponse de I’exercice 8.5

On va essayer de simplifier le systéme via des opérations élémentaires

L1+ Li+ Ly
Ly + 11/1 + L3
L1 — §L1
a+b+c
! 3
ez +jy +5% = b
r 4%y +jz = c
L2 — L2 — L1
L3 — L3 — Iy
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a+b+c
z = —
2b 3
(S)eq gy H o= T
L 2c—a—0b
3
L3<—L3—jL2
a+b+c
T = _—
3
R T e
HG—1) 2c—a—0>b 2b—a—c
— Z f— —
J 3 773
.9
L2<—L2— 1L3
Ly« §°Lo
L3<— 1L3
a+b+c
T — LrvTe
3
(5) & , - atbity
3,
s a+bj+cj
3

Ainsi 'ensemble des solutions de (.S) est

S a+b+c a+bji®+cj a+bj+cj?
B 3 3 ’ 3

Pour trouver une condition nécessaire et suffisante sur a,b,c pour que les solutions soient réelles on va
procéder par analyse-syntheése.

a+b+c _a+bj2—|—cje a+bj+ cj?

Supposons dans un premier temps que A = ——— | B 3 t C' =

3
' b
Alors A+ B+ C = a est réel. De plus B - C = %gc—b) est réel et A — g = ;C est réel.

Ainsia € R, b+ c € R, ¢ —b € iR, c’est-a-dire a € R, Im(c) = — Im(b) et Re(c) = Re(b).
On obtient donc a € R, ¢ = b.

On a donc prouvé que, si les solutions sont réelles, alors a € R et ¢ = b.
Réciproquement, supposons que a € R et ¢ = b alors

sont réels.

a+b+c a+2Re(b)

= R
3 3 <
at+bi2+c¢j  a—b+e)+Bb—c)  a—Re(d)+3Im(b) R
3 B 3 B 3
a+ bj + cj? a+b+c a+bj®+cj
—y —e-——— - 3 eR

On a donc obtenu la condition nécessaire et suffisante suivante :
Les solutions sont réelles si et seulement sia € Ret ¢ =5
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Réponse de I’exercice 8.6

L’astuce ici est de commencer par la fin en faisant : L,, + L,—Ly,_1 puis L,,_1 < L, _o, etc jusqu’a Lo < Lo—Lj.
On obtient alors

T + 12 + 13 + 14 + 0+ Ty = 1

0 + @z + 23 + ¢ + -+ + T, =
(S) 0O + 0 + 23 + 24 + -+ + 2 = 0

0+ 0 + 0 4+ 0 4 - + z, = 0

On fait ensuite Ly < Ly — Lo, puis Ly + Lo — L3 etc jusqu’a L,,_1 <+ L,_1 — Ly. On obtient alors

»rw + 0 + 0 + 0 + -+ + 0 =1
0O + 2 + 0 + 0 + -~ + 0 =0
(S) 0O + 0 + 23 + 0 + -~ + 0 =0
0O + 0 + 0 + 0 + -+ + 2, =0

L’ensemble des solutions de (S) est alors

S ={(1,0,0,---,0)}

Réponse de ’exercice 8.7

L2 — L2 — 2L1
3
L3 < L3 — §L1
2c — 4y + b5z + 3t =8
+ 7z — 17t =-10
(8) & - 5

1
L3+ L3+ §L2

2c — 4y + 5z 4+ 3t =8
(S) = + 7z — 17t =-10
- 11t =-11

Le systéme (S) est de rang 3. L’ensemble des 4-uplets solutions de (S) est

{(2y,y,1,1) y € R}

Réponse de ’exercice 8.8

L1 & L3
r +by H4az = 1
(S) x +aby +z = b
ar +by +z =1
L2 — L2 — L1
L3<—L3—CLL1
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x +by +az = 1
(S) (ab—b)y +(1—a)z = b-1
(b—aby +(1—d>z = 1-a
L3+ L3+ Lo
x +by +az = 1
(S) bla—1)y +(1—a)z = b-—1

2+a)l—a)z = b—a

Sia=1etbs# 1 alors la deuxiéme ligne est 0 = b — 1, le systéme est incompatible, il n’a donc pas de

solutions.

Sia=1etb=1 alors le systéme est compatible et de rang 1, il admet donc une infinité de solutions.

Sia =—-2etb+# a alors la troisiéme ligne est 0 = b — a, le systéme est incompatible, il n’a donc pas de
solutions.

Sia=—2et b= —2 alors le systéme est compatible et de rang 2, il admet donc une infinité de solutions.

Enfin, si a ¢ {—2,1} alors le systéme est compatible et de rang 3, il admet donc une unique solution.

Réponse de ’exercice 8.9
Soit P € Ry[X], on écrit P(z) = ax® + bz + c.
I nous faut ici trouver «, 3 et « telles que, pour tout (a,b,c) € R? on ait

1
/ az® + bx +cdr = a(a+b+c) + B4a + 2b+ ¢) +v(9a + 3b + ¢)
0

L, a b
/ax +bxr+cdr==-—+-=-+c¢
0 3 2

et
ala+b+c)+BMla+2b+c)+v9a+3b+c)=(a+48+9)a+ (a+28+37)b+ (a+ B+ 7)c

I nous faut ici trouver a, 3 et ~ telles que, pour tout (a,b,c) € R? on ait

b
%—1-5—1-0:(04—1-45—1—97)@—1-(a+25+3fy)b+(a+ﬂ+’y)c

C’est-a-dire (o, 3,7) veérifie
a+48+9y =
(S):qa+28+3y=

1
f
2

a+B8+y=1
Il nous faut donc résoudre ce systéme, on utilise pour cela la méthode du pivot de Gauss
Ly < L3
a+pf+v=1
1
L2 — LQ — L1
L3 < L3 — 14
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atB+y=1
1
(S) = Bb+2y= 5
2
3 8y =—=
B+8y=—3
L3 — L3 — 3L,
atB+y=1
1
(S) = Bb+2y= 5
5
2y = —
776

Ainsi («a, ,7) = <

23 4 5
127 3712

)
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Chapitre 9

Polynomes

Exercices

Exercice 9.1

Donner les coefficients dominants, constant et le degré des polynémes suivants

(X—l)n—(X—{—l)n ’ (1—X4)5+(X4—1)4 , (1—X3)5+(X5—1)3 ’ (X2+1)3n+1_(X2_1)3n+1

Exercice 9.2

Trouver la multiplicité de —1 dans P = X* + 2X3 +2X? 4+ 2X + 1 puis factoriser P sur R et C.

Exercice 9.3
Déterminer I'ordre de multiplicité de la racine 1 des polynomes :
1. (n—4)X" —nX""24+nX?— (n—4) avec n > 5.
2. X2 _ (2n 4+ DX 4 (2n+ 1)X" — 1 avec n > 2.

Exercice 9.4

Soit A € C, déterminer les polynémes P € C[X] vérifiant Vn € N, P(n) = A. En déduire ’ensemble des
polynomes de C[X] vérifiant P(X 4 1) = P(X).

Exercice 9.5

Déterminer tous les polynomes P a coefficients réels vérifiant la relation P(X?) = (X2 + 1)P(X).
Indication : Etudier le degré de P

Exercice 9.6

Soit P une fonction polynomiale paire. Montrer que P n’a que des termes de degré pair.

Exercice 9.7

A quelle condition sur (a,b,c) € C? le polynome X% + aX? + bX + c est-il divisible par X? 4+ X + 17
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Exercice 9.8

Déterminer A € R pour que I'une des racines de X2 — 7X + X soit le double de 'autre.

Exercice 9.9

Factoriser en produit d’irréductibles dans R[X] les polynomes

X041, X4 X041 X341 et XO—2cospX®41

Exercice 9.10

Soit P = X% 4+ aX? + 15X — 6i Trouver a € C tel que P ait une racine triple dans C. Factoriser alors P.

Exercice 9.11

Résoudre 2% — 622 + 11z + \ = 0, sachant qu’il y a deux solutions x1 et xo vérifiant x1z9 = 2. En déduire .

Exercice 9.12

Soient z1, xo et x3 les trois racines complexes du polynome X2 + pX + ¢. Trouver le polynome unitaire du
troisiéme degré dont les racines sont xixe, xox3 et rixs.

Exercice 9.13

Pour n € N, déterminer ’ordre de multiplicité de 2 comme racine de

nX"? — (dn + DX £ 4(n+ 1) X" —4x"!

Exercice 9.14

1. Montrer qu’il existe un unique polynome P € C[X] tel que Vn € N, P(n) = n.
2. Montrer qu'’il n’existe pas de polynome P € C[X] tel que Vz € C, P(z) =Z.

Exercice 9.15

Déterminer tous les polynomes P & coefficients réels vérifiant la relation P(X) = X P'(X).

Exercice 9.16

1. Trouver P € Ry[X] tel que
Vo e R cos(40) = P(cos(0))

2. On pose Q = P — X. Calculer
. ofon(3)). ofon()). (%)

2 4
4. En déduire un expression de cos <§> et cos <—7T>

3. Factoriser Q.

5
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Exercice 9.17
1. Soit (zg,z1) € R? avec g # x1. Soit (ag, a;) € R?. Déterminer un polynome P; de degré inférieur ou égal
a 1 tel que Pi(z9) = ag et Py(z1) = a;.
2. Soit (20,21, 2) trois réels distincts. Soit (ag,as,as) € R3. Déterminer un polynéme P, de degré inférieur
ou égal a 2 tel que Py(xg) = ag, Pa(z1) = a1 et Py(x2) = ao.
3. Soit n € N. Soit (xg,-- ,z,) n + 1 réels distincts et (ag, -+ ,a,) € R™!. On suppose qu'il existe un
polynéme P, de degré inférieur ou égal a n tel que

Vk € [[O,n]] Pn(xk) = ag

Montrer qu’alors, 'il existe un polynéme @ de degré inférieur ou égal a n tel que Vk € [0, n] Q(xk) = ag,
alors Q = P,
Réponses

Réponse de 1’exercice 9.1

La maniére la plus simple de déterminer le coefficient constant d’un polynéme est de I’évaluer en 0.
L (X-1)"—(X+1)"

(X —1)" = (X +1)" = Zn: (Z) XF(—1)nF Zn: (Z) x*

k=0 k=0

n
=3 (1) (o)
k
k=0

—0X" —2mX" 4 (- -1
Ainsi le degré de (X —1)" — (X +1)" est n — 1, le coefficient dominant est —2n et le coefficient constant
est (—1)" — 1.

2. (1— XY +(x*-1)*
(1-XY + (X' =)= X2 +6X10 —14X"2 16X — 9X* +2

Ainsi le degré de (1 — X*)5 4+ (X% — 1)* est 20, le coefficient dominant est —1 et le coefficient constant est
2.

3. (1—- X35 (x5 —1)3
5X12 _3x10 10X +10X%+3-X°-5.X3

Ainsi le degré de (1 — X?3)5 4 (X° — 1)3 est 12, le coefficient dominant est 5 et le coefficient constant est 0.
4. (X2 + 1)3n+1 _ (X2 _ 1)3n+1

3n+1 3n+1
3 1 3 1
(X2 4 1) (X2 1yt = 3 < n}:— >X2k s ( n}: >X2k(_1)3n+1k
k=0 k=0

3n+1
3n+ 1Y o 3nt1—k
- X (1— _1)3n+ )
> (") (-1
k=0
:0X6n+2+2(3n+1)X6n++1—(—1)3n+1

Ainsi le degré de (X2 4 1)1 — (X2 — 1)3"! est 6n, le coefficient dominant est 6n + 2 et le coefficient
constant est 1 — (—1)%""1,
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Réponse de I’exercice 9.2

On calcule P(—1) = 0. Puis
P/(X)=4X> 46X +4X +2

D’ou P'(—1) = 0.
P'(X)=12X% 4+ 12X +4

D’ott P”(—1) # 0. La multiplicité de —1 est donc 2.
On peut donc factoriser P par (X + 1)2. Le quotient Q) est de degré 2. On trouve

P=(X+1D}X%+1) = (X +1)%(X —i)(X +1)

Réponse de I’exercice 9.3

1. Soit P=(n—4) X" —nX""2 +nX? - (n—4) avecn >5. Ona P(1) = 0.
P =nn—-4)X""1 —nn—-2)X""3+2nX
Dou P'(1) =n(n—4—(n—2)+2)=0.
P'=n(n—1)n-4H)X"2 —n(n—2)(n—3)X""*+2n
D'ott P"(1) =n(n® —5n+4 — (n* —5n +6) +2) = 0.
P =nn—-1)(n—-2)(n—-0)X""-nn—2)(n—3)(n—4)X"°

PO =n(n—2)(n—4)(n—1—(n—3)) =2n(n —2(n —4) # 0. Donc 1 est de multiplicité 3.
2. Soit @ = X?" ™ — (2n 4+ X" + (20 +1)X" —1 avec n > 2. On a Q(1) = 0.

Q=0CCn+1DX" —(n+1)2n+1)X" +n(2n+ 1)X"?
Dou Q(1)=2n+1)(1 —(n+1)+n)=0.
Q"= (2n+1) (2nX*" ' —nn+ X" +n(n - 1)X"?)
Dot Q"(1) = (2n + 1)(2n — n(n + 1) + n(n — 1)) = 0. Pour la dérivée troisiéme, il faut distinguer le cas

n =2.Sin=2 alors
Q® =60X2% - 30X

Dot Q) (1) # 0.
Sin # 2 alors

Q"= 2n+1)n ((4n — X2 (- DX" 24 (n—1)(n— 2)X"_3)

Dou Q¥ (1) =n@2n+1)(4n —2—n>+14+n?>—3n+2) =n?(2n+1) £ 0.
Dans tous les cas 1 est de multiplicité 3.
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Réponse de I’exercice 9.4
Soit P € C[X] vérifiant Vn € N, P(n) = A. Alors le polynéme P — X\ admet une infinité de racines, c’est donc
le polynéme nul. D’oit P = A.
Réciproquement il est aisé de vérifier que le polynome constant égal a A vérifie bien Vn € N, P(n) = A.
Soit P € C[X] vérifiant P(X + 1) = P(X). Alors, en particulier, pour tout entier n € N on a P(n) = P(0).
Ainsi P est un polynéme constant (qui vaut toujours P(0)).
Réciproquement il est aisé de vérifier que les polynomes constants vérifient bien P(X + 1) = P(X).

Réponse de I’exercice 9.5
Soit P € R[X] de degré d tel que P(X?) = (X?+1)P(X), en particulier on a deg(P(X?)) = deg ((X* + 1)P(X)),
ie. 2d =d+2, doit d = 2. On peut donc écrire P = aX? + bX + ¢ avec (a,b,c) € R3.
Par suite on a

P(XH) =aX?+bX* 4 c= (X2 +1)P(X) = aX* +0X3 + (a + ) X* +bX + ¢

D’ou
a=a
b=
at+c=b
b=0
c=c

cest-a-dire P = a(X? — 1) avec a € R.
Réciproquement il est aisé de vérifier que, si P = a(X? — 1) avec a € R, alors P(X?) = (X2 +1)P(X).

Réponse de I’exercice 9.6

d d
Ecrivons P = Zaka. Soit alors @ = Z(—l)kaka. Pour x € Ron a P(—x) = Q(z).
k=0 k=0
Comme P est paire, on a alors P = @, ainsi, pour tout entier k € [0, d]

ap = (—1)*ax

Si k est pair on a donc ay = ay et si k est impair on a ap = —ay d’ou a = 0.
Tous les termes de degré impair de P sont ainsi nuls. P n’a donc bien que des termes de degré pair.

Réponse de ’exercice 9.7
X%+ aX? + bX + c est divisible par X2 + X + 1 ¢’il existe un polynome dX? + eX + f tel que

X'+ aX?+0X +e= (X2 + X +1)(dX? +eX + f)

C’est-a-dire
X'+ aX?+bX +ce=dX ' + (e+ )X+ (d+e+ )X>+(e+ )X+ f

Il nous faut donc déterminer si le systéme suivant admet des solutions

d =1
e+d =0
a—d—e—f =0
b—e—f =0
c— f =0
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Ce systéme est équivalent a

d =1
e =—-1
a—f =0
b+1—f =0
c—f =0

On voit que ce systéme a des solutions si et seulement sia =c=0b+ 1.
Ainsi X% + aX? + bX + c est divisible par X2 + X + 1 si et seulement sia =c=0b+ 1.

Réponse de I’exercice 9.8

On sait que tout polynome de degré 2 admet deux racines complexes (comptées avec multiplicité). Notons a et
b ces racines. On a alors a +b =7 et ab= \.
Supposons que 1'un des racines de X2 — 7X + X soit le double de Pautre. Pour fixer les idées b = 2a. Alors

3a =7 et 2a% = \

D’oua:zet)\:%.
3 9

98
Ainsi, si une des racines de X2 — 7X + ) soit le double de Dautre. alors \ = 9
98
Réciproquement, si A = 9 alors il est aisé de vérifier que X2 — 7X + A admet comme racine 3 et 3 d’out

'une des racines de X2 — 7X + ) est bien le double de I'autre.

Réponse de I’exercice 9.9

1. Dans R[X] :

X0 p1=(X2+1)(X* - X?+1)
= (X2 4+ 1D)(X? - VBX + 1)(X?+V3X +1)

D’ow, dans C[X] :

X041 = (X +i)(X = i)(X +i5)(X —ij*)(X + i) (X —ij)
2. Posons Y = X3 onaY3+Y?4+Y 4+1=(Y +1)(Y2+1). Don
X4 X4 X3 +1=(X3+1)(X5+1)
= (X2 - X+ D)X +D)(X2 = VBX +1)(X2+ 1) (X2 +V3X +1)
3. On a
X6 —2cos X2 4+ 1= (X2 —€?)(X3 —e7?)
= (X —'5)(X — 5))(X — 57X — D)X — X — e

= (X%~ 2cos($)X + 1)(X? — 2cos( L)X + 1)(X? — 2cos(257)X + 1)

Le cas ou ¢ = 0 ou 7 devrait étre traité séparément mais n’est pas difficile.
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Réponse de I’exercice 9.10
On suppose que P admet une racine triple . Ainsi il existe (b,c) € C? tel que
X° +aX?+ 15X —6i = (X —a)> (X2 +bX +¢)
= (X3 - 3aX? + 302X — a®)( X2+ bX +¢)
= X%+ (b—30)X* + (¢ — 3ba + 302) X3 + (3ba’® — 3ca — &®) X% + (3ca® — ba®) X — ca®

On identifie les coefficients

b—3a =0

¢ — 3ba + 302 =0
3ba? —3ca—a® =a
3ca® — ba? =15
—ca® = —01

Il ne s’agit pas d’un systéme linéaire, on ne peut donc pas utiliser la méthode du pivot de Gauss. On va faire
des substitutions successives

(b = 3«
c = 6a?
90 —3ca—a® =ua
3ca® — 3at =15
—ca® = —0612
b = 3«
c = 60’
—10a® =a
150 =15
—6a° = —6i
on trouve que o =4, a = 10¢, b = 3i et ¢ = —6. Par suite on a
P=(X—i)}X?+3iX —6) = (X — i) <X— ﬂ) <X— ﬂ)

Réponse de ’exercice 9.11

Soit P = X —6X? + 11X + A. On sait que P admet trois racines complexes (comptées avec multiplicité),
écrivons alors

P = (X — xl)(X — CEQ)(X — 563) = X3 — (561 + x9 + $3)X2 + (561562 + xox3 + 561563)X — (mlxgzcg)

Ainsi on a
T1 4+ x2 + 23 =6
T1To + x1x3 + 29003 =11
T1X2X3 = -\
D’ou
(x1 +x2) +x3 =6
xg(xl + wg) =9
2x3 =-A
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Notons a = x1 + x2. On a alors axs = 9 et a + x3 = 6. Ainsi a et x3 sont les deux racines du polynome
X2 - 6X +9=(X—-3)% Douxz=3etx +xo=3.

Par suite on a 122 = 2 et 21+22 = 3. 21 et 29 sont donc les racines du polynéme X?—3X+2 = (X-1)(X-2)

Ainsi 27 = 1, 22 = 2 (ou le contraire mais cela n’a aucune importance) et x3 = 3.

On obtient également A = —x1x003 = —6.

Réponse de ’exercice 9.12
On a (cf exercice précédent)
T1T2T3 = —q
122 + T2x3 + X123 = P
1+ a9 +2a3=0
On en déduit :

(2122)(223) (T123) = (T12273)% = ¢

T1T2 + T2T3 +T1T3 =p
(x122)(x123) + (x122)(2223) + (X123) (T223) = (T1T223)(T1 + T2 +23) = —¢ X 0 =10

Le polynéme recherché est donc X3 — pX? — ¢%.

Réponse de I’exercice 9.13

Posons
P=nX""2 — (4n4+ X" 4 4(n +1)X" —4x"!

On a alors
P=X""1(nX?-(dn+1)X*+4(n+1)X' —4) = X""'Q

OnaQ2)=8n—4x(4n+1)+8(n+1) —4=0. On peut donc factoriser ) par X — 2.
Q=(X-2)nX*-2n+1)X +2)= (X —2)R
On a R(2) =4n —2(2n+ 1) + 2 = 0. On peut donc factoriser R par X — 2.

R=(X—2)(nX —1)

Finalement
P=X""YX-22nX -1)

2 est donc une racine de P de multiplicité 2

Réponse de ’exercice 9.14

1. Tl est facile de montrer qu’un tel polynéme existe puisque le polyndéme X convient. Montrons que c’est le
seul. Soit donc P € C[X] tel que Vn € N, P(n) = n. Alors, en notant Q = P — X, on a

VneN Q(n)=0

(@@ admet donc une infinité de racines, () est donc le polynéme nul, c’est-a-dire P = X.
2. Supposons par ’absurde qu’il existe un polynome P € C[X] tel que Vz € C, P(z) = Z. Alors, en particulier,
pour tout entier n on a P(n) = n. D’apreés la question précédente on a donc P = X.

D’ow, pour tout z € C z = Z ce qui est absurde. Ainsi il n’existe pas de polynéme P € C[X] tel que
VzeC, P(z) ==Z.

Bastien Marmeth 205



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Réponse de ’exercice 9.15

Soit P € R[X] de degré d tel que P(X) = XP'(X) et soit agX? son monome dominant. Le monéme dominant
de XP'(X) est dagX?. Ainsi agX¢ = dagX?, don d = 1.
On peut donc écrire P = aX + b avec (a,b) € R?. Par suite on a

aX+b=X xa
Dou b=0.

Ainsi P = aX avec a € R.
Réciproquement il est aisé¢ de vérifier que, si P = aX avec a € R, alors P(X) = XP'(X).

Réponse de I’exercice 9.16

1. Soit # € R on a

cos(40) = Re <e4i9)
(

I
Q
@)
w0
e
N
|
D
Q
@)
2}
—~
)
~
[\
wn
=
B
—~
)
~
[\
+
wn
=
B
—~
)
~
S

= 8cos(h)? — 8cos(0)? + 1
Posons P = 8X* —8X? + 1, on a alors cos(46) = P(cos(9)).

2.0na
Q(cos(0)) = P(cos(0)) — cos(0) = cos(4 x 0) — cos(0) =0

o(on () -2 on(5) - (%)
(%) - (2)
~ cos (gw n %”) ~ cos (%ﬁ)
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B 2 2
= oS 3 cos 3

3. D’aprés la question précédente on a

Q=(x-1) <X—cos <2§)> (X—COS <2§>> <X‘C°S <4§>>
- -y (x4g) (- (5)) (x - (5))

D’un autre coté on a

Q=8X*-8X2-X+1
= (X -1)(8X? +8X% 1)

— (X 1) <X+%> (8X% +4X —2)

On va factoriser le polynome 8X2 44X — 2 son discriminant réduit vaut 4 + 16 = 20. Le polynome admet
donc deux racines qui sont

24+v20 1+5 . 2-v20 1-+/5
8§ 4 8 4

Q=(X—-1) <X+%> (X—1+4*/3> (X—1_4\/5>

4. D’apreés les questions précédentes on a
o 1+v5 1—5
cos| — | € )
5 4 4

2
, d’ol1 cos <§> > 0 et donc

D’on

De plus 0 <

2
— <
5

NN

De méme on a
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Réponse de ’exercice 9.17

1.
X—a X —
Py =agp Lt 20
ag — aj a; — ap
> X X X X X X
P2:a0( —a)X —ap) (X)X —a) (X —a))(X —a)
(CL() — al)(ao — CLQ) (a1 — ao)(a1 — CLQ) ag — ao)(a2 — al)

3. Soit @ de degré inférieur ou égal a n tel que Vk € [0,n] Q(zk) = ag. Alors
Vk € [0,n] (P, —Q)(zx) =0

P,, — @ admet donc n + 1 racines distinctes, or deg(P,, — Q) < max(deg(P,),deg(Q)) =n. P, — Q admet
donc plus de racines que son degré, c’est donc le polynéme nul. C’est-a-dire Q = P,.
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Chapitre 10

(éométrie du plan et de 'espace

Exercices

Exercice 10.1

Dans le plan P donner, pour chacune des droites suivantes :
— Un vecteur directeur
— Un vecteur normal
— Une représentation paramétrique
— Une équation cartésienne

1. Dy est la droite passant par A(1,0) et B(—2,—3)

2. Dy est la droite d’équation 3z + 2y =5

3. D3 est la droite passant par C'(—1,1) et de vecteur directeur —3_z'> + 7
4. Dy est la droite passant par D(0,2) et de vecteur normal 7 + 7

Exercice 10.2

Déterminer, s’ils existent, les points d’intersection des droites de I’exercice précédent.

Exercice 10.3

Soit C' I’ensemble des points M (z,y) vérifiant 22 + y*> — 2z — 4y +1 = 0.
1. Montrer que C est un cercle et donner son centre et son rayon.

2. Déterminer les tangentes a C' passant par A(—1,0)

Exercice 10.4
: - = =
On se place dans I'espace £ muni d’un repére orthonormé (O, k). Donner

%
vy, 7,
1. Une base du plan P; passant par les points A(3,1,0), B(2,2,2) et C'(—1,5,0). En déduire une représen-
tation paramétrique de ce plan
2. Une équation cartésienne du plan Po passant par A(0, 1,0) et de vecteur normal )

3. Un équation cartésienne du plan Ps passant par A(1,1,0) et admettant pour base U =
¥ =34 + k. Donner un vecteur normal de Ps.

Bastien Marmeth 209



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Exercice 10.5
Soita€Ret D={(2—2t,1+tt),teR}yet D'={(-1+t,2—-3t,a+2t), t € R}.
1. D et D’ sont-elles paralléles ?
2. Déterminer a pour que D et D’ soient sécantes.

3. Déterminer alors une équation cartésienne du plan contenant D et D'

Exercice 10.6

On se place dans le plan P muni d’un repére (O, i, j . Soit D; la droite d’équation cartésienne = + 2y — 3 = 0,
Dy la droite d’équation cartésienne 2z + 3y — 5 = 0 et soit A(—1,—1) et B(1,4).
1. Déterminer une équation de la droite parallele & D; passant par A.

2. Déterminer une équation de la droite perpendiculaire & Dy passant par B.

Exercice 10.7

Soit A € R et Dy et Dy les droites définies par les systémes suivants

z+y+A=0 r+2y+z2=0
Dll D22
y+2+1=0 3r4+y+ 2\ = -2

Déterminer A pour que les droites Dy et Do soient sécantes.

Exercice 10.8

Donner une représentation paramétrique et une équation cartésienne du plan P contenant le point A(1,1,1) et
z+y+1=0

la droite D :
y+2z+1=0

Exercice 10.9

- = =
Soit A(1,—1,-1), B(3,2,1) et W =14+ j + k.On note D la droite passant par B et dirigée par «. Trouver
une équation cartésienne du plan P contenant le point A et la droite D.

Exercice 10.10
- -

%
On considére le vecteur @ = i — j + k et les deux droites

Dy Dy
! {zzl 2 {z:()

Déterminer la droite A dirigée par U et qui coupe Dq et Ds.

Exercice 10.11
Soit C' le cercle passant par les points A(1,—2), B(4,2) et C(1,4).
1. Déterminer le centre et le rayon de C.

2. Donner une équation cartésienne de C.
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Exercice 10.12

Déterminer les points d’intersection du cercle C' de centre A(2,1) et de rayon V2 et de la droite A d’équation
y—xz+1=0.

Exercice 10.13

On fait glisser un régle le long d’'un coin de mur. Les extrémités de la régle restant sur les murs. Déterminer
I’ensemble des positions décrites par le milieu de la régle.

Exercice 10.14

Soit P le plan d’équation # +y + z = 1 et P’ le plan d’équation x = y. Soit A(1,2,3). Déterminer les distances
d(A,P), d(A,P') et d(A, PN P).

Exercice 10.15
Soit A et B deux points distincts, soit C' le barycentre de (A,2), (B,3) et D le barycentre de (4, 3), (B,2).
1. Déterminer la nature de I’ensemble des points M tels que \|2M7i + 3m\| =10
2. Déterminer la nature de ’ensemble des points M tels que \|2M7i + 3]\ﬁH = \|3M7i + 2]\ﬁH

Exercice 10.16
Soit ABC' un triangle.
1. Déterminer la nature de ’ensemble des points M tels que MA + M B + 2MC soit colinéaire a B? .
2. Déterminer la nature de ensemble des points M tels que |MA+ MB 4 2MC| = |MA+ MB —2MC)|.

Exercice 10.17
Soit P un plan de I'espace d’équation az + by + cz = d avec (a, b, c) # (0,0,0) et M (xo,yo,20) € €
1. Rappeler la définition de la distance de M & P
2. Déterminer un vecteur normal & P
3. En déduire une représentation paramétrique de la droite perpendiculaire & P passant par M.
4. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal de M sur le plan P.
5

. Montrer qu’alors
b —d
d(M,P) — |a$0+ yO+CZO |
Va2 + b2 + 2
6. Déterminer le projeté orthogonal de M(1,1,1) sur le plan P d’équation z — y + 2z = 0 et la distance de
M aP

Réponses

Réponse de ’exercice 10.1
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1. Dy est la droite passant par A(1,0) et B(—2,—3).
- =
/@ = -3¢ — 37 est un vecteur directeur de Dj. W=
Une représentation paramétrique de D; est

i — j est un vecteur normal a D;.

Dy = {(1-3t,-3t), t €R}

Une équation cartésienne de D; est
D :x—y=1
2. Dy est la droite d’équation 3z + 2y =5
e . - =
Remarquons que F(1,1) € Dy. W =3¢ +2 7 est un vecteur normal a Ds. U =-21i+3 J est un vecteur
directeur de Ds.
Une représentation paramétrique de Dy est

Dy ={(1-2t1+3t), tcR}

: : - =
3. Ds est la droite passant par C'(—1,1) et de vecteur directeur —3 i + j
— —- — N
n = i +3j est un vecteur normal & Dj.

Une représentation paramétrique de Ds est
Ds={(-1-3t,1+1t), teR}

Une équation cartésienne de D3 est
Dy : x+3y =2
4. Dy est la droite passant par D(0,2) et de vecteur normal i + j .

- = )
u =i - j est un vecteur directeur de Dy.

Une représentation paramétrique de Dy est

Dy={(t,2—1t), t R}

Une équation cartésienne de D, est
Dy :x+y=2

Réponse de ’exercice 10.2

— Déterminons D1 N Dy
Soit t € R et M (1 —2t,1+ 3t), M € Dy si et seulement si

1
(120~ (1430) =1 & t=—

7 2
Ainsi Dy NDy =1 (=, =
LR {(55)}

— Déterminons D; N D3
Soit t € R et M (1 — 3t,—3t), M € Ds si et seulement si

1
(1=30)+3(-31) =2 & t= -

1
Ainsi D1 N D3 = {(g, Z)}
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— Déterminons D1 N Dy
Soit t € R et M (1 — 3t,—3t), M € Dy si et seulement si

1
1-3t)+(-3)=2 < t:—8
31
AinsiD; NDy =4 (2,2
st D1 NDy {(2,2>}
— Déterminons Dy N D3
Soit t € R et M(1 —2t,1+ 3t), M € Ds si et seulement si
2
(1-20)+3(1430) =2 & t=—

11 1
AinSi DQ ng = {(7, ?>}

— Déterminons Dy N Dy
Soit t € R et M(1 —2t,1+4 3t), M € Dy si et seulement si

(1-20)+(1+3t)=2 & t=0

Ainsi Do N Dy = {(1, 1)}
— Déterminons D3 N Dy
Soit t € R et M(t,2 —t), M € Ds si et seulement si

t432-t)=2 & t=21

Ainsi D3N Dy = {(2,0)}

Réponse de I’exercice 10.3

1. On a

M(z,y)eCeox®+y* —2r —4y+1=0
SE-1)2-1+y—-2%-4+1=0
S@—-1)2+(y—2)7*=4
Ainsi M appartient a C' si et seulement si M appartient au cercle de centre (1, 2) et de rayon 2. C est

donc le cercle de centre €2(1,2) et de rayon 2.

2. A est a extérieur du disque de centre €2 et de rayon 2. Par € passent donc deux tangentes au cercle C
qui touchent C' en B et C'. Les triangles QAB et QAC sont alors rectangles en respectivement B et C. QA
est 'hypoténuse de ces deux triangles. Ainsi B et C sont sur le cercle centré au milieu de QA et de rayon
——, c’est-a-dire le cercle de centre I1(0,1) et de rayon v/2. Les coordonnées de B et C' vérifient alors les
deux équations

224y -2 —4dy+1=0
{x2+y2—2y—1:0

—2x—-2y+2=0
2 +y?—2y—1=0

r=1—-y
v -2y +1+y*—2y—1=0
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r=1-y

2y(y —=2) =0
D’ou (z,y) = (1,0) ou (x,y) = (—1,2). D’ou B(1,0) et C(—1,2). Les deux tangentes sont alors la droite
Ty = (AB) d’équation y = 0 et la droite T = (AC) d’équation z = —1.

Réponse de I’exercice 10.4

1. A, Bet Cne sont_)pas alignés car E et @ ne sont pas colinéaires. Une base de P; est E =—14+75+2k,
AC =—41i +4j.0n en déduit une représentation paramétrique de Py

Pr={(3—t—4s,1+1t+4s,2t), (t,5) € R*}

2. P> admet pour équation cartésienne
Pa: 20+y+z=1

3. P3 contient les points A(1,1,0), B=A+ o = (2,2,0) et C = A+ ¥ = (4,1,1). Un équation cartésienne
de P3 est de la forme ax + b+ y + ¢z = d. On a alors

a+b=d
204+ 2b=d
da+b+c=d
D’ou
d=0
a=—b
c=—3a
- - =
Ainsi x — y — 3z = 0 est une équation cartésienne de P3. On en déduit que le vecteur W= - 7 —3k
est un vecteur normal du plan Ps.
Réponse de ’exercice 10.5
e
1. D admet comme vecteur directeur @ = —24 + j + k et D' admet comme vecteur directeur v =

—

i —3j +2k.D et D' sont paralléles si et seulement si W et U sont colinéaires. @ et ¥ sont colinéaires
s'il existe t € R tel que U= t?, ie. tel que =2 =1t¢, 1 = —3t et 1 = 2t, ce qui est clairement impossible.
Ainsi D et D' ne sont pas paralléles.

2. D et D' sont sécantes s’il existe t € R et s € R tels que
(2—-2t,1+tt)=(—1+s,2—3s,a+2s)

C’est-a-dire, si le systéme suivant admet une solution

s+2t=3
(S) : ¢3s+t=1
—2s+t=a
L2<—L2—3L1
L3+ L3+ 2Ly
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s+2t=3
(S) & ¢ —5t=-8
5t=a-+6
L3+ L3+ Lo
1
L2 — —3L2
s+2t=3
8
S) & (t=-
(5) °
0=a—-2
. . : : / ) 6 13 8
Le systéme est compatible si et seulement si a = 2 auquel cas D et D’ sont sécantes en M ~5 505 )
3. Le plan P contenant D et D’ admet comme base (7, 7), on va donc trouver un vecteur orthogonal & o
et V.
ﬁ

- = =
W = 14 + jJ + k convient. P est donc le plan d’équation x 4+ y + z = 3.

Réponse de I’exercice 10.6

1. Notons Djg la droite paralléle & D; passant par A. D3 admet pour vecteur normal tout vecteur normal &
D;y. Ainsi ¢ 4+ 2 j est un vecteur normal & Ds.

On en déduit que D3 admet pour équation cartésienne x + 2y = —3.

2. Notons Dy la droite perpendiculaire a D- passant par B. D4 admet pour vecteur normal tout vecteur
directeur & Dy. Ainsi 34 — 2 j est un vecteur normal & Djy.
On en déduit que Dy admet pour équation cartésienne 3z — 2y = —5.

Réponse de I’exercice 10.7

D1 et Dy sont sécantes si et seulement si le systéme suivant admet une solution

r+y+A=0

y+z+1=0
(5) :

r+2y+z2=0

3r+y+2\=-2

L3<—L3—L1

L4<—L4—3L1
THYy=—A

=1
(5) < y+z

y+z=2A
—2y=A—-2

L3<—L3—L2

1
L4<——§L4
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TH+y=-A
y+z=-1
(5) < Yo=r+1
3
Y73
Ly Lo
L3 — Ly
L3« L3 — Ly
r+y=-1
3
y=3
() & {7 2
Z = —5
0=X+1
On voit que ce systéme est compatible si A = —1 et que dans ce cas 'intersection de Dy et Dy est le point
de coordonnées 230
2727 2

Réponse de I’exercice 10.8

Les points B(—1,0,—1) et C(0,—1,0) appartiennent & D et donc & P. A, B et C ne sont pas alignés (car
A ¢ D) ainsi P est 'unique plan contenant A, B et C. (ﬁ,ﬁ( est donc une base de P. On en déduit une
représentation paramétrique de P

P={(1-2t—s1—t—2s5,1-2t—5), (t,s) € R?}

Pour trouver une équation cartésienne de P on va chercher un vecteur normal & P donc orthogonal & la base
(AB, AC).

Soit 77 = x? + y7 + z? un vecteur normal & ﬁ et @

On a donc

—2r—y—2z=0
—rz—2y—z2=0

Ainsi 7 = i — k est un vecteur normal 3 P.
On en déduit une équation cartésienne de P

P:xz—2=0

Réponse de I’exercice 10.9

Il nous faut trouver un vecteur n(gmal ap. (Ag, 7) est une base de P. Il nous faut donc trouver un vecteur
ﬁ
orthogonal & A§ et @.n= i — K convient. Ainsi P est le plan d’équation z — z = 0.

Réponse de I’exercice 10.10

Soit M (xar,yar, zar) un point de A. Une représentation paramétrique de A est donc
A={(zp+t,ymw —t,2m +1), t €R}

A coupe D1, ainsi il existe t € R tel que ypr —t=0et zpy +t =1, dou ypr =1 — 2zpy.
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De méme A coupe Ds, ainsi il existe s € R tel que zp +s=1¢et zpy +s =0, dott zpy = 237 — 1.
Ainsi un point M appartient & A si et seulement si ypr = 1 — zp7 et zpr = zpr — 1. A est donc la droite

d’équation
A {y tz=1

r—z=1

Réponse de I’exercice 10.11

1. Le cercle C' est le cercle circonscrit au triangle ABC, son centre est donc le point de concourance des
meédiatrices du triangle ABC. La médiatrice du segment [AC] est la droite d’équation y = 1 et la médiatrice

15 7
du segment [AB] est la droite d’équation 3z + 4y = CR Leur intersection est le point € <6’ 1>. Le rayon

du cercle est la longueur QA, c¢’est-a-dire 5

2. Un équation cartésienne de C' est alors

Réponse de ’exercice 10.12

Il s’agit de trouver les points dont les coordonnées (z,y) vérifient les deux équations suivantes

(=27 +(y-1° =4
r=1+4+y

(y—1)%=2
r=1+4+y

Ainsi les points d’intersection de C et A sont <2 +V2,1+ \/5) et (2—v2,1-V2).

Réponse de I’exercice 10.13

Notons L la longueur de la régle. M (z,0) le point d’appui au sol de la régle et N(0,y) le point d’appui de la

2

régle sur le mur. On a alors MN = L, d'on y?> = L? — 22, comme y > 0 on a donc y = /L2 — 2. Soit I le

A /L2 2
milieu de M N, I a pour coordonnées g, %)
.%'2 + L2 _ 1.2 L2

= —. [ appartient donc au cercle de centre 0 et de rayon 3

La distance OI? vaut alors 1 1

Réponse de I’exercice 10.14

Il nous faut déterminer les projetés orthogonaux de A sur P, P' et PN P’
Le projeté orthogonal de A sur P est I'unique point H; de P tel que

VM € P <H1M,H1A>:0

C’est également l’inte_r>secti_o>n de_> P et de la droite perpendiculaire & P passant par A. La dite perpendiculaire
Dy est dirigée par =i+ 7 + k et admet donc comme représentation paramétrique

Dy ={1+t2+t3+1t), tcR}
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Ainsi il existe ¢ € R tel que H; ait pour coordonnées (1 + ¢,2 + ¢,3 + ¢). Comme H; € P on a de plus
) 214
1+t+2+t+3+t=1dout= —3- Ainsi H; est le point de coordonnées <_§’ 3’ §>
On sait que la distance d(A, P) est égale a la longueur AH;. Ainsi

d(A, P) = %

Le projeté orthogonal de A sur P est I'unique point Hy de P’ tel que

VM € P’ <H2M,H2A>:0

C’est également 'intersection de P’ et de la droite perpendiculaire 4 P’ passant par A. La dite perpendiculaire
Dy est dirigée par nh= 1 — 7 et admet donc comme représentation paramétrique

Dy ={1+4+t2-t3),teR}
Ainsi il existe t € R tel que Hsy ait pour coordonnées (1 +¢,2 —¢,3). Comme Hy € P’ on adeplus 1+t =2—t
1 33
d'out = 3 Ainsi H est le point de coordonnées (5, 2 3).
On sait que la distance d(A, P') est égale & la longueur AH,. Ainsi

d(A, P') = %

Enfin le projeté orthogonal de A sur P N P’ est 'unique point Hz de PN P’ tel que
YMePnP <H3M,H32>:0

La droite PN P’ est dirigée par le vecteur i + j — 2k et passe par le point de coordonnées(0,0,1). On a
ainsi une représentation paramétrique de P N P’

PNP ={(t1-2t),teR}

Il nous faut alors déterminer ¢y tel que Hj ait pour coordonnées (to,t9,1 — 2tg). La condition VM € PN
/ T A 2 2 .
P" (HsM,HsA) se réécrit

VEeR (t—to) x (1—tg)+ (t—to) x (2 —to) + (2t — 2t) x (3 — 1+ 2t) =0

C’est-a-dire
VEER (t—to)(—1—6tg) =0

1 1 14
D’ou tg = —= et H3 admet pour coordonnées | ——=, ——=, = |.
6 6° 63
On sait que la distance d(A, P N P’) est égale & la longueur AHj3. Ainsi

1
d(A, PN P) = %

Réponse de I’exercice 10.15

1. C est le barycentre de (4,2), (B,3), ainsi, pour tout point M on a 2MA 4+ 3MB = 5MC'. 1l nous faut
donc trouver ’ensemble des points M tels que || MC|| = 10. Il s’agit du cercle de centre C' et de rayon 10.
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2. Pour tout point M on a 3M A 4 2M B = 5M D. On cherche donc I’ensemble des points tels que H5M(2|| =
H5MZ3H Il s’agit de la médiatrice du segment [C'D].

Réponse de I’exercice 10.16

1. Soit G le barycentre de (4,1),(B,1),(C on a alors MA + MB 4+ 2MC = 4MG. On cherche donc les
points M tels que 4M (3 soit colinéaire & B% Il s’agit donc de la droite passant par G de vecteur directeur
B

2. Pour M € P on a

MA+ MB — 2MC = MA + MB + 2MC — AMC = 4MC — 4MC = ACC

On cherche donc les points M tels que

AMC = 4CC

, il s’agit donc uniquement du point C

Réponse de I’exercice 10.17

1. 1l s’agit d’'une question de cours. On a
—
d(M,P) = inf | BM||
BeP

- = =
2. Le vecteur W =ai +bj +ck est normal & P
ﬁ

3. Le vecteur W' =ai +bj + ck est normal & P et donc dirige la droite D perpendiculaire & P passant
par M. Cette droite admet comme représentation paramétrique

D = {(z¢ + ta,yo + tb,zo + tc) , t € R}

4. Le projeté orthogonal de M sur le plan P est le point H a l'intersection de P et de la droite perpendiculaire
a P passant par M.

a
Le vecteur 7 = | b | est normal & P et donc dirige la droite D perpendiculaire & P passant par M. Cette
c

droite admet comme représentation paramétrique
D = {(xo + ta,yo + tb,z0 + tc) , t € R}
Il existe donc ¢ tel que H ait pour coordonnées (xg + ta,yo + tb, zop + tc). Comme H € P on a de plus
a(zo +ta) + b(yo + tb) + c(z0 + tc) = d
axry+ byg +czg — d

a? + b2 + 2
Ainsi H a pour coordonnées

Dout =—

. _aaﬂzo—}—byo—}—czo—d _baxo—{—byo—i—czo—d . _Caxo—{—byo—}—czo—d
0 a2+ b2 + 2 H0 2+2+ez 7 a? 4+ b2 + 2
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5. On sait que d(M,P) = ||Mﬁ, on a alors

d(M, P) = | MH|
=V (zr —20)2+ (yg — y0)® + (21 — 20)2
= V{at? + ()2 + (ct)?
= [t[/aZ + 0% + &2
_ laxo + byo + czo — d|

Va2 + b2+ 2
6. Il nous suffit d’appliquer les questions précédentes avec a = 1, b = —1, ¢ = 2 et d = 0. Le projeté orthogonal
b —d
de M sur P est le point H de coordonnées (zps + ta,yar + tb, zpr + tc) ou t = L +2 yM2+ CZQM ,
a*+b*+c
c’est-a-dire
B 1—-1+42 1
124 (12422 3
2 41
D’ou H a pour coordonnées [ —,—, = | et
3'3°3
_axp +byar +czy +d] 1-14+2 2 2

d(M,P) = — I
( ) Va2 + b? + 2 VIZH(-1)2+22 V6 3
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Chapitre 11

Matrices

Exercices

Exercice 11.1

Soit a, b, ¢ trois complexes tels que a? + b? + ¢ = 1. On pose

0 c —b
A=|—-c 0 a | et B=A>+1;
b —a 0

Montrer que AB = BA =033 et B? =B.

Exercice 11.2

1. Calculer U? et U3.
2. Exprimer U? sous la forme aU? + bU + cl3 avec (a,b,c) € R3.

3. En déduire que U est inversible et déterminer U~ L.

Exercice 11.3

Soit M € M, (R). On dit qu’elle est nilpotente s'il existe un entier p tel que M? = 0.

1. Montrer que les matrices suivantes sont nilpotentes

0 1 0 2 -1 0 -1 0
AZ(O 0> B=|00 3 CcC=1 -1 0 1
00 O 0 -1 0

2. Montrer que si A est une matrice nilpotente et B est une matrice qui commute avec A alors leur produit
est une matrice nilpotente.

3. Donner deux matrices nilpotentes dont le produit n’est pas nilpotente

4. Soit A et B deux matrices telles que AB est nilpotente. Montrer que BA est nilpotente
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Exercice 11.4

Soit N une matrice nilpotente (cf exercice précédent) et p tel que NP = 0. Soit m € N. Exprimer la matrice
(I, + N)™ en fonction de I,,, N,N?, ... NP1,

1 2 1
Calculer A9 ot1 A = 01 -1
00 1

Exercice 11.5

Soit A = (am)
diagonaux.

G)efn]2 € M, (K). On appelle trace de la matrice A notée (A) la somme des coefficients

TI‘(A) = i ai,i
=1

Soit (A, B) € M,(K)? et (\, u) € K?
1. Montrer que (A) = (tA)
2. Montrer que (AA + uB) = )\(A) + M(B)
3. Montrer que (AB) = (BA)
4. Calculer (tAA)

5. Montrer que A = 0,,,, si et seulement si (tAA) =0

Exercice 11.6

Pour 6 € R on définit Ry = (ij((g)) —cz:(lég)>

1. Montrer que, pour tout (o, 3) € R?, RoRg = Rop-
2. En déduire une expression de R, pour n € N.

3. La matrice R, est-elle inversible ? Si oui déterminer son inverse.

Exercice 11.7

Soient A et B définies par

1 11 011
A=11 11 et B=| 1 0 1
1 11 1 10

Calculer A™ et B™ pour n € N.

Exercice 11.8

Soit M € M, (R). On dit qu’elle est nilpotente s'il existe un entier p tel que M? = 0.

1. Montrer que les matrices suivantes sont nilpotentes

0 1 0 2 -1 0 -1 0
A:<0 0) B=|00 3 C=| -1 0 1
00 O 0 -1 0

2. Montrer que si A est une matrice nilpotente et B est une matrice qui commute avec A alors leur produit
est une matrice nilpotente.
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3. Donner deux matrices nilpotentes dont le produit n’est pas nilpotente

4. Soit A et B deux matrices telles que AB est nilpotente. Montrer que BA est nilpotente

Exercice 11.9

Soit N une matrice nilpotente (cf exercice précédent) et p tel que NP = 0. Soit m € N. Exprimer la matrice
(I, + N)™ en fonction de I,,, N,N?, ... NP1,

1 2 1
Calculer Aoud=| 0 1 -1
0 0 1
Exercice 11.10
1 5 —-1 1 1 1 -1
Soient A==|(-2 6 2 et P=11 -1 1
2 -1 1 7 -1 1 1

1

1. Montrer que P est inversible et calculer P~
2 00
2. Montrer que A= P 'DP,on D=0 3 0
0 0 4

3. Calculer A" pour n € N.

Exercice 11.11

010
Soit M =10 0 1
0 00

Calculer M2, M3 et M*.
Calculer le produit (I3 + M + M?)(Is — M).

En déduire que I3 — M est inversible et déterminer son inverse.

- W o

Soit (z,y) € R?. Déterminer trois suites (an)nen, (bn)nen et (¢n)nen telles que, pour tout n € N, on ait
(xIs + yM)" = apls + b, M + e M?

5. On consideére les suites (un)neN, (Un)nen et (wy)nen définies par récurrence par

Up+1 = 2Up + Uy

Un+1 = 2V + wy,

Wnp+1 = 2wy,

uO:L 1)0:0, UJQZ—l

Exprimer u,, v, et w, en fonction de n.

Exercice 11.12

Pour chacune des matrices suivantes déterminer son rang et les solutions de I’équation AX = 04,1. Dans le cas
ou elles sont inversibles calculer leur inverse

1 0 01 4 4 4 0 4 21 01
01 1 2 23 313 1101
1 011 4 4 5 1 5 0 011
1 01 3 4 4 5 1 5 6 2 0 4
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8§ 16 68 76 2 413 9 13
2 4 16 18 0 2 6 4 6
2 5 20 23 00 1 1 1
8 16 69 77 2 4 14 10 14

Exercice 11.13

Discuter en fonction des parametres (m,a) € C? du rang de matrices suivantes

m 1l—m 1+m
m 1-m

0 1—m m <1—m 4m>
0 0 m

1 a m

a—m a—1
a 1-m <a—i—1 a—2—m>
1 1 1

Exercice 11.14
Résoudre dans My(R) N? = 0q5.

)

Exercice 11.15

Résoudre dans My (R) le systéme de deux équations a deux inconnues matricielles X et Y

1 1 1 0
xev=(14 1) xer=(3 2

Exercice 11.16

. : . b
Soit a et b deux réels non-nuls. Trouver toutes les matrices de Ms(R) qui commutent avec ( g a )

Réponses

Réponse de ’exercice 11.1

On commence par calculer A?
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On en tire B

B:

Calculons maintenant BA et AB

On remarque que

——-bv+1 ab ac
ab - —ad’+1 be
ac be b —a’+1

—/0
COOINK
b —a 0

ac

be

BA=(A> 4+ )A= A%+ A= A(A? +I3) = AB
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Et
B?=(A’4+15)B=AAB+B=B
Réponse de ’exercice 11.2
1. On a
050 5 0 10
U?=10 2 5 Us=1(2 5 4
1 0 2 02 5

2. Ona U =2U + 514
3. De la question précédente on deduit que U(U? — 2I3) = 5I3. D’on

U?—2rI
o(5%) -

U? — 215

Ainsi U est inversible et U™ = 3

Réponse de I’exercice 11.3

1
A2 =09 B?= B¥=033 C?= 10
1

o o O

0
0
0

S O >

2. Soit A une matrice nilpotente et soit p € N tel que AP. Alors
(AB)? = ABAB---AB = APBP =0
De méme (BA)?. AB et BA sont donc bien nilpotentes.

3. Prenons A = (8 é) et B = <(1) 8) A et B sont nilpotentes( A*> = B? = 055) mais AB = (é 8) ne

I’est pas, en effet, pour tout entier n € N on a AB" = AB
4. Soit A et B deux matrices telles que AB est nilpotente. Soit alors p € N tel que (AB)? = 0. On a alors

(BAP™ = BABA---BA = B(ABAB---AB)) A= B(AB)?PA = B0A=0

Ainsi BA est bien nilpotente.

Réponse de I’exercice 11.4

I,, et N commutent, on peut donc utiliser la formule du bindéme de Newton. On sait que NP = 0 d’ou, pour tout
k> p, N¥ =0. On a alors

m m min(m,p—1)
(In+N)" = kz <7:> NELPh =3 <7:> Nf= > <7:> N*

=0 k=0 k=0
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0
Dans notre exemple ona A=I3+ Nou N = [0
0

0

0

0

D’on

1
10 10 10
A = (I; + M) = <0>N0+<1>N+<2>N2: 0 1
0

—80
—10

1. On a

Réponse de 1’exercice 11.5

n

(‘A=Y (A=) Aii=(A)
=1

i=1

n

AA+pB) =Y (AA+puB)i;
1=1

n
=> M+ uB;;
i=1
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= ZZA%z

i=1 k=1
5. Il est évident que, si A = 0,,,, alors (tAA) = 0.
n n
Réciproquement supposons que (tAA) = 0, on a alors Z ZAil = 0. Il s’agit d’'une somme de termes
i=1 k=1
positifs, elle est null si et seulement si tous les termes sont nuls.
n n
Ainsi Z Z Ai,i = 0 implique que, pour tout couple (k,4) € [1,n]?, Api =0, cest-a-dire A = 0y,
i=1 k=1

On a donc bien montré que A = 0y, ,, si et seulement si (tAA) =0.

Réponse de I’exercice 11.6

1. Soit (a, 8) € R?, on a

cos(a) cos(B) — sin(a) sin(5) — cos(a) sin(fB) — sin(a) cos(ﬁ))

_ _ (cos(a+B) —sin(a+p)
Halip = <sin(a) cos(B) + cos(a)sin() — sin(a) sin(B) + cos(a) cos(3)

B (sin<a +8)  cos(a+ ) >

2. D’apres la question précédente on a Ri = Ry,. Une récurrence simple montrer que R}, = Ry
3. Ona R,R_, = Ry = . Ainsi R, est inversible et R,' = R_,,

Réponse de ’exercice 11.7

— Commencons par calculer A? et A® pour essayer de conjecturer une formule générale. On a

3 3 3 9 99
A*=1(3 3 3 et AS=19 9 9

3 3 3 9 9 9
Vu la forme de A, A% et A3 on va essayer de montrer par récurrence que, pour tout entier n € N*,
A" = 3n—1
Initialisation :
On va déja vérifié la formule aux rangs 1, 2 et 3.
Hérédité :

Soit n € N*, on suppose que A™ = 3""1A, on a alors
A = A" A =3"1AA =374 =37 134 =3"A

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.
On a donc prouve que, pour tout entier n € Nx, A" = 3" 1 A.
— On a B = A—1I3. A et i3 commutent, on peut donc utiliser la formule du binéme de Newton pour calculer
B".
Soit n € N*, on a alors

B"=(A-I3)"
_ — (n k(i _q\n—kmn—k
= kzzo (k)A (—)" kg
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Réponse de I’exercice 11.8

-1
0 =0
-1

A =0y B*=

o O O

0
0
0

O OO

1
B*=033 C?=1(0
1

o O O

2. Soit A une matrice nilpotente et soit p € N tel que A”. Alors
(AB)? = ABAB---AB = APBP =0

De méme (BA)?. AB et BA sont donc bien nilpotentes.

00 10 0 0
I’est pas, en effet, pour tout entier n € N on a AB" = AB

3. Prenons A = <0 1> et B = (0 0). A et B sont nilpotentes( A? = B? = 0q5) mais AB = <1 0> ne

4. Soit A et B deux matrices telles que AB est nilpotente. Soit alors p € N tel que (AB)? = 0. On a alors
(BAY*!' = BABA---BA= B(ABAB---AB) A= B(AB)?A = B0A =0

Ainsi BA est bien nilpotente.

Réponse de I’exercice 11.9
I,, et N commutent, on peut donc utiliser la formule du bindéme de Newton. On sait que N? = 0 d’ou, pour tout
k> p, N¥ =0. On a alors

min(m,p—1)

(I + N)™ = f: (Z‘) Nem—Fk = f: (Z‘) NF= Y (Z‘) N*

k=0
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D’ou
1 20 —80
10 10 10
A0 = (I3 + )10 = NO 4 N+ N*’=10 1 -10
0 1 2 00 1

Réponse de I’exercice 11.10

1. On va utiliser la méthode de Gauss-Jordan

1 1 —-1{1 0 O
1 -1 1]0 10
-1 1 110 1
Lo+ Lo— 14
L3y <+ L3+ L,
1 1 -1 1 00
0 -2 2 |-1 10
0 2 0 1 1
L3+ L3+ Lo

S O =
| =

Ol\')
l\?[\')l
—_

|
OHH

_ =
(@)

1

On voit des maintenant que P est de rang 3 et donc est inversible. Continuons nos calculs pour trouver

P
L2<—L2—L3
1
L2<——§L2
1
L3<—§L3
1 1 —-1}1 0 O
01 O L 0 L
0 0 1 (2) L %
2 2
L1+ L+ Lj
L1<—L1—L2
1 0 0 L 0
0 1 0 % ?) L
2 %
0 0 110 = =
2 2
1 1 0
[
Ainsi P est inversibleet P~ == 0o =
2 7
o 11
2 2
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2. Calculons P—1DP, on a

3
1 = 0
2
P-1D=11 0 2
3
0 - 2
2
et
;3 5 11
9 1 1 -1 9 2
P-1DP=1|1 0 1 -1 1 =] -1 3 11 =4
0 2 9]\ -1 1 1 2117
2 2 2 2

3.0na A= P 'DP dou A= P 'DPP'DP =P 'DI3DP = P"'D?P.
On va prouver par récurrence que, pour tout entier n, on a A" = P~'D"P,
On vient de faire I'initialisation aux rangs 1 et 2. Pour n=0on a A’ = [y = P~'P =P~ 1D'P
Passons a Uhérédité. Soit n € N, on suppose que A” = P~'D"P. Montrons qu’alors A"T! = p~1p"*lp.
On a
A" = AA" = p~lppP~iD"P = P 'DL,D"P = P~ 'DD"P = p~lpntlp
Ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.
On a donc, pour n € N,

1 1
- 20
2 2 " 0 0 1 1 -1 AR A A A A
A=pP'D'Pp=|Z 0o = 0 3" 0 1 -1 1 =3 L LR LR, LR (L) L
3 1 11 \o o 4/ \21 1 1 R L LI (U
2 2
Réponse de ’exercice 11.11
1. On a
00 1
M2=10 0 0 M3 =033 M*=033
000
2. On a

I3+ M+M>)I3—M)=I3—M+M-M>+M*>-M> =13 M>=1;
3. Puisqu’il existe une matrice B telle que (I3 — M)B = I3 alors I3 — M est inversible et son inverse est
B=1I;+ M+ M?.
4. Soit (z,y) € R%et n € N. Pour n = 0 on a (zI3 + yM)" = I3, pour n = 1 on a (zI3 + yM)* = xI3 + yM
xI3 et yM commutent. Pour hn > 2 on peut donc utiliser le binome de Newton pour développer (zI3+yM )"
. On a alors

(wh 900 =3 () wan) ot

k=0

2
= Z <Z> (yM)¥ (zI3)"Fen effet, si k >3 on a M* =0
k=0

— <7(;L> "3 + (7;) :c"ilyM + <Z> x”72y2M2

—1
n(n )xn—ZyQMZ

= 2" I3 +na" tyM + 5
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Un
Un,
Wn,

5. Soit n € Net U, = .On a

2 1 0
Uw1= [0 2 1| U, =L+ MU,
00 2

Par une récurrence simple (cf. exercice précédent) on a alors U, = (213 + M)" Uy

Or
—1
(213 + M)" = 2" I3 + n2"" 1M + %
Ainsi
2" n2"' n(n-1)2"7°
U,=|10 2» n2n~t
0 0 on

D’otu, pour n € N, on a

2n—2M2 _

1
0

—1

2" n2"' n(n-—1)2"°
o 2" n2"!
0 0 2"

2" — (n—1)n2"3
—p2n—1
_2n

Uy = 2" — (n —1)n2" 3

Réponse de I’exercice 11.12

—_ O

0
1
0

— = O
— N

— Soit A =

1 01 3

Pour s’épargner de refaire deux fois de suite les méme calcul on va directement appliquer ’algorithme de

Gauss-Jordan sur la matrice augmentée.

1 0 0 11 0 O O
01 1 201 0O
1 01 1{0 0 1 0
1 01 3({0 0 0 1
L4 < L4 — L1
L3 < L3 — L1
1 00171 0O00O0
011 210 10O
001 0|—-1 010
001 2|—-1 001
Ly + 11/4 — L3
L4 < §L4
1 00 11 0 0 O
o1 120 1 0 O
001 0]—-1 0 1 0
0 00 110 O L
2 2
Bastien Marmeth 232



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

On voit deés & présent que A est de rang 4 et est donc bien inversible.

Lo Lo — 214
L2<—L2—L3
L1<—L1—L4
1 1
10001 0 5 -3
01001 1 O —
001 0|-1 0 1 0
1 1
060001,0 0 —5 3
Lo g -
1 1 0 —
5 -1 _
L’inverse de A est donc A7 = 10 1 0
0 0 -4 }

L’équation AX = 041 est, comme A est inversible, équivalente & X = A*104,1 et admet donc comme
unique solution Oy .

4 4 4 0 4
. 2331 3
— St B=1 5 1 5
44515

B n’est pas une matrice carrée, il est donc impossible que B soit inversible.
On va appliquer ’algorithme du pivot de Gauss pour simultanément trouver le rang de B et résoudre
I’équation BX =0

4 4 4 0 4|0
2331 3|0
4 4 5 1 5|0
4 4 5 1 5|0
L4 — L4 — L3
1
L1 — ZLI
L3 — L3 — 4L1
L2 — L2 — 2L1
1 110 110
0111 1|0
001 1 1]0
0 00 0(0
On peut maintenant lire le rang de B, B est de rang 3
L2 — L2 — Lg
L1 — L1 — L3
L1+ Li+ Lo
10 0 -1 010
01 0 0 00
001 1 1|0
00 0 0]0
On obtient alors I’écriture matricielle du systéme
1 —x4=0

1‘2:0
3+ x4 +2a5=0

Bastien Marmeth 233



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

qui a pour ensemble de solutions

S= ({(:c4,0, —T4 — X5,T4,T5) , (T4,25) € RQ})

2 1 01
. 11 01
— Soit C = 00 1 1
6 2 0 4
On applique 'algorithme de Gauss-Jordan
21 0111000
110 1{]0 1 00
001 10010
6 2 0 4/(0 0 0 1
L1<—L1—L2
100 0|1 -1 00
110 1]0 1 00
001 1j0 0 10
6 2 0 4/0 0 01
L2<—L2—L1
L4<—L4—6L1
10001 -1 00
01 0 1|-1 2 00
00110 0 10
020 4(-6 6 01
L4<—L4—2L2
10001 -1 00
010 1(-1 2 00
001 1[0 0 1O
000 2(—-4 10 01
On voit que C est de rang 4 et est donc inversible
1
L4<—§L4
L3<—L3—L4
L2<—L2—L4
10001 -1 0 O
01001 -30 —3
00102 -5 1 -1
0001|-2 5 0 3
1 -1 0 0
. . N 1 1 -3 0 —3%
C' est donc inversible d’inverse C™" = ?
2 =5 1 —3
-2 5 0 1

2
L’équation CX = 04,1 est, comme C est inversible, équivalente & X = 07104,1 et admet donc comme

unique solution Oy .
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8 16 68 76
: 2 4 16 18
TS D =1y 5 9 93
8 16 69 77
8 16 68 76[1 0 0 0
2 4 16 18[0 1 0 0
2 5 20 23/0 0 1 0
8 16 69 77|0 0 0 1
1
L1<—§L1
L2<—L2—2L1
L3<—L3—2L1
L4<—L4—8L1
17 19 | 1
12 & Wil 000
00 -1 —-1|-%2 100
01 3 4|-3 010
00 1 1|-1001
L2<—>L3
Ly« Ly+ Lj
17 19 | 1
12 & Wil 000
01 3 4|-2010
00 -1 -1|-3 100
00 0 O0|-2001

On voit alors que D est de rang 3 et n’est donc pas inversible.
Pour résoudre DX = 041 on applique ’algorithme du pivot de Gauss en reprenant les mémes opérations,
on aboutit alors & la formulation matricielle suivante

—_
©

17
12 1 19
01 3 410
00 -1 —-110
00 O 010
L3 — —L3
L2 < L2 — 3L3
L1 — L1 — ng
1 2 0 1]0
010 140
001 140
0 00 O0]0
L1 — L1 — 2L2
1 00 —-1]0
01 0 110
0 01 110
0 00 010
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On obtient alors I’écriture matricielle du systéme

.%'1—.%'4:0
To+x4=0
x3+x4=0

qui a pour ensemble de solutions

S = {(x4, =24, —4,24) , x4 € R}

2 4 13 9 13

) 02 6 4 6

— Soit F = 00 1 1 1
2 4 14 10 14

E n’est pas une matrice carrée, il est donc impossible que F soit inversible. On utilise la méthode du
pivot de Gauss pour trouver le rang de E et résoudre EFX = 04.

2 4 13 9 1310
02 6 4 6|0
00 1 1 110
2 4 14 10 1410
L4 — L4 — L1
Ly+ Ly— L3
2 4 13 9 130
02 6 4 610
00 1 1 110
00 0 0 010
E est ainsi de rang 3.
Lo+ Lo — 6L3
L+ L — 13L3
2 4 0 —4 0]0
0 20 -2 0]0
001 1 1]0
000 0 00
L1 — L1 — 2L2
2 0 0 0 0]0
0 20 -2 0]0
001 1 1]0
000 0 00
On obtient 1’écriture matricielle du systéme
2$1 =0
2x9 — 224 =10

3+ x4 +2a5=0
qui a pour ensemble de solution

S ={(0,x4,—x4 — x5,24,%5) , (T4,75) € R2}
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Réponse de I’exercice 11.13

m 1l—m 1+m

e LamatriceA=|0 1—-m m est déja sous forme triangulaire. Si m ¢ {0, 1} alors A est de rang
0 0 m
011 01 1
— Sim=0alors A=|0 1 O) . En faisant Lo < Lo — L1 on obtient | 0 0 —1| qui est de rang 2.
0 0O 0 0 O
Ainsi A est de rang 2 si m = 0.
1 0 2 1 0 2
— Sim=1alors A= |0 0 1| En faisant Lg + L3 — Lo on obtient [0 0 1| qui est de rang 2.
0 01 0 00

Ainsi A est de rang 2 si m = 1.

e Soit B = m 1=m . On calcule le rang de B via un pivot de Gauss.
1-m 4m

Ly < L1+ Lo
1 1+ 3m
1—m 4m
L2<—L2—(1—m)L1

1 143m
0 —1+42m+3m3(1+3m)(1 —m)

1
On voit alors que B va étre de rang 1 si —1 + 2m + 3m? = 0, c’est-a-dire si m € {—1, §} et de rang 2

sinon.

1 a m
e SoitC=|a 1 m
1 1 1
L3<—>L1
1 1 1
1 a m
a 1 m
L2<—L2—L1
L3<—L3—CLL1
1 1 1
0 a—1 m-—1
0 1—-a m-—a
L3+ L3+ Lo

1 1 1
0 a—1 m—1
0 0 2m —a —1

a+1 a+1

Ainsi, sia # 1 et m # 5 alors C est derang 3. Sia # 1 et m =

alors C' est de rang 2. Enfin si
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11 1
a =1 alors on obtient |0 0 m—1 qui est de rang 2 si m # 1 et de rang 1 si m = 1.
0 0 2(m-—1)
csp=(2Tm o1 )
a+1l a—2—-—m
Plutot que d’appliquer une méthode du pivot de Gauss (ce qui marcherait) on va changer de méthode en
utilisant divers résultats du cours.
D est une matrice 2 x 2, son rang est alors 0,1 ou 2
— D est de rang 0 si et seulement si D = 0 ce qui est impossible

— D est de rang 2 si et seulement si elle est inversible, c’est-a-dire si et seulement si det(D) # 0.
On a

det(D) = (a—m)(a—2—m) — (a+1)(a—1)=m? —2am+2m —2a+1= (m+1)(m —2a + 1)

— D est de rang 1 dans les autre cas.

1 1
etderanngim#—leta#%.

AinsiDestderanglsim:—lousim#—leta:m

Réponse de I’exercice 11.14

a b

v=(eu)
N2 bxc+a® bxd+axb 0
“\exdtaxe dE+bxe T V22

Posons

On a alors
b

On en tire le systéme suivant

be+a? =0
bd+ab=0
cd+ac=0
d* +bc=0
D’ou
a?=d? = —be
bla+d) =0
cla+d)=0

On a alors trois cas possibles :
— a=d# 0 et alors on obtient b =c¢ = 0 et a®> = 0, ce qui est absurde.
— a=d# 0, on aalors b x ¢ =0 d’ou les deux formes de matrices suivantes

N1:<0 b) beR etN2:<2 0> ceR

0 0 0
— a=—d#0,0n en tire b x ¢ = —a® # 0 et donc b # 0. On obtient alors la forme suivante de matrice
a b
N3 = | —¢? (a, b) S R?
— —a
b
En conclusion les matrices N telles que N2 = 022 (on dira que N est nilpotente) sont de 'une des trois formes
suivantes
b
0 b 00 “
N (O O> Ny <C 0) N3 ;1, 4 (CL, b, C) eR
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Réponse de ’exercice 11.15

On va procéder par analyse-synthése :
Soit (X,Y) une solution du systéme

1 1 1 0
X+Y—<4__J X—Y_<0_J

Alors
1
X:§((X+Y)+(X—Y))
B 1 1 1 + 1 0
T 2\\-1 -1 0 —1
1
( | :
= 1
—— -1
2
De maniére similaire on a 1
1 0 3
2
Ainsi, si (X,Y) est une solution du systéme alors
1 1 0 1
—— 1 2 Y = 1 2
—— -1 —— 0
2 2

Réciproquement il est aisé de vérifier que ce couple de matrices est bien solution du systéme étudié.
En conclusion, (X,Y") est une solution du systéme si et seulement si on a

0

1

1
2
-1 - 0

2

Réponse de I’exercice 11.16

Soit (0, 8,7,0) € B, A= ( 7

a-t-on AM = M A, c’est-a-dire AM — M A = 0.

On a
AM — by +aa bd+ af WA [0 af + a
avy ad ay by+aé

et M = < : ? > On va déterminer & quelles conditions sur a, 3,7, )

D’ou
AM — MA — by bd— ab
0 —by

Ainsi on a AM — M A = 0 si et seulement si

by=20
bd = ba
by=20
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c’est-a-dire, comme b # 0, v =0 et a = 4.

0 2 > sont donc les matrices de la forme

(5 %)

. . a
Les matrices qui commutent avec <
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Chapitre 12

Statistique descriptive univariée

Exercices

Exercice 12.1

Le tableau suivant résume les résultats obtenus par les éléves d’une classe de premiére lors d’un devoir.

Notes 2 4 5) 7 8 9 10 11 12 14 15 18
Effectifs 1 2 3 2 3 4 ) 3 3 2 1 1
Fréquences

(2 0.1% pres)

1. Compléter la troisiéme ligne du tableau.
2. Quel est, & 0.1% pres, le pourcentage d’éléves ayant obtenu une note inférieure ou égale a 87

3. Déterminer le mode, la moyenne, la médiane, I’étendue, le premier quartile, le troisiéme quartile et 1’écart-
type de cette série de notes.

4. Ce devoir a été effectué par les 400 éléves de premiére du lycée. La moyenne des 370 autres éléves est 9.7.
Calculer la moyenne obtenue par I’ensemble des éléves.

5. Tracer le polygone des fréquences cumulées.

Exercice 12.2

Une étude portant sur les salaires mensuels des employés en CDI & temps complet d’une entreprise a permis
d’établir 'histogramme ci-dessous.

1. Tracer le polygone des fréquences cumulées.

2. Déterminer une approximation du salaire moyen, du salaire médian, des premiers et troisiémes quartiles
et de I’écart-type

3. Dans une entreprise concurrente du méme secteur d’activité, le salaire moyen des employés en CDI &
temps complet s’éléve & 1800€ et le salaire médian a 1185€. Dans quelle entreprise vaut-il mieux se faire
embaucher ?
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. représente un individu

1000 1200130014001500 1900 2200

Exercice 12.3

Dans chacune des situations suivantes, déterminer la moyenne, la médiane, les premiers et troisiémes quartiles
et I'écart-type de la série statistique.

Situation 1

Un sondage réalisé aupres de 1000 possesseurs de téléphones portables a permis de réaliser le diagramme
circulaire ci-dessous.

La question qui leur a été posée est la suivante :

« En moyenne, combien d’appels internationaux par mois passez-vous ? %

Trois appels.[ ]
Deux appels. i

Un appel. [
Aucun appel [ ]

Situation 2
Le diagramme en batons ci-dessous présente le relevé annuel du nombre de jours de formation suivis par les
employés dans une entreprise.

7 4Effectifs

Nombre
o 001 23 45 ¢ 7 8 g dejours
Situation 3

Le tableau ci-dessous regroupe les diamétres en cm de 48 piéces prélevées dans la production d’une machine.

1,19 1,26 1,23 1,20 1,22 1,24 1,20 1,24
1,22 1,20 1,21 1,19 1,21 1,22 1,19 1,20
1,21 1,21 1,22 1,21 1,23 1,22 1,21 1,24
1,25 1,23 1,22 1,19 1,20 1,26 1,24 1,25
1,23 1,26 1,25 1,25 1,21 1,22 1,25 1,24
1,23 1,22 1,24 1,24 1,25 1,23 1,25 1,22
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Exercice 12.4

Le tableau ci-dessous regroupe les diamétres en cm de 48 piéces prélevées dans la production d’une machine.

1,19 1,27 1,18 1,20 1,22 1,18 1,20 1,18
1,22 1,20 1,21 1,19 1,21 1,26 1,19 1,20
1,21 1,21 1,22 1,21 1,23 1,26 1,21 1,27
1,27 1,28 1,98 1,19 1,20 1,26 1,27 1,25
1,29 1,26 1,25 1,25 1,27 1,26 1,25 1,24
1,23 1,22 1,27 1,24 1,25 1,18 1,24 1,27

1. Déterminer la moyenne, la médiane, ’écart interquartile et ’écart-type de la série de mesures.
2. Une mesure semble aberrante. Reprendre les calculs sans cette valeur. Que remarque-t-on ?

3. Préciser 'inconvénient du résumé d’une série statistique par le couple « moyenne - écart-type ».

Exercice 12.5

Un laboratoire fabrique des crémes cicatrisantes.

Sur la notice, il est indiqué la présence de 0,9 grammes de calendula (puissant cicatrisant) par tube.

Le laboratoire décide de controler la chaine de fabrication. Pour cela, cent tubes sont prélevés au hasard sur
la chaine.

Les résultats des analyses sont consignés dans le tableau ci-dessous :

Masse de calendula (en g) 0,87 0,88 0,89 0,90 0,91 0,92 0,93 0,94
Nombre de tubes 2 9 16 48 15 7 1 2

1. On note T la moyenne et o, ’écart-type de la série des masses de calendula relevées aprés analyse.
Déterminer les valeurs respectives de T et o, ; on arrondira cette derniere a 10™% pres.

2. La production de la chaine est jugée satisfaisante si 0,89 < T < 0,91, s < 0,02 et si la proportion de tubes
hors de l'intervalle [T — 20;T + 20| ne dépasse pas 4%.
La chaine fonctionne-t-elle correctement ?

Réponses
Réponse de ’exercice 12.1
Notes 2 4 5 7 8 9 10 11 12 14 15 18
| Effectifs 1 2 3 2 3 4 5 3 3 2 1 1

Fréquences 3.3% | 6.7% | 10% | 6.7% | 10% | 13.3%| 16.7%| 10% | 10% | 6.7% | 3.3% | 3.3%
(2 0.1% pres)

2. Tl y a environ 36.7% des éléves qui ont obtenu une note inférieure ou égale a 8.

93
3. Le mode est 10, la moyenne est 0= 9.3. La médiane est tout nombre entre 9 et 10. Le premier quartile

V1221
10

est 7. Le troisiéme quartile est 11. L’écart-type est ~ 3.5.
4. La moyenne des notes sur ’ensemble des éléves est

30 x 9.3+ 370 x 9.7 3868
400 400

~ 9.67
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5. Commencons par remplir un tableau des fréquences cumulées

Notes 2 4 5 7 8 9 10 11 12 14 15 18
Effectifs 1 2 3 2 3 4 5 3 3 2 1 1
Fréquences cumulées | 3.3% | 10% | 20% | 26.7% 36.7% 50% | 66.7% 76.7% 86.7% 93.3% 96.7% 100%
(3 0.1% pres)
Figure 12.1 — Polygone des fréquences cumulées
Réponse de ’exercice 12.2
Classes [1000, 1200[ | [1200,1300[ | [1300,1400[ | [1400, 1500[ | 1500, 1900[ | [1900,2200[
Effectifs 28 52 20 18 24 6
Fré ¢ 7 13 3 3 19 1
n m — — = - —
équences cumulées | - 0 z 1 50
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Figure 12.2 — Polygone des fréquences cumulées

2. On calcule la moyenne et ’écart-type en utilisant les centres des classes.

28 x 1100 + 24 x 1250 + 20 x 1350 + 18 x 1450 + 24 x 1700 + 6 x 2050

T = 120 ~ 1391.67€
— — 12
V,=2%2—-22= 5889 o 0, =V, ~ 255.63€

On lit sur le polygone des fréquences cumulées le premier quartile 1208€, la médiane 1340€ et le troisiéme
quartile 1500€.

Figure 12.3 — Polygone des fréquences cumulées

3. La seconde entreprise a, certes, un salaire moyen bien plus élevé mais son salaire médian est lui bien plus
bas. Il est tout & fait possible que cette seconde entreprise paye moins ses ouvriers mais beaucoup ses
cadres voire uniquement son dirigeant. A vous de décider selon le type de poste sur lequel vous postulez ...
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Réponse de I’exercice 12.3

Situation 1 La moyenne est
T=024x0+022x140.33x2+019%x3=1.49

La médiane est 2 appels, le premier quartile est 1 appel et les troiséme quartile 2 appels.
La variance est

Vy,=22—-72=024x0>+0.22 x 12+ 0.33 x 22+ 0.19 x 3% — 1.49% = 1.1099

L’écart-type est
0r =4V, >~1.05

Situation 2 La moyenne est

o bX14+1x24+47T%x34+2%x443X54+4Xx64+7TXx7T4+6x8+5x%x9 5 495
xr = = .
5+14+7+24+3+44+7+64+5
La médiane est 6 jours de formation, le premier quartile est 4 jours de formation et le troisiéme quartile est
8 jours de formation.

La variance est

COBX 1P+ I x24T +2x 47 +3x57+4X 67+ TXT2+6x8 +5x9?
B 54+14+74+2434+44+7+6+5

V, =22 — 72 — 5.4252

11111 6.94
1600

L’écart-type est 0, = V'V, ~ 2.64
Situation 3

49
La moyenne est T = 0" 1.225.
La médiane est 1.22, le premier quartile est 1.21 et le troisiéme quartile 1.24.

7
~ 0.0202.
200v/3

La variance est et ’écart type

4
120000

Réponse de ’exercice 12.4

1. La moyenne est 1.24cm, la médiane 1.23cm, les premiers et troisiémes quartiles 1.20cm et 1.26cm, 1’écart
interquartile est alors 0.06cm. L’écart-type est d’environ 0.1116cm.

2. On va enlever la mesure aberrante 1.98cm. On obtient alors que la moyenne est 1.23cm, la médiane 1.23cm,
les premiers et troisiémes quartiles 1.20cm et 1.26cm, 1’écart interquartile est alors 0.06cm. L’écart-type
est d’environ 0.0318cm.

3. Sur cet exemple on voit bien que la présence d’une seule valeur aberrante ou exceptionnelle influe beau-
coup sur la moyenne et surtout sur l’écart-type. Le couple « moyenne - écart-type »n’est pas alors pas
recommandé lorsque la série comporte un trés petit nombre de valeurs qui sont trés éloignés des autres.

Réponse de ’exercice 12.5

1. On a
2x087+9x0.88+16x0.8+48x090+15x091+7x092+1x0.93+2x0.94

— — 0.90
. 100

0r =1V, =122 —72=1/1.54 x 1074 ~ 0.0124
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2. Onabien 0,89 <7 < 0,91, s < 0,02. L'intervalle [T—20; T+20] est environ U'intervalle [0.8752,0.9248]. Cet
intervalle contient 95 mesures sur 100. On a donc une proportion de tubes hors de I'intervalle [T —20; T+ 20]
de 5% ce qui dépasse le seuil de tolérance. On peut donc en conclure que la chaine ne fonctionne pas
correctement.
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Chapitre 13

Statistique descriptive bivariée

Exercices

Exercice 13.1

Lorsqu’on cherche & estimer la quantité de bois produite par une forét, il est nécessaire de connaitre la hauteur
des arbres afin de calculer le volume par une formule du type "tronc de cone". Cependant, mesurer la hauteur
d’un arbre d’une vingtaine de métres n’est pas chose facile : on utilise en général un dendrométre, lequel mesure
un angle entre le sol et le sommet de I'arbre et nécessite donc une vision claire de la cime ainsi qu’'un recul assez
grand pour avoir une mesure précise de ’angle.

Lorsque ces conditions ne sont pas réunies, on peut chercher & estimer cette hauteur via un modeéle de
régression linéaire & partir de la simple mesure de la circonférence & 1 métre 30 du sol. Cette modélisation
nécessite une échantillon d’apprentissage, c’est a dire un ensemble d’arbres pour lesquels ont été réellement
mesurées la circonférence et la hauteur. La figure suivante représente un nuage de points pour des mesures
effectués sur environ 1400 eucalyptus.
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Figure 13.1 — Nuage de points pour les eucalyptus

TS e seen
S
. rihdi §§ % %§%i+f
i % S
il i
e %5 i
++%+%$ +i +ii

Ii+i ¢%¢ +TT

B

T

i N

T

On a relevé n = 1429 couples (z;,y;). On a obtenu (z,7y) = (47.3,21.2) et

n

> (x: —T)* = 102924

=1

n n

> (yi—7)* = 8857

i=1 i=1

Z(:Bi —T)(yi — Y) = 26466

1. Déterminer la droite des moindres carrés pour ce modéle et la représenter sur la figure

2. Calculer le coefficient de détermination 72 et commenter la qualité de I’ajustement des données au modéle

affine.

Exercice 13.2

La taille d'un athléte peut jouer un role important dans ses résultats en saut en hauteur. Les données utilisées
ici présentent donc la taille et la performance de 20 champions du monde.
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Observation Nom Taille | Performance
1 Jacobs (EU) 1.73 2.32
2 Noji (EU) 1.73 2.31
3 Conway (EU) 1.83 2.40
4 Matei (Roumanie) 1.84 2.40
5 Austin (EU) 1.84 2.40
6 Ottey (Jamaique) 1.78 2.33
7 Smith (GB) 1.84 9.37
8 Carter (EU) 1.85 2.37
9 McCants (EU) 1.85 2.37
10 Sereda (URSS) 1.86 2.37
11 Grant (GB) 1.85 2.36
12 Paklin (URSS) 1.91 9.41
13 Annys (Belgique) 1.87 2.36
14 Sotomayor (Cuba) 1.96 2.45
15 Sassimovitch (URSS) | 1.88 2.36
16 Zhu Jianhua (Chine) | 1.94 2.39
17 Brumel (URSS) 1.85 2.28
18 Sjoeberg (Suede) 2.00 2.42
19 Yatchenko (URSS) 1.94 2.35
20 Povarnitsine (URSS) | 2.01 2.40

1. Déterminer I’équation de la droite de régression par la méthode des moindres carrés.

2. Déterminer le coefficient de détermination r2.

Exercice 13.3

On appelle « fréquence seuil »d’un sportif amateur sa fréquence cardiaque obtenue aprés trois quarts d’heure
d’un effort soutenu de course & pied. Celle-ci est mesurée & 'aide d’un cardio-fréquencemétre. On cherche a
savoir si ’age d’un sportif a une influence sur sa fréquence seuil. On dispose pour cela de 20 valeurs du couple
(x,9i), ou x; est 'age et y; la fréquence seuil du sportif. On a obtenu (Z,y) = (35.6,170.2) et

n n n

S - o191 S -pP 1892 > (e - )y - 7) = 1954

i=1 =1 i=1

Réponses

Réponse de ’exercice 13.1

1. On sait que la droite de régression par la méthode des moindres carrés est la droite d’équation

O,y

y=—(@—-7)+7y
U$
On a .
1 102924
T = 47. 2 _ —T)? = ~ 72.
T=473 o2 n;(x ) Ty~ 720
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8857
J— 2 ~
y=21.2 ay:@_ﬁ_z
1 ¢ _ . 26466
Ozy = n Z(xz -T)(Yyi —7) = 1129 ~ 18.5
i=1

Ainsi la droite de régression par la méthode des moindres carrés est la droite d’équation

26466
_ _473) 4212
Y= o292 4T3+

En valeur approché cela donne environ y = 0.26x + 9

Figure 13.2 — Nuage de points et droite de régression pour les eucalyptus

23— +
i . .,
25— ++ o+
h RS a8 B
] + o+ T+ IS +%£+
R +¢+i
— TR % i
=27 +i$ g +T
i +
+F4 T
> +++%+ i%%ii '
i 4 +7 1 % +T++ +
- + ++ TR
*] oF ¢$$+ i
- . '+%$ TEI_ T
18— +i i%i +_t++
i ++$+$ +
g, 0 % +
7 aF o
i iE: +
i T
" e @ . M ® x =

2. On sait que le coefficient de détermination vaut

o ( S (@i - By~ ) )2:@
Vo @ -2/ i - 92 ) oo}

oYy

Ici cela donne
5 264662

" T 102024 x 8857
Moralement cela signifie que la circonférence a 1 metre 30 du sol explique environ 77% de la taille d'un
eucalyptus, le reste vient d’autres facteurs. On peut donc considérer que notre modéle va permettre de
faire des estimations convenables.

0.77

Réponse de ’exercice 13.2
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1. On sait que la droite de régression par la méthode des moindres carrés est la droite d’équation

g _ _
y=—"L(x—T)+7
U$

Il nous faut donc calculer @, ¥, 0, , et ag. On a
L
7= le =1.868 o2 =0.00546
1=

y = 2.371 Ozy =2y — Ty = 0.001872
Ainsi la droite de régression par la méthode des moindres carrés est la droite d’équation

12

= —(x — 1.868 2.371
3 (x ) +

Y

En valeur approché cela donne environ y = 0.34z + 1.73

2. On sait que le coefficient de détermination vaut

o ( S0 (@ - @)y~ 7) ) _
VEL - P v P

Ici cela donne
9 0.0018722

" T 0.00546 x 0.001549 =

Moralement cela signifie que la taille explique environ 41% de la performance d'un athléte, la taille n’est
donc pas un trés bon indicateur de la performance.

0.41

Réponse de I’exercice 13.3

1. On sait que la droite de régression par la méthode des moindres carrés est la droite d’équation

_ 9zy, _
V=" (r—7)+7
On a .
_ 1 _ 1991
T=2356 o= - ;1(% -7)% = g = 9955

189.2
7 = 170.2 277 94
7 =170 o, 50 9.46

n
_ _ —195.4
Zl(m, —7)(yi —y) = 50 = —9.77
1=

Ox,y =

S|

Ainsi la droite de régression par la méthode des moindres carrés est la droite d’équation

9T
Y= 9955

(z — 35.6) + 170.2

En valeur approché cela donne environ y = —0.098z + 173.69
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2. On sait que le coefficient de détermination vaut

22 >t (i —T)(yi — ) i _ o2
Vi (@ =72/ 20 (i — 9)? 030

Ici cela donne
9 (—9.77)2

=— " 7 ~01
"= 946 x 9955 ~ 010

Moralement cela signifie que I’age explique environ 10% de la fréquence seuil. On peut donc considérer que

I’age est un mauvais indicateur de la fréquence seuil.
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Chapitre 14

Limites et continuité des fonctions

Exercices

Exercice 14.1

Montrer que les fonctions suivantes ont des limites en +o0o et —oo et déterminer lesdites limites.

D | e+ +1 In(z? + €%)
Ty e p oy 7
z3+3x+4 et +e T 2+

Exercice 14.2

Calculer, si elle existe, la limite des expressions suivantes :

1.|x—|en0 5. 2% en 0
T
Vi+zxz-—1

2. |[x+2|+x—|z]enl G.Teno
—1 _ —

3. x z en 0 7. vite -1 ﬂCeno
x T
2

4.x71en0

x—exp(;)

Exercice 14.3

Etudier les limites des fonctions suivantes :

T
tx+—= —— = en 0
f 2 + sin (1)
23— 322 +5r — 3
g:T— en 1

Azt +224+2—6

h:zw\/z+/z+Vor—+2 en +oo

Exercice 14.4
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Déterminer les limites, si elles existent, en +oo des fonctions suivantes :

Iy '_>x2+m—1' - T . Inz\Y?®
L 53 g YT aiw .

(z*)"

INDICATION : Si nécessaire, on pourra utiliser ’encadrement suivant

a\Z
b:x+— ; c:xr—><1+—) ou a € R.
x

1
Vxe[—§,+oo[, x—x2<1n(1+x)<m

Exercice 14.5

Préciser les limites, si elles existent, en 0 des fonctions suivantes :

a:xHM [z (sing)t/ne
x
brz s ST g:z |In(@)”
x
In(1 i t
c:wa riT an(az) oua,b#0
x tan(bx)
d:xvw— z%
51 — /1 1
€:x Vite-vite ST L(COQS%)
x x

Exercice 14.6

Déterminer les limites, si elles existent, des fonctions suivantes :

Jr—1-1 Nz —
s VI — vz sinx — cos x T

a x2_1 enl; bxl—)ﬁ el’lz;
sin(3z) s
c: —_ —
1—2coszx 3’

INDICATION : méthode : poser h = z — a et étudier la limite quand h tend vers 0 de Papplication f(h) :=
fla+h).

Exercice 14.7

Montrer que les limites suivantes existent et déterminer les

1 1 1
li — li — li —
melz]  mels]  amos[d

Exercice 14.8

1 1 In(e* — 1
Justifier que lim M =1et lim M

=1
z—+oo In(z) a—0 In(x)
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Exercice 14.9

Montrer que lim sin(1) n’existe pas.
z—0 z
xT

Montrer que la fonction z — n’a pas de limite en +o0

[]

Exercice 14.10

Soit f: Ry — R croissante.

1. Montrer que :
I\ € RU {+o0}, 11)111 flz) =X

2. Montrer que
A € R < f est bornée sur R;.

Exercice 14.11

Soit f: I — R monotone ou I =|a, B[. Montrer qu’en tout point a € I, f admet une limite & gauche et une
limite & droite.

Exercice 14.12

Soit f :[0,1] — [0,1] et g : [0,1] — [0,1]. On suppose que le produit fg admet pour limite 1 en 0. Montrer
qu’alors f et g admettent toutes deux 1 comme limite en 0.

Exercice 14.13

Soit f une fonction de R dans R vérifiant la propriété suivante

V(z,y) eR, f(z+y)=f(z)+ f(y)

1. Montrer que
VeeR, VneN, f(nz)=nf(x)

2. Montrer que
VeeR, VreQ, f(rz)=rf(z)

3. En déduire qu’il existe un réel A tel que
VreQ, f(r)=Ar

4. On suppose de plus que f admet une limite finie en 0.
(a) Montrer que f admet une limite finie en tout point x de R.
(b) En déduire que
VeeR, f(z)=x

Exercice 14.14

Soit f : R — R périodique admettant une limite finie en +00. Montrer que f est constante.
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Exercice 14.15

Soit f une fonction définie sur R, admettant une limite finie en 0 et vérifiant
x
veeR,  f(z)=/(5)

1. Montrer que
VzeR, VneN, f(z)=7Ff (2%)

2. En déduire que f est constante sur R.

Exercice 14.16

Déterminer les limites, si elles existent, des fonctions suivantes :

Jr—1-1 Nz —
s VI — vz sinx — cos x T

a en 1; b:x— — en —;
gj2_1 x—% 4

sin(3x) ™

c:x > ——— en —;

1—2cosx 3

METHODE : poser h = x — a et étudier la limite quand h tend vers 0 de lapplication f(h) := f(a + h).

Exercice 14.17
Montrer que

In(cos(z)) v

1
+oo T
(z +sin(z))(e” +In(z) —2) ~ xe®

+oo

Exercice 14.18

Déterminer un équivalent simple de :

In(1+ z%)

a(z) = () (> 0) en + oo

_ In(222 +z41)
bz) = In(2z + 3)
clx)=zln(l+2z) — (z+1)In(x) en + oo

dx)y=vVaz2+1—x en + 00

e(z) = In (Cos G)) en + oo

en + oo

222 — 2 +1
:1 B ——————
f(z) n<2x2—5x+7> en + 0o
1 — e®) i
g(z) = L=EDsinz

$2+IE3
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X
x2—1> -1 en + oo

Exercice 14.19

Montrer que les limites suivantes existent et déterminer les

lim x

z—0t

B

1
lim x {—J
Tr—+00 X

In(x +1)
In(z)

Justifier que lim
T—r+00

=1 et lim

Exercice 14.20
In(e” — 1)

In(z) =1

z—0

Etudier les limites suivantes :

Exercice 14.21

V1+sinz — /1 —sinz

- en 0 (14.1)
tanx
en 0 14.2
Vat+4d+x—2 (14.2)
1 —sinz 4 cosx m (14.3)
n — :
sinx +cosz —1 ¢ 2
tan(z + §) — 1 0 (14.4)
en :
V3 —2cos(z+ %)
(2% + 2 — 2) tan (71'2_3:) , en 1 (14.5)
cos(z) +Inzx
(x_|_3)—2_61'2’ en —+oo (146)
(2+ COS(:C))%, en —+o00 (14.7)
1
22 In (COS (—)) , en 400 (14.8)
x
1
sin(x) cos <—> , en 0 (14.9)
x
1 xT
<—> , en 0 (14.10)
x
In(1 zlnz
(II(TJ;%)> . en +oo (14.11)

Exercice 14.22

Soit fet g: I —Retacltels que g est bornée sur I et lim f(x) = 0. Montrer que
Tr—a

lim (f % g)(x) = 0
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Exercice 14.23
Soient f,g: R — R admettant chacune une limite en +oo dans RU {#+oc0}. Que dire de max(f,g)?

Exercice 14.24
Soit (a,b,c) € R? tel que Vo € R, acos(z) + bx? + ce® = 0. Montrer que a = b= ¢ = 0.

Exercice 14.25

1
Soit n € N*. Montrer que :

—(1—|—x+x2—{—---+x")? o(z").

Exercice 14.26

Déterminer un équivalent en 0 de €®"% de €% puis de €% — e.

Exercice 14.27

Soit
f 0,400 — R

390_1

xT —

T

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

Exercice 14.28

Soit f une fonction continue telle que

V(z,y) eR* flz+y) = f(z)+ f(y)

1. Montrer que, pour tout réel a et pour tout entier n € Z on a f(na) =nf(a)
2. Montrer que, pour tout g € Q, f(q) = ¢f(1)

3. En déduire que f est une fonction linéaire

Exercice 14.29

Soit f : R — R continue et 1-périodique.
1. Montrer que f est bornée. On pose M = sup |f|.
R

2. Montrer qu'il existe a € [0, 1] tel que |f(a)| = M.

Exercice 14.30

Soit f: R — R continue sur R et telle que lirj1:1 f(x) = +o0. Montrer que f admet un minimum.
T—>T 00

Exercice 14.31

Soit a et b deux réels avec a < b et soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue sur [a,b]. Montrer qu’il existe
xo € la,b] tel que f(zg) = xo
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Exercice 14.32

Soit a et b deux réels avec a < b et soit f : Ja,b] — R
1 1

r—a x—0b

X —

1. Montrer que f réalise une bijection de Ja, b dans R

2. Déterminer f~!. f~! est-elle continue?

Exercice 14.33

Montrer que équation z° + 52 — 2 = 0 admet une racine et une seule dans 10, 1[. Donner une valeur approchée
de cette racine zg & 1072 prés par défaut.

Exercice 14.34

1. Soient f,g: [a,b] — R’ deux fonctions continues telles que f > g. Existe-t-il o > 1 tel que f > ag?

2. Déterminer une fonction définie sur le segment [0, 1] n’admettant ni minimum ni maximum.

Exercice 14.35

Si f et g sont continues sur I, montrer que max(f, g) et min(f, g) le sont aussi.

Exercice 14.36

1. Montrer que
Y(a,b) € R?, avec a <b 3Iq € Q, a<q<b.

2. En déduire que, pour tout réel x, il existe une suite (uy)nen de nombres rationnels telle que lim w, = x.
n—oo

On dit alors que Q est dense dans R.

Exercice 14.37

Soit f € C°(R) telle que
Vz e R fQ2z) = f(x)

Montrer que f est une fonction constante.

Exercice 14.38
Soit f € CO(R) telle que f(0) = 1 et lirJrrl f(z) = lim f(z) = 0. Montrer que f est bornée et admet un
T—1+00 T——00

maximum.

Exercice 14.39

Un randonneur a marché 10 km en deux heures. Montrer qu’il y a eu une période d’une heure pendant laquelle
il a parcouru exactement 5 km

Exercice 14.40

Soit I un intervalle de R et f € C%(I). On suppose que |f| est constante sur I. Montrer que f est constante sur
1.
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Exercice 14.41

Montrer que I’équation cosxz = = — 1 admet une unique solution réelle.

Exercice 14.42

Pour tout n € N tel que n > 2, on considére I’équation
(Ep):z" —nzx+1=0

Montrer que :
1. (E,) admet deux racines a, et (3, telles que 0 < ay, < 1 < f3y,.

2. lm «,=0
n—-+4o0o

3. llIJIrl Bn = 1. On pourra poser 3, = 1 + ¢, et écrire la formule du binéme de Newton.
n——+0o0

Exercice 14.43

Soit f: Ry — R continue et surjective. Montrer que f s’annule une infinité de fois.

Exercice 14.44
Soit f € CO(R) telle que fo f —2f+41Id = 0. On rappelle que Id est la fonction identité de R : Id

8 &
UG
8 &

1. Montrer que f est une bijection croissante.

2. Montrer que f est une translation (i.e une fonction de la forme z — z + b).

Réponses
Réponse de ’exercice 14.1
— Soit f : Dy — R :
R N |
T For T
23 +3x + 4

Soit « € Df\{0}, on a

x3—x2+1_x31—%+$1 1
23+ 3z +4 x31+$%+$ 1—1—%

+ o5
+ 5

fz) =

On sait que

1 1
lim 1——+——1—0+O—1

r— 400 €T
. 3 4
X X

Ainsi, f est le quotient de deux fonctions admettant des limites en +o0o dont le dénominateur est non-nul
1
et ne tend pas vers 0, f admet donc une limite en +oco et cette limite est 1= 1.

De maniére similaire on a
lim 1———|———1—0+0—1

T—r—00 X
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3 4
lim 145+ —5=1+0+0=1
xz T

T—r—00
Ainsi, f est le quotient de deux fonctions admettant des limites en —oo dont le dénominateur est non-nul
et ne tend pas vers 0, f admet donc une limite en —oo et cette limite est % =1.
Soit ¢ : R — R
e 41

T

Soit z € R, on a

T e N

g(x) = - =
et +e % er 1+ 62% 1+ 62%
Par croissances comparées on sait que lim —— = 0. Ainsi
T—00 3T

. T 1

T—+00 e3
lim 1+ . 1
im —— =
r——+00 e

D’ou )
X
lim —1 R

1 =1
r—+00 1_}_62—1

Ainsi, par produit de limites on a

lim g(z) = 400
T—00

Pour 2 € R* on a également

On sait de plus que
|
lim 1+ —+—-=14+0+0
x

T——00 x

lim 1+¢e*® =1

T—r—00
et, par croissance comparée lim ze * =10
T——00
Ainsi, par produit et quotient de limites on obtient lim g(z) = 0.
T—r—00

Soit A : R\{-2} — R
In(2? + €%)

H
v 2+ «x

Pour z ¢ {—2,0} on a

ln(ﬂfz + e”) In (€$(1 + $2€_$))) In(e”) + In (1 + ﬂ:ze_’“") z + In (1 + xQe_ﬂﬁ) 14+ In(1+a?e™")

T +x 242 24 14+ 2

xT

On sait par croissances comparées que lim e = 0, ainsi
T—+400

In (1 + xze_x)

lim 1+ =1
T—+00
. 2
lim 1+—=1
T—r+400 €T
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D’ou, par quotient de limites, on a

lim h(z) =1
T——+00
De maniére similaire on a, pour z ¢ {—2,0}
5 . 5 x ln(l—i—i—i)
ha) = 2@ 04 5)) @)+ (14 5) _ In(a) >+ 7D
- 2+ N 24+ oz 1+2
On a .
n(l+%
lim 2+ M -9
=T ? T Tin(fa)
. 2
lim 1+ —
T——00 T
' ) : - In(jz]) _
Par croissance comparée on sait que lim =0.
T——00 T
Ainsi, par produit et quotient de limites on a
lim A(z) =0
T—r—00
Réponse de ’exercice 14.2
1. On a . . . .
Ve >0, —=-—=1, et Ve <0, —=—=-1
EI lz| -
Ainsi . .
im —=1 et lim — = -1
z—07t ’1" z—0~ ’1"
Comme lim — # lim — la fonction x — — n’admet donc pas de limite en 0.
z—0t |$| z—0~ |$| |$|
2. On a
Ve e [0,1], |z+2]++vVx—|z]=2+Vx
Vee[l,2[, |lz4+2]+Vo—|z]=3+Vr—-1
Ainsi

lim [z 42|+ a—|z] =3 xlir{1+Lx+2J+ r—|z|]=3 |14+2]++1—|1] =3

r—1—

On en déduit alors que la limite voulue existe et que
lim|z +2| ++/z—|z] =3
z—1

3. Commencons par remarquer que
r—1

x

vz €0, 1], <0

et que lexpression considérée n’est pas définie pour z = 0. Il nous suffit donc de montrer que cette
expression admet une limite a gauche.

Pour z < O on a z = —Vz2, dou

-1 -1 -1
Vo <0, 2y 2 :—szwx :—UxQx = —yz(x —1)
T T x
263
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Ainsi
-1

lim zx x =0

z—0~ x
et donc

-1
lim x =0
z—0 xT
1 %
4. Soit g:x— —.et frx— ———.
x - —exp (z)
Pour x € R* on a alors )
x
N f o g(.%')
T — exp (5)
De plus lim g(x) = +ooet lim g(r) = —o0
z—0t z—0
Pour x € R* on a .
J(@) = (1 — zexp(x)
On a alors
e 1) =0

Par croissance comparée on sait que lim zexp(xz) =0, d’ou
Tr—r—00

lim f(z)=0
T——00
Par composition de limite on a ainsi
lim fog(z)=0 et lim fog(x)=0
r—0~ r—0t
D’ou )
lim —— =0

e (D)

1 1
5. Pour x € R* on a 2= = exp <— ln(2)>
x

Ainsi ) )
lim 27 = 400 et lim 2z =0
z—0t x—0~

Comme les deux limites sont différentes la fonction z — 27 n’admet donc pas de limite en 0.

Vi4+z—1
—— en0

x
On peut simplement remarquer que l’expression proposée correspond au taux d’accroissements de la fonc-
tion z — +/1+ z en 0. La dite fonction étant dérivable en 0 on a alors

I Vi+x—1 1 1
im = = -
20 T 2/1+0 2

On peut aussi procéder autrement, pour x € [—1,0[U]0, +o00[ on a

Vitr -1 Ji+tz—-1yI+az+1
T N T Vitz+1

1+z-—-1

m(\/l—i-—x—i-l)

Bastien Marmeth 264



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

1
vi+z+1

Ce qui nous donne le méme résultat.

\/1—i—x—\/1—:ve

n 0
T

Pour z € [-1,0[U[0,1] on a

7

Vitez—Vi-z Vi+oz—VIi-zVi+az+V/l-z
x N x Vitr+/1—x
_ (4a)-(1-u)
r(V1+z++/1—2x)
2
Vitz+y1—z

Ainsi

. Vit —V1—-12z
lim

z—0 T

=1

Réponse de I’exercice 14.3

1
— Pour x #0 on a —1 < sin <—> < 1, dou
x

8

X
— < — <=z

3 2—|—sin(%) h

On sait que lim — = 0 et lim z = 0. Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes on a
z—0 3 z—0

lim ——~ =
z—0 2 4 sin (l) N

T

23 —3x2 + 52 -3

drt + 22+ 2 —6

Notons P = X —3X%2 45X —3 et Q = 4X* + X2 + X — 6. On remarque dans un premier temps que
P(1)=0et Q(1) =0.

On peut donc factoriser P et QQ par X — 1.

— Soit g: x —

P=(X-1)(X?-2X+3) Q= (X—-1)(4X3+4X?+5X +6)

Ainsi, pour € Dy on a
_ 2 —2x+3
C 4a3 + 422452 +6

g(z)

De plus on sait que
lim 22 — 22 +3=2 lim 423 + 422 + 52 + 6 = 19
r—1 rz—1

D’ot, par quotient de limites
2

lim g(x) = To
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— Soit h:x /2 + /2 + Vo — x.
Pour z > 0 on a
h(z) =\/z+ /2 + Ve —x
< x + x+\/5—\/5> <\/x+\/x+\/§+ﬁ>
T+ T4+ T+ T
 rtrtyr—zo
Ve +vT+Vr+ e
B Ve+Jx
T+ T+ Vr+Jx
NG 1+\/%
\/5\/1+ 14y E+Va
1+ﬁ
\/1+ T+ = +1
On sait que
. 1
lim 1+4/—=1
T—r+00 x
. 1 1
lim L+ =+ = =1
T—+00 T T
Ainsi
%M =3
Réponse de ’exercice 14.4
. sz—i-x—l
T T
Pour z € R\{-1,0,1} on a
1+1-4%
f(x): QilJCQ
2
On sait que
1 1 2
lm 1+4—-——-——==1 lim 2—— =2
r—+00 x 2 T—+00 12
Ainsi, par quotient de limites, on a
. 1
Jm fz) =35
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T
— g :T—
r—1
Pour z € R\{0,1} on a
() = —
€T =
g e
Ainsi
A9 =1

<hr1x>1/m
—a:z— | —
x

Pour x > 0 on a

a(x) = e% hl(%) = eln(hg‘s(x))7¥

On sait que, par croissance comparée

1 In(1
im & g T L)
r—o0 I T—>+00 €T
In(1 1
Ainsi  lim n(In(z)) — n(@) =0 et donc
T—>+00 X X
X \T
—b:x— (z%)
Pour x > 0 on a
B (xx)aﬁ
b@) = o
z®
612 In(z)
- ex® In(x)
_ e(x2—x””)ln(a:)
_ 612(176(172) ln(z)) ln(:v)
On a lim (z —2)In(z) = +oo doit lim 1 — =21 — _0
T—00 T—00
Ainsi  lim 22 <1 —el@=2) m(x)) In(z) = —o0, ce qui finalement nous donne
T—+00
lim b(x) =0

T—r00

a\<Zx
—c:T > (1+—> outa€R
x
Pour z > max(0,—a) on a
T a
c(x) = (1 + 2) — on(1+3)

1
De plus, pour u € [—5, +oo[
u—u® <In(l+u) <u

(Il suffit de faire une étude de fonction pour le prouver, on verra des arguments plus simples dans les
chapitres & venir)
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Pour z > max(0, —2a) on a alors

D’ou

D’aprés le théoréme des gendarmes, on a alors

: _ ,a
xli)ngo clr)=e

Réponse de ’exercice 14.5

1
— pour r € [—5,4—00[

z—2°<In(l+z) <z

1
D’ou, pour x € [—5, +00 [\{O},

| et
T
D’apres le théoréeme des gendarmes, on a alors
In(1
lim 2 F2) 4
z—0 x

— Pour x #0 on a
sin(z)  sin(x) —sin(0)

x x—0
On reconnait un taux d’accroissement en 0. On sait que, si f est dérivable alors
)

i £@) = £(0)

el
z—0 x—0 N f (0)
Ici cela donne )
lim sin(z) =cos(0) =1
z—0 X
In(1 + si — f(0
— Soit ¢ : x — In(1 + sin(x)). Alors al —:Gsm z) = f(ac; — (J;( ) On a alors
lim In(1 + sinx) _ (0) = cos'(O) _q
z—0 x 1 + sin(0)

zIn(x)

— Pourz >0onaz®=e . Par croissances comparées on sait que lin% zln(x) = 0. Ainsi
r—

limz® =1
z—0

— Pour z €]0,7[ on a

= 1. Ainsi lim
x—0 n(m)

Sln(aj) In(z) — ¢ In(z) —e e e —
sin(z) () e
1 .

On sait que lim
z—0

1
lim sin(z)@ = e
z—0
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— Pour z >0 on a |In(z)[* = % In(| In(z)])

Par croissance comparée on a lim zIn(|In(x)|) = 0 (On peut le voir en remarquant que z In(]In(z)|)
x

In(| In(z)])
In(z)

xIn(z) x

Ainsi

Pour z € [—1,0[U]0,4o00] on a

et en utilisant les limites lim xIn(z) =0 et

lim In(y) =0)

z—0 y—+oo Y

lim |In(z)|* =1

z—0

\3/1—|—x—\/1—i—ﬂ::\3/1_i_—x1—\6/1—|—x

X X

1
La fonction = — (1 + x)é est dérivable en 0 de dérivée 6’ ainsi

D’ou

T
Pour = € ]—5,5[\{0} on a

14z —-1 1
lim ——— = —
z—0 xT 6

T+ x—V1+=x 1
lim =

z—0 T 6

tan(ax)  sin(ax) cos(br)  cos(bx) sin(ax) br a
tan(br)  cos(ax) sin(br)  cos(ax) ax sin(bx) b
b .
On sait que lim cos (bz) =1, On a vu plus haut que limz — OM =1, d’ou
x—0 cos(ax) x
T | ) PR P
=0  ax 2—0 sin(bx)
Finalement on obtient
tan(ax) a
im = —
z—0 tan(bx) b
— Pour z € ]—g,g[\{O} on a
In(cos(z))  In(1 + cos(x) — 1) cos(x) — 1
x? N cos(z) — 1 x?
In(1 In(1 -1 -1
Comme lim u =1 on a alors lim n(1 + cos(z) = 1) = 1. Il nous reste a controler %.
y—0 Y z—0 cos(z) — 1 22
On a cos(acg -1 -2 sin2(§)2 _ 1 <sin (%))
x x 2 N
sin(z) o
= 1. Ainsi

On sait que lim
z—0

Finalement
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Réponse de ’exercice 14.6

—Vz—1-1
—Soita:xH\/_ ;C -
x_

Pour . > 1on a

Vi—vVe—1-1 z—1 Ve —1
va? -1 _\/562—1_\/302—1

V-1 1
vz -1 Vz+1
r—1 1

V2 —1(VE+1) Vatl

Soit @ : h+ a(1+ h), on a alors

a(h) = d L Vi -~
VRZ+2h (VI+h+1) V2+h Vh+2(V1i+h+1) V2+h
Ainsi, /s
- 0 1 2
imath) =5 - B =g
Et donc
fy o) =

I T
— Soit bihr b ().
Pour h £ 0 on a

~ _sin(%—kh)—cos(%—i—h)

sin (§) cos(h) + sin(h) cos (%) — cos (§) cos(h) + sin (5) sin(h)
B h
~ cos(h) +sin(h) — cos(h) 4 sin(h)
= 7o
_ V2sin(h)
B h
On sait que lim sin(f) = 1. Ainsi
h—0
lim b(z) = V2
T—7
- 7r
— 801tc.h|—>c(h+§>.
Pour h # 0 on a
() = 0 (B(h+3%))
B 1—2cos (h+ %)
B sin (3h + )
~ 1—2cos (h) cos (%) + 2sin(h)sin (5)

B — sin (3h)
1 —cos (h) + v/3sin(h)
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_,sin(3h) h
- 3h 1 —cos(h) + V3sin(h)

s(h) — 1 s(h) — 1 s(h) — 1 1
On sait que COS(}L) = COS(h; X h et que fllii%% =5 d’ou flzg%

# — 1. Ainsi

On sait de plus que lim
h—0

1 — cos(h) + v/3sin(h)

sin(3h) =1 et lim

li =
B0 3h h—0 h
Finalement in(3h) b 3
sin -
T _ 2
h—0 3h 1 —cos(h) ++/3sin(h) V3
Et donc
lim ¢(z) = —V/3
=7

cos(h) — 1 _

0.

Réponse de ’exercice 14.7

— Pour x >0 on a
F
<

D’ou
1—x<x{—J <1
T

D’aprés le théoréme des gendarmes on a donc

1
lim = {—J =1
rz—04+ €T

1 1
— Pour x >1onal0<— <1etdonc {—J:O.Ainsi,pourx>1onax{—
x

T T
Iim z|—| =0
r— 400 _x_
— Pour £ >0 on a
1 1
_ 1 < _ g _
T Ea x

et

D’apreés le théoréme des gendarmes on a donc

li “| =

1
J = 0. Tl est évident qu’alors
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Réponse de I’exercice 14.8

Soit £ >0 on a
In(1+ z) _ln(x(l—i—%)) _ln(m)—i—ln(l—i—%) _1+ln(1+%)

In(r) In(z) In(x) In(x)

1
Ona lim In (1 + —> =0et lim In(x) = +oo, d’ou, par quotient et somme de limites,
T

T—+400 T—+400

lim In(z +1)

rz—+oo  Inzx

=1

Pour x > 0 on a )

1+x<em<1—|—x+%

D’ou
2

Ainsi, on a

Inz In(z)
De plus
In(z) +In (1+ %) B In (14 %)
In(x) B In(x)

1 In(1+%
et donc lim n(z) + n( * 2) =
x—0 ln(x)

D’apres le théoréme des gendarmes, on a alors

lim In(e® — 1)

=1
z—0 Inz

Réponse de I’exercice 14.9

— Soit f : R* — R . Pour montrer que f n’admet pas de limite en 0 on va exhiber deux suites

r + sin (%)

(Un)nen et (Un)nen qui convergent vers 0 mais telles que (f(un))nen et (f(vn))nen n’admettent pas la
méme limite.

Soit alors (uy)nen+ et (vn)nen+ les suites définies par

1 1
A N* = — = —
ne tn 2mn n % + 2™

Les deux suites (uy)nen et (vn)nen convergent bien vers 0. De plus on a
VneN  f(u,) =sin(2mn) =0 f(v,) = sin <g + 27T’I’L) =1

La suite (f(un))nen converge donc vers 0 et la suite (f(vy))nen converge vers 1. (f(un))nen et (f(vn))nen
n’admettent donc pas la méme limite. Ainsi f n’admet pas de limite en 0.
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— Soit g : R} — R . Pour montrer que f n’admet pas de limite en +00 on va exhiber deux
xl‘
T e

suites (Un)nen et (Un)nen qui tendent vers +oo mais telles que (f(un))nen et (f(vn))nen n’admettent pas
la méme limite.
Soit alors (uy )nen+ et (vn)nen+ les suites définies par

1
VneN* u,=n vn:n+§

Les deux suites (uy)nen et (vn)nen tendent bien vers +o00 De plus, pour n > 0 on a g(uy,) =1 et

U U
g(vn) = W

eln In(vn)

e
e(nt3)In(n+3)
Y
e(nt3) n(n(1+5))

o
e(n+%)(ln(n)+ln(l+%))

o

e(In(m)+2G 4 (n+ 4 ) In(1+5)

On sait que
lim n im (14 1) = Jid =1
= _ = 2 _— =

lim g¢(v,) = 400

n—-+o0o

Ainsi

La suite (g(uy))nen tend donc vers 1 quand n tend vers 400 et la suite (f(vy,))nen tend vers +o0o quand
n tend vers +00. (g(un))nen et (g(vy))nen n’admettent donc pas la méme limite. Ainsi g n’admet pas de
limite en +o0.

Réponse de I’exercice 14.10

1. Commencons par supposer que f n’est pas majorée. Alors pour tout A > 0, il existe n tel que f(n) > A.
Mais alors, comme f est croissante, pour tout > n, on a f(z) > f(n) > A. Ceci prouve que

lim f(z) = +oc.

T—>+00

Supposons maintenant que f est majorée. Alors 'image de f, c’est-a-dire I’ensemble

E={f(x), v Ry}

est une partie non vide, majorée de R. Elle admet donc une borne supérieure, | = Sup(A).
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Par définition de cette borne supérieure on a alors
Ve >0, dJzg e Ry, [ — f(m'o) < e

On sait de plus que f est croissante, d’ot, pour tout x > xg, f(z) = f(xg) donc | — f(z) <1 — f(xg) < e,
ce qui prouve que

lim f(z) =1

T—r+400

2. Le sens réciproque a été prouvé dans la question précédente. Pour le sens direct, on a par exemple pour
e=1:

JAeRy, Ve 2 A, f(x) <A+1
<A

comme f est croissante, on a donc : pour tout x € Ry : f(x) +1et f(0) < f(x) donc f est bornée.

Réponse de ’exercice 14.11

On suppose par exemple f croissante. La preuve est similaire si f est décroissante. Soit a € I. Alors si on pose
E={f(z), xel,z<a}

I’ensemble E' est non vide et majoré par f(a) car f est croissante.
Notons [~ sa borne supérieure.

Alors pour tout € > 0, il existe zy € I avec g < a tel que
Im—e< flzo) <17
Par croissance de f, on a :
Ve e IN) —oo,al, z>=xz9 = |7 —e< f(zo) < f(zx) <™ <1 +e
Autrement dit, en prenant n = a — xg
Ve >0, In, Ve € IN] —oo,al, la—z| <n=|f(xg) =" | <e

La preuve de la limite & droite se fait de la méme facon en utilisant la borne inférieure.

Réponse de ’exercice 14.12

On sait que fg admet pour limite 1 en 0, c’est-a-dire

Ve 0, I >0, 1] <n=|f(@)g(z) — 1| <e

Soit alors € > 0 et n tel que
Pour tout x € [0,7] on a alors

1
Or, pour tout « € [0,1], on a 0 < f(x) < 1 et

Donc, si x € [0,7] alors
l—e< f(z)g(z) < flx) <1< 1+e

On a donc montré que, pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que, si |z| < n alors |f(z) — 1| < g, c’est-a-dire
lir% flx)=1.
T—
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Puisque f tend vers 1 en 0 alors elle est non-nulle au voisinage de 0. Ainsi, au voisinage de 0 on a g(x) =
f(@)g(z)
f(x)

lim g(x) = 1.
z—0

. Le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux vers 1 en 0. D’otu, par quotient de limites,

Réponse de I’exercice 14.13

1. Soit € R, On va procéder par récurrence sur n.
Initialisation :
On a
f(0+0) = f(0) + f(0)
, ainsi f(0) =2f(0) d’ou f(0) =0
En particulier f(0 x ) =0=0 x f(z)
Hérédité :
Soit n € N, on suppose que f(nz) =nf(x)
Alors
f((n+)z) = f(nz+x) = f(nx) + f(z) = nf(z) + f(x) = (n + 1) f(2)
On a donc montré que
VneN, f(nx)=nf(z)
D’ou
VeeR, VneN, f(nz)=nf(x)

2. Soitr=LcQetzeR
q

On a f(g xrz) =g x f(rx), cest-a-dire f(pzr) =q x f(rz).

D’ou
fray— L7 _2I@)
q q

3. Soit 7 € Q, on a f(r) =rf(1). Notons A = f(1), on a alors

~rf()

VreQ, f(r)=Ar
4. (a) Soit zg € R, pour x € Ron a

f(z) = f(zo+ 2 —x0) = f(w0) + f(z — 70)

Notons ¢ = hH(l) f(y), on a alors, par composition de limite,
y—

lim f(z—x9) ="/

T—T0

Ainsi f admet une limite en xq et
lim f(x)= f(xo) +¢

T—xT0

(b) Commencons par déterminer /.

Ona/l= lii%f(x): lim f<l>

n—-+o0o n

1 A A
Or, pour tout n € N*, on a f <—> =—et lim — =0. Ainsi £ =0.
n n n—+oo n
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On en déduit que, pour tout zg € R, on a

f(zo) = lim f(x)

T—xT0

Soit 29 € R et (rn)neny € QY une suite de rationnels qui converge vers 9. On peut par exemple
prendre la suite des troncatures de xg & n chiffres aprés la virgule.

_ LlO"a:oJ

Vn € N, ™ 1o

On a alors, par composition de limite

lim f(rn) = f(zo0)

n—-+o00

Or, on a également
Vn € N, f(rn) = )\Tn

Ainsi
ngrq{loof(rn) - )\xo
Et donc, par unicité de la limite,
f(.%'o) = )\1‘0

Réponse de I’exercice 14.14
Soit f : R — R périodique admettant une limite finie en 4+-00. Soit 1" > 0 une période de f et | = liril f(z).
T—+00

Supposons par 'absurde que f n’est pas constante. Il existe alors xg et z1 tels que f(zg) # f(z1). Définissons
alors les suites (up)nen et (Un)nen par

YneN wu, =xz9+nT v, = x1 +nT
Les deux suites (up)nen et (v )nen tendent vers +o0o quand n tend vers 4+o0o. Ainsi on a

lim  f(u,) =1 lim f(v,) =1

n—-+o00 n—-+o0o

Cependant on a

VneN  f(un) = f(xo+nT) = f(zo)  flva) = f(z1+nT) = f(x1)

Les suites (f(un))nen et (f (vn))nen convergent donc respectivement vers f(zg) et f(x1).
Par unicité de la limite on a alors f(xg) =1 et f(z1) =1, d’ou f(xg) = f(z1) ce qui est absurde.
On a ainsi prouvé que, si f est périodique et admet une limite finie en +o00 alors f est constante.

Réponse de ’exercice 14.15

1. Soit z € R, on va procéder par récurrence sur n.

Initialisation :
Pour n =0 on a bien f(z) = f <%>
Hérédité :

. x
Soit n € N, on suppose que f(x) = f (2—n)
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On a de plus .
1(2)-1(5) -1 (%)

- x
Ainsi f(z) = f <ﬁ)
Ce qui prouve l’égalité au rang n + 1 et acheve la récurrence.

2. Soit x e Ret £ = lir% f(z). On a alors
T—

lim — =0
D’on .
Jm 7 (5) =
Or .
Vn €N, f<2—n):f(33)
D’ou

lim f(5-) = /(@)

n—-+o0o 2_”

Par unicité de la limite on a donc f(x) = £.
f est donc constante et vaut £.

Réponse de I’exercice 14.16

V-V —1-1

2 -1

— Soit a:xz —
Pour x > 1 on a

Vi—ve—-1-1 z—1 B Ve —1
vz -1 V2?1 Va2 -1

_ Vr—1 1
vz -1 Vzx+1
r—1 1

TV —l(Jitl) Varl

Soit @ : h+ a(1+ h), on a alors

a(h) = d L Vi -~ !
V2 +2h (VI+h+1) V2+h Vh+2(V1+h+1) V2+h

Ainsi,
0 1 V2
limah)=—— — = ——
h—0 (h) 2V/2 V2 2
Et donc
2
lim a(x) = —\/——
rz—1 2

I T
— Soit bihr b ().
Pour h £ 0 on a

B(h):sin(%—i—h);cos(%—i-h)
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sin (§) cos(h) + sin(h) cos ((Z) — cos (§) cos(h) + sin (5 ) sin(h)

h
_cos(h) +sin(h) — cos(h) + sin(h)
V2h
B V/25sin(h)
B h
On sait que lim sin(h) = 1. Ainsi
h—0 h
lim b(x) = V2
z—7
- 7r
— 801tc.hr—>c(h—|—§>.
Pour h #£ 0 on a
(h) = sin (3 (h + %))
B 1—2COS(h—|—§)
B sin (3h + )
11— 2cos (h) cos (3) + 2sin(h)sin (5)
B —sin (3h)
1 — cos (h) 4+ v/3sin(h)
sin(3h) h
= -3
3h 1 —cos(h) +v/3sin(h)
s(h) — 1 s(h) — 1 s(h) — 1 s(h) — 1
On sait que COb(h) :.COS(h; X h et que %1_>mo Lb(h; =3 d’ont %1_>mo Ls(h)
On sait de plus que lim sin(h) = 1. Ainsi
h—0 h

. 1_ .
lim sin(3h) _1q ot lim cos(h) + v/3sin(h) _ V3
h—0  3h h—0 h
Finalement in(3h) L 5
sin -
lim —3 - - _\3
h—0 3h  1—cos(h) +3sin(h) V3
Et donc
lim ¢(z) = -3
z—ZT

3

Réponse de ’exercice 14.17

— On sait que In(y) TY - 1. De plus lim cos(z) = 1. Ainsi

z—0
In(cos(z)) v cos(z) — 1

2
On sait de plus que cos(z) — 1 v —%. D’ou

$2

In(cos(x)) Yoy
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— On a

x% -1 :eiln(m) —1

1
On sait que lim —In(z) =0 et que €’ — 1 ~ y. Ainsi
T—00 I 0

1
ex @) _ 1 o In(z)
o T

— Cet équivalent est simple, on sait par croissances comparées que z+sin(z) sk et que e*+In(x)—2 o e’.
o o

Ainsi
(x +sin(x))(e® +In(z) —2) ~ ze®

—+00

Réponse de ’exercice 14.18

In(1+ z%)
—alw) = In(z)
Pour x > 0 on a

(> 0) en +o0

Weet) mE (1) eh@imsd) m(sd)
= — = +
In(z) In(z) In(z) In(z)
In(1+ %
On a lim M =0. D’ou
x——+00 n(gﬂ)
lim In(1 + z%) .
T—00 ln(x)
et donc
In(1 4 z%)
~
In(z) 4o
In(2z2 + 2 + 1)
— b(x) = (22 1 3) en +00
Ona lim 222 +x+1)=4cc#1let lim 2z+3 =400 #1, dou
r—+00 z—+00
In(222 + x4+ 1) In(2x?) In(2)
~ =2+ ~ 2
In(2x +3) +oc In(z) In(z) +oo

— c¢(x)=zln(14+2z) — (x4 1)In(x) en +o0
Pour z > 0 on a

en(l42) — (¢ + 1) In(z) = <ln(x) +ln (1 + %)) — (@) —In(z) = zn (1 + i) ~n(2)

On a

1
Ainsi z1n (1 + —> = o(—1In(x)) et donc
T 1S9

1
In{1+4+—-) -1 ~ —1
xIn < + a:) n(z) iod n(z)
Finalement

zln(l+2z) — (z+1)In(x) ~ —In(x)

+o0
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— d(z) =V2?2+1—z en 00

Pour z € Ron a
1 1
\/3:2—#1—:6::6\/1—{——2—:6:3:(\/1—{——2—1)
x x

1 1
On sait que (1+y)°‘—1rgay, d’ont \/1+ﬁ—1+rzoﬁ et donc

— e(z)=1n (cos G)) en +o00

1
On a lim cos (—) =1 et que In(y) TV~ 1, d’on
x

Tr—+00
1 1 1
In{cos|— ~cos|—)—-1n~ —=
T +00 T +oo 22

222 — 1
x z )en—i—oo

o —n( 22 T
/(@) n<2x2—5x+7
Pour z € Dy on a

2w? —r+1 202 — b +T+4x—6 4r — 6
n(———" ") =1In =In(14+ ————
22 —bhr +7 212 —bhxr +7 222 —hr 4+ 7

4x — 6
On sait que lim xizo, d’ou
z—+oo 222 — By + 7
4x — 6 4x — 6 4x 2
m(14 —— | ~ ——— — ~ — ==
222 —B5x 4+ 7 ) 400 222 — 5x + 7 400 222 x
Ainsi
222 —x +1 2
n({—as—7——] ~ =
202 —5r+7) +o x
(1—e€")sinx
— 9@ =m0
(1—-e€%)sinz —xzxz 1
2423 o0 oz
th2( .3z
sin®(e”® — 1)
On a lim % — 1 =0, d’on
z—0 )
20 3x 3x 2 2
1 ~ —1 ~ =
sin”(e ) > (e ) > (3x)* =9z
Et donc

2 T
— x —1en 400
2 -1

Pour x € D; on a
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1 1 1 1
Ona—zln(l——= | ~ —oax(——= =—,don lim —zln|{1—- — ) =0. Ainsi
z2 ) +oo 2 200 z?

Finalement
2 X
(#=1) -

— Pour £ >0 on a
1 {1J 1
__1< _ g_
T x x
D’ou

1
1—ﬂ:<x{—J <1

T

D’apreés le théoréme des gendarmes on a donc

. 1
lim =z {—J =1
r—0+ €T

1 1 1
— Pour x >1onal< — <1etdonc {—J = 0. Ainsi, pour z > lonax {—J = 0. Il est évident qu’alors
T T x

Iim z|{—| =0
r——+00 _m_
— Pour £ >0 on a
1 1
- 1 < — < —
T | | x
D’ou
1

\/5—\/5<\/5EJ<%

D’apreés le théoréme des gendarmes on a donc

lim vz H — too

z—0+

Réponse de I’exercice 14.20

Soit >0 on a
In(z(1+21)) In@+mh(1+1) _1+ln(1+%)

In(1+ z) _ _ _
In(z) In(x) In(x) In(z)

1
<1 + —) =0et lim In(z) = +oo, d’on, par quotient et somme de limites,
T

Ona lim In

T—+400 T—+400

lim In(z +1) -1
rz—+oo Inxzx
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Pour x > 0 on a )

1+x<em<1+w+%

D’ou

2
In(z) <In(e®* —1) < In <:U + %)

Ainsi, on a

In(e” —1) _In(z) +1In (1+%)

1< <
Inz In(z)
De plus
In(z) +In(1+%) - In(1+%)
In(x) B In(x)
1 In(1+%
et donc lim n(@) + n( + 2) =1.
z—0 ln(x)
D’aprés le théoréme des gendarmes, on a alors
T _
Jim 2D

2—0 Inz

Réponse de ’exercice 14.21

~ Vl+sinzg -1 —sinz

en

x
Pour z # 0 on a

V14sine —v1—sinz 1+sinz—+1—sinz y V1+sinz++1—sinz

x x V1+sinz ++/1—sinz
(1 +sinz) — (1 —sinx) 1
= X
T V1+sinz ++/1—sinz

_ZSinxX 1
oz V1+sinz 4+ V1 —sinx

On a alors
. 1 1
lim = _
20 /1 +sinx + 1 —sinz 2
et o
lim sinz 5
z—0 xT

D’ou, par produit de limites

. V1+sinz —+1—sinzx
lim

z—0 T

tanx

— e
Vel +4d+x-2

Pour x € R on a

n 0

) VT (2 2)
\/er:v—?—( x2+4+(5€—2))\/302—+4_(x_2)

a4 (- 2)?

Va2t 4+2-x
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4x

T ViZtd+2-a

Alors, pour z # 0, on a

tan x _ tan(z) y Va2+4+2—x
2 +d+x—2 x 4

On sait que
t
- an(z)
z—0 x
. Vri+4+2-—12
m

li
z—0 4

et

Ainsi
tanx

lim =1
=0 /22 + 4+ —2

1 —sinxz +cosx T

- en —
sinz +cosz — 1 2
1 —sinx +coszx

Notons f : x +— Etudions la limite de f <g + h) quand h tend vers 0.

sine 4+cosx —1°

T _1—sin(%—|—h)+cos(%—|—h)
f(2+h) _sin(g%—h)—i—cos(g—i-h)—l
1 —cos(h) —sinz

cos(h) —sin(h) — 1

1 —cos(h) —sinx y h
B h cos(h) —sin(h) — 1
sin(h s(h) — 1
On sait que lim w =1et lim % = 0. Ainsi
h—0 h h—0
lim 1 —cos(h) —sinx _ 4
h—0 h
et
li h ! 1
im = = _
h—0 cos(h) —sin(h) —1  —1
D’ou lim f (E + h) =1 et donc
h—0 2
. l—sinz+coszx
lim — =1
z—Z sinx +cosw — 1
t Ty
— an(@ + 1) en 0.
V3 —2cos(z + %)
On a
tan(x)—l—tan(%) 1
tan(x + %) —1 _ 1—tan(z) tan (%)
V3—2cos(z+ %) V3—2(cos(z)cos (&) — sin(z)sin (%))
tan(z)+1 1
1—tan(z)

- V3 -2 <cos(9n)\/7g - sin(x)%)
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tan(z)+1  1—tan(x)
1—tan(z) 1—tan(z)

- V3 — V3 cos(x) + sin(x)

2tan(x)
_ 1—tan(z)
V3 — V3 cos(x) + sin(x)
B 1 2tan(x) T
1 tan(x) T V3 - \/gcos(:c) + sin(z)
t -1 :
On sait que lim tan(z) = 0, lim tan(z) =1, lim cos(x) — 1 — 0 et lim sm(x).
z—0 =0 T z—0 T z—=0 X
Ainsi
1 _ .
lim 1 lim V3 — V3 cos(x) + sin(x) _
z—0 1 — tan(z) z—0 T
Finalement i .
t 1)~ 1
L Gl Dt B RVP SV
1%0\/3—2005(564—%) 1

— (22 +z —2)tan <%) en 1
Pour z € R posons f(z) = (2 + z — 2) tan (%) Pour déterminer la limite de f en 1 on va déterminer
la limite de f(1 4 h) quand h tend vers 0.

FA+R) = ((1+h)2+ (1+h) —2)tan (g+gh>

—1
=(1+2h+h*+14+h—2) x ——
tan (%h)
h
=(-3—h) X ———
tan (%h)
: . tan (§h) o
On sait que lim —— = 1. Ainsi
h—0 §h
. h 2
lim —— = —
h—0 tan (%h) T
et donc 6
lim f(1+h) = —
R fA+h) =2
D’ou 6
im (22 + - — TN _ b
(e = 2pten () = =
3 |
cos(z) + nx2 en toc

B (x4 3)2 — e
Il s’agit d’un simple probléme de croissance comparée. On a

cos(xz) +Inz In(x)
(x4 3)2 — e¥? +oo —e2?

In(z)

Or lim

o T 0. D’ou
lim cos(z) —|—lna:2 _0
T—00 (m + 3)2 — et
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1
— (24 cos(x))= en +oo
Pour z € R* on a

De plus
D’ou ) ,
1< (24 cos(z))z <ex

. . 3 N N PN
On sait que lim ez = 1. D’ou, d’aprés le théoréme des gendarmes on a

T—r00
1
lim (2 z =1
xl_%( + cos(x))
— z"In | cos | — en 400
x
1
Pour 2 € R* notons g(x) = z*1In ( cos [ = ) |. Pour étudier la limite de g en 400 on va étudier la limite

T

1
de g <E> quand h tend vers 0T,

1 In(cos(h))  cos(h) —1 1
g( ) R0 n2 0 2

1 1
lim z%1n <cos <—>> = ——
T—00 €T 2

D’ou

1
— sin(z) cos <—> en 0.
x

Pour z #£ 0 on a

_ sin(z) < sin(x) cos (%) < sin(2)

On sait que lirrb sin(z) = 0 et lim —sin(x) = 0. Ainsi, d’apres le théoréme des gendarmes
b d

z—0
N 1
lim sin(x) cos (—) =0
x

z—0

(2)
— | = en 0
z

Pour z # 0 on a

On sait que lim zIn(z) = 0. D’ou
z—0

Inxz
Pour x > 0 on a

B <ln(1 +x)>’“” on o
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In(1+2
De plus lim u =0, d’ou
z—+oo  In(x)
1 1
1 ln(l—i—;) N ln(1+—)
In(z) oo In(z)
Et donc
In(1+2 1
zln(z)In 1+n( * ) ~zhn(l+—) ~zx— ~1
In(z) +o0 x ) +oo x +oo
Puisque
n l
ln(l—i—x) zlnz J:ln(a:)ln(l-‘r%)
( Inz > —°

On a

In(1 zlnz
(L)

x—+00 Inz

Réponse de ’exercice 14.22

Il s’agit d’'une simple application du théoréme des gendarmes. g est bornée, il existe donc m et M deux réels
tels que
Ve el m < glx) <M

D’ou
veel  mf(z) < (f % g)(x) < Mf(z)

Il est évident que lim mf(z) = 0 et lim M f(x) = 0. Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes,
T—a T—a

lim (£  g)(x) = 0

Tr—a

Réponse de I’exercice 14.23

Notons £ = lim f(z) et £ = lim g(x). On va montrer que
T—r00 T—00

lim max(f, g)(x) = max(¢, )

T—r00

Trois cas de figure sont possibles : ou bien ¢ = ¢, ou bien £ > ¢, ou bien ¢ > /.
— Dans le premier cas, on peut distinguer le cas £ = +o0o0 et £ € R. Si £ = 400 alors, pour tout C' > 0, par
définition de la limite, il existe M et M’ tels que

Vo > M flx)=C
Vo > M’ g(z) = C

Et donc
Vz > max(M, M") max(f,g)(z) > C

Ainsi lim max(f, g)(x) = +00. On procéde de maniére similaire pour —oo.
T—00

Si ¢ € R alors, pour tout € > 0, par définition de la limite, il existe M et M’ tels que

VezM |f(z) -l <e
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Vez M g(z) -l <e

Et donc
Vz > max(M, M') | max(f,g)(x) — ] <e

Ainsi ILm max(f, g)(z) = ¢ = max(¢, ().
— Si £ > /. Soit alors (C,C") € R* tel que £ > C' > C' > (.

Comme ¢ > C, il existe M tel que,
Ve > M flz)=C

De méme, il existe M’ tel que

Ainsi, pour z > max(M, M’) on a

flx) > C>C > g(x)

D’ou, pour x > max(M, M"), max(f, g)(z) = f(z).
On en déduit que
ILm max(f, g)(z) = £ = max(¢,¢')

— On procéde de maniére similaire au cas précédent pour ¢ < ¢'.
Dans tous les cas, on a bien
lim max(f, g)(x) = max(¢,¢)
T—r00
fro+if—gl

On aurait aussi pu simplement remarquer que max(f, g) = 5

Réponse de I’exercice 14.24

On sait que
Vo €R, acos(x)+ bz +ce” =0

En divisant par e on a alors
Vr €R, acos(x)e ™ +br?e ™ +c=0

On a lim acos(z)e ™ +br?e ™ +c=cet lim 0 = 0. Par unicité de la limite on a donc ¢ = 0.
T—00 T—00

Ainsi
Vo € R, acos(z)+bz?=0
On peut continuer notre argument & base de limites mais ici on peut se simplifier la tache. En prenant en
particulier x = 0 on obtient a = 0, ce qui nous donne ensuite

VeeR, b?=0

Ceci implique, en prenant par exemple x = 1, que b = 0.
Finalement on a bien a = b=c¢=0.

Réponse de ’exercice 14.25

Pour z #£ 1 on a

1—3: ntl
2
l+z+4+z2°4-- E z* e
Ainsi, pour z # 1 on a
1 xn—f—l
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Il nous faut alors montrer que

n+1 1
limx X — =0
z—=01l—2x 2"
n+1 1
Ce qui est évident car x X - = %
—x " l1—z
On a donc bien 1
—(1 2 ny _ n
- 1+z+2*+ —i—x)oo(x)

Réponse de I’exercice 14.26

— On a lim ™% =1, d’on "% ~ 1
z—0

— On a lim % = ¢! d’oil % ~ ¢!
z—0 0

— On a
eCOST _ o o <ecos(a:)—1 _ 1)

On sait que lim cos(x) —1 =0 et que €’ — 1 ~ y. Ainsi
z—0 0

2

_ T
eos(@)—1 1 o cos(z) =1~ ——
0 0 2
Finalement )
exXx
eCOST _ o
0 2

Réponse de ’exercice 14.27

On a
e — 1 3z

N—N3

x 0 x 0
Ainsi f admet une limite finie en 0. f est donc prolongeable par continuité en 0.

Réponse de I’exercice 14.28

1. Soit f une fonction continue de R dans R qui vérifie :

V(z,y) eR* flz+y) = f(x)+ f(y)

Alors :
— On a f(0) =0 car f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0).

— VzeR, 0= f(0)=f(x —x) = f(x) + f(—x); donc f(—z) = —f(z) : f est impaire.

— Pour tout n € N et pour tout a € R on a f(na) = nf(a). (On le montre par une simple récurrence sur

n)
— Pour tout n € Z et pour tout a € Ron a f(na) =nf(a) :
Le résultat est acquis pour les entiers positifs. Si n < 0, alors —n > 0 et f(—na) = —nf(a). Comme

d’aprés le deuxiéme point f(—na) = —f(na), on en déduit que f(na) = nf(a).

2. Pour tout p € Z et tout ¢ € N*, on a f (g) = I—;f(l). En effet f(p) = f <q§> Dou pf(1) = qf (g) et
ainsi f <£> = Bf(l)
q q

Il existe donc un réel k = f(1) tel que pour tout r € Q, f(r) = kr.
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3. Soit x € R. Il existe une suite (r,,) de nombres rationnels qui converge vers x. Pour tout n € N, f(r,,) = kry,.
Donc par continuité de f, f(z) = lirf flrp) = k.
n—-+0oo

f est donc une fonction linéaire.

Réciproquement les fonctions linéaires f : x +— kx sont continues sur R et pour tout (z,y) € R? on a
fle+y) =k(x+y) =kx+ky= f(x)+ f(y), ce qui prouve que l'ensemble des fonctions f telles que

V(z,y) €R* flz+y) = f(x)+ f(y)

est I’ensemble des fonctions linéaires.

Réponse de I’exercice 14.29

1. Sur le segment [0,1] f est une fonction continue. Elle est donc bornée et atteint ses bornes. Soit alors
A= max f(z) et B= min f(x) et 80it Zpmin € [0, 1] et Tz € [0, 1] tels que
z€[0,1] z€[0,1]
f(xmzn) =B f(wmax) =A

Soit x € R et soit n = |x]. On a alors n < z < n+ 1 dou x —n € [0,1]. On sait de plus que f est
1-périodique
Ainsi f(z) = f(x —n+n) = f(x —n) par périodicité. Comme z —n € [0,1] on a alors

AL f(x—n)< B

D’ou
A< f(z) < B

On a donc montré que, pour tout réel x, A < f(x) < B. f est donc bornée.

2. On pose M = sup f(x). Avec les notations précédentes on peut remarquer que :
zeR
— Si B < 0alors M = |A]

— Si A >0 alors M = |B]|

— Si A< 0et B> 0 alors M =max(B,—A)

Dans le premier cas on a |f(@min)| = M, dans le second cas on a |f(@mar)| = M et dans le troisiéme cas
on a, soit |f(zmin)| = M si —A = B, soit |f(maez)| = M si B > —A.

Dans tous les cas on a bien a € [0,1] tel que |f(a)| = M. L’énoncé nous demande a € [0,1]. Pour cela
il suffit de remarquer que si on avait a = 1 alors, par périodicité de f on aurait f(0) = f(1) et donc
|£(0)] = M aussi.

Réponse de I’exercice 14.30

Soit m = f(0). Comme
lim f(x)= +ooc.

r—+00

il existe a < 0 et b > 0 tels que :

<a, f(x) ZmetVr>b, f(z) >

On pose alors I = [a,b]. Clairement, 0 € I. Par le caractére borné des fonctions continues sur un segment,
I'image de I par f est un segment, que l'on note [i,s]. En particulier, si on note zy un élément de I tel que
f(zg) =1, 0ona:

Ve el, f(z) 2 i= f(zo)
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Mais comme 0 € [ :
Vo g I, f(z) > f(0) = f(x0).

Le réel ¢ est donc un minimum global pour f.

Réponse de ’exercice 14.31

Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue sur [a,b]. On a alors
Vr e la,b] a< f(x)<b

Soit ¢ : [a,b] — R
xr = flzr)—=x
g est alors continue comme différence de deux fonctions continues. On a g(a) = f(a) —a > 0 et g(b) =
f(b) —b<0.
D’aprés le théoreme des valeurs intermeédiaires il existe donc xg € [a, ] tel que g(xg) =0, i.e. f(xg) = wo.

Réponse de ’exercice 14.32

1. f est une fonction continue et dérivable sur |a, b[. De plus

2
YV €]a,b| f’(uv):—(%_la)2 _x—lb) <0

f est donc strictement décroissante.

D’aprés le théoréeme de la bijection continue f est alors une bijection de |a, b dans f(]a,b[) et f(]a,b]) est
un intervalle. Il reste & montrer que f(]a,b]) = R.

Soit y € R, on sait que lim+ f(z) = +oc et lim f(z) = —oo. Ainsi, il existe xg €]a,b[ et z1 €]a, ] tels
Vz €la,zo[ f(z) >y+1
Vo €]z, b f(z)<y—1

En particulier y €]f(x1), f(zo)].
On sait que f(Ja,b]) est un intervalle et que f(z1) € f(Ja,b]) et f(z1) € f(Ja,b]). Ainsi |f(z1), f(zo)[C
f(Ja,b]) et donc y € f(]a,b[).
D’ou, pour tout réel y, y € f(]a,b]), c’est-a-dire f(]a,b]) = R.
f réalise une bijection continue de |a, b[ dans R.

2. Le théoréme de la bijection continue nous dit aussi que f ~1 est une application continue de R dans la, b[.
Soit y € R et x €]a,b[, on a

fz)=y

1 1
m—a+x—b
sr—b+zx—a=y(r—a)lx—Db)

A =Y

&2z —a—b=yz? —y(a+b)z + yab

sy + (-2 —yla+b)x+yab+a+b=0
a+b

Siy:Oonaalorsx:T.
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Si y # 0 il nous faut alors résoudre une équation polynomiale de degré 2. Son discriminant est
(=2 —y(a+b))* —dy(yab+a+b) =4+ dy(a +b) + y*(a + b)? — dy?ab — dy(a + b) =4+ y*(b—a)* > 0

Notre équation admet donc deux solution réelles qui sont

yla+b)+2+/44+y?>(b—a)®> 1 a+bly (b—a)? 4
> Ll Y £l A

+
y 2y 4 Yy

et

2y Yy 2 y 4 y

On ne s’intéresse qu’a la solution qui se trouve dans |a, b (on est str qu’il y en a une et une seule car on
sait que f est bijective et donc que f~! existe bien)

Siy > 0 alors
a—i—b b—a a—l—b (b—a)2_a+b+(b—a)_b
4 2 2
1 b
et donc — a+ \/ ne peut pas convenir, ainsi, si y > 0 alors
y

yla+b) +2— /44 y*(b—a)? _1_{_@—1—6_@ (b—a)2+é

) = -+
De méme, si y < 0 alors

a—l—b
Yy
l a+b b—a a+b 4 a+b (b—a)2_a
y 4

1 b
etdonc—+a+ —i——i—M
Y

ne peut pas convenir. D’ou, si y < 0 alors

I | a—l—b
f(W—y V

Et finalement

ft: R — ; la, b]
etb Gy=o0
y o= 2 2
+b 2—\/4+y*(b— _
a2 + 23( %) siy#0

Réponse de I’exercice 14.33

La fonction f : [0,1] — R est continue et verifie f(0) = -2 < 0et f(1) =4 > 0.
r = 2’45 —2
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, f s’annule au moins une fois sur |0, 1].
Par ailleurs f est dérivable et f'(z) = 52* +5 > 0 donc f est strictement croissante, donc injective, ce qui
prouve 'unicité de la racine.
On proceéde par dichotomie (et avec une calculatrice). On trouve que 0,39 est une valeur approchée de xg a
1072 pres par défaut.
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Réponse de I’exercice 14.34

1. f et g sont deux fonctions continues. On sait de plus que, pour tout = € [a,b], f(x) > 0 et g(x) > 0. Ainsi

= est bien définie et continue sur [a, b].
9

Comme f est continue sur le segment [a, b], elle est bornée et atteint ses bornes. Soit alors m = min J@)
g aelat] 9()
et zg € [a,b] tel que m = f(zo)
9(xo)
Comme on a f > g alors m = /(o) >1
9(xo)
Pour tout x € [a,b] on a donc % > m, d’on
g(x

Ce qui est le résultat voulu

2. D’apres le cours, une telle fonction ne peut pas étre continue. La fonction définie « par morceaux »suivante
va convenir

f 0,1 — R
x six €]0,1]
1
T = %six:O
—siz=1
2

On aalors sup f(z)=1,et inf f(x)=0 mais
z€[0,1] z€[0,1]

Ve € [0,1)f(x) #0 et f(x)#1

f n’admet donc ni maximum, ni minimum.

Réponse de I’exercice 14.35
On écrit
(If =gl+F+9).

puis on utilise les théorémes généraux de continuité : la différence de deux fonctions continues est continue donc
f — g est continue. La composition de deux fonctions continues est continue donc |f — g| est continue. Enfin, la

max(f,g) =

DO | —

somme et la multiplication par un réel de fonctions continues est continue donc 3 (|f —g| + f + g) est continue.

La preuve pour le minimum est similaire, en utilisant la formule :

min(f,g) = 5 (=[f =gl + f +9).

N | —

Réponse de I’exercice 14.36
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1. Il existe m € N* et n € Z tels que
mx(b—a)>letn<bxm<n+1.
On en déduit I'inégalité a x m < n < b x m, puis, en divisant par n € N* que :

m
a< — <b.
n

1
2. Soit x € R. Pour n € N on sait, d’aprés la question précédente, qu’il existe un rationnel entre x et 4+ —.
n

Notons u,, ce rationnel.

1 .
Pour n € N on alors ¢ < u, <z + —. D’aprés le théoréme des gendarmes on a alors lim wu, = x comme
n n tooo

voulu.

Réponse de ’exercice 14.37

Commencons par remarquer que, si f est une fonction constante alors f vérifie bien la condition demandée.
Soit f € C°(R) telle que
Ve eR f@2zx) = f(x)

On a alors f(1) = f <%) =f <i) = ... Clest-a-dire

Vn € N* f <—> = f(1)

Ainsi, en faisant tendre n vers 400 on a
. 1
= Jin s (55
Or f est continue, donc

. 1
i 7 (5) =10
D’ou, par unicité de la limite f(1) = f(0).
Ce procédé peut en fait étre généralisé : Soit zg € R. On a alors

f(mo):f(%):f<%):...

C’est-a-dire -
VneN*  f (27> — (1)

Ainsi, en faisant tendre n vers 400 on a

Or f est continue et lim 20 _ () donc
n—oo 2™

n—oo

Don f(zo) = £(0).

Ainsi, quel que soit zp € R on a f(zg) = f(0). La fonction f est donc bien constante.
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Réponse de I’exercice 14.38

On sait que lim f(x) = 0. Ainsi, il existe C' > 0 tel que,
T—+00

Ve M |f(z)] <1

De méme, comme lim f(z) =0 on a c <0 tel que
T—r—00

Ves<m  |f(z)] <1

f est continue sur le segment [c, C]. Elle est donc bornée et atteint ses bornes, notons M = m[a)é} f(z) et
z€lc,

m = H[li%} f(z). Il existe de plus xg € [¢,C] tel que f(zg) = M.
z€le,

Ona0e€c,C] dou f(0) < M et donc M > 1.
Six €] —o0,cfona—1< f(r) <1 Deméme,siz € [C,+oo] on aaussi —1 < f(x) < 1. Enfin, si z € [¢, (]
onam< f(z) < M.
D’ou, pour tout z € R,
min(—1,m) < f(z) < max(M,1)

On sait que M > 1 d’ou
vz e R min(—1,m) < f(x) < M

M est un majorant de f. Il existe de plus zg tel que f(z9) = M. M est donc le maximum de la fonction f
sur R.

Réponse de I’exercice 14.39

Notons f la fonction qui, & une durée x en minutes entre 0 et 120, associe la distance en kilométres parcourue
par le randonneur a U'instant z. On a alors f(0) = 0 et f(120) = 10.

A moins que notre randonneur ne se téléporte, on peut supposer que f est continue.

Soit ¢ : [60,120] — R

x = f(z) — f(x — 60)

A un instant x, g(z) mesure alors la distance parcourue pendant I’heure précédente. g est également une
fonction continue car x — f(z) et x — f(z — 60) sont continues.

On a ¢g(60) = f(60) et g(120) = 10 — f(60).

Si f(60) < 5 alors 10 — f(60) > 5 et inversement, si f(60) > 5 alors 10 — f(60) < 5. Dans tous les cas 5 est
entre g(60) et g(120).

D’aprés le théorémes des valeurs intermédiaires, il existe alors Xy € [60, 120] tel que g(xo) = 5, i.e f(zg) =
f(xg—60)+5

Ainsi, entre l'instant xg — 60 et 'instant x(, le randonneur a parcouru exactement 5km.

Réponse de I’exercice 14.40

On sait que |f| est constante. Soit alors C' > 0 tel que
Veel |f(x)=C

Supposons par I'absurde que f n’est pas constante. Il existe alors xg € I et 1 € I tels que f(zg) = C et
f(z1) = —C # C (ceci implique par ailleurs que C' # 0)

f est continue sur I, 0 se trouve « entre f(zg) et f(x1) ». D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires il
existe alors xy entre xg et 1 tel que f(x2) =0

Alors |f(z2)| = 0. Or | f]| est constante, d’ou |f(z2)| = C # 0.

On aboutit & une absurdité. Ainsi f est bien constante.
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Réponse de ’exercice 14.41

Soit f : R — R . f est continue sur R. On a f(0) =2 >0et f(7r) =1 —7m < 0. D’aprés le
x — cos(z)—x+1
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe alors z¢ € [0, 7] tel que f(xg) = 0, c’est-a-dire cos(zg) = xg — 1.
f est de plus dérivable et, pour z € R on a

f'(z) = —sin(z) =1 <0

f est donc croissante sur R. Montrons qu’elle est en fait strictement croissante.
Supposons par l’absurde qu'’il existe a et b deux réels avec a < b et f(a) = f(b). Pour y € [a,b] on a alors,
par croissance f(a) <y < f(b), f est donc constante sur [a,b]. Ainsi f est nulle sur ]a, b], c’est-a-dire

Yy €la,b] sin(y) = —1

Ce qui est clairement absurde, il n’existe pas d’intervalle sur lequel la fonction sinus est constante.

f est donc strictement croissante, elle est donc injective. 0 admet ainsi au plus un antécédent par f, c’est-a-
dire ’équation cosz = x — 1 admet au plus une solution.

On a ainsi montré que ’équation cosx = = — 1 admet au plus une solution et admet au moins une solution.
Elle admet donc une unique solution

Réponse de ’exercice 14.42

1. Soit f, : R — R définie par f,,(z) = 2" —nz+1. f, est continue sur R et dérivable sur R : Vo € R, f) (z) =

n—1

nz"” " —n. On trace le tableau de variations de f, sur R} :
x 0 1 +00
f'(z) - 0 +
1 400
-n

fn(0)=1>0et fr(1) =2 —n < 0. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe «,, €]0,1] tel
que fn(ay,) = 0. Puisque f, est strictement décroissante sur [0, 1] cette racine est unique.
Par ailleurs f,, est continue et strictement croissante sur [1, +oo[. Elle réalise donc une bijection de [1, +o0[
sur fy, ([1,+00[) = [2 — n, +oo. Il existe donc un unique G, €1, +oo] tel que f,,(8,) = 0.

2. Pour tout n > 2, ()" — nay, + 1 = 0. Donc nay, = (o)™ + 1. Comme ()" < 1, on a na, < 2. On en

déduit : 0 < o, < % Par encadrement on a donc lirf ay, = 0.
n—-+0oo

3. On pose B, =1+ c,.
(Bn)" =nBn+1=0% (1+cn)" —n(l+cn) +1=0

& 1+ nc, + 5 ci—i— k)cfl—ncn—n%—l:O
k=3
nn—1 " /n
ﬁ(T)ci:n—Q— k>cfl
k=3
n(n—1
(2 )ci<n
2
2
= <
n n—1
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2
Onadoncl< g, <1+ \/—1. D’ou, par encadrement, lim g, = 1.
n [e—

n—-+4o0o

Réponse de I’exercice 14.43

Comme f est surjective, il existe a € Ry tel que f(ag) = 0.

Par le caractére borné des fonctions continues sur un segment, on sait que f([0, ag]) = [4, ] est un intervalle
fermé borné.

Comme f est surjective, il existe alors by et g tels que f(bg) =i — 1 et f(cp) = s+ 1. Par définition de i et
s, on a by > ag et cg > ag.

Le théoréme des valeurs intermédiaires nous assure alors l'existence d'un a; > ag tel que f(a1) = 0. On itére
alors I'opération, ce qui nous donne pour tout n € N :

ap < ay < -+ <ap, flag) = flar) == f(a,) =0.

La fonction f s’annule donc une infinité de fois.

Réponse de ’exercice 14.44

fof—-2f+1d=0< (2Id— f)o fld et fo(21d— f) =1d
Donc f : R — R est bijective et sa bijection réciproque est g = 2Id — f : R — R.
f étant injective et continue. Montrons qu’elle est strictement monotone.

Supposons par 'absurde que f n’est pas strictement monotone, il existe alors z < y < z trois réels tels que
« f(z), f(y) et f(z) ne sont pas dans l'ordre croissant ou décroissant », c’est-a-dire tels que f(y) — f(x) et
f(2) — f(y) sont de signes différents. Par injectivité de f on a forcément f(x) # f(y) et f(y) # f(2)

Pour fixer les idées supposons que f(y) < f(z) et f(2) < f(y). Soit alors a = max(f(z), f(2)) < f(y). On
a alors

fl@)<a<fly) et fly)>a=[f(2)
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe alors xg € [z, y[ tel f(xg) = a et z1 €]y, 2] tel que
f(z1) = a. D’on
Ty # 11 et flxo) = flx1)
Ce qui est absurde par injectivité de f.
f est donc strictement monotone. Montrons qu’elle est strictement croissante.
Supposons par I’absurde f strictement décroissante. Alors

r<y= f(x)> fly) = —f(x) < —fly) = 22— f(z) <2y — f(y)

ce qui est absurde puisque f et g sont de méme monotonie. Donc f et g sont strictement croissantes.

2. On montre par récurrence que pour tout n € N*, f* =nf — (n — 1)Id.
(Pest aussi vrai pour n = 0 en posant f° = Id. En composant la relation fo f —2f +1Id = 0 deux fois par
=1 on obtient Id — 2f ' + f~' o f~1. La propriété est donc aussi vraie pour f~'. On a donc :

VneZ, f*=nf—(n—1)Id

Posons b = f — Id. La relation précédente s’écrit : Vn € Z, f™ = nb+ Id.
Or:z<yevVnelZ, f"(2) < ffy) ©VneZ, 0<y—x+n(bly)—b(x)). On a donc b(y) = b(z). Donc
b est une fonction constante. Donc f = Id + b est une translation.
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Chapitre 15

Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels

Exercices

Exercice 15.1

Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de R??

A={(z,y) eR*, z <y} B={(z,y) ER?, zy =0}
C={(z,y) eR*, =y} D={(z,y) eR*, z+y=1}
E={(z,y) eR?, 2% —y* =0} F={(z,y) eR?, 2* +y* =0}

Exercice 15.2
Soit F = {(z,y,2) €R®, x+y—2=0} et G={(a —b,a+b,a—3b), (a,b) € R?}
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R?

2. Déterminer F' N G. Est-ce un sous-espace vectoriel de R??

Exercice 15.3

Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de K*
A={(a,b,c,d) e K*, a =2c} B ={(z,2x —y,y,x +2y), (z,y) € K?}

C={(a,b,c,d) eK*, a®> +2ab=0} D ={(a,b,c,d) eK*, a+b=c}

Exercice 15.4

Déterminer Pensemble des réels = tels que la famille ((1,x,2), (—1,8,),(1,2,1)) soit lice dans R?

Exercice 15.5
On considére les vecteurs de R® suivants : u; = (1,2,0,1,1), up = (0,1,1,1,1), uz = (1,4,1,2,1).
1. Prouver que la famille (uy,ug,us) est libre.

2. Soit v = (x1, 2, T3, T4, x5) un vecteur de R5. A quelles conditions sur z1, &3, T3, T4 et x5, v est-il élément
de Vect(uy,ug,us)?
w = (1,2,0,1,1), up = (0,1,1,1,1), ug = (1,4,1,2,1)
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Exercice 15.6

Montrer que la famille (u,v,w) avec u = (1,1,1), v = (2, —1,1) et w = (—1,0,2) engendre R3.

Exercice 15.7

Soit u = (1,2, —1) et v = (—6,0,2) dans R3. Déterminer a,b,c € R tels que Vect(u,v) = {(z,y,2) € R® | az +
by + ¢z = 0}.

Exercice 15.8

Trouver une famille génératrice & deux éléments du plan vectoriel de K* d’équations :

z+y+24+t=0
r—y—2z+t=0.

Exercice 15.9

1. Soit D une droite de R? passant par Ogs. Montrer que D est un sous-espace vectoriel de R3

2. Soit P un plan de R? contenant Ogs. Montrer que P est un sous-espace vectoriel de R.

Exercice 15.10
On considére RY I’ensemble des suites & valeurs réelles
1. Montrer que RY muni de l'addition usuelle et du produit externe usuel est un espace vectoriel

2. Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de RN ?
A ={(up)nen , (un)nen est bornée } B = {(un)nen 5 (Un)nen est monotone }

C = {(un)nen , (un)nen est convergente} D = {(up)nen , (un)nen est arithmétique}

Exercice 15.11
a b

c

Soit A =<{ M € M3(R), 3(a,b,c) cR3telque M = (¢ a b| p. Montrer que A est un espace vectoriel sur
b ¢ a

R.

Exercice 15.12

Soit F un K-espace vectoriel et soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de £. On définit ’ensemble F' + G par
F+G={u+v,ueF,veqG}

Montrer que F' + G est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 15.13

Vrai ou faux (justifier ses réponses) : F' est un sous-espace vectoriel de R” quand F' est I’ensemble des vecteurs
dont :

1. toutes les coordonnées sont égales ;
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2. la deuxiéme coordonnée est nulle;
3. la deuxiéme coordonnée vaut 1;
4. la somme des coordonnées est nulle;

5. la somme des coordonnées vaut 1.

Exercice 15.14

Vrai ou faux (justifier ses réponses) :
1. Z est un sous-espace vectoriel de R.
R est un sous-espace vectoriel du R-e.v. C.
R est un sous-espace vectoriel du C-e.v. C.
U= {z € C/ |z| =1} est un sous-espace vectoriel de C.
B ={z € C / |z| <1} est un sous-espace vectoriel de C.

{0} et C sont les seuls sous-espaces vectoriels du C-espace vectoriel C.

Ne v W

Les seuls sous-espaces vectoriels du R-e.v. C sont C et les aR = {az / © € R} avec a € C.

Exercice 15.15
Vrai ou faux (justifier ses réponses) : F' est un sous-espace vectoriel de E' = F([—1,1],R) quand F est I’ensemble
des fonctions :
1. dérivables sur [—1,1];
2. bornées sur [—1,1];

3. telles que sup f(z) <1,
z€[—1,1]

telles que f(1) =0;
paires ;

impaires ;

paires ou impaires;

croissantes sur [—1,1];

© 0N o o

monotones sur [—1,1].

Exercice 15.16

Soient E un espace vectoriel et U et V' deux sous-espaces vectoriels de E. Démontrer que U UV est un sous-espace
vectoriel de E si et seulement si U C V ouV C U.

Exercice 15.17
Dans le R-ev E = R? montrer = = (2,3, —1) est combinaison linéaire de y = (3,7,0) et z = (5,0, 7).

Exercice 15.18

1. La famille F de vecteurs ((3,1),(—1,2), (1, —1)) est-elle génératrice de I’espace vectoriel K? ? Est-elle libre ?

2. On supprime un des vecteurs de la famille 7. La nouvelle famille est-elle génératrice de K2. Est-elle libre ?

Exercice 15.19
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1. La famille F = ((0,1), (1,2), (3, =7) est-elle une famille libre de K??
2. La famille G = ((—5,2)) est-elle libre ?

3. On ajoute & G un des vecteurs de F. La nouvelle famille est-elle libre ?

Exercice 15.20
La famille de polynomes suivante est-elle libre ou lice : (X?+4X2—2X+3, X3 +6X?— X +4,3X3+8X?—8X +7)?

Exercice 15.21

1. On considére dans K? les vecteurs u = (3, —1) et v = (1,2). Montrer que (u,v) est une base de K2. Quelles
sont les coordonnées de x = (5, —2) dans cette nouvelle base ?

2. On considére dans R? les vecteurs u = (1,2,3) et v = (3,2,1)
(a) La famille (u,v) est-elle une base de R3?
(b) Soit F' = Vect(u,v). Quelle est la dimension de F'? (u,v) est-elle une base de F'?

(c) Le vecteur x = (1,4,7) appartient-il & F'? Si c’est le cas quelles sont ses coordonnées dans la base
(u,v)?

(d) Le vecteur y = (—1,6,9) appartient-il & F'? Si c’est le cas quelles sont ses coordonnées dans la base
(u,v)?

3. Soit u = (2,5), v =(—3,2) et w=(3,1).
(a) La famille (u,v,w) est-elle une base de R??
(b) Déterminer une base de R? a partir de u, v, et w.

(c) Quelles sont les coordonnées de x = (5, —2) dans cette nouvelle base ?

Exercice 15.22

Dans R? | on consideére les trois vecteurs u = (1,1, —1) et v = (—1,1,1) et w = (1, —1,1). Montrer que ces trois
vecteurs forment une base de R? et donner les coordonnées du vecteur (2,1,3) dans cette base.

Exercice 15.23

Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels suivants :

5) — 32 =0
A={(z,y.2) eR?, 20—y — 32 =0} E:{(m,y,z)eR37{x+ v }

—r—4y+22z=0

81‘1—20.%’420
F = (ml,xQ,xg,x4,x5)€R5, 3x1+6x2+ 24 =0
5x1 + 6x9 —4xy4 =0

3 —y—6t=0

_ 4 3z =y o 4 —

Go =« (z,y,2,t) € R* | ks Hy =< (x,y,z,t) eR* , o +y+42—-2t=0
ot =

dr+mz—2t=0

Exercice 15.24

Donner le rang des familles suivantes :
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1. dans R® : U = ((1,1,1),(1,2,3),(3,2,1))
2. dans R* : V = ((1,0,1,0),(1,1,0,0), (-1, —1,1,0),(0,0,2,0)).
3. dans R : W = ((1,1,1,1),(2,0,2,3),(5,4,0,2),(9,0,0, —1), (8,6, 4,2))

Exercice 15.25
Soit F' = {(a,b,c,d) €R*, a+b=c+d}
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*
2. Déterminer une base de F
3. Soit G = Vect((1,3,2,-1),(3,1,3,-2),(5,1,9,—3)). Déterminer la dimension et une base de G
4. Déterminer FNG@G.
5

. Déterminer la dimension et une base de F NG

Exercice 15.26
On considére u = (4,8,—4), v = (—2,1,3) et w = (1,0, 1).
1. Déterminer a pour que (u,v,w) soit une base de R3

2. Donner les coordonnées du vecteur (3,2,1) dans cette base.

Exercice 15.27
On considére a € Ret u; =(2,1,4,5) , us = (3,4,1,1), uz = (a,11,-1,-2) .
1. Déterminer une base et la dimension de G, = Vect(u1, uz, us).

2. Donner un systéme d’équations cartésiennes de G,.

Exercice 15.28

Soit k € R et F' = Vect(u,v,w) ou u = (3,—-4,1,k,2), v=(k—2,1,1,—1,1), w = (4,-3,2,2,3). Déterminer,
en fonction de k une base et la dimension de F.

Exercice 15.29

Montrer que E = {P € Ry[X] | P(1) = 0} est un espace vectoriel dont on donnera une base et la dimension.

Exercice 15.30
Soit (a,b,c) une base de R®. Montrer que (a + b+ ¢, a + b,2a + b — ¢) est aussi une base de R?

Exercice 15.31

Dans R*, on considére les sous-espaces vectoriels suivants :

t=20
F={(z,y,21t) € R}, Try+zt et G = Vect((1,-2,0,2), (0,0,1,3)).
r—2y+32—5t=0

1. Montrer que
RY'=F +G.

2. Trouver une base (e1, ea, €3, e4) de R? telle que {e1,ea} C F et {e3, e} C G.
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3. Exprimer les coordonnées d’un vecteur quelconque de R* dans cette base.

Exercice 15.32

Dans l'espace vectoriel R®, on considére les vecteurs suivants :

e = (2,3,0,1,2), e1 = (3,0,1,2,3), ez = (0,1,2,3,0), es = (1,2,3,0,1), es = (—1,4,1,2,—1).

) ) )

1. La famille (e;);c[o,4] est-elle libre? Trouver une base de Vect({eo,...,es}). Compléter cette base en une
base de R®.

2. On pose F' = Vect(eg, e1,e2) et G = Vect(es, e4). Trouver des bases de F, G, F + G et FNG.

Exercice 15.33

1. Soit uw = (—4,4,3), v=(-3,2,1), s = (—1,2,2) et t = (—1,6,7). Montrer que Vect(u,v) = Vect(s,t)

2. Soit w = (1,2,-1), v = (3,-1,2), s = (1,3,—1) et t = (2,—2,3). Déterminer une base de Vect(u,v) N
Vect(s, ).

Exercice 15.34

Déterminer la dimension et une base du sous-espace vectoriel de K* engendré par (1,0,0,1),(0,1,1,0),(2,2,2,2)

Réponses

Réponse de ’exercice 15.1

— A n’est pas un sous-espace vectoriel de R2. En effet A n’est pas stable par multiplication externe :
On a par exemple (0,2) € A mais —1-(0,2) = (0,-2) ¢ A

— B n’est pas un sous-espace vectoriel de R%. En effet B n’est pas stable par addition :
On a par exemple (0,1) € B et (1,0) € B mais (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ B

— (C est un sous-espace vectoriel de R%. Prouvons le :

(i) (0,0) € C (en effet on a bien 0 = 0)

(ii) Soit u = (z,y) € C,v=(2',y) € Cet A€ R. On aalors u+\-v = (z+ ',y + \y/). De plus z = 2’
et y=1y,dotz+ A\’ =y + A\, clest-a-dire u + \-v € C

C est donc bien un sous-espace vectoriel de R2.

— D n’est pas un sous-espace vectoriel de R%. En effet Ogz = (0,0) € D

— E n’est pas un sous-espace vectoriel de R?. En effet E n’est pas stable par addition :
On a par exemple (1,1) € E et (1,—1) € E mais (1,1) + (1,—-1) = (2,0) ¢ E

— Remarquons d’abord que F' = {(0,0)}. E est un sous-espace vectoriel de R? (on a vu en cours que {0g}
est toujours un sous-espace vectoriel de F)

Réponse de ’exercice 15.2

1. On a Ogs € F (en effet 0+0—0 = 0).
Soit u = (z,y,2) € F,v=(2',y,),2) e Fet \e R. Alorsu+X-v=(z+ X',y + )/, 2+ \2) et on a

(T+X) + Y+ Ny) =+ A ) =a+y+—2+ A2 +y —2) =0
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Doutu+A-veF.
F est donc un sous-espace vectoriel de R3.

On peut remarquer que
G = {(a—b,a+ba—3b) , (a,b) € R*} = {a-(1,1,1)+b-(=1,1,-3) , (a,b) € R*} = Vect((1,1,1),(—1,1,-3))

G est lespace vectoriel engendré par la famille ((1,1,1),(—1,1,—3)), c’est donc un sous-espace vectoriel
de R3.
2. On a
FNG=1{(a—ba+b,a—3b), (a,b) € R? tels que (a —b) + (a +b) — (a — 3b)}

C’est-a-dire )
FﬂG: {(a—b,a+b,a—3b) ) (a,b) GRQ tels que b= —g}

4a 2 4 2
FNG= {(Ea,gﬂa) , aER} = Vect <<§,§,2)>

Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de R? alors F NG est aussi un sous-espace vectoriel de R?.

et donc

Réponse de I’exercice 15.3

— On peut prouver que A est un sous-espace vectoriel de R? en vérifiant que A contient Ogs, est stable par
addition et produit externe mais on va ici adopter une approche plus rapide.
On a

A={(a,b,c,d) e K*, a=2c} ={(2¢,b,¢,d)(b,c,d) € K3} = {b:(0,1,0,0)4¢(2,0,1,0)+d-(0,0,0,1) , (b,c,d) €

Ainsi A = Vect((0,1,0,0),(2,0,1,0),(0,0,0,1)) est un sous-espace vectoriel de K*.
— On a

B = {(z,20—y,y,2+2y) , (z,y) € K*} = {2:(1,2,0,1)4+y-(0,-1,1,2) , (z,y) € K*} = Vect((1,2,0,1), (0, 1,1,

B est donc un sous-espace vectoriel de K*

— (C n’est pas un sous-espace vectoriel de K*. En effet C n’est pas stable par addition : On a (0,1,0,0) e C
et (=2,1,0,0) € C mais (—2,2,0,0) ¢ C puisque (—2)% +2 x (=2) x 2 # 0.

— On a

D ={(a,b,c,d) € K*, a+b=c} = {(a,b,a+b,d) , (a,b,d) € K3} = Vect((1,0,1,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1))

Ainsi D est un sous-espace vectoriel de K*

Réponse de ’exercice 15.4

La famille ((1,z,2),(—1,8,z),(1,2,1)) est liée s'il existe des réels (a,b,c) non tous nuls tels que a--- (1,z,2) +
c-(1

b-(—1,8,z) + ,2,1) = 0. C’est-a-dire si le systéme suivant admet d’autres solutions que (0,0, 0)
a—b+c=0
) za+8b+2c=0
2a+xb+c=0

Ce systéme est un systéme linéaire compatible (car homogene) de 3 équations & 3 inconnues. On sait qu’il admet
alors une unique solution (forcément (0,0,0)) s’il est de rang 3 et une infinité de solution (donc au moins une
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solution qui n’est pas (0,0,0)) s'il est de rang strictement inférieur & 3. Il nous faut donc déterminer & quelle
condition sur x, notre systéme est de rang strictement inférieur & 3.

Pour cela on va appliquer 'algorithme du pivot de Gauss. On va autant que possible essayer d’éviter des
pivots contenant x et on ne multipliera pas une ligne par une quantité dépendant de x qui pourrait donc étre

nulle.
a—b+c=0
S xa+8b+2c=0
20+ 2xb+c=0
L2<—L2—$L1
L3<—L3—2L1
a—b+c=0
S&LB8+x)b+(2—2)c=0
(x+2)b—c=0
L2<—L2—L3
a—b+c=0
S {6b+(B3—x)c=0
(x4+2)b—c=0
2
L3<—L3—x+ Lo

a—b+c=0
6b+(3—xz)c=0

S& 5 5
@R P
6
3— 2
On voit alors que S est de rang strictement inférieur & 3 si et seulement si —1 — % =0

Pour x € Ron a
B-—a)(z+2) 2*-z2-12 (z—4)(z+3)

6 6 6
Ainsi S est de rang strictement inférieur a 3 si et seulement si x € {—3,4}.
Ce qui signifie que la famille ((1,x,2),(—1,8,x),(1,2,1)) est liée si et seulement si z € {—3,4}.

—1-—

Réponse de 1’exercice 15.5

1. Soit ()\1, Ao, )\3) € R3 tel que Aq - up + Ao - ug + A3 - ug = 0. Montrons qu’alors A\ = Ay = A3 = 0.
On a ()\1 4+ A3,2A1 +F Ao +4X3, A0 + A3, A1 + Ao+ 2X3, A1 + Ao + )\3) = (0, 0,0, 0,0) D’ou

AM+2A3=0
20 + X +4X3 =0
A+ A3=0

AM+A+223=0
AM+A+A3=0
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Ly Ly— L3
AM+2A3=0
201+ A+ 423 =0
Ao+ A3=0
A3 =0
AM+A+A3=0
Ly Ly —1L4
L3+ Ls— L4
A1 =0
201 + Ao +4X3 =0
Ao =0
A3 =0
AM+A+A3=0

On a donc bien A\ = Ay = A3 = 0. Ainsi la famille (u,uz,us) est libre.

2. Il nous faut trouver ici des équations qui caractérisent Vect(ui,uz,u3) Un argument de dimension (on
verra cette notion dans les prochains cours) nous indique qu’il nous faut trouver deux équations linéaires
indépendantes.

On cherche donc (a,b,¢,d,e) € R® et (f,g,h,i,5) € R tels que

b d -0
Vect(ul,u2,u3) = {($1,$2,$3,x4,x5) c RE) ’ {axl + X9 +Cg + T4 + exs }

fz1+ gxa + hag + iz + jors =0

Il faut qu’en particulier les équations soient vérifiées par ui,us et uz. On obtient donc

a+2b+d+e=0 f+29+i+7=0
b+c+d+e=0 g+h+i+j=0
a+4b+c+2d+e f+49+h+2i4+j=0

a+2b+d+e=0
Notre probléme revient alors a résoudre le systéme < b+c+d+e=0
a+4b+c+2d+e=0

L3<—L3—L1
a+2b+d+e=0
b+c+d+e=0
2b+c+d=0
L3<—L3—2L2
L3<——L3
a+2b+d+e=0
b+c+d+e=0
c+d+2e=0
L2<—L2—L3
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a+2b+d+e=0

b—e=0
c+d+2e=0
L1 — L1 — 2L2
a+d+3e=0
b—e=0
c+d+2e=0
On peut alors prendre d = —1 et e = 0 ce qui donne (1,0,1,—1,0) et donc I'équation z1 + x3 — x4 = 0. On
peut également prendre d = 0 et e = —1 ce qui donne (3, —1,2,0, —1) et donc ’équation 3z —zo+2x3—x5 =
0.

On obtient deux équation indépendantes (i.e. le rang du systéme qu’elle forment est égal au nombres
d’équations).

On va pour le moment admettre que 'on a bien

r1+x3—24 =0
3r1 —x2+2x3 — x5 =0

Vect(uq, ug, ug) = {($17x27x37x4,.%'5) eR%, {

On verra des arguments permettant une preuve plus rigoureuse de cet exercice par la suite.

Réponse de I’exercice 15.6

Pour montrer que la famille (u,v,w) engendre R® on va montrer qu'elle engendre (1,0,0), (0,1,0) et (0,0, 1) car
alors on aurait Vect((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) C Vect(u,v,w), c’est-a-dire R® € Vect (u, v, w)

On a .
(1,050):Z(u+v_w)
) 3 1
1,0) = 2u— “g— =
(0,1,0) JU gV gY
1 1 3
(0,0,1):§u+§v+§w

Ainsi on a bien R = Vect(u, v, w).

Réponse de ’exercice 15.7
Si Vect(u,v) = {(z,y,2) € R®, ax + by + cz = 0} alors en particulier a 4+ 2b — ¢ = 0 et —6a + 2¢ = 0. D’ou
c=3a et a=>. Par exemple a =1,b =1 et ¢ = 3 convient.
Soit w € Vect (u,v). Il existe donc (X, 1) € R? tels que w = A -u + p - v, d’ott w = (X — 6,2\, =\ + 2p). On
a alors
(A=6p) + (2N) +3(=A+2p) =0

Ainsi on a
Vect(u,v) = {(z,y,2) €R®, x4y + 3z =0}
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Réponse de I’exercice 15.8

Il nous faut pour cela résoudre ce systéme. On a

1

z+y+z2+t=0 z+y+24+t=0 r——=z+t=0
= 2

r—y—2z+t=0. —2y—32=0. 2y —32=0

L’ensemble des solutions de ce systéme est alors

1 1
S = —z—t,—gz,z,t ,(2,t) € R? ) = Vect —,—§,1,0 ,(—=1,0,0,1)
2 2 20 2

1 3
La famille ((5, —5 1, O) ,(—=1,0,0, 1)> est ainsi une famille génératrice du plan vectoriel de K* d’équations :

z+y+z24+t=0
r—y—2z+t=0.

Réponse de I’exercice 15.9
1. Soit D une droite de R? passant par Ogs. Soit v = (a,b, ¢) un vecteur directeur de D. On peut alors donner
une représentation paramétrique de D

D = {(at,bt,ct) , t € R} = Vect(a,b,c)

D est donc bien un sous-espace vectoriel de R3.

2. Soit P un plan de R? contenant Ogs. Soit u = (a,b,c) et v = (d,e, f) une base de P. On peut alors donner
une représentation paramétrique de P

P ={(at 4 ds,bt + es,ct + fs) , (t,s) € R*} = Vect(u,v)

P est ainsi bien un sous-espace vectoriel de R3.

Réponse de I’exercice 15.10

1. Une fois n’est pas coutume nous allons vérifier les huit propriétés définissant un espace vectoriel. La quasi-
totalité des propriétés a vérifier sont en réalité évidente par construction.

Soit u = (Un)neN, ¥ = (Un)neN et w = (W )nen trois suites réelles. On définit la suite u + v par
Vn € N(u+v), = up + vy

1/a) L’addition est associative :
Il est assez évident, de par l'associativité de I’addition sur R que 'on a bien (u+v)+w = u+ (v+w)
1/b) L’addition est commutative.

La encore cela découle de maniére assez claire des propriétés de I’addition sur R. Pour u = (uy )nen,
v = (vn )nen deux suites réelles on a bien u +v =v+u
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1/c) 1l existe un élément neutre additif.
On définit la suite a = (an)nen par
Vn € N quada,, =0

Il est alors clair que, pour tout suite u = (up)nen On a bien u 4+ a = a + u = u. a est donc le neutre
additif de RY, on le notera Opn par la suite

1/d) Existence d'un opposeé.
Soit u = (up )nen une suite réelle et soit v = (v, )nen la suite définie par

YneN v, =—u,

11 est aisé de vérifier que u 4+ v = v 4+ u = Opn. v est donc 'opposé de u pour ’addition. On la notera
—u dorénavant.

Pour A € R et u = (up)nen, on définit la suite A - u par
VneN (A-u)p=AXuy,

2/a) Le produit externe est distributif sur 'addition de RY
Il est assez clair, de par les propriétés de I’addition sur R que, si A € R et u = (up)neN, v = (Un)neN
sont deux suites réelles alorson a A (u+v) =A-u+A-v

2/b) Le produit externe est distributif sur I’addition de R
La encore c’est assez évident que, si A et p sont deux réels et u = (uy,)pen est une suite réelle alors
A4+p) - u=Xut+p-u

2/c) Le produit externe est distributif sur la multiplication de R
Il est clair de par la définition que, si A et p sont deux réels et u = (uy,)nen est une suite réelle alors
Axp)-u=X-(pn-u)

2/d) L’unité de R est respecté.
Par définition du produit on a bien, si u = (uy)nen est une suite réelle, 1 cdotu = u

Ainsi RY est bien un espace vectoriel.

Prouver quun ensemble classique sur lequel on a I’habitude de travailler est une opération fastidieuse qui
ne recéle en réalité aucune difficulté mathématique. Dans la plupart des problémes cette étape donnée
comme admise par I’énoncé.

2. — A est un sous-espace vectoriel de RY. En effet la suite nulle est bornée. La somme de deux suites bornées
est bornée : Si u et v sont deux suites bornées, il existe alors R > 0 et R’ > 0 tel que

Vn e N lun| < R lon] < R

Alors
Vn € N|u, +v,| < R+ R

La suite u + v est donc bien bornée. De méme, si A € R alors la suite A - u est bornée (par |[A|R)

— B n’est pas un sous espace vectoriel de RY. En effet B n’est pas stable par addition : La suite u définie

n : . : n+1 : : .
par u, = ng est croissante. La suite v définie par v, = — LTJ est décroissante mais la suite u + v

. 1 si n est impair ,
vérifie (u 4 v), = _ _ et n’est donc pas monotone.
0 si n est pair
— (' est un sous-espace vectoriel de RY. En effet la suite nulle est convergente. La somme de deux suites
convergentes est convergente et le produit d’une suite convergente par un réel est encore une suite

convergente
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— S ={(un)nen , (Un)nen est arithmétique }. On peut écrire
S ={(up)nen, Ir ERYR EN | upi1 =up + 71}

S est un sous-espace vectoriel de RY. En effet la suite nulle est arithmétique (de raison 0). La somme
de deux suites arithmétique de raison respectives r et r’ est encore une suite arithmétique de raison
r + 1’ et le produit d’une suite arithmétique de raison r par un réel \ est une suite arithmétique de
raison Ar.

D’ou

1
Ainsi A = Vect 0

Réponse de ’exercice 15.11

A=< Me M3(R), 3a,b,c) € R tel que M =

>0 Q
o 2 o
[SEEES oY

100 010 001
A={ Me M3(R), I(a,bc) R telque M =a- {0 1 0| +b-[0 0 1| 4+c-{1 0 0
001 100 010

0 010 0 01
0f,{0 0 1}),11 0 O est un sous-espace vectoriel de M3(R). C’est donc
1 00 010

en particulier un R-espace vectoriel.

Réponse de ’exercice 15.12

— OnalOgeFetOgpeGetdonc0g=0g+0gc F+G
— Soitue F+G,v=F+Get A€ K. Il existe alors u; € F et us € G tels que u = ug +ug et v1 € F et

v9 € G tels que v = v1 +vo. Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de F on auy +A-v1 € F et
uy+A-v9€G
Ainsiu+A-v=uy+ug+X-v1+A-vag=(u +Xv1)+ (ue+A-v3) € F+G.

F + G est donc bien un sous-espace vectoriel de E.

Réponse de I’exercice 15.13

On a Fy = {(z1,29, -+ ,2p) €ER" |, 21 =29 =+ =2} = {(z,z,--- ,x) , © € R) = Vect((1,1,---,1)).
F est donc bien un sous-espace vectoriel de R™

. Onang{(xl,xQ,--- ,.%'n) GRn, 1‘220}

F contient bien (0,0, ,0 = Ogn.

Soit u = (z1,22, an) € Fy, v = (2},2%, - ,2},) € o et A€ ROnaalors u+ A v = (z1+ Az}, 22 +
Axh, -+ T+ Axh) et zo + Axh =0+ X x 0 = 0. Ainsi u + X - v € Fy. I, est donc bien un sous-espace
vectoriel de R"

On a Fy = {(z1, 22, -+ ,x,) € R" | 9 = 1}. F3 ne contient pas Orn, il ne s’agit donc pas d'un sous-espace

vectoriel de R".
Ona Fy ={(z1,z9, -+ ,x,) €R" , 21+ 20+ + 2, =0}
F contient bien (0,0, ,0 = Ogn.
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Soit u = (x1,22, - y) € Fa, v = (2,24, -+ ,2],) € Foet A€ ROn a alors u+ X -v = (1 + \zj,z2 +
ATY, - x4 ATl et

T+ A Fro Ay ay AT, =@ F ot Fan FA@] Fah 4+ 2,) =04+AXx0=0

Ainsi v + A - v € Fy. Fy est donc bien un sous-espace vectoriel de R"

5. On a F5 = {(z1,22, -+ ,xp) ER" , 21 + 20+ -+ + 2, = 1}.
F5 ne contient pas Orn, il ne s’agit donc pas d’un sous-espace vectoriel de R"™.
Réponse de I’exercice 15.14
1. Z n’est pas un sous-espace vectoriel de R. En effet Z n’est pas stable par multiplication externe :
1 1
OnaleZmais§-1:§§ZZ
2. R est un sous-espace vectoriel du R-e.v. C. En effet dans C vu comme R-espace vectoriel on a R = Vect(1).
3. R n’est par contre pas un sous-espace vectoriel du C-e.v. C. En effet on a1 € Rmaisi-1 =4 ¢ R.
4. U={z€ C / |z| = 1} n’est un sous-espace vectoriel de C. En effet ona 1 € Umais 2-1=2¢ U.
5. B={z € C / |z| <1} n’est pas un sous-espace vectoriel de C. En effet on a1 € Bmais 2-1=2 ¢ B.
6. Soit F' un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel C. Supposons que F' # {0}. Il existe alors u € C avec
u # 0. Soit alors z € C. Comme F' est stable par multiplication externe on a alors — - u € F', ¢’est-a-dire
u
2u
—=zekF.
U
Ainsi, pour tout z € Con a z € F. Cest-a-dire F = C.
{0} et C sont donc bien les seuls sous-espaces vectoriels du C-espace vectoriel C.
7. Les seuls sous-espaces vectoriels du R-e.v. C sont C et les aR = {ax / z € R} avec o € C.
Cette affirmation est vraie, elle se prouve exactement de la méme maniére que l'on a prouvé que les
sous-espaces vectoriels de R? sont R, {0} et les droites passant par Oz
Réponse de ’exercice 15.15
1. dérivables sur [—1,1]; Vrai, il a été vu dans les années précédentes que la fonction nulle est dérivable, la

somme de deux fonctions dérivables est dérivable et le produit d’une fonction dérivable par un réel est
dérivable .

2. bornées sur [—1, 1] ; Vrai, cela se prouve de la méme maniére que pour les suites bornées dans l’exercice 5.

3. telles que sup f(x) <1; Faux, Cet ensemble n’est pas stable par produit externe : la fonction f : x +— 1

z€[—1,1]
appartient & cet ensemble mais 2 - f n’appartient pas & I’ensemble.

telles que f(1) = 0; Vrai, cet ensemble contient bien la fonction nulle, il est stable par addition et produit
externe (cela découle des deux faits assez simples que sont (f+¢)(0) = f(0)+g(0) et (A- f)(0) = A x f(0))

. paires; Vrai, la fonction nulle est paire, la somme de deux fonctions paires est paire (car (f + g)(—z) =

f(=z) + g(—xz)) et le produit d’une fonction paire par un réel est encore une fonction paire.

6. impaires; Vrai, 'argument est le méme que précédemment

7. paires ou impaires; Faux, cet ensemble n’est pas stable par addition : la fonction z — x> est impaire, la

fonction z — 22 est paire mais la fonction x — z + 22 n’est ni paire ni impaire (on a en fait prouvé en

début d’année que toute fonction réelle peut s’écrire comme somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire)
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8. croissantes sur [—1,1]; Faux, cet ensemble n’est pas stable par produit externe. En effet la fonction f :
x — T est croissante mais —f n’est pas une fonction croissante.

9. monotones sur [—1, 1]. Faux, cet ensemble n’est pas stable par addition : la fonction f : z — x + cos(z)
est croissante, la fonction g : x — —x est décroissante mais f 4+ ¢g n’est ni croissante, ni décroissante.

Réponse de I’exercice 15.16

SiUcCValorsUUV =V,siV CU alors UUV = U. Dans les deux cas U UV est évidemment un sous-espace
vectoriel de F.

Réciproquement, supposons que U U V' est un sous-espace vectoriel de E. Supposons que U n’est pas inclus
dans V, et montrons alors que V' C U. Soit w € U\V. Soit v € V. Alors v € UUV et w € U U V. Donc
u+veUUV.ugV.Oru=(u+v)+ (—v). Donc u+v ¢V (sinon on aurait u € V). Donc v+ v € U. Ainsi
v=(u+v)+ (—u) € U. On a montré que V C U.

Réponse de I’exercice 15.17

11 s’agit de prouver qu'il existe (a,b) € R? tels que © = a - u + b-y. Il nous faut donc trouver (a,b) solution de

3a+5b =2
Ta =3
—T7b= -1

. . 31 .
Il est aisé de voir que (;, ?> est solution de ce systéme et que donc

€r =

Y+

=

3
7

Réponse de I’exercice 15.18

1. Pour montrer que F engendre K? il suffit de montrer qu’elle engendre les vecteurs (1,0) et (0,1) car alors
F engendre Vect((1,0),(0,1)) = K2
1 1
Ona (1,0) = yaRl (3,1)+ 1(1,—1) et (0,1) = (—1,2)+(1,—1). Ainsi (1,0) € Vect(F) et (0,1) € Vect(F)
d’ott K? = Vect(F)
On va montrer que la famille 7 n’est pas libre. Pour cela on va montrer qu’il existe A1, A2, A3 non tous
nuls tels que

>\1(3’ 1) + )‘2(_1a 2) + >‘3(1’ _1) = (0’ O)
c’est-a-dire (A1, A2, A3) solution du systéme

) M — A2+ XA3=0
AM+20—23=0

On applique l'algorithme du pivot de Gauss & S.
L1 <~ LQ
LQ — L2 — 3L1

AM+2—23=0
S &
—Tho+4X3=0
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On voit que, par exemple (—1,4,7) est une solution de ce systéme, c’est-a-dire
-1 (3’1) +4- (_1’2) +7- (L_l) = (050)

La famille F n’est donc pas libre.

2. On supprime in des vecteurs de F, par exemple (3,1). On va montrer que la nouvelle famille ((—1,2), (1, —1))
est encore génératrice.
On a (1,0) = (=1,2) +2-(1,—1) et (0,1) = (=1,2) + (1, —1). Ainsi Vect((1,0), (0,1)) = K?
Montrons que cette nouvelle famille est libre. Pour cela montrons que I'unique couple (A1, A2) tel que
A (=1,2) + A2 - (1,—1) = (0,0)

On a
AM+X=0
A (=1L,2)+ A 1—1 ) &
1 (=L 2+ e {2)\1 Ao =0
- A =0
= 1122 Lo+ Lo+ 21,4
0+X=0
-
<=>{ 1= Ll%Ll—LQ
A =
Ainsi

At (—1,2) + Ao - (1,—1) = (0,0) S A1 =X =0
La famille ((—1,2),(1,—1)) est donc libre.

Réponse de I’exercice 15.19

1. La famille F = ((0,1),(1,2), (3, —7) n’est pas une famille libre de K?. En effet on a
13-(0,1) —3-(1,2) + (3,—7) = (0,0) et (13,—3,1) # (0,0,0)

2. La famille G = ((—5,2)) est libre. En effet une famille composée d’un seul vecteur est toujours libre.

3. On ajoute & G un des vecteurs de F, par exemple (0, 1).

~

Montrons que cette nouvelle famille est libre On a

=5\ =
2)\1+)\2—0
A =0
20+ X =0
A =0
Ao =0

)\1 : (_5’2) + )‘2 : (O

ﬁ

1
L1 < —3L1

i3

0
/—’H/—’H/—’H

L2 — L2 — 2L1

Ainsi
A1 - (—5,2) + Ao - (0,1) = (0,0) S A =X=0

La famille ((—5,2),(0,1)) est donc libre.

Bastien Marmeth 312



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Réponse de I’exercice 15.20

On déterminer s'il existe (A1, A2, A3) non tous nuls tels que
AM(X34+4X2 —2X +3)+ M(XP+6X2 — X +4) + A3(3X3 +8X2 —8X +7) =0
On a

MX3+4X2 —2X +3) + (X2 +6X2 - X +4) + M3BX° +8X2 —8X 4+7) =0
& (A A2 +303) X3 4+ (4N +6Xg +803) X2 + (=201 — A2 — 8X3) X + (BA\1 +4)g + TA3) = (
(A + X +30 =0
AN1 4+ 6X2 +8X3 =0
—2)\1 — A —8\3 =0
3A\ + 4 +TA3=0
M+ A +3A3=0
229 —4X3 =0
Ag —2X3 =0
Ag —2X3 =0

A+ Az +3X3=0
Ay —2\3 =0
0=0

(0=0

(A1 + 53 =0

Ao —2)3 =0
0=0

0=0

Le triplet (—5,2,1) est, par exemple, solution de ce systéme, on a ainsi
—5(X3 +4X% —2X +3) +2( X3 +6X% — X +4) + (3X3 +8X? -8X +7)=0

La famille (X3 +4X? —2X +3, X% 4+ 6X? — X +4,3X3 4+ 8X? —8X + 7) n’est donc pas libre, elle est lice.

Réponse de I’exercice 15.21

1. Soit u = (3,—1) et v = (1,2). Montrons d’abord que la famille (u,v) est génératrice de K. On a

1 2 1
(1,0) = ?(2u—|—v) = ?u—|— -V

1 1 3
0,1) = ?(31) —u) = —u + v
Ainsi (1,0) € Vect(u,v) et (0,1) € Vect(u,v). D’ott Vect((1,0),(0,1)) € Vect(u,v). Clest-a-dire K* C
Vect (u, v). Comme u € K2 et v € K? on a de maniére évidente Vect(u,v) C K? et finalement

Vect (u, v) K>
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2.

La famille (u, v) est donc génératrice dans K2. On sait de plus que K2 est un K-espace vectoriel de dimension
2. La famille (u,v) est alors une famille de cardinal 2 génératrice d’un espace vectoriel de dimension 2.
C’est donc une base de K.

On a

Mat (y, ) (x) = Mat(u,v)((f), —2)
= Mat(u,v)(f) . (1,0

Il
ot
| =N

Ainsi
12

Mat(u,v) (x) = 71

7

(a) Soit u = (1,2,3) et v = (3,2,1). La famille (u,v) est une famille de cardinal 2. R? est un R-espace
vectoriel de dimension 3, toutes ses bases sont donc de cardinal 3. Il est ainsi impossible que la famille
(u,v) soit une base de R>.

(b) Soit F' = Vect(u,v). Pour obtenir la dimension de F' il nous faut calculer le rang de la famille (u,v).

Notons B la base canonique de R®. On a

1 3
Matg(u,v) = (2 2
31

On va calculer le rang de cette matrice par la méthode du pivot de Gauss

L2 — L2 — 2L1

L3 — L3 — 3L1
1 3
0 —4
0 -8

L3 — L3 — 2L
1 3
0 —4
0 0

Le rang de cette matrice est 2, ainsi Rang(u,v) = 2, c’est-a-dire dim(F') = 2.
(u,v) est une famille génératrice de cardinal 2 de F' qui est un R espace vectoriel de dimension 2. La
famille (u,v) est donc une base de F' .
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(c) Le vecteur x = (1,4,7) appartient a F ¢'il peut s’écrire comme combinaison linéaire de u et v,
c’est-a-dire s’il existe deux réels A\ et p tels que x = A-u+ p - v.
Pour (\, ;1) € R? on a

A+3pu=1
r=A-u+p-v S 204+ 2u =14
N+pu="7
A+3p=1

= —4#22 Lo+ Lo —2Lq
—8M:4 Lg%Lg—?)Ll
A+3u=1

1 1
sl{pu=—5 Lo+ ——L

=— L3+ —-L
1% B 3 3 3

)
)\25 Ll%Ll—?)LQ

1

M:—§

0=0 L3<—L3—L2

Ainsi x appartient bien & F et dans F', on a

5
2

Mat(um) (3:) = 1

(d) Le vecteur y = (—1,6,9) appartient a F s’il peut s’écrire comme combinaison linéaire de u et v,
c’est-a-dire s’il existe deux réels A\ et p tels que x = A-u+ p - v.
Pour (\, 1) € R? on a

A+3u=-1
T=A-u+p-v S22 +2u=6
3AA+p=9
A+3pu=-1

S —4pu=8 Lo+ Lo —214
—8u =12 Lg<+ L3—3L,
(A +3u=1

S qpu=-2 LQ&—ELQ
0=—-4 L3« L3—2L,

Ce systeéme est incompatible et n’a donc pas de solutions.
Ainsi ¢y n’appartient pas a F.

3. (a) Soit u = (2,5), v = (=3,2) et w = (3,1). La famille (u,v,w) est une famille de cardinal 3. R? est
un R-espace vectoriel de dimension 2, toutes ses bases sont donc de cardinal 2. Il est ainsi impossible
que la famille (u, v, w) soit une base de R?

Bastien Marmeth 315



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

(b) On sait que de toute famille génératrice on peut extraire une base. Montrons qu'’ici la famille (v, w)
est une base de R?

1 1
On a (1,0) = §(2w —v) et (0,1) = §(U + w). La famille (v, w) est donc une famille génératrice de

R?. Comme R? est de dimension 2, la famille (v, w) est une base de R?

(c) On a
1 1 _u
Mat(v,w)((57 _2)) - 5Mat(v,w)((1a 0)) - 2Mat(v,w)((07 1)) =9 29 + -2 % - 49
9 3 9

Réponse de ’exercice 15.22

On sait que R? est un R-espace vectoriel de dimension 3. La famille (u,v,w) étant de cardinal 3, il suffit de
montrer qu’elle est libre ou qu’elle est génératrice.
On va ici montrer qu’elle est génératrice (ce qui, de plus, nous aidera pour répondre & la question suivante)

1 1 1
On a (1,0,0) = i(u + w), (0,1,0) = i(u +v), (0,0,1) = 5(1} + w). La famille (u,v,w) engendre la base

canonique de R3. On en déduit que c¢’est une famille génératrice de R3, ¢’est donc une base de R3.
On a de plus

! 1 0 3
2 % 1 5
Matowm(@1,3) =20 |+ [T +3[5]|=]2
1 5 7 5
2 0 5 5

Réponse de I’exercice 15.23

— On a
A={(z,y,2) €ER®, 22 —y — 32 = 0}
y o 3z
R, x=2 4=
{(:c,y,z)e yr=o 2}
_ (e (y,2) € R?
- 2 2 7y72' ) y7z
1 3
{y (— 1 0> +z<—,0,1> , (y,2) GRZ}
2’ 2
1 3
= -1 —,0,1
v ((310) - (301))
1
La famille << > ( )) est ainsi une famille génératrice de A. Montrons qu’elle est aussi libre.
Soit (A, i) € R? tel que - <2 0)—1—,u ( 0,1>:0R3
34
+7—O

On a alors le systéme qui, de maniére claire, a (0,0) pour unique solution. La famille

= >/[\3|>4

=0
0
(u,v) est donc libre.

La famille (u,v) est donc une famille libre et génératrice de A. C’est ainsi une base de A et, puisque A
admet une base de cardinal 2, dim(A) = 2.
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— On a

E:{(myz)eRg {x+5y_3z:0 }

—z—4y+22=0

+5y—32=0
== {(9C7y72)€R37 {;_Zy_oz } Ly Ly + Ly

= {(w,y,z) eR3, {x:—Qz }
Y=z

={(-22,2,2), z€ R}
= Vect((—2,1,1))

La famille (—2,1,1) est une famille génératrice de E, c’est également une famille libre car elle constitué
d’un seul vecteur et celui-ci est non-nul. C’est donc une base de F qui, par conséquent, est un espace
vectoriel de dimension 1.
— On a
8.%'1 — 201‘4 =0
F = (x1,x9, 23,14, 75) € R®, {321+ 6x0+24=0
5x1 + 6x9 — 44 =0

Résolvons le systéme

8xr1 —20x4 =0
S: 3x1 + 622 + 24 =0
521 + 6xy —4xy =0
1
L1 < —L1
L2 — LQ - 3L1
L3 — L3 -5l
5
T1 — =Ty = 0
217
S & 6o + —24 =0
6xo + 7$4 =0
L3 <« L3 — Lo
1
lz — ELQ
1 — =T4 = 0
S To + —7554 =0
12
0=0
Ainsi
9
5 Ir1 = 5.%'4
F = (z1,22,73,24,25) € R, 17
T2 = —E$4
9 17
N {<§$4,_Ex4,x3,x4,$5> , (w3, 24, 5) € Rs}
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5 17
= Vect <<§’_E’0’1’0) ,(0,0,1,0,0),(0,0,0,0,1)>

5 17
La famille <<§, ~13’ 0,1, 0> ,(0,0,1,0,0),(0,0,0,0, 1)) est ainsi une famille génératrice de F'. Montrons

qu’elle est aussi libre.

5 17
Soit (a, B,7) € R? tel que « <§, —E,O, 1,0> + (0,0,1,0,0) 4+ ~(0,0,0,0,1) = Ops
(5
17 0
On a alors le systéme 3 _120 qui, de maniére claire, a (0,0,0) pour unique solution. La famille
a=0
7=0
5 17 .
2’ _E’O’ 1,01),(0,0,1,0,0),(0,0,0,0,1) ) est donc libre.
_ 5 17 - A PRI
La famille SURETY 0,1,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,0,1) | est ainsi une famille libre et génératrice de F.

C’est donc une base de F et, puisque F' admet une base de cardinal 3, dim(A) = 3.

— On a
3x =1y
Go =1 (z,y,2,t) e R,
A .

On va distinguer deux cas :
e Si o =5 alors

GSZ{(wayazat)€R47 {31':2/ }
= {(z,33,2,t), (z,2,t) € R?’}
= Vect((1,3,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1))

La famille ((1,3,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) est une famille génératrice de Gs. Il est aisé de vérifier
qu’elle est également libre. C’est donc une base de G5 qui, par conséquent est de dimension 3.

e Si o # 5, alors
3r =
G5={<w,y,z,t>eR4, {f . }

= {(x,?)m,z,O) , (z,2,t) € R3}
= Vect((1,3,0,0), (0,0,1,0))

La famille ((1,3,0,0),(0,0,1,0)) est une famille génératrice de G4. Il est aisé de vérifier qu’elle est
également libre. C’est donc une base de G, qui, par conséquent est de dimension 2.
— On a
3r—y—6t=0
Hy, ={ (z,y,z,t) eRY , { o+ y+42—-2t=0
dr+mz—2t=0
On va résoudre le systéme
3r—y—6t=0
S r4+y+4z—-2t=0
dr+mz—2t=0
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L1<—>L2
L2<—L2—3L3
L3<—L3—4L1

r+y+4z—-2t=0

S, & —4y —122=0
—4y+ (m —16)z + 6t =0
1

L2<__ZL2
L3+ L3+4Lo

r+y+4z—-2t=0
Sm & y+32=0
(m—4)z+6t=0

-7 —4
S, a alors pour solution {<m3 z,—32, 2, m6 z) , 2 € R}

C’est-a-dire

_7 —4 -7 —4
H,, = {<m3 z,—3z,z,mTZ> 2 GR} — Vet <<mT—31mT>)

-7 —4
Quelle que soit la valeur de m, la famille (mT’ -3,1, mT) est une famille libre et génératrice de

H,,. Par conséquent H,, est un espace vectoriel de dimension 1.

Réponse de I’exercice 15.24

1. Soit Bs la base canonique de R3. On a

1 1 3
Matg,(U)= |1 2 2
1 31
L2<—L2—L1
L3<—L3—L1
11 3
01 -1
0 2 =2
L3<—L3—2L1
11 3
01 -1
00 O

La matrice Matg, (U) est de rang 3. La famille U est donc de rang 3.
2. Soit By la base canonique de R*. On a

11 -1 0
01 -1 0
Mats,(V)= |1 o 1
00 0 0
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L3 — L3 — 14
1 1 -1 0
0O 1 -1 0
0o -1 2 2
0 O 0 0
L3+ L3+ Lo
1 1 -1 0
01 -1 0
00 1 2
00 0 O

La matrice Matg, (V') est de rang 3. La famille V' est donc de rang 3.

3. Soit By la base canonique de R%. On a

125 9 8
1 04 0 6
MatB4(W)_ 1 2 0 0 4
1 3 2 -1 2
L2<—L2—L1
L3<—L3—L1
L4<—L4—L1
1 2 ) 9 8
0O -2 -1 -9 =2
0 -5 -9 -4
0 1 -3 —-10 -6
L2<—>L4
Ly<+ Lys+ 2Ly
1 2 5 9 8
01 -3 —-10 -6
00 -5 -9 -4
00 -7 —-29 -—-14
7
L4<—L4—3L3

S O O =
S O =N

|

ot

|

Ne)

|

W

La matrice Matp, (W) est de rang 4. La famille W est donc de rang 4.

Réponse de I’exercice 15.25
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1.2. On va répondre aux questions 1. et 2. simultanément.

On a

F={(a,b,c,d) eR*, a+b=c+d}
{(a,b,c,d) €R*, a =c+d—b}
{(c+d—b,b,c,d), (bc,d) € RY}
{b-(~1,1,0,0) +¢- (1,0,1,0) +d- (1,0,0,1) , (b,c,d) € R*}
Vect((—1,1,0,0),(1,0,1,0), (1,0,0,1))

Ainsi F est I'espace vectoriel engendré par la famille ((—1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1)) et, & ce titre, est
donc un sous-espace vectoriel de R?.

Montrons maintenant que la famille (—1,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0, 0, 1) est une base de F. On pourrait vérifier
qu’elle est libre mais on va ici montrer que cette famille est de rang 3.

Dans ce cas F' sera de dimension 3 et (—1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1) sera une famille de cardinal 3
génératrice d’un espace vectoriel de dimension 3 donc une base de cet espace.

Dans la base canonique notée B on a

-1 1 1
1 0 0
Matp((=1,1,0,0), (1,0,1,0),(1,0,0,1)) = f |
0 01
Ll(—>L2
LQ(—>L3
L3<—>L4
1 0 0
0 1 0
0 01
-1 1 1
Ly Ly+ Ly
L4(—L4—L2
L4(—L4—L3
1 00
010
0 01
0 00

La famille (—1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0, 1) est bien de rang 3. Ainsi F est de dimension 3 et (—1,1,0,0),(1,0,1,0),
est une famille de cardinal 3 génératrice d’un espace vectoriel de dimension 3 donc une base de cet espace.

3. On vadéterminer la dimension de G en calculant le rang de la famille ((1, 3,2, —1),(3,1,3,-2),(5,1,9, —3)).

On a
1 3 )
3 1 1
MatB(((153’25_1)’(3’1535 _2)5(5’1’9’_3)) = 2 3 9
-1 -2 -3
LQ — LQ — 3L1
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L3 < L3 — 2L1
Ly<+ Lys+ 14
1 3 5)
0 -8 —14
0 -3 -1
0 1 2
L2 <~ L4
L3 — L3 + 3Ls
L4 < L4 + 8L2
1 3 5
01 2
0 0 5
0 0 2
1
L3 < ng
L4 < L4 — 2L3
1 3 5
01 2
0 0 1
0 00

La famille ((1,3,2,—1),(3,1,3,-2),(5,1,9,—3)) est de rang 3. Ainsi G est de dimension 3 et ((1,3,2,—-1),(3,1,3, —
est une famille de cardinal 3 génératrice d’un espace vectoriel de dimension 3 donc une base de cet espace

G.
4. Ona F ={(a,b,c,d) e R*, a+b=c+d} et

G = Vect((1,3,2,-1),(3,1,3,-2),(5,1,9,-3)) = {(a+35+57v, 3a+ L+, 2a+35+9y, —a—28-37) , (a, 5,7) € R
D’ou

FNG={(a+38+5y3a+B+7,2a+38+97,—a—-26-3), (a,3,7) € R®,

(a+38+5y)+Ba+B+7v) =2a+38+9y)+ (—a—28—-37)}

C’est-a-dire

FNG={(a+38+5v,3a+B+72a+38+9y,—a—-28-3), (a,,7) ER®, a= -5}
D’ou

FNG={(-2a+5v,2a+7v,—a+97,a—37y), (a,7) € R?, } = Vect((-2,2,-1,1),(5,1,9, —3))

5. On a obtenu FFNG = Vect((—2,2,-1,1),(5,1,9,—3)). Il ne nous reste ici plus qu’a montrer que la famille
((=2,2,-1,1),(5,1,9,—3)) est libre.
Soit A, 1) € R? tel que X~ (—2,2,—1,1) 4+ p - (5,1,9, —3) = 0, c’est-a-dire solution du systéme

—2X+5p=0
22+ p=0
—“A+9%u =0
A=3u=0

(5)

Bastien Marmeth 322



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Lo+ Lo+ Ly
L3 <+ L3+ 3Ly
—2X+51=0
6p =20
() & .
22 =0
A=3u=0

D’ou A = p = 0. La famille ((—2,2,-1,1),(5,1,9,—3)) est donc libre.
La famille ((—2,2,-1,1),(5,1,9,—3)) est libre et génératrice dans F' N G. c’est donc une base de F NG
qui est alors un sous-espace vectoriel de R* de dimension 2.

Réponse de I’exercice 15.26

1. Pour montrer que la famille (u,v,w) est une base, il suffit de montrer qu’elle est libre ou qu’elle est
génératrice.
On sait que F' = Vect((u,v,w)) est un sous-espace vectoriel de R3. On sait de plus que F = R? si et
seulement si dim(F) = R3,
Il nous faut donc déterminer a quelle condition sur « la famille (u,v,w) est de rang 3. Notons B la base
canonique de R®. On a

4 =2 1
Matg(u,v,w) =1 8 1 «
-4 3 1
LQ(—L2—2L1
L3+ L3+ Ly
4 -2 1
0 5 a—-2
0 1 2
L2<—>L3
4 =2 1
0 1 2
0 5 a—-2
L3<—L3—5L2
4 =2 1
0 1 2
0 0 a-—12

On voit que la famille (u,v,w) est de rang 3 si et seulement si o # 12.
Ainsi (u,v,w) est une base si et seulement si o # 12.
2. On suppose dans cette question que a # 12. Il nous faut alors trouver (a,b,c) € R3 tel que (3,2,1) =
a-u+b-v+c-w, cest-a-dire tel que (3,2,1) = (4da —2b+¢,8a + b+ ac,—4a + 3b+¢)
On va alors résoudre le systéme

4a —2b+c=3
S: 8a+b+ac=2
—4a+3b+c=1
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L2<—L2—2L1
Ly« L3+ Ly
4a —2b+c=3
S & 5b+ (o — 2)c = —4
b+2c=4
L2<—>L3
4a —2b+c=3
S < b+2c=4
50+ (o —2)c = —4
L3<—L3—5L2
4a —2b+c=3
S & b+2c=14
(a—12)c=-24
L L
3 o
4a —2b+c=3
B 24
‘T 1a_a
L2<—L2—2L3
L1<—L1—L3
— — 24 12 —
4@_%:36 3 _ 3o
48 —da Y 4RO
S < i e S
12 — o 12 — o
24
C =
12 — o
L1+ Li+ 2Ly
12 — 3« 8 12 - 1l
4a = — =
4812—a4812—a 12 — «
S & b:_ai_
12 — «
24
C =
12 — «
1
L1<_ZL1
_ 1
a= 1
W as
S & b:L
12 — «
24
CcC =
12 — «
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D’on

12 — «
48 — v — 48

12 — «
24

12 — «

Mat(u,v,w) ((37 27 1)) =

Réponse de I’exercice 15.27

Déterminons la dimension de G, en calculant, en fonction de a, le rang de la famille (ui,u2,us). Notons B la
base canonique de R*. On a

2 3 a
1 4 11
Matp(uy,uz,ug) = 41 -1
5 1 =2
L2<—>L1
1 4 11
2 3 a
4 1 -1
5 1 =2
L2<—L2—2L1
L3<—L3—4L1
L4<—L4—5L1
1 4 11
0 -5 a-—22
0 —15 —45
0 —-19 =57
1
Ly <+ ——L
3 115 3
L ——0L
4 < 194
1 4 11
0 =5 a—22
0 1 3
0 1 3
Ll<—>L3
L4<—L4—L2
L3<—L3+5L2
1 4 11
0 1 3
0 0 a—7
0 0 0

On voit ainsi que Rang(uy, ug,us) = 3 si et seulement a # 7 et que Rang(uy, ug,u3) =2sia=7.

On peut en fait remarquer que, si a =7, alors usz = 3us — uq.

Si a # 7 alors la famille (uy,ug,us) est une famille de cardinal 3 génératrice de G, qui est de dimension 3.
C’est donc une base de G,.
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Si a = 7 alors (uq,ug,us) n’est pas une base de G,. Comme (u1,usg,us) est une famille génératrice de G,
on peut cependant en extraire une base de G,. La relation ug = 3ug — u; donnée plus haut nous indique
que uz € Vect(uy,uz). Comme on a de maniére évidente u; € Vect(ug,us) et ug € Vect(ug,usz), on voit que
Go = Vect(uy,ug,u3) = Vect(ug, uz).

La famille (uq;usg) est alors de cardinal 2 et génératrice de G, qui est de dimension 2. C’est donc une base

de G.

On va calculer, en fonction de k, le rang de la famille (u,v,w). Notons B la base canonique de R° On a

L & L3

Lo+ Lo+ 414

L3 < L3 — 3L1

L4 — L4 — kLl

L5 — L5 — 214
1

L2 < gLQ

L3<—L3—(k3—5)L2
Ly« Ly+ (1+k)Lsy
Ls <+ L5+ Lo

L4<—L4—L3

Matp(u,v,w) =

3 k-2
-4 1 -3
11
k-1
2 1
112
—4 1 -3
3 k-2 4
k-1 2
2 1 3
11 2
0 5 5
0 k-5 -2
0 —1—k 2-2k
0 -1 -1
11 2
01 1
0 33—k
00 3—k
00 0
11
01 1
0 33—k
00 0
00 0

Réponse de I’exercice 15.28
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La famille (u,v,w) est donc de rang 2 si k = 3 et de rang 3 si k # 3. Ainsi f est de dimension 2 si k = 3 et
de dimension 3 si k # 3.

Si k # 3 la famille (u, v, w) est une famille de cardinal 3 génératrice de F' qui est de dimension 3. C’est donc
une base de F.

Si k = 3 la famille (u,v,w) est génératrice de F' mais n’est pas une base. On peut toutefois en extraire une
base de F'.

Quand £k = 3 onau = (3,-4,1,3,2), v = (1,1,1,-1,1) et w = (4,—-3,2,2,3). Il est aisé de voir que
w =u+ v. On a ainsi w € Vect(u,v) et donc Vect(u, v, w) = Vect(u,v).

La famille (u,v) est alors une famille de cardinal 2 génératrice de F' qui est de dimension 2. C’est donc une
base de F'.

Réponse de I’exercice 15.29

E={PeRyX]| P(1)=0}
= {aX?+bX +c, (a,b,c) eR®, a+b+c=0}
= {aX?+bX +c, (a,b,c) ER®, c= —a — b}
= {aX?>+bX —a—b, (a,b) € R?}
={a(X?* - 1) +b(X —1), (a,b) € R?}
= Vect(X? —1 X —1)
Ainsi F est I'espace vectoriel engendré par la famille (X 2_1,X - 1) et, a ce titre, est donc un sous-espace
vectoriel de Ro[X].

La famille (X? — 1, X — 1) est une famille génératrice de E. Montrons qu’elle est libre. Soit (A, u) € R? tel
que A(X? — 1) + u(X — 1) = 0. Cest-a-dire

AX?+pX +(=A—p)=0
On a vu dans le chapitre sur les polyndémes qu’un polynéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont
A=0
nuls. Ici cela nous donne ¢ =0 . En particulier A = u = 0.
“A—u=0
La famille (X2 — 1, X — 1) est donc libre. C’est une famille libre et génératrice de E, c’est donc une base de
FE qui est ainsi un espace vectoriel de dimension 2.

Réponse de I’exercice 15.30

La famille (a + b+ ¢,a + b,2a + b — ¢) est une famille de cardinal 3. Pour montrer que c’est une base de R* on
peut montrer qu’elle est libre ou bien qu’elle est génératrice.
Ici on va montrer qu’elle est génératrice en montrant qu’elle engendre la base (a, b, c). En effet, si la famille
(a+b+c,a+b,2a+b—c) engendre la famille (a, b, ¢) alors elle engendre Vect(a, b, ), c’est-a-dire R3.
Ona(a+b+c)+(2a+b—c)=3a+2bdoun

(a+b+c)—2(a+b)+(2a+b—c)=a
—(a+b+c)+3(a+b)—(2a+b—c)=0
(a+b+c)—(a+b)=c

Ainsi la famille (a + b+ ¢,a + b,2a + b — ¢) engendre la base (a,b,c). c’est donc une famille de cardinal 3
génératrice de R?, donc une base de R3.
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Réponse de ’exercice 15.31

1. Soit (z,y,2,t) € R*. On veut écrire ce vecteur comme la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.
On cherche donc (a,b,c,d, \, 1) € R? tel que :

(z,y,2,t) = (a,b,c,d) + X.(1,-2,0,2) + 1.(0,0,1,3) avec (a,b,c,d) € F.

Cette égalité est vérifiée si et seulement si :

( 1
)\:—Qx—iy—?)z—i-t
(a+b+c+d=0 3.8
a—2b+3c—5d=0 Pt
xi;)z—{—z)\)\ — a:3x—i—§y+3z—t
y=>5= b= —4dx — 62+ 2t
z=c+p 3 3
( t=d+2X+3u C—;Zw—gy
d:Zx—§y+3z—t

Il existe donc toujours (a, b, c,d, A\, 1) € R® tel que
(z,y,2,t) = (a,b,c,d) + X.(1,-2,0,2) + 1.(0,0,1,3) avec (a,b,c,d) € F.
AinsiR*=F + @
2. On connait déja une famille génératrice de G, on va donc prendre es = (1,—2,0,2) et e = (0,0,1,3). Les
vecteurs eg et e4 n’étant pas colinéaires, cette famille est libre. C’est donc une base de G.

Cherchons désormais une base de F. Soit (z,y, z,t) € R* On a:

THy+2+t=0

(x,y,z,t)eF@){ o 9y 4 32— 5t =0

5
rT=——-z+1

— 23
Yy==-z—2

3

= (z,y,2,t) = 2.(-1%,%,1,0) + t.(1,-2,0,1)

= (2,9, 2,t) € Veet((—3,3,1,0), (1,-2,0,1))
Posons e; = (—%, %, 1,0) et ea = (1,—2,0,1). On a montré que F' = Vect(ey, e2), ¢’est-a-dire que la famille
(e1,e2) est génératrice de F'. Il reste & montrer que cette famille est libre. Ceci découle du fait que les
vecteurs e et ey ne sont pas colinéaires. Ainsi (eq, e2) est une base de F.
Comme F = F + G, tout vecteur u de F s’exprime comme somme d’un vecteur f de F' et d’un vecteur
g de G. Comme (eg,ez) est une base de F, le vecteur f s’exprime comme combinaison linéaire de e; et
de es. De méme le vecteur g s’exprime comme combinaison linéaire de es et de e4. On a alors exprimé x
comme une combinaison linéaire de ej, de eg, de e3 et de e4. Ceci montre que la famille (e, eq, e3,€4) est
génératrice de E.
Montrons maintenant que cette famille est libre. Soit («, 3,7,0) € R* tel que v.eq + B.ea+7.e3+0.e4 = Op.
(cv, B,7,0) est alors solution du systéme suivant

Q@

——+pf+7=0

o
28 —2y=
() g ~W-2=0

a+d=0
B+2y+30=0
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L1<——5L1
L2<——L2
L1<—>L3
a+6=0
© o a—38-3y=0
a—53—5y=0
B+2y+30=0
L2<—L2—L1
L3<—L3—L1
a+do=0
5 o —38-3y—0=0
58 —5y—30=0
B+2y+30=0
L2<—>L4
L3 <+ L3+ 5L,
L4<—L4+3L2
a+d=0
S) o B+27+36=0
5y 4146 =0
3y+8 =0
3
L4<—L4—3L3
a+d=0
B+27+36=0
(5) & sy+146=0
2
—Z5=0
5

Le systéme (S) est un systéme de 4 équations & 4 inconnues de rang 4, il admet donc une unique solution.
On ait déja que (0,0,0,0) est solution de (S), c’est donc la seule.
Ainsi («, 8,7,9) = (0,0,0,0), la famille (eq, es, e3,e4) est donc libre.
Finalement la famille (e1,e,e3,€4) est libre et génératrice dans R* c’est donc une base de R?* telle que
{e1,ea} C F et {e3,eq} C G.

3. Soit u = (z,y, z,t) € R*, on sait qu'il existe un unique 4-uplet (v, B,7,0) tel que

u = aey + fes + ves + dey
C’est-a-dire un unique 4-uplet (o, 3,7, d) solution de

—g+5+7:x
)
2a

(s) {3 WP
a+d==z
B+2v+3i=t
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L1<——5L1
L2<——L2
L1<—>L3
a+d6==z
38 —3 5
a—368—-3y=—
S) < 1=y
a—>5p —5y=—bx
B+2v+3i=t
L2<—L2—L1
L3<—L3—L1
a+d=z
38 —3 ) 3
— — — — — — 2z
(S) g 2y
53 —5y—0=—hr —z
B4+2y+36=t
L2<—>L4
L3<—L3+5L2
L4<—L4—|—3L2
a+d=z
B+2v+3i=t
(%) 5y + 140 = —bx — z + 5t
3
3’y+85:§y—z+3t
3
L4<—L4—3L3
a+d=z
B+2v+35=t
(5) 5y 4+ 146 = —bx — z + 5t
2 3 2
_Z5=3 2, _ =
50 =TTV TR
5
L4<——§L4
L1<—L1—L4
L2<—L2—3L4

L3 — L3 —14L4

(

15,15
a=— —
2 P Ty
45 45
ﬁ+27:t+—ﬂ:+zy—3z
105
5y = 100z + —2 — 152 + 5¢
s_ 1515
=——z——y+z
2TV
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1
L3 — ng
L2 — L2 — 2L3
( 15 +15
a=—x+ —y
235 439
(5) 21
7:20x+7y—3z+t
5— 15 15 +
=3 T 1 Y+ z
D7
o 15,15
—r+—y
2 4
35 39
—7x - Zy +3z—1
Mat(el,e2,63,e4)(u) = 21
20x + Ey -3z +t
15 15 +
gt T YT

Réponse de ’exercice 15.32

1. Compte tenu des questions posées on se doute que la famille (e;);c[o 4] ne va pas étre libre (car si elle était
libre, elle serait une base de Vect({eo,...,es}) et on aurait Vect({eg,...,es}) = R?).
Déterminons le rang de la famille (e;);e[o,4)- Si ce rang est différent du cardinal de la famille alors (e;);c[o.4]

n’est pas une base de Vect({ep,...,es}) et donc n’est pas libre (car on sait qu’elle est génératrice dans
Vect({ep,...,ea})). L’avantage de passer par le calcul du rang c’est que l'on obtiendra la dimension de
Vect({eo,...,es}) ce qui nous donnera le cardinal des bases de Vect({eq,...,e4}) et le nombre de vecteurs

a ajouter pour obtenir une base de R®.
Notons B la base canonique de R®. On a

23 01 -1
3 01 2 4
Matg(eg,e1,e2,e3,e4) =10 1 2 3 1
1 2 3 0 2
2 3 01 -1
L5<—L5—L1
2 3 01 -1
3 01 2 4
01 2 3 1
1 2 3 0 2
00 0O0 O

On voit dés a présent que la matrice ne va pas étre de rang 5 puisqu’elle a une ligne nulle. Cela nous dit
que la famille (e;);c[o,4) n’est pas libre. On va toutefois continuer notre calcul pour obtenir le rang exact
de la famllle (ei)ie[[OA}]

L4(—>L1
LQ — L2 — 3L1
L4 — L4 — 2L1
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1 2 3 0 2
0 -6 -8 2 =2
0 1 2 3 1
0 -1 -6 =5 =5
0 0 0 0 O
Lo L3
L3 — L3 + 6L9
Ly<+ Lys+ Lo
1 2 3 0 2
01 2 3 1
00 4 20 4
0 0 -4 -2 —4
00 0 0 O
Ly<+ Ly+ Ls
1 2 3 0 2
012 3 1
0 0 4 20 4
0 00 18 O
000 0 O
La matrice est de rang 4. Ainsi la famille (e;);c[o,4] est de rang 4 et Vect({eo,...,es}) est de dimension 4.
La famille (e;);c[o,4) est une famille génératrice de Vect({ep,...,es}), on peut donc en extraire une base

de Vect({eg, ..., e4}).
On voit sur la matrice que le rang semble inchangé si I’on enléve le dernier vecteur ey4. Il est aisé de vérifier
(en faisant exactement les mémes opérations) que la famille (eg, e1, €2, e3) est une famille de rang 4.

Par acquis de conscience (et avec l'aimable assistance de la fonction copier/coller) refaisons les calculs

On a
2 3 01
3 01 2
Matg(eg,e1,e2,e3) =10 1 2 3
1 2 30
2 3 01
L5<—L5—L1
L4<—>L1
L2<—L2—3L1
L4<—L4—2L1
1 2 3 0
0 -6 -8 2
0 1 2 3
0 -1 -6 -5
0 0 0 O
L2<—>L3
Ly <+ L3+6Ls
Ly+ Ly+ Lo
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1 2 3 0
01 2 3
0 0 4 20
0 0 —4 -2
0 0 O 0
Ly<+ Ly+ Lj
1 2 3 0
01 2 3
0 0 4 20
0 0 0 18
0 00 O
La famille (eg, €1, e2, e3) est donc bien une famille de rang 4. Ainsi Vect(eg, e1, 2, €3) est un sous-espace vec-
toriel de Vect({ep,...,es4}) qui est aussi de dimension 4. On a donc Vect({ep,...,es}) = Vect(eq, €1, €2, €3).
De plus (eq, €1, €2, e3) est une base de Vect(eq, e1, €2, e3) donc de Vect({eg,...,e4}).

Il nous faut maintenant compléter la famille (e, e1, e2,e3) en une base de R®. R® est un espace vectoriel
de dimension 5, ses bases sont donc de cardinal 5. Ainsi il nous faut rajouter un élément f a la famille
(eo, e1,e2,e3). Pour que (eg,eq,ea,es, f) soit une base de R® il faut quelle soit libre, ce qui implique en
particulier que f ne doit pas appartenir a Vect(eg, e1, 2, €3).

On peut remarquer que (eg,e1, ez, e3) C {(z,y,2t,s) € R® , & = s} et donc Vect(eg,er1,ez,e3) C
{(z,y,2,t,5) € R® | = = s} (on pourrait en fait montrer que ces deu ensembles sont égaux). Ainsi, si
on prend f hors de {(x,y, z,t,5) € R | = s} on aura forcément f ¢ Vect(eg, ey, ez, €3).

Prenons par exemple f = (0,0,0,0,1) et vérifions qu’alors, la famille (eg, e1, €2, €3, f) est libre.

Soit (Ag; A1, A2, Az, Ag) € R tel que

Aoeo + Arer + Aoeg + Azez + Ay f =0

D’ou
Aoeo + Arer + Agea + Azez = — Ay f
De deux choses 'une :
— Ou bien Ay # 0 et alors f = —&eo - ﬁel - &62 - ﬁ63 d’on f € Vect(eg,e1,€e2,e3), ce qui est
A4 A4 A4 A
absurde par construction de f.
— Ou bien Ay = 0 et alors Ageg + Are; + Agea + Azes = 0, ce qui, par liberté de la famille (eq, e1, €2, €3)
implique que (Mg, A\1, A2, A3) = (0,0,0,0)
Ainsi (Ao, A1, A2, Az, Aq) = (0,0,0,0,0), la famille (eq, e1, €2, e3, f) est une famille libre de cardinal 5 dans
R® qui est de dimension 5. C’est donc une base de R>.
2. On pose F' = Vect(eg, e1,e2) et G = Vect(es, e4). Trouver des bases de F, G, F + G et FNG.

Remarquons d’abord que
F+G={u+v,ueF,veG}
= {(0460 + /861 + ’762) + (663 + 664) ) (OZ,B,’}/) € R3a (656) € R2}

= Vect(eg, €1, €2, €3, €4)

Ainsi, d’apres la question précédente (eq, e1, ez, e3) est une base de F' + G.
Déterminons les dimensions de F' et G.
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On a
2 30
3 01
Matp(eg,e1,e2) =10 1 2
1 2 3
2 30
L5<—L5—L1
L1<—>L4
Lo+ Lo — 3Ly
Ly Ly—2L,4
1 2 3
0 -6 -8
0 1 2
0 -1 —6
0 0 O
L2<—>L3
L3 <+ L3+ 6Lo
Ly+ Ly+ Lo
1 2 3
01 2
0 0 4
0 0 —4
00 O
Ly<+ Ly+ Lj

o O O
S O =N
O =N W

0 00

La famille (eq, e1,e2) est de rang 3. Ainsi F est de dimension 3. La famille (e, e1,e2) est une famille de
cardinal 3 génératrice de F' qui est de dimension 3, c’est donc une base de F'.

On a
1 -1
2 4
Matp(es,eq) = |3 1
0 2
1 -1
L2<—L2—2L1
L3<—L3—3L1
L4<—L4—L1
1 -1
0 6
0 4
0 2
0 0
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1

LQ — ELQ

L3 — L3 — 41,

L4 — L4 — 2L2
1 -1
0 1
0 O
0 O
0 O

La famille (e3,e4) est de rang 2. Ainsi G est de dimension 2. La famille (e3, e4) est une famille de cardinal
2 génératrice de G qui est de dimension 2. C’est donc une base de G.

F NG est un sous-espace vectoriel de F' et de G. Sa dimension est donc inférieure ou égale aux dimensions
de F et G. Ainsi F'N G est un espace de dimension 0, 1 ou 2.

On sait que la famille (eg, €1, ez, e3, e4) est lice. Il existe donc (A, A1, Az, A3, Ag) € R?\{Ogs } tel que Ageg +
Arer + Aoeg + Azes + Ageq = 0. Clest-a-dire

)\060 + )\161 + )\262 = —)\364 — )\464

Notons x = Ageg+A1e1+A2eq. Siz = 0 alors, par liberté de la famille (eg, 1, €2 on aurait Ay = Ay = A3 =0
et, par liberté de la famille (es,e4) on aurait également A3 = Ay = 0, ce qui absurde car les coefficients \;
ne sont pas tous nuls.

Ainsi  # 0. On a de plus = € Vect(eg, e1,e2) = F et x € Vect(es,eq) = G. Ainsi x € FNG.
F NG n’est ainsi pas réduit & {0} et ne peut donc pas étre de dimension 0.

Si F NG est de dimension 2 alors F'N G est un sous-espace vectoriel de G de méme dimension que G. On
aurait donc F NG = G, ce qui implique G C F.

En particulier on aurait es € F' = Vect(eq, €1, e2), ce qui est absurde car on a vu plus haut que la famille
(eg, €1, €2, e3) est libre.

Finalement on en déduit que dim(F N G) =1 (on aurait pu aller bien plus vite en utilisant un théoréme
qui n’est malheureusement pas au programme).

Les bases de F'N G sont donc composées d’un seul vecteur. Il nous faut trouver alors un vecteur de F'NG.

En reprenant les calculs de la premiére question on remarque que
eg—e1+ex—eg =0

Ainsi e4 € Vect(eg, ez,e3) = F. On a donc e4 € FNG. La famille (e4) est une famille libre (car composée
d’un seul vecteur non-nul) de F'N G qui est de dimension 1. C’est donc une base de F N G.

Réponse de I’exercice 15.33

1. Pour montrer que Vect(u,v) = Vect(s,t) il suffit de montrer que u et v appartiennent a Vect(s,t) et que
s et t appartiennent a Vect(u,v).
Onau—v=(-1,2,2) =setds —v=4u—5 = (—1,6,7) =t. Ainsi, s € —(>u,v) et t € Vect(u,v).
Réciproquement on a v =4s —tet u =v+ s =5s —t. D’ou v € wect(s,t) et u € Vect(s,t).
Finalement on a bien Vect(u,v) = Vect(s,t).

2. On sait que Vect(u,v) N Vect(s,t_)> est un sous-espace vectoriel de Vect(u,v) et de Vect(s,t). A ce titre, sa
dimension est 0 (si Vect(u,v) N ('s,t) = {Ors), 1 ou 2 (si Vect(u,v) = Vect(s,1)).
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Calculons le rang de la famille (u, v, s,t), en effet, si Vect(u,v) = Vect(s, t) alors Vect(u, v, s,t) = Vect(u,v)
et donc la famille (u, v, s,t) serait de rang 2.
Notons B la base canonique de R®. On a

Matp(u,v,s,t) =1 2 -1 3 =2
-1 2 -1 3
L2 — L2 — 2L1
L3+ L3+ L4
1 3 1 2
-7 1 —6
0 5 0 5
)
L3+ L3+ ?LQ
1 3 1 2
0 -7 1 —6
5 5
0 0 - =
T

La famille (u,v,s,t) est donc de rang 3, ce qui implique que Vect(u,v) # Vect(s,t).

En regardant de plus prés notre matrice on voit que —2u+v —t+ s = Ops (il suffit de remarquer que c’est
la méme matrice que pour résoudre le systéme au + bv + ct + ds = 0).

Ainsi 2u —v = s —t. Notons x = 2u —v = s —t = (—1,5,—4), on a alors z # Ogs et © € Vect(u,v) et
x € Vect(s,t). D’ou x € Vect(u,v) N Vect(s, t).

On en conclut que Vect(u,v) N Vect(s,t) # {Ogs}. Donc Vect(u,v) N Vect(s,t) est de dimension 1. La
famille (z) est une famille libre de Vect(u,v) N Vect(s,t) et est donc une base de Vect(u,v) N Vect(s,t).

Réponse de I’exercice 15.34
Notons F = Vect((1,0,0,1), (0,1,1,0),(2,2,2,2)).
Il est aisé de remarquer que (2,2,2,2) = 2-(1,0,0,1)+2-(0,1,1,0). La famille ((1,0,0, 1), (0,1, 1,0), (2,2, 2,2))
n’est donc pas libre et on a F' = Vect((1,0,0,1),(0,1,1,0),(2,2,2,2)) = Vect((1,0,0,1),(0,1,1,0))

Soit (A, 1) € R? tel que A-(1,0,0,1) + - (0,1,1,0) = 0. On a alors (A, 1, i1, A) = (0,0,0,0) d’ott A = p = 0.
La famille ((1,0,0,1),(0,1,1,0)) est une famille libre et génératrice de F. C’est donc une base de F. F est
ainsi de dimension 2
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Chapitre 16

Dérivation

Exercices

Exercice 16.1
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Déterminer I’ensemble de définition, justifier de la dérivabilité et calculer la dérivée des fonctions suivantes

fiiz— Va?—a3 ' 1+ sin(y/z)
fo:x— (2% — 1) arccos(x?) fa oo V)

1—Sln
f3:x— \/x2+x+2—\/m2+1

f22:$F—>

< 1—{—x2—1>
o AR VIita?+1
f5:x»—># fos s In ( <>>

(x+1)2
sin(x) Vita?—V1- $2
V1+a2+ V1 -

fe:rx— ———— furz—In
frixze a® fos:x— e \/ z(z + 1)

arctan(z)

(cos(z) +2)4

fs:x— In(|z|) fog : x> €
. 3 e 1
fo:x— x°cos(z+ 1) for x> eXp<7>
fio: @ @) e? —
fi1rx— xln(x) fas w2l
1
flgzm»—>ln(ex+1) fgg:l'l—)xz
. 3420743044 : )™ o .
fiz:m e fa0:x— <’I’L> oun €N
f14 R ev$2+$+1 f31 LT hl(hl(ﬂ?))
X .
PN = fa2 1z — In(In(In(x)))
1
cos(2x) faz iz In (1 +exp <—_>>
fi6 1z 5 o
fi7 1z — In(cos(2x)) faa iz — %
x
' x
fig:z— Sin(2) f35 : @+ cos(x) <1 + tan(x) tan <§>>
fio:z— In(z — Va2 —1) fag i@ s /(@)
z+1
foo:x— In < ) N " (L)
1 far:x arctan =
Exercice 16.2
) s
Soit f [o, 5} = R
x = /sin(z)+x

Justifier que f réalise une bijection vers un intervalle a préciser puis que f~! est continue et dérivable sur
cet intervalle.

Exercice 16.3

Montrer les inégalités/égalités suivantes

Vo >0 x—g—'gsin(x)gm———i——

1
Ve >0 (x + —> arctan(z) > 1
x
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zln(z) 1
1 <
el m Ty
1
Vo >0 ln<1—|—\/1+x2)<—+ln(:ﬂ)
x
1 T
Vo >0 arctan(x) + arctan <—> =3
x

Exercice 16.4

Soit (a,b,c) € R®. Montrer qu’il existe « € [0, 1] tel que

dax® +3bx® +2cx =a+ b+ c

Exercice 16.5
Pour A € R on considére les fonctions f), : R — R
T+ A
2 +1
1. Montrer que les tangentes en 0 aux courbes représentatives des fonctions f) sont paralléles.

2. Vérifier que les tangentes en 1 sont concourantes.

Exercice 16.6

Soit n € N et soit
fn R — R g : R — R

xr = i(kz—i—l)xk xr i(l{:+2)(kz—|—1)xk
k=0 k=0

Déterminer des expressions plus simples de f, et g,.

Exercice 16.7

Montrer que les fonctions

f: R — R
z2 sin <l> siz#0

xr x
0 siz=0
g:x— x| .mr—>‘x’+1

sont continues et dérivables en 0. Déterminer leur dérivées. Sont-elles continues en 07

Exercice 16.8

Soit f : [a,b] — R deux fois dérivable telle que f(a) = f'(a) et f(b) = f'(b). Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que
fle)="(e).

Exercice 16.9
Soit (a,b,c) € R®. Montrer qu’il existe z € [0, 1] tel que

daz® +3bx® +2ct =a+b+c
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Exercice 16.10

1. Soit a et b deux réels avec a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et dérivable sur [a, b]. On suppose
que f s’annule n fois sur [a, b] ot n > 2. Montrer qu’alors f’ s’annule alors au moins n — 1 fois sur ]a, b[.

2. Soit P un polynome de degré n dont toutes les racines, notées \; < Ag--- < Ay, sont réelles (les racines
sont éventuellement multiples). Montrer qu’alors P’ a toutes ses racines dans lintervalle [A1, \,]

Exercice 16.11

Soit f : R — R une fonction dérivable et périodique. Montrer que f’ s’annule une infinité de fois.

Exercice 16.12

Soit f : [a,b] — R deux fois dérivable telle que f(a) = f'(a) et f(b) = f'(b). Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que
fle) = f"(c).

On pourra introduire ¢ : [a,b] — R

z = e(f(x) - f(2)

Exercice 16.13
Soit f : [a,b] — R deux fois dérivable telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que

VA € [a,b], ey €la,b] tel que f(A) = %(A —a)(A=b)f"(cy)

(On pourra poser g(t) = f(t) — k(t — a)(t — b) avec k =

Exercice 16.14
Soit f dérivable sur R telle que liLn f(x)= 1in%)f (z) =1 € R. Montrer qu'il existe ¢ € R tel que f'(c) = 0.
r—a T—r

On pourra introduire ¢ : ]0,1] — R
(Fe)

x = fl=+
r x-—1

Exercice 16.15

Montrer que si P est un polynome, ’équation P(z) = €* a un nombre fini de solutions.

Exercice 16.16
1 1
On pose S, =1+ 3 + .-+ + — pour n € N*. Le but est de montrer que S, o In(n).
n o]
1. Montrer, a I’aide du théoréme des accroissements finis, que

1
*, —— <1 1) -1 <
Vk € N¥, ) n(k+1) —In(k)

el e

2. En déduire In(n +1) < 5, <In(n) +1

3. Conclure.
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Exercice 16.17

Appliquer la formule des accroissements finis & f : z — arctan(x) entre 0 et h.
Montrer qu’il existe un unique 8y, tel que f(h) = hf'(0,h). Calculer 6y, et }llir% 0},
—

Exercice 16.18

Soit f : [a, +oo[— R, dérivable, telle que lim f’(z) = ¢ € R. Montrer que lim L =1.
T—>+00 r—+o00 I

Exercice 16.19

Soit f une application deux fois dérivable sur [zg,xzo + 2h] ot h > 0. Montrer qu’il existe z;, €|xg,zo + 2h[ tel
que

Fwo +2h) — 2f(xo + h) + f(x0) = B " (w)

Exercice 16.20

Soit f,g : [a,b] — R deux applications continues, dérivables sur |a, b|.
1. Montrer qu'’il existe ¢ dans ]a, b[ tel que (f(b) — f(a))g'(c) = (g(b) — g(a))f(c).
') f@) _,

2. On suppose f(a) = g(a) =0 et lim = (. Montrer que lim ——=
z—a g'(x) z—a g(x)

Exercice 16.21

Soit f une application dérivable sur [a, b]. Montrer que f’ prend toutes les valeurs comprises entre f’(a) et f'(b).
Il s’agit du théoréme de Darboux
x

Indication : utiliser p(z) = )

, prolongées par continuité sur [a, b].

Exercice 16.22

Soit g une application impaire et cinq fois dérivable de R dans R.
Montrer qu’il existe un réel ¢ €]0, 1] tel que :

9(1) = 2(9(1) +29/(0) ~ 75970

2 (g (x) +24'(0)) + AaP.

Indication : Utiliser Papplication ¢(x) = g(z) — 3

Exercice 16.23

En utilisant le théoréme des accroissements finis, démontrer les inégalités suivantes :

h—
1. Si0<a<ba10rsa<7a<b,
Inb—1Ina )
En déduire que pour 0 <x <loux>lona:1——<lnhz<z—1.
x
h—
2.S10<a<balors v1+ —\3/1+a<Ta

T

V1—2z2

3. Si0 <z <1 alors arcsinz <
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4. Si z > 0 alors arctanz > ——.
T 1422

Exercice 16.24

1. Démontrer la formule de Leibniz :
Soit f et g deux fonctions de classe C™, alors f X g est de classe C" et

=35 (0) 0

k=0
On pourra s’ingpirer de la preuve de la formule du bindéme de Newton

2. En appliquant la formule de Leibniz a t — e et ¢ — €%, démontrer la formule du binéme de Newton

Exercice 16.25

Soit n € N, déterminer la dérivée n-iéme de

fi:xes 21 fa: x> cos?a.
4 —1

f2:$»—>smx f5: x— sindz
x

fa: x> sin(4x) fo: @+ sin’z.

Exercice 16.26

On pose :
1

W=z

Montrer que la dérivée n'®™® de f est de la forme :

P,(x)

(n) __ tn\)
;) (1+x2)"+%

ou P, est un polynéme de degré n vérifiant

Poi1= (1 +2H)P — (2n+1)2P,

Exercice 16.27

. 2 P . 2
Trouver une relation de récurrence entre les dérivées successives de f : x > e*

Exercice 16.28

Soit n € N, déterminer la dérivée n-iéme de g : x — z"e™".

Exercice 16.29

n 2
Soient a et b deux réels et f(z) = (# — a)"(z — b)"™. Calculer f(™ et en déduire la valeur de Z <Z> .
k=0
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Réponses
Réponse de ’exercice 16.1
firx—= Va2 -3
Pour z € R, on a 2 — 23 = 2%(1 — z). Ainsi f; est définie sur | — oo, 1]. La fonction y — VY est dérivable
sur ]0, +-00[. fi est donc dérivable sur {z €] — o0,1] , 2% — 2® # 0} =] — 00, 0[U]0, 1[.
Pour z €] — 00,0[U]0, 1], on a
22 — 322
/
r) = ———
fo: x> (2% — 1) arccos(z?)
La fonction arccos est défini et dérivable sur [—1,1]. Ainsi fo est définie et dérivable sur [—1,1] et on a,
pour = € [—1,1]
2x (3:2 — 1)
/ 2
r) = 2x arccos (r°) — ————=
fa() ( ) Ny
f3: xn—>\/x2+m+2—\/x2+1
Le discriminant de Pexpression polynomiale z? + z + 2 vaut A = —7. Ainsi la fonction z — 2% + = + 2
et continue et ne s’annule jamais, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires elle est donc de signe
constant.
Par ailleurs, cette expression est positive pour z = 0. Donc pour tout z € R, 2% +z +2 > 0.
On a aussi, pour tout = € R, 224+1>1>0.
f3 est donc définie et dérivable sur R et, pour x € R, on a
, 2z +1 x
fa(x) = 5 T TS
2Vas+x+ 2 e +1
arctan(z)
e ——
farz P
Pour tout réel z, on a 22 +1 # 0. La fonction arctan est définie et dérivable sur R. Ainsi f4 est définie et
dérivable sur R et on a -
— 2z arctan (z
Vz e R filz) = 5 (z)
(% +1)
1
e ——
fs:x EESIE
f5 est définie et dérivable sur | — oo, —1[U] — 1, +00] et, pour = €] — oo, —1[U] — 1,4+00] on a
2
I P —
f5($) - (m + 1)3
PR sin(x)

(cos(z) +2)4
Pour z € Ron a 2+ cos(x) > 1 > 0. Ainsi fg est définie et dérivable sur R et on a

sin (2) + 2 cos (z) + 1

veER  fol@) = oy
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fr:

fs:

fo:

Jio:

fir:

fi2:

fi3:

fia:

Tz
T zIn

f7 est définie pour 2 > 0 par fr(z) = 2% = e*™(@)_ f; est de plus dérivable sur |0, +00| et on a
Ve >0 fr(x) = (1 +1In(x))z”

x +— In(|z|)

fs est définie sur R\{0}. Pour x > 0 on a fs(z) = In(x) et, pour x < 0, fs(z) = In(—=x). fg est alors
deérivable sur | — 0o, 0[ et sur ]0, +o00[ et on a

Ve>0  fi(z) = i etVr<0  fi(x)=—In(~z)

z— x5 cos(z + 1)
a est définie sur R. Les fonctions x + 22 et x > cos(z + 1) sont dérivables sur R. a est donc dérivable sur
R comme produit de fonctions dérivables.
Pour z € R, on a
d'(x) = 3x? cos(x + 1) — 23 sin(z + 1)

T ecos(z)

b est définie sur R. La fonction cosinus est dérivable sur R et & valeurs dans [—1, 1] et la fonction exponen-
tielle est dérivable sur R. b est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour z € R, on a
b (z) = — sin(z)e™®)

x+— zln(x)

c est définie sur R7.. Les fonction = +— x et = + In(z) sont dérivables sur R . ¢ est donc dérivable sur RY
comme produit de fonctions dérivables.

Pour z € RY, on a

x+— In(e” +1)

La fonction  — e” 4 1 est définie sur R a valeurs dans R et la fonction = — In(z) est définie sur R7 .
d est donc définie sur R. La fonction x — e” 4 1 est dérivable sur R a valeurs dans R’ et la fonction
x — In(zx) est dérivable sur R . d est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour z € R, on a
e’ 1

e$+1:1+6_$

d(r) =

3 2
T e +2x°+3x+4

e est définie sur R. La fonction  — 2 + 222 + 3z 44 est dérivable sur R et a valeurs dans R et la fonction
exponentielle est dérivable sur R. d est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour z € R, on a Y
e/(x) _ (3%2 +Ax + 3)61 +22°4-3x+4

/2
T e r+x+1

La fonction z — 22 + 2 + 1 est définie sur R a valeurs dans R, la fonction z — VT est définie sur R, et
la fonction z — e® est définie sur R. f est donc définie sur R. La fonction = — 22 + 2 + 1 est dérivable sur
R et & valeurs dans RY, la fonction = — /x est dérivable sur R’ et la fonction = — e” est dérivable sur
R. f est donc dérivable sur R comme composition de fonctions dérivables.

Pour z € R, on a
(2.%. + 1) e\/12+x+1

) = et

Bastien Marmeth 344



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Jis

f16: T

fi7:

fis: x>

fi9:

T
2+ 1

La fonction z — x? + 1 est définie sur R et & valeurs dans R . La fonction  +— x est définie sur R. h
est alors définie sur R comme quotient de fonctions dont le dénominateur ne s’annule jamais. La fonction
z — 22 + 1 est dérivable sur R et a valeurs dans R%. La fonction z — x est dérivable sur R. h est alors
dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule jamais.

X —

Pour z € R, on a

_1—x2

!/
h(x)= i
cos(2z)

22— 2
La fonction z — 22 — 2 est définie sur R et s’annule en v/2 et —v/2. La fonction z — cos(2z) est définie
sur R. 7 est alors définie sur R\{—v/2,v/2}. La fonction 2 — 2® — 2 est dérivable sur R et s’annule en v/2
et —v/2. La fonction z — cos(2x) est dérivable sur R. i est alors dérivable sur tout intervalle inclus dans
R\{—V2,Vv2} comme quotient de fonctions dérivables et

En particulier, pour z €]v/2, +oc[, on a

yoy (22 — 4)sin(z) + 22 cos(2x)
i(z) = — (w2—2)2

x +— In(cos(2x))
La fonction = +— In(z) est définie sur R, x +— cos(2z) est définie sur R et a valeurs dans [—1,1]. On sait
que, pour z € R, cos(2x) est strictement positif si et seulement si = est dans un intervalle de la forme

]om - %, om% [ avec k un entier relatif. Ainsi j est définie sur U ]om - %, om% [ La fonction x — In(z)
Q€L

est dérivable sur R’ x +— cos(2x) est dérivable sur R. j est alors dérivable sur tout intervalle inclus dans

son ensemble de définition comme composée de fonction dérivables.

- T
En particulier, pour = € ]_Z’ 1 [, on a

—2sin(2z)

Je) = cos(2z)

x
sin(x)

La fonction z — x est définie et dérivable sur R. La fonction = — sin(z) est définie et dérivable sur R
et s’annule sur 77Z. k est alors définie sur R\#Z et dérivable sur tout intervalle inclus dans R\7Z comme
quotient de fonctions dérivables.

En particulier, pour = €]0, 7|, on a
_sin(z) — zcos(x)

K(z) = 5

sin(z)

x— In(z —Va?—1)
La fonction x — 22 — 1 est définie et dérivable sur R mais ne prend des valeurs positives que sur | — o0, 1]U

[1, +o0l[. Ainsi la fonction z — z— /a2 — 1 est définie sur | — oo, 1]U[1, +00[ et dérivable sur tout intervalle
inclus dans | — oo, 1[U]1, +00[. Cette fonction ne prend toutefois des valeurs strictement positives que sur
[1,4+00[. La fonction x — In(z) est définie et dérivable sur R’} comme composée de fonctions dérivables.

Alors la fonction [ est définie sur [1,+oo[ et dérivable sur |1, +oo[ comme composition de fonctions déri-
vables.

Pour z €]1, +o0, on a
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foo :

Jo1: x>

faz :

Jo3

foa:

< x+1>
T+ In
r—1

1
La fonction z +s — + 1 est définie sur R\{1} et dérivable sur tout intervalle inclus dans R\{1}. Elle est
:E —_—

r+1

positive sur | — oo, —1]U|1, +-00]. Ainsi la fonction z est définie sur | — oo, —1]U]1, +-00[ et dérivable

T
sur tout intervalle inclus dans | — oo, —1[U]1, +00[ comme composée de fonctions dérivables. La fonction
m est alors définie sur | — oo, —1]U]1, +00[ et dérivable sur tout intervalle inclus dans | — oo, —1[U]1, 4+o0].

En particulier, pour z €]1, +o0o[, on a
1

, p—
m(x)_l—mQ

1 + sin(y/z)

1 —sin(v/x)

On sait que, pour tout z > 0, on a 1 + sin(v/x) > 0 et 1 — sin(v/z) > 0, ainsi foo est définie sur
R\ {g +2km , k€ Z} et est dérivable en tout point de R\ {g +kn, ke Z}.

Sur cet ensemble on a

cos(\/f)(sin(\/i)qtl) n cos(\/i)
[ () = 20mm(A)VE T Aa)E cos (V)
2,/ 2136 () ~ 17

1 Vi4+22 -1
r—In| —————
Vit+a22+1
On a, pour tout réel z, 1+ 22 >1>0, V1+22—-1>0, V1+22+1>2>0, la seule difficulté viendra
Vida? -1 0
V1422 +1
fos est alors définie et dérivable sur | — oo, 0[U]0, +00] et sur cet ensemble on a
Va2 41 (22% +4) + 42?2 + 4
2?2+ 1 (223 + 22) 4+ 2 + 323 + 22

du cas x = 0 pour lequel

fés(w) =

confor(2)

1
fos est définie et dérivable sur {x € R*, cos <—> > 0}, cet ensemble n’a pas de forme particuliérement
x

2
élégante mais on peut toutefois remarquer que fo3 est en particulier définie et dérivable sur } —00, —— [ U
T

J5+|

Sur cet ensemble on a

T+ In Vita? - Vi-a?
V14224 V1—a?
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fos est deéfinie sur [—1,1]\{0} et est dérivable sur | — 1, 1[\{0}, sur cet ensemble on a

)(m-m)

Va2t 1+y/1-a? 2 —22)’
) ’ ! (Vatsi+via?) 2 VT2t +2— 2
25;p = =

<\/x2+1+\/1_$2) it i (ﬁ—ﬂ‘m

V2t 1-1- 22 (25— ) (VI—a® +1)

fos 1 T e |z(x 4+ 1)]
fa6 est définie et dérivable sur | — oo, —1[U] — 1, 0[U]0, +o0].

Pour z €] — 0o, —1[U]0, +00[ on a fas(z) = e%\/x(a: +1) ,d’ou

(2x2 —x—2) e%

2eva? 4+ x
et, pour x €] —1,0[ on a fos(x) = e%\/—x(x +1), d’ou

(23:2 —x — 2) e%
2

féﬁ(x) =

féb‘(x) =

2V —x

fog: x> €
fo7 est définie et dérivable sur R et on a

x

Vz € R for(a) = e™te

) 1
f27. X — exp ﬂ

fos est définie et dérivable sur | — e, e[ et sur cet ensemble on a

1
Texp <ﬁ>

(2 —a?)2

fﬁs@) =

fos 1 @ 2*)

z In(x)
€ In(z

Pour z > 0 on a 2% = ex"In(z) = ). fag est alors définie et dérivable sur R% et sur cet

ensemble on a
Jo(z) = %" (xm In(z) - (In(z)+1)+ xxfl)

1
fog: T x=

f30 est définie et dérivable sur R’} et sur cet ensemble on a

1—1n(x)>

2

1

fiola) =% (

T\ nT
f301$F—><—) oun € N*
n
f31 est définie et dérivable sur R’} et sur cet ensemble on a

= m(2) ) (2)°
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f31:

f32:

f33

faa:

f35:

f36

x +— In(In(x))

La fonction = — In(x) est définie et dérivable sur R’ , elle prend des valeurs strictement positives sur
|1, +0o0[. n est alors définie et dérivable sur |1, 400 comme composée de fonctions dérivables.

Pour z €]1, 400, on a

x +— In(In(In(z)))
La fonction = — In(In(z)) est définie et dérivable sur |1, 4o0], elle prend des valeurs strictement positives
sur |e, +oo[. La fonction o est alors définie et dérivable sur |e, +o0o comme composée de fonctions dérivables.

Pour z €]e, +00[, on a

1
x — In(1 4 exp(——))
z
1
La fonction  — —— est définie sur R* et dérivable sur tout intervalle inclus dans R*. Ainsi la fonction
z

1
T 1+exp <——> est définie sur R* et dérivable sur tout intervalle inclus dans R*. Elle prend des valeurs
T

toujours strictement positives. Donc p est définie sur R* et dérivable sur tout intervalle inclus dans R*
comme composée de fonctions dérivables.

En particulier, pour z € R, on a
1

2= (e (1)

plz) =

e
T = —
X

La fonction x — x est définie et dérivable sur R, elle ne s’annule qu’en 0. Ainsi ¢ est définie sur R* et
dérivable sur tout intervalle inclus dans R* comme composée de fonctions dérivables.

En particulier, pour z € R%, on a
(x —1)e”

q/(x) = )

x +— cos(x) (1 + tan(z) tan <§>)
La fonction x — cos(z) est définie et dérivable sur R. La fonction x — tan(z) est définie sur R\{g +

am , a € Z} et est dérivable sur tout intervalle inclus dans R\{g +am, a € Z}. La fonction = — tan (g)
est définie sur R\{m 4+ 207, B € Z} et est dérivable sur tout intervalle inclus dans R\{m + 247, 8 € Z}.
Ainsi r est définie sur R\ (g +ar,acZ}U{r+207, B € Z}) et est dérivable sur tout intervalle inclus

dans son ensemble de définition comme produit de fonctions dérivables.
En particulier, pour z € ]—g, g [, on a
r(z) =0
En effet, si on effectue des simplifications trigonométriques, on peut se rendre compte que, pour tout

xGR\(%—{—om, a€Zu{nr+20m, BGZ}),T(m)zl

T (w$)2x+1
La fonction x + z” est définie sur RY, par 2" =e .Elle prend des valeurs strictement positives et elle est
dérivable sur R’ . Pour 2 € RY on peut réécrire (27)* ! = exp((22+ 1) In(e” @) = exp((222 + z) In(z)).

z In(z)
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La fonction = + exp((2z” + z)In(z)) est définie et dérivable sur R’ et prend des valeurs strictement
positives. De plus la fonction o +— /z est définie sur Ry et dérivable sur R% . Ainsi s est définie et
dérivable sur R} comme composée de fonctions dérivables

Pour z € R%, on a
’ ()T (22 +1)(n(zx)+1) +2-z-In(x))

9 (,II ) 2z+1

s'(z) =

x
fs7: x — arctan <\/17——.%'2>
La fonction = — /1 — 2?2 est définie sur [—1,1], s’annule en —1 et 1 et est dérivable sur | — 1,1[. Ainsi

x

la fonction x +— T est définie et dérivable sur | — 1, 1] comme quotient de fonctions dérivables. La
-

fonction = +— arctan(z)est définie et dérivable sur R. Ainsi u est définie et dérivable sur | — 1,1[ comme

composition des fonctions dérivables.

On a, pour z €] — 1, 1],

1
V1—22

u(z) =

Réponse de ’exercice 16.2

Sur [0, %] la fonction sinus est positive, f est donc bien définie sur [O, %}

f continue sur [O, g} et dérivable sur }0, %] de dérivée

cos ()

™
Ve e |0, = "(2)= —2=+12>21>0
] 2] f@) 24/sin (z)

f est donc strictement croissante sur [0, z]. D’aprés le théoréme de la bijection continue f réalise une
bijection de [0, g] dans f ({0, g]) et sa bijection réciproque f~! est continue sur f <[0, gD
On sait que f <[O, gD est un intervalle de R, que f(0) =0, et f <%) = 1—1—%. Ainsi [0, 1+ %] cf ({0, g])

De plus on a

\me[o,g] 0< f@)<1+75

D'ou f ([0, g]) c [0,1 + g] et finalement f ([0, g]) - [0,1 + g}

=% est donc continue sur [0, 1+ g} Elle est dérivable sur
s L . —1 / —1
{y € [0, 1+ 5] f est dérivable en f~ (y) et f'(f " (y)) #0

C’est-a-dire

{velor+3] welor+ 3] e s w) #0f

On a f _1(y) = 0 si et seulement si y = 0 et on sait que f’ ne s’annule jamais. Ainsi f~! est dérivable sur
s
0,1 —}
Jo.1+3

Réponse de I’exercice 16.3
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— Soit f : R — R
3
) T
T sm(x)—x—i—g
f est dérivable sur R car somme de fonctions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif x,
f(z) = 0.
Pour cela dérivons f. Pour z € R on a

f(z) = cos(z) — 1+ %2

Le signe de f’ n’est pas évident, il va falloir continuer. f’ est dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables et, pour x € R, on a
f"(z) = —sin(x) + =

On sait que, pour z > 0, on a sin(z) < z. Ainsi, pour z > 0, on a f”(z) > 0.

f' est donc croissante sur R,. D’ot1, pour tout réel positif x, f'(x) > f(0). Or f/(0) = 0. Ainsi, pour
z>0,0ona f(z) >0.

f est donc croissante sur R . D’ou, pour tout réel positif z, f(z) > f(0). Or f(0) = 0. Ainsi, pour = > 0,
on a f(x) > 0. C’est-a-dire, pour tout réel positif x,

Soit maintenant ¢ : R — R
) x> 2
x = sin(z)—x 4+ —— —
g est dérivable sur R car somme de fonctions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif z,
g(x) <0.
Pour cela dérivons g. Pour x € R on a

Le signe de ¢’ n’est pas évident, il va falloir continuer. ¢’ est dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables et, pour x € R, on a

On vient de prouver que, pour tout réel positif =, z — 5 < sin(z). Ainsi, pour z > 0, on a ¢"(z) < 0.

g est donc décroissante sur R.. D’oti, pour tout réel positif x, ¢'(z) < ¢'(0). Or ¢’(0) = 0. Ainsi, pour
z>0,0onag(z)<0.

g est donc décroissante sur Ry. D’otu, pour tout réel positif z, g(x) < ¢g(0). Or g(0) = 0. Ainsi, pour
x >0, on a g(x) < 0. Cest-a-dire, pour tout réel positif z,

x> x°

. e T 4T
sin(z) < z 5 +120

— On peut remarquer que I’'inégalité demandée est équivalente &

1
Vo >0 arctan(z) > T
C’est-a-dire .
Ve >0 t -———>0
x arctan(x) P
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Soit alors f : x +— arctan(z) — . [ est dérivable sur R et on a

X
2 +1
1 1 — 22 2

- - >0
1122 (11227 (L+22)

VieR  f'(x)

f est donc strictement croissante sur R, on a ainsi
Vo >0 f(z) > f(0)
C’est-a-dire

T

LN
x2+1>

Vx>0 arctan(z)

On a bien montré que

1
Vo >0 (m + —> arctan(z) > 1
x

— On va montrer ici que

Ve > 1 In(z) <
Soit h : ]1,4o00[ — R
2 _
Tl )

2z
h est dérivable sur |1, 400 et on a

X —

24222 1 1422 2 (x —1)2
\v/ / —_—
vl h(x)_?_z_Q— 2 222 2%

h est donc strictement croissante sur |1, 4+o0o[. On a ainsi

Vo >1 h(z) > lim h(z)

z—1t
C’est-a-dire
Vo > 1 v -1 In(z) >0
x — In(x
2x
On a donc montré que
zln(z) 1
Ve >1 <z
v 221 2
1
— Onpose f : 2z — R In (1 +vV1+ x2) — — —1In(z) On va montrer que f’(z) est toujours stricte-
R — =z v
ment positif sur RY.

On trouve - <1 = 1) L
() = j

x2( 24+ 14+224+1

Il est clair que, pour z €]0,1] on a f'(x) > 0.
On suppose donc z > 1. Il faut vérifier que

x2>(x—1)(1 x2+1>

C’est-a-dire )

x S 1> V1+a?
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Les quantités considérées étant positives, cette inégalité équivaut a
(2 —z4+1)? > (22 + 1)(z — 1)

qui équivaut a 22 > 0
On a donc bien
Ve >0 f(z) >0

Ainsi f est strictement croissante sur ]Ri.
Enfin, pour z > 0 on a

——=In(=+4/1+
X X X

f(x):1n<1+\/1+x2> 1 <1 1)_1

T

Ainsi  lim x) = 0.
T—+00 f( )
On a alors alors, par croissance de f,

Vo >0 f(z) < lim f(x)

T—+00
C’est-a-dire )
Vo >0 ln(1+\/1+x2)<—+ln(aﬁ)
x
— Soit f : ]0,+o0[ — R f est dérivable sur ]0, +oo[ et on a
1
x — arctan(x) + arctan <—>
x
1 1 1 1 1
Ve>0  fl(z) = = = - =0
’ /z) 1—|—x2+< x2>1+x—12 1+22 1422

f est donc constante sur ]0, +o00[, en particulier on a

Ve>0  flz)=f(Q1)

C’est-a-dire

1
Yz >0 arctan(x) + arctan <—> = g
x

Réponse de I’exercice 16.4
Soit (a,b,c) € R® et soit f : [0,1] — R .
r = a(@?—z)+ b —z) + (2 — 1)
f est un polynome et est donc dérivable sur R On a de plus f(0) =0 et f(1) = 0. Ainsi, d’aprés le théoréme
de Rolle, il existe z € [0,1] tel que f'(x) = 0.
C’est-a-dire, il existe x € [0,1] tel que

dax® —a+302 —b+2cx —c=0

et donc
daz® +3bx® +2ct =a+b+c

Réponse de l’exercice 16.5
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1. Pour tout A € R la fonction f) est dérivable sur R. La tangente & la courbe représentative de fy en 0
admet comme coefficient directeur f3(0).
On a f1(0) = 1. Les tangentes en 0 aux courbes représentatives des fonctions fy ont donc toutes le méme

coefficient directeur et sont donc paralléles.

A+1
+ et de coefficient

2. La tangente a la courbe représentative de fy en 1 est la droite passant par fy(1) =

A
directeur f3(1) = —5 Il s’agit donc de la droite Dy d’équation

A A+ 1
= S -1)+ 2=
Y 2(96 ) + 5

C’est-a-dire

A
= ——X —
y=73 2

1
On voit alors que, pour tout A € R, le point M <2, 5) appartient & D). Les droites D) sont donc

1
concourantes en M <2, 5)

Réponse de I’exercice 16.6

Soit keNet ¢, : R — R .

r — "

t;. est dérivable et, pour x € R, on a
th(z) = kP! t(z) = k(k — 1)z" 2
On remarque alors que, pour € R
(h+1)ab = th@) et (k+2)(k+ Db = ()
Ainsi,
n n /
ho= 3t = (e
k=0 k=0
et
n n "
k=0 k=0

Or, pour z € R\{1} on a

n n n
1— xn+1)
" _ k+1 _ k _ (
S teale) = 3ot =30t - LT
k=0 k=0 k=0
et n n n
1
_ k42 2 p_ (1 —a™th
Ztk+2(9€)—zm =z Zx ==0—"
k=0 k=0 k=0
Soit alors F, : R\{l} — R et G, @ R\{1} — R
x(l _ xn-i—l) xZ(l _ xn—l—l)
T — x —
1—=z 1—=
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F,, est dérivable sur |1, 400 en tant que quotient de fonctions dérivables et on a

n+2 n+2 _ n+1l _ 9 n+1 1
Vo el 4] Fya) - T T Z W
(z—1)
Et
Va €]1, +00] Fl(z) = fu(2)
De méme +2 +2 +1 +1
n n _ n — pn 1
v €] — 00, 1] F;L(x):nx +x nx i T +
(z—1)
Et
Vo€l —ool]  Fl(@) = fule)
D’ou

nxn+2 + xn+2 _ nwnJrl _ 2.%'”+1 1
Ve e R\{1}  fa(z) = 5
(z—1)
G, est dérivable deux fois sur |1, +o00 en tant que quotient de fonctions dérivables et on a

2,.n+3 3 n+3 ) n+3 __ ) 2,.n+2 _ 8 n+2 _ 6 n+2 2,.n+1 5 n+1 6 n+1 _ 2)
V:ce]l,+oo[ Gg(:c): + dnx + 2z n°x (nx 1)3 X +n‘x + onx + 6x
1‘ —_
Et
Vr €]l +oo[  G() = ga(2)
De méme
” 2pn43 4 33 o opnt3 _ on2Zpnt2 _ Quant2 _ gpnt2 4 2t 4 ppantl 4 gentl — 9
Vo €]—o0,1]  Gp(z) = 1)
Et
Ve el —oo,1[  Gh() = ga(2)
D’ou
n2 n+3 + 3n1.n+3 + 2.%'”+3 o 2n2xn+2 _ 8nx”+2 o 61‘n+2 + 7”L2.%'n+1 + 5nxn+1 + 6xn+1 —9
Vo € R\{l} gn(x) = (m _ 1)3

Le calcul de f,(1) et g,(1) se rameéne aux calculs de sommes usuelles vues dans le chapitre « Méthodes de
calcul ».

Réponse de ’exercice 16.7

(1 -
— Pour z # 0 on a —z% < 2%sin (— < 22, Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes on a
x

lim f(x)= lim f(x)=0= f(0)

z—0t z—0~

f est donc bien continue en 0. De plus on a

2 1
H—o
vet0  —a< G0
x—0
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Ainsi, encore d’aprés le théoréme des gendarmes, les taux d’accroissements admettent une

fz) = f(0)
0

limite (plus précisément 0) quand z tend 0. f est donc dérivable en 0 de dérivée f'(0) = 0.

1
Sur ]0, +oo[ et | — 00,0, la fonction x — — est dérivable. Comme la fonction sinus est dérivable sur R
x

alors f est dérivable sur |0, +oo[ et | — oo, 0] de dérivée

Vz € R f'(z)) = 2xsin <%> + 22 x (;—;) cos <%> = 2xsin <%> — o8 (%)

1 1
Il est assez clair que x — 2x sin (—) —cos <—> n’admet pas de limite quand x tend vers 0. f' n’est donc
x x

pas continue en 0.
— Pour x € R on a —2? < z|z| < 2 Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes on a

lim g(z) = lim g(z) =0 = ¢(0)

z—0t z—0~

g est donc bien continue en 0. De plus on a

= ||

g(x) — 9(0)
Ve #0 Y0

Ainsi, les taux d’accroissements admettent une limite (plus précisément 0) quand z tend 0.

g(x) —9(0)
-0
g est donc dérivable en 0 de dérivée ¢'(0) = 0.
Sur ]0, 400[ on a g(z) = 2, g est donc dérivable sur |0, +-00[ de dérivée ¢’ : z +— 2z, de méme sur | — oo, 0[,
g est dérivable de dérivée ¢’ — —2x
On a
lim ¢ (z) = lim ¢'(x) =0= ¢'(0)
z—0~ z—07F
g’ est donc bien continue sur R. (On peut remarquer qu’en fait ¢'(z) = 2|z|)
— La fonction x — || + 1 est continue sur R et ne s’annule jamais, ainsi h est continue sur R en tant que
quotient de fonctions continues. En particulier A est continue en 0.

On a
h(z) — h(0) 1

Vo #0 =
z# x—0 |z| + 1

h(z) — h(0)

h est donc dérivable en 0 de dérivée h'(0) = 1.

Ainsi, les taux d’accroissements admettent une limite (plus précisément 1) quand x tend 0.

1
Sur ]0,4o00[ on a h(z) = L, h est donc dérivable sur ]0, +oo[ de dérivée b’ : z — ———— de méme
1+ (1+z)?
1
sur | — 00,0], g est dérivable de dérivée ¢’ :— ——
(1—x)?

On a

lim A'(z) = lim A'(x) =1 = h'(0)

z—0~ z—0t

1
h' est donc bien continue sur R. (On peut remarquer qu’en fait h'(z) = W)
+ |z

Réponse de I’exercice 16.8
Soit ¢ : [a,b] — R
= e(f(z) - f(2))
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On sait que f et f’ sont continues et dérivables sur [a,b], g est donc dérivable sur [a,b] et on a

Vo € fa,b]  g'(x) =e"(f(2) = f'(2)) + e"(f'(2) = ["(2)) = " (f(2) = f"(2))

On a de plus g(a) = 0 et g(b) = 0 et donc, d’aprés le théoréeme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0,
c’est-a-dire e°(f(c) — f"(c)) = 0.
On a donc bien ¢ €]a, b]

tel que f(c) = f"(c).

Réponse de I’exercice 16.9
Soit (a,b,c) € R® et soit f : [0,1] — R
= a(z*—z)+b@® —2) +c(z? - 1)
f est un polynome et est donc dérivable sur R On a de plus f(0) =0 et f(1) = 0. Ainsi, d’aprés le théoréme
de Rolle, il existe z € [0,1] tel que f'(x) = 0.
C’est-a-dire, il existe z € [0, 1] tel que

2

dar® —a+3b2 —b+2cx —c=0

et donc
daz® +3bx® +2ct =a+b+c

Réponse de I’exercice 16.10

1. Soit a et b deux réels avec a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et dérivable sur [a,b]. On
suppose que f s’annule n fois sur [a,b] ot n > 2. Notons 1 < x93 < --+ < z, les points d’annulation de f.
On a alors f(z1) = f(z2) =+ = f(x,) =0.

Soit 7 € [1,n — 1]. f est dérivable sur [z;, x;11], on peut lui appliquer le théoréme de Rolle, il existe donc
yi €]x;, rir1] tel que f'(y;) = 0. On a ainsi n — 1 réels y; tel que f(y;) =0 avec 11 <y1 < @9 < Yo < -++ <
Tn—1 < Yp—1 < Tp.

2. Soit P un polynome de degré n dont toutes les racines, notées \; < Ag--- < Ay, sont réelles (les racines
sont éventuellement multiples).

Commencons par remarquer que, comme P’ est de degré n — 1 il admet au plus n — 1 racines réelles.

On va procéder comme précédemment. Toutefois, il est possible ici d’avoir \; = A;41. Ceci n’arrive que
quand ); est une racine de multiplicité m > 1 mais on sait qu’alors \; est également une racine de P’ de
multiplicité m — 1.

Ainsi, si \j = X\jt1 = -+ Ay, alors on a 1 = piir1 = pitm—1(= ;) des racines de P’ telles que

Ai < i < N1 < ipm—1 < Nigm

Dans le cas o A\; < A;j11 on peut alors le théoréme de Rolle.
Finalement on a n — 1 réels j1,- - - i,—1 racines de P’ tels que

N

M < KA < pp <A1 K lip—1 < Ay

On parle d’entrelacement des racines. En particulier toutes les racines de P’ sont dans U'intervalle [A1, A,].

Réponse de ’exercice 16.11

Soit T une période de f. On a alors
Ve eR flx+T) = f(x)
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En particulier f(0) = f(T'). f est dérivable sur R donc sur [0, 7]. D’aprés le théoréme de Rolle, il existe alors
zo €]0, T tel que f'(z0) = 0.

On peut répéter ce processus sur tous les intervalles [kT, (k + 1)T] ou k € Z mais on va procéder ici de
maniére différente en montrant que f’ est également périodique de période 7.

Soit g : x+— f(x+T) — f(x). g est alors dérivable sur R et on a

Ve e R Jd@)=f(x+T)— f'(x)
On remarque que, par périodicité de f, g est constante et vaut 0. Ainsi ¢’ est également la fonction nulle. D’ott
Vz e R f(z+T)=f()
f est donc périodique de période T'. On a alors
VkeZ  f(xzo+kT) = f'(xo) =0

! . . o, .
f' s’annule donc bien une infinité de fois.

Réponse de ’exercice 16.12
Soit ¢ : [a,b] — R
z = e(f(z) - f(2))

On sait que f et f’ sont continues et dérivables sur [a,b], g est donc dérivable sur [a, b] et on a

Vo elab]  g(z)=e"(f(z) = f(2) +e(f(z) - f(2)) = e"(f(z) - f"(2))

On a de plus g(a) = 0 et g(b) = 0 et donc, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0,
c’est-a-dire e(f(c) — f"(c)) = 0.
On a donc bien ¢ €]a, b tel que f(c) = f"(c).

Réponse de I’exercice 16.13

Comme suggéré par ’énoncé, posons g : [a,b] — R
f)
t t) — —————~( — t—>b
R e (DI
g est alors la somme de f et d’un polynéme et est donc, & ce titre,deux fois dérivable sur [a, b].
On a g(a) =0, g(b) =0 et

f)

gA) = f(A) — D)

A—a)A=0b)=0

On peut appliquer le théoréme de Rolle & g sur [a, A]. Il existe donc ¢1 €]a, A tel que ¢'(c1) = 0. De méme,
d’aprés le théoréme de Rolle appliqué a g sur |\, b[, il existe co €]\, b[ tel que ¢'(co).

Onaalorsa <c; <A<cy<betg(c1) =g (c2) =0. La fonction g est deux fois dérivable sur [a,b] donc ¢’
est dérivable sur [c1,c2]. On peut alors lui appliquer le théoréme de Rolle. 11 existe alors ¢y €]c1, c2[C [a, b] tel
que g’ (cy) = 0, c’est-a-dire

f/I(C)\) —9

D’on

Réponse de I’exercice 16.14
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— On peut remarquer que le cas ol a et b sont deux réels est excessivement simple. En effet f est dérivable
sur R, elle est donc continue sur R.
Sia € RetbeRon aalors f(a) = lim f(x) =1l et f(b) = lirr%)f(m) = [. On peut alors appliquer le
r—a Tr—

théoréme de Rolle a f sur [a,b] et ainsi obtenir ¢ € R tel que f'(c) = 0.
— Traitons ensuite le cas a = —oco et b = +00. C’est ici que la fonction g se révéle utile.

1
La fonction & — — +

est dérivable sur ]0, 1] et f est dérivable sur R. g est alors dérivable sur |0, 1].
xr T —
On a de plus li = 1li =let li = i =1
nadeplus lim g(z) = lim f(y) Jim g(z) = lim g(y)
On peut alors prolonger g par continuité sur [0, 1] en posant g(0) = g(1) = .
On peut alors appliquer le théoréme de Rolle & g sur [0, 1]. Il existe donc ¢ €]0, 1] tel que ¢’'(c) = 0.

On a v 0.1l g/(x):<;—;+ﬁ>f,<%+wil)

Ainsi, on obtient

1 1
Notons ¢ = — + —_pona alors trouvé ¢ € R tel que f'(¢) = 0.
c c—

— Traitons maintenant le cas ot a € R et b = 4o00.
Posons h : ]0,1[ — R

r = f(a—l—i—l)
x

1
La fonction x +— a — 1 + — est dérivable sur ]0, 1[ et f est dérivable sur R. h est alors dérivable sur |0, 1[.
x
0 de plus lim h(x) = i =let li =1 =[.
nadeplus lim h(z) = lim f(y)="Llet lim g(z)= lim f(z)
On peut alors prolonger g par continuité sur [0, 1] en posant g(0) = g(1) =I.
On peut alors appliquer le théoréme de Rolle & g sur [0, 1]. Il existe donc ¢ €]0, 1] tel que ¢'(c) = 0.

On a ) )
vz €]0,1] Jd(z) = (%) f <a— 1+ ;)
—%f’ <a—1+l> =0
c c

f’(a—l—i—l):O
c

1
Notons ¢ = a — 1+ —, on a alors trouvé ¢ € R tel que f/(¢) = 0.
c

Ainsi, on obtient

— Lecasa = —ooet b € R se traite de maniére similaire en considérant h : ]0,1[ — R

1
T —> f<b+1+—>
r—1

Réponse de I’exercice 16.15

On va montrer par récurrence que, pour tout polynome P de degré n, 'équation P(z) = ¢* admet au plus n+ 1
solutions.
Initialisation :
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Un polynome de degré 0 est un polynoéme constant. La fonction exponentielle étant une bijection de R dans
R% , une équation de la forme e* = C admet une solution si C' > 0 (In(C')) et aucune si C' < 0, ce qui fait bien
au plus 0 + 1 solutions

Hérédité :

On suppose que, pour tout polynome @ de degré n, 'équation Q(z) = e¢* admet au plus n + 1 solutions.
Soit P un polynome de degré n + 1. Supposons par I’absurde que ’équation e = P(z) admette au moins n + 2
solutions, notées x1 < x2 < -+ < Tpy2.

Notons f: z +— P(x) — €®. On a alors

f(@1) = f(z2) =+ = f(znt2) =0

f est de clagsse C* sur R car tout polynome est de classe C*° et la fonction exponentielle est de classe C™.
En particulier f est dérivable sur R.
On peut alors appliquer le théoréme de Rolle a f sur chacun des intervalles [z;,x;41], ou i € [1,n + 1]. Il

existe alors y1 €)1, 72[,y2 €]T2, 73], , Ynt1 €|Tny1, Tnya] tel que
) = f(y2) == f'(Yn+1)
Y1,Y2,"+ »Yni1 sont alors n + 1 solutions distinctes de ’équation P'(x) = e®. Or P’ est de degré n, d’apreés

I’hypothése de récurrence, I'équation P’(x) = e* admet au plus n solutions.
On aboutit & une contradiction. Ainsi I'équation P(z) = e admet bien au plus n+ 1 solutions, ce qui prouve
I’hypothése au rang n + 1 et achéve la récurrence

Réponse de I’exercice 16.16

1. Soit k € N*. La fonction In est continue sur [k, k + 1] et dérivable sur |k, k + 1[. On peut alors lui appliquer
le théoréme des accroissements finis.

In(k+1) —In(k 1
Il existe donc ¢, € [k, k + 1] tel que n(k+1) = In( ):—.

k+1—k Cl
C € [k, k+1] 1 L < 1 < 1
omme on a alors <— < —.
mme c, , n IS T P
1 1
C’est-a-dire P <ln(k+1) —In(k) < %
1
2. Soit n > 2. On sait que, pour tout k¥ > 1, on a z > In(k + 1) — In(k).
Ainsi
n
1
S -
" k
k=1
n
> Z In(k+1) —In(k) on reconnait ici une somme téléescopique
k=1
> In(n+1) —In(1)
>In(n+1)

De méme on sait que, pour tout k > 2
1 1

o= m <hn((k—1)+1) —In(k —1) <In(k) —In(k — 1)

Ainsi

3

Sy =

bl
Il
A
| =
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|
=14+ —

n
<1+ Z In(k) — In(k — 1) on reconnait ici une somme téléescopique
k=2
>1+1In(n) —In(2-1) > 1+In(n)

On a bien obtenu ’encadrement
Vn > 2 In(n+1) < S, <1+In(n)

3. De I’encadrement précédent on tire

In(n+1) - Sn - 1+ 1In(n)

>
vn > 2 In(n) In(n) = In(n)
C’est-a-dire ( 1)
In(1+ = S, 1
> L —r- K
vn > 2 * In(n)  In(n) L+ In(n)
Sn

D’aprés le théoréme des gendarmes, on a alors lim =1, c'est-a-dire S,, ~ In(n).
n—+oo In(n) +00

Réponse de ’exercice 16.17
Soit h € R*, la fonction arctan est continue et dérivable sur R, on peut donc lui appliquer le théoréme des

accroissements finis. Pour fixer les idées on prendra h > 0.

Il existe donc ¢ €]0, h[ tel que

arctan(h) — arctan(0)
- = ['(cn)

Posons 60, = % On a alors 6, €]0,1[ tel que f(h) = hf'(O,h).

C’est-a-dire

W = arctan(h)
D’ou
) 1 1

92 = R
" harctan(h)  h2

Puis, comme 65, > 0,

Ay
h harctan(h)  h?

Ce qui prouve 'unicité de 6y,
On a
h — arctan(h)

0 =
4 h? arctan(h)

Déterminer la limite de 0 nécessite des connaissances d’équivalents (ou de développements limités) un peu
3

poussées : Il faut en effet savoir que arctan(h) v h et h — arctan(h) e
Sachant cela, on obtient

lim 6, =

1
h—0 %
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Réponse de I’exercice 16.18
Soit € > 0 et soit C' € [a,+00[ tel que

V> C l—e< fl(z) <l+e

f est dérivable sur [a, +o00[ donc sur [C, +oo[. Soit > C', on peut appliquer le théoréme des accroissements finis

- f(C - f(C
a entre C et z. Il existe alors ¢, > C tel que % = f'(cz) Dot £ — ¢ < % <+«
Ainsi, pour tout z > C on a
€_€+m<ﬂ<€+g+m
x—c x x—C
C
On sait que lim 1) = 0, ainsi, il existe C' > tel que
r—>+00 L —
Vo > ¢’ —€<f(c) <€
x—C
Ainsi, en notant C” = max(C, ("), on a
Ve > C” E—Qaé@éﬁ—i—?a
On a donc montré que
Ve>03dC >0 x>C”:>€—26<@<€+26
C’est-a-dire lim @ =/.
r+oo

Réponse de I’exercice 16.19

On introduit 'application ¢ définie sur [zg,zo + h] par ¢(t) = f(t + h)" f(1).

On constate que f(zg+ 2h) 2f(x0+ h) + f(z0) = p(zo + h)" p(z0).

L’application ¢ est deux fois dérivable sur [zg, ¢ + h]. On peut donc lui appliquer le théoréme des accrois-
sements fini entre g et xg + h. Il existe donc ¢p, €]xg, zo + h[ tel que

@(zo + ) @(z0) = he'(ch)

Or ¢'(cp) = f'(en + h) f'(cn). f est deux fois dérivable sur [xg,zo + 2h] donc f’ est dérivable sur [cy, ¢, + A
On peut donc lui appliquer le théoréme des accroissements finis entre ¢, et ¢, + h.
Il existe donc zy, €]cy, cp + h[Clwo, o + 2h] tel que f'(cy + h) — f'(cn) = hf" (z1).
D’ou
f(xo+2h) = 2f (w0 + h) + f(x0) = h*f" (wn)

Réponse de I’exercice 16.20

1. Soit h:xz — (f(b) — f(a))(g(z) — g(a)) — (g(b) — g(a))(f(z) — f(a)). h est continue sur [a,d] et dérivable
sur Ja,b[. On a h(a) = 0 et h(b) = 0. D’apreés le théoréme de Rolle il existe donc ¢ €]a, b] tel que h'(c) = 0,
c’est-a-dire

(f(b) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a))f'(c)
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2. Soit x €la, b[, de maniére similaire & la question précédente, il existe ¢, €la, x| tel que
f(@)g'(ez) = g(x) f'(ca)
On a a < ¢; < x, d’onr, d’aprés le théoréme des gendarmes, liin Cy = a.
xr a
De notre égalité précédente on tire, si g(x) # 0 et g(cg) # 0,

f@) _ J(e)
g(x)  g'(c)

et done @) ) . P
lim % — C) _ Y _y
2 g(x) 2 g (cz) ya q ()

Ce résultat est connu sous le nom de régle de I’Hospital.

Réponse de ’exercice 16.21

Soit
¢ : |a,b] — R v i [a,b] — R
flz) = fla) flx) = fb) .
T Tr—a sie#a r = z—b se#d
f'(a) siz=a f'(b) siz=0>

@ et 1 sont alors continues sur [a, b]. On observe que ¢(b) = 1(a). ¢ étant continue, ¢([a, b]) est un intervalle
de R, il contient en outre ¢(a) = f'(a) et p(b) donc contient Iintervalle [f(a), ¢ (b)].

De méme, on a [(b), f/(b)] C v([a,b])

Soit y € [f'(a), f'(b)]. De deux choses I'une :

— Soit y € ¢([a,d]);

— Soit y € ¥([a, b]).

Dans le premier cas, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €]a, b tel que y = ¢(c). Dans
le second cas, toujours d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €]a, b[ tel que y = ¢(c).

On a alors )

G {1 N (DB 5
c—a b—c
Quelle que soit la situation on a, d’aprés le théoréme des accroissements finis, d €|a, b| tel que
— b) —
S O=I@ oy - 1O =SO)

c—a b—c

= f'(d)

On a ainsi trouvé d €la, b[ tel que y = f/(d). f’ prend donc bien toutes les valeurs comprises entre f’(a) et

().

Réponse de I’exercice 16.22
Soit ¢ : [0,1] — R .
x
= g(e) = 3(d(@) +24'(0) + A2
g est impaire, ses dérivées d’ordre pair sont donc nulles en 0 (pour le voir dériver f(z) — f(—z)). On choisit

A de sorte que (1) =0
¢ est dérivable sur [0,1] et

Veel0,1]  ¢(x) =54 (z) -
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On peut lui appliquer le théoréme de Rolle entre 0 et 1. Il existe donc ¢; €]0, 1] tel que

0=¢'(c1)

On a de plus ¢'(0) = 0. La fonction ¢ est dérivable sur [0,1] et on a

2 1
e e (0,1 ¢'(2) = 59"(@) - 59 — 2o (@) + 200
On peut alors appliquer le théoréme de Rolle & ¢’ entre 0 et c;. il existe donc ¢ tel que ¢”(ca) = 0.
¢ est dérivable sur [0,1] et on a

Vz € [0,1] o®(z) = _§9(4) (z) + 60z

Ainsi ¢”(0) = 0, on peut alors appliquer le théoréme de Rolle & ¢” entre 0 et cs. il existe donc c3 tel que
2(3)(cs) = 0.
Cest-a-dire c
—339(4) (c3) + 60X

Dot g (c4) = 180Aes.
Finalement, on applique le théoréme des accroissements finis 4, g(4) entre 0 et ¢4. Il existe donc ¢ €]0, ¢4[C]0, 1]
tel que

9 (er) = g (0) = cag®(c)

1
On sait de plus que g™ (c4) = 180Acs, on a alors ¢©® (¢) = 180 et donc A = @g(‘:’)(c).

L’égalité (1) = 0 devient alors

9(1) = 2(6'(1) +24/(0)) ~ 75209

Réponse de I’exercice 16.23

1. Soit a et b deux réels avec 0 < a < b. On a alors In(a) < In(b).
La fonction exponentielle est dérivable sur R donc en particulier sur 'intervalle [In(a), In(b)]. Il existe ainsi
¢ € [In(a),In(b)] tel que

C

eln(b) — en(@) B
In(b) — In(a)

La fonction exponentielle étant croissante on a alors (@) < o < M) (Pest-a-dire

b—a

< — K
a\lnb—lna\

Soit x €]0, 1[, 'inégalité précédente appliquée & a = x et b = 1 donne

Toutes les quantités considérées sont positives, la fonction = — — est décroissante sur R’ , on a ainsi
T

>—Inzl—2x2>1

SR
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Onaxz<doul—zx>0etdonc

1
l—-—<Ilnhz<z-1.
T

Pour x > 1 on applique la premiére inégalité 4 a =1 et b =z, d’ou

z—1
1< <z
Inz
Puis, les quantités considérées étant toutes positives
Inz 1
> =
r—1" =z
Et enfin, comme z — 1 > 0,
1
l1-—<Ilnzx<z-1
x

On peut remarquer que, dans le cas x = 1,cette inégalité devient 0 < 0 < 0 et est donc aussi vraie pour
=1
2. Soit a et b deux réels avec 0 <a <betsoit f : R — R
z = J(1+2)
f est continue sur R et est dérivable sur | — co, —1[U] — 1, +00[ donc en particulier sur ]0, 4o0].

Pour z €]0, +o0[ on a
1 1

a 3\3/1+w2

Si z € [a, b] alors, par croissance de la fonction racine cubique on a

Vita<V1+2<V1I+0

f'(x)

Puis, comme toutes les quantités considérées sont positives et que la fonction z +— z? est croissante sur
RJH

Mra <M1t <110
Et donc
f'(a) = f'(x) = f'(b)

L’inégalité des accroissements finis appliquée & f entre a et b nous donne alors
) b—a) < V1+b—V1+a< f(a)b—a)
1
1l suffit de remarquer que, comme a > 0, alors f/(a) < 3 pour obtenir

b_
Vi+b—V1+a< 3a

3. La fonction g : # — arcsin(z) est continue sur [—1, 1] et dérivable sur | — 1, 1[. Pour c €] — 1,1[ on a

g'(c) = .

Vv1—¢c?

Soit 2 €]0, 1[. On peut appliquer le théoréme des accroissements finis & g entre 0 et z. Il existe alors ¢ €]0, x|
tel que

arcsin(z) — arcsin(0)

o =g'(c)

On obtient ainsi

1 1
Comme ¢ €]0, [ alors 0 < A<t doul>1—¢2>1—22et donc <
Vi—c2 V1-—2a2
I'inégalité voulue
z

V1—22

arcsin(z) <
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4. La fonction h : x — arctan(z) est continue et dérivable sur R. Pour ¢ € R on a

1

/
c)=——
Soit > 0. On peut appliquer le théoréme des accroissements finis & h entre 0 et z. Il existe alors ¢ €]0, x|

tel que
arctan(x) — arctan(0)

x—0

= 1'(c)

1 S 1
14227 1+ 22

Comme ¢ €]0, z] alors 0 < 2 < x2, doul<1+c®<1—22et donc On obtient ainsi

I'inégalité voulue

arctanx >
T 1422

Réponse de I’exercice 16.24

1. On va montrer par récurrence le résultat suivant :

H, : Si f et g sont deux fonctions de classe C™, alors f x g est de classe C" et

(Fxg)™ =Y <Z)f(’“’ x g

k=0

Initialisation :

Tl nous faut prouver H; : Si f et g sont deux fonctions de classe C, alors f x ¢ est de classe C! et
(fx9)=fg+df

Il s’agit d’un résultat bien connu du cours sur la dérivation.
Héredité :
Soit n € N*, on suppose que H,, est vraie et on veut montrer que H, 1 est vraie.

Cn+1

Soit f et g deux fonctions de classe . Alors f et g sont en particulier de classe C! et ainsi f x g est de

classe C! et on a

(fxg9)=fg+1d

f" et ¢’ sont de classe C", f et ¢ sont de classe C"*! donc en particulier de classe C™.
D’aprés ’hypothése de récurrence, f'g et fg' sont alors de classe C". Ainsi (fg)’ est de classe C" en tant
que somme de fonctions de classe C* et donc fg est de classe C*™L. On a de plus

n

(f'g)™ = Zn: (Z) (fY®) % gn=k) = Z <Z>f(k+1) x g(n=Fk)

k=0 k=0
(fg/)(n) _ Zn: (Z) f(k) % (g/)(nfk) _ Zn: (Z)ﬂk) % g(nJrlfk)
k=0 k=0
D’ou
(F)" ) = ((£9))"

= (flg+g0)"™
= ("9 + 1g)t™
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_ Z <Z>f(k+1) w k) 4 <Z> F) 5 gnt1=k)
k=0

- n () % g(n+1-7) ~ (7 (k)  gnt+1-k) P 1
1<j—1>f X g —i—kZO(k)f X g on prend j =k +

on prend k = j et on sort les termes extremaux
n+1

n = n _ n el n n
ST TICA T e et
k=1 k=1
> n n _ n
AP <<k_ 1) ! <k>> A
k=1

_ f +1>g+z< ' >f(k>xg( HI-K) | pg(nt)
k=1

n+ 1> nt1) S ) ek (P
g+ F¥ % g + fg
(n +1 P k 0
n+1

n+1 el
:Z< ' >f<k>xg(+1 b

k=0

On a donc prouvé H,41 : si f et g sont deux fonctions de classe C"*! alors f x g est de classe C"*! et

n+1

n n+1 n+l1—
(fxg)(+1>:2< ' >f(k>xg(+1 )

k=0

Par récurrence on a ainsi montré que, pour tout entier n € N*, si f et g sont deux fonctions de classe C",
alors f x g est de classe C" et

0 =35 (2) 0

k=0

2. Soit f it e® et gt e

f et g sont alors de classe C*™ et on a, pour k € Net t € R
FR)@) =a"f(t) g™ (1) = brq(t)

Soit n € N*. La fonction fg est de classe C" et on a

(Frgm=3" <Z> 70 gnh)

k=0

= (Z) abf x bV g
k=0

_ (Z) a¥ x b"k> fg
k=0

. D’ou, pour tout t € R

(f9)™ = (a+b)"(f9)(t)

D’un autre coté on a fg:t+— elatb)t
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Ainsi, on a,en égalisant les deux expressions obtenues, pour tout ¢t € R

k=0

En particulier, pour ¢ = 0 on obtient la formule du binéme de Newton :

=3 (D)at

k=0

Réponse de ’exercice 16.25

1
2 —1

fi: x—

etb:x— .
r—1 r+1

Alors, pour tout réel z € R\{—1,1}, on a fi(z) = a(x)b(zx)
De plus, pour k € Net z € R\{—1,1} on a

—1)"k! —1)kk!
@) = <a§ = i)kﬂ ¥O() = —<;£ T i)m

Soit a : x>

Ainsi, d’apres la formule de Leibniz, on a, pour n € N et z € R\{—1, 1},

1@ =3 (Z)a“f’ ()" (x)
= n\ (“DFR (1) — k) (n — k)!
-2 ()

2 \k) (@ = DFFL T (34 D)nktl
- n! 1 (z + 1)F
1)"k! k
2 WGP G
(—)m"n! 1 K (z+1)F
(x4 1)t e -1 (z—1)F
(=)l 1 & (;c + 1)’“
(m—{—l)”“x—lkzo x—1
n+1
z+1
o 1 1 ()
(w1l —1 —

1) (z— 1) — (z+ 1)
(z—=1DnHl(z+1)"Tle —1—(z+1)
()"l (z — 1) — (2 + 1)
2 (22 — 1)ntl

sin x

fo: x—

T

1
Soit a: x + sin(z) et b:x — —.
x
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Alors, pour tout réel z € R\{0}, on a fi(x) = a(z)b(z) De plus, pour k € N et x € R\{0} on a

o) (z) = sin(z)
a1 (1) = cos(x)
a*+2) (1) = —sin(x)
aM+3) (1) = — cos(x)

Ainsi, d’apres la formule de Leibniz, on a, pour n € N et x € R\{0},

1@ =3 ()P @)

g; (Z)a(k)(m)b("_k)(x)—i- kzn; <Z>a(k)(3&)b("—k)(m)
k pair kimpair
=3 ()0t EL I S (1) gy
K pair im pair
:Sin@)kinl <Z>(_1)g(—1)"x:$—k)!+Cos(x) 5 <Z>(_1)%(—1)";E72—k)!
K pair im pair

Le résultat (comme souvent quand on calcule des dérivées n-iéme) ne se simplifie pas plus.
fa: x> sin(4x)
Pour ke Net x € Ron a
) = 4% sin(4z)
(z) = 4%+ cos(4z)
§4k+2 (z) = —4*+2 gin(4z)
(z)

= —4%F3 cos(4x)

fa: x— cos?z.

On sait que, pour z € R on a cos(2z) = 2cos?(z) — 1, d’on

14 cos(2x)

cos?(z) 5

Et donc pour ke Net x € Ron a

flk) (z) = 2% cos(2z) sauf dans le cas particulier k = 0
Fkﬂ)(x) = —2%gin(2z)

ff‘k“) (z) = —2%F1 cos(22)

f£4k+3) (z) = 2% 2 gin(22)

f5: x> sinda

On se souvient évidemment de comment linéariser les puissances de sin et cos. Ici on a, pour x € R
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63ia: _ 36”" + 36—im _ e—BiJ:
Y
sin(3x) n 3sin(z)
4 4

Ainsi pour ke Net z € Ron a

—3% ¢in(3x) + 3sin(x
8 () — (3z) ()

(4k+1)(x) ~ —3%*1cos(3x) + 3cos(z)
5 -

4
(4k+2)(az) 3% H2gin(3z) — 3sin(z)
5 =

4
(15+3) () 3443 cos(3z) — 3 cos(x)
s —

fo: x— sin’ .
On a, pour z € R

5 B eiT _ p—iT
sin’(z) = <721,

e5im _ 563@'1 + 106” _ 10672‘:1: + 56731'1 _ e5i:v

321
_ sin(5z) — 5sin(3x) + 10sin(x)
B 16
Ainsi pour ke Net z € Ron a
( 5% sin(5z) — 5 x 3% sin(3x) + 10sin(z)

ak

5" ) = s
(1h+1) () 5% +1 cos(5z) — 5 x 3%+ cos(3z) 4 10 cos(z)
p —

16
(4k+2)(3:) 5% 2sin(52) + 5 x 32 5in(3z) — 10sin(z)
6

1
(1543 () —5%+3 cos(5x) + 5 x 3§k+3 cos(3z) — 10 cos(x)
6 )=

16

Réponse de I’exercice 16.26
z +— 1+ 22 est de classe C* sur R et prend ses valeurs dans [1, +oo[, z +— /z est de classe C* sur ]0, +-00[ donc

1
sur [1,+oo[ et prend ses valeurs dans [1, +oo[. x — — est de classe C* sur |0, +oo[ donc sur [1,4o00[. Ainsi f est
T

de classe C* sur R en tant que combinaison des fonctions de classe C*°.
On va procéder par récurrence. Notons H,, ’assertion

P, (x)

VeeR  f(z)= —T—
) (1+a2)"2

ou P, est un polynéme de degré n vérifiant
Po=0+2)P | —(2n—1)zP, 4

Initialisation :
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Posons Py = 1, on a bien, pour tout réel z, f(o) (x) =

Pour z € R on a
f'(w) = Pi@)(1+ %)% + Po(a) <_%> 20(1 +22)~ 41

= Py(@)(1 +2”)(1 + )72 4 Ry(a) <_%> 20(1 + 42~

(14 2?)Pj(x) — (2 x 1 — 1)xPy(z)
(14a2)'*2

Notons Py (z) = (1 +2)Pj(z) — (2 x 1 — 1)z Py(x), P, vérifie la formule de récurrence voulue et on a bien

w__ D)
(1+a2)*3
Hérédité :
Soit n € N, on suppose que H,, est vérifiee. Montrons qu’alors H,, 1 est vraie
On a
P ()

veeR  f(z) = = Po(z)(1+2%) "3

(1+22)"+3

D’ot, en dérivant cette relation, on a, pour z € R,

FMD @) = Pofa)(1+ a4 Pya) (n— 3 ) 214 2%

2
= Py(@)(1+2%)(1+2%)7"7173 + Py(a)(=2n — Da(1 +2%) 7173
| PL@)(1 +2%) — (2n 4 1)zPy(x)

- (1+ x2)"+1+%

Notons P,y1(z) == (1 + 2%)P.(z) — (2n + 1)z P,(z). Py vérifie la formule de récurrence voulue et on a

bien
Poii(x)
(1+ 22)" 1z

F () =

Ce qui prouve H,y1 et achéve la récurrence.

Réponse de ’exercice 16.27

Soit f : R — R .z 2%etz— e sont de classe C* sur R donc f est également de classe C* sur R.
2

z = e*
Pour x € R on a

f(z) = 2re® = 2xf(x)
f'(x) =22 f'(x) + 2f(2)
(@) = 22f"(z) + 4f'(z)

Guidé par les premiéres dérivées on va prouver par récurrence que, pour n € Non a f (n+2) s s 2 f (nt+1) (x)+
(2n +2) £ ()
On note donc
Hy, veeR Oz 220 (1) 4+ (204 2) ) (2)

On a déja prouvé Hy et Hi.
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Hérédité :
Soit n € N, on suppose que H,, est vraie, on a alors

VeeR fO2 g 200D (2) + (20 + 2) £ (2)
£ +2) et dérivable car f est de classe 1°°, on a alors
Ve eR ) g 200 (1) 4270 (1) + (20 + 2) FOH D (2) = 22D (2) + (2(n + 1) + 2) FO D (2)

On a donc prouvé H, ;1.
Ainsi, par récurrence, on a montré que, pour tout entier n € N,

VeeR fO2 g 200D (2) + (20 + 2) £ (2)

Réponse de I’exercice 16.28

Soit n € Njet soit ¢ : R — R
x = z"e”

On sait que f: z — 2" est de classe C* sur R et que, pour k € [0,n] et x € R, on a

T

|
0 (z) = & i'k)!xn—k

De méme h — e~ * est de classe C*™ sur R et, pour k € [0,n] et x € R, on a
AP (z) = (—~1)Fe®

g est de classe C*° sur R et, d’aprés la formule de Leibniz on a

k=0 .
=en )2k0 (Z) (n ﬁ!k)'( et

Le calcul ne se simplifie pas plus.

Réponse de I’exercice 16.29

Soit f:x— (z—a)"(z—b)"etsoit g:z— (x—a)" et h:x— (z—0b)". f, g et h sont des fonctions polynomiales
et, & ce titre, sont donc de classe C*° sur R.
On a de plus, pour k € [0,n]

veeR ¢g®(z) = —(z—a)"* () = —(z—b)

D’apres le formule de Leibniz on a alors, pour tout z € R,

n

O () = Z <Z> fracn\k!(xz — a)"F fracnlk!(z — b)*

k=0
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(2n)'n_ '” n n n—k_k __ |nn n2
Ve e R n!x—n. i kx x—n.xl;) i

(1) == (%)

k=0

Ainsi

On retrouve la un cas particulier de la formule de Vandermonde vue en début d’année.
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Chapitre 17

Développements limités et analyse
asymptotique

Exercices

On notera DL, (a) pour désigner le développement limité & ’ordre n en a.

Exercice 17.1

1. Rappeler le DL, (0) de la fonction x +— e*

ef +e %

2. En déduire le DLy,(0) de la fonction z — ch(z) = — et le DLy, +1(0) de la fonction sh(z) =

Exercice 17.2

Donner un DL;(0) de la fonction = — tan(x)
Rappeler la dérivée de la fonction tan
En déduire un DL3(0) de la fonction tan

Donner un DL3(0) des fonctions z — sin(x) et x — cos(z) — 1.

o W&

Retrouver le résultat de la question 3. par un quotient de DL

Exercice 17.3
1. Donner les DL3(0) des fonctions f : x + In(1 — 3z) + /1 + 2z, g : « — —2cos(z) + 4¢>*

2. En déduire, s’ils existent, les DL3(0) des fonctions f + g, f X g, i, In(g).
)

Exercice 17.4

Donner les DL suivants

57— iz
1 DLy(0) de g YAFT—VIZ@
X

2. DL3(0) de f: x — cos(z)e”
3. DL4(0) de f:2— z(In(l +z) —In(1 — x))
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4. DL4(0) de f: > (Smf)f

Exercice 17.5

Donner les DL suivants
1. DL4(0) de f: x +— In(1 4+ cos(2z))
2. DL4(0) de f : 2+ @)
In(1+=z

3. DLy(0) de f:2z— (1 —m;

4. DL3(0) de f:z+—In <sm(w)

5. DLy(0) de f: x> cos (e” — V1 —z)

Exercice 17.6

Donner les DL suivants
1. DLy (4) de f: x> sin(x)

1
2. DLy(3) def:acr—>m+1
x_

3. DL3(1) de f: 2z — cos(In(z))

Exercice 17.7

Donner un équivalent simple en 0 des fonctions suivantes

1. u:z— tan(z) — arctan(zx)

sin(zx) tan(z)

2.vixz—e
3. w:x— x(2+ cos(z)) — 3sin(x)

— €

Exercice 17.8

Calculer (a l'aide de DL) les limites suivantes
_ pT
L lim & cos(x) e
2—0 In(1 + ) — sin(z)
1
1_ 1
2 lim M
a—0+ 222 — sin(x?)

5

3. lim
250 In(1 + 22) — xsin(x)
24z 2
4. lim & c
z—1 cos (%)

2

5. lim <xsin<l>>
r——+00 x

Exercice 17.9

Soit f : R — R
T = zet
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1. Montrer que f réalise une bijection de R dans R
2. Justifier que f~! est dérivable sur R et exprimer (f _1)' en fonction de f’ et f~1.

3. Montrer par récurrence que f~ ' est de classe C* sur R. En déduire que f~! admet un D.L. & tout ordre
en 0.

4. En utilisant l'identité f~' o f = Idg, déterminer le D.L. de f~! en 0 & I’ordre 5.

Exercice 17.10

Soit f : Dy — R
14+x—¢€*
X 7.%.2

1. Déterminer Dy et montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

2. Déterminer la tangente a Cy en 0 et la position de Cy par rapport a cette tangente. Tracer l'allure de Cy
au voisinage de 0.

3. Déterminer la nature de la branche infinie de Cy en +o00

Exercice 17.11
Soit g : Dy — R

e%%—l
xT — 1
ez — 1

Déterminer D, étudier la parité de g.

Etudier les variations de g.

Etudier lallure de la courbe de g au voisinage de 0.

Etudier D'existence d’asymptotes ainsi que leur position par rapport a la courbe de g.
Tracer I'allure de C,

AN e

Exercice 17.12
Soit h : R* — R

()
r = exp|——3
z

1. Montrer que h est prolongeable par continuité en 0. La fonction prolongée sera encore notée h.
2. Montrer que h est de classe C* sur R*. Exprimer h/'(z) pour z # 0.
3. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que

P,(x) b

Vo € RY, h () = 5—h(z)
x

4. Montrer par récurrence que h est infiniment dérivable en 0 et que, pour tout entier n € N, R (0) = 0.
Donner le DL, (0) de h. Qu’en déduisez-vous ?

Exercice 17.13

f) = x?’sin(i) siz#0
0 siz=0

On pose, pour z € R
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1. Montrer que f(z) = o(z?)
2. En déduire un D.L. de f & l'ordre 2 en 0.

3. Déterminer f’
4. Montrer que f'(x) # o(x). Que peut-on en déduire ?
0

Exercice 17.14

Etudier les branches infinies des fonctions suivantes :
2?4+ zn(x)

r+1
re® + 1
— g :T—
r+1

— h:z— Vo +1lln(z)
— k:ixz— V2?2 —Ax

— fix—

Exercice 17.15

Soit h : D — R
zvz? +1

x —_—

r—1

1. Déterminer Dj,. Donner un D.L. a ’ordre 2 en 0 de h.

2. En déduire I’équation de la tangente T & Cp, en 0 et étudier la position relative de Ty et Cp, au voisinage
de 0.

3. Montrer qu’au voisinage de +co on a

3 1
h(m)+:oox+1+%+o<5)

4. Montrer que h admet une asymptote oblique A en +oco. Préciser I'équation de A et la position relative de
Cp, et A au voisinage de +o0.

5. Tracer l'allure de Cj, au voisinage de 0 puis au voisinage de +oco

Réponses
Réponse de ’exercice 17.1
1. On a
T _ - n
e’ = T +o(a")
k=0
. . e +e " .
2. En déduire le DLy, (0) de la fonction z — ch(z) = — et le DLy, +1(0) de la fonction sh(z) =
et _ e T
5 On a
2n
T __ ,I_ 2n
e’ = r +o(z™)
k=0
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D’on
_ (_1)k xk 2n
0 5 o)

—_
+

1+ (—1)k 14 (=1*
L = 0 si n est impair et L

Or

dans la somme. D’ou

= 1 si n est pair. Ainsi il n’y a que les termes pour k pair

2n xk n in
ch(z) = -H+nm%):§: + o(2™)

)
0 £ — (29)!
k pair

De méme
- F 2n+1
_ v n
sh(z) = E — 5 7 + o(x )

z n
H —|—0($2 +1)

<l

k=0

k impair
n 1’2i+1
=Y (e

0 (2 4+ 1)!

Réponse de ’exercice 17.2
1. On sait que tan(x) e d’on tan(z) =
2. La fonction = — tan(x) est dérivable sur —%,

3. On a

[ de dérivée 1 + tan(z)?.

1 + tan(z)? = 1+ (z+o0(x)* =142+ 2z0(z) + o(z)? = 1 + 22 + o(z?)

Par primitivation de ce DL, on obtient

3 3
tan(z) = tan(0) + z + — + o(z®) = 2 + = + o(z?)
0 3 0 3
4. On a
3 3 x? 3
sm(x):x—g—i—o(x ) cos(ac):l—?—i-o(x )

5. On a alors

1 1
Cos(a:)al_ﬂf;_i_

Puis
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(x - %3 + 0(x3)> (1 + %2 + 0(x3)>

=l

_ r_r 3
Hm+2 6+0(x)
3 3

ﬁx—i-?—i-o(ac)

Réponse de I’exercice 17.3

1. Donner les DL3(0) des fonctions f : z +— In(1 — 3z) + /1 + 2z, g : © +— —2cos(x) + 4€>* On a

(3z)*  (3z)° 3 9 o 3 3
In(1 — 32) = —(3z) — 22 W4 — 3p— og?
n(1 — 3z) - (3x) 5 3 —i—o(x)o 3z 57 9z° 4 o(x”)
B 2v  (22)%  3(2x)3 3 22 a 3
\/1+2x31+?—T+T+0(x)Hl%—x—?%— > + o(x?)
D’ou
9 o 3 3 o @’ 3 o 17 5 3
flz)==-3x— 2" -9+ o(z°)+14+2——+ —+o(z°) =1—2x — bz — —z° + o(z”)
0 2 2 2 0 2
On a
cos(m):l—x—Q—i—o(xg) egx:1+3x+gw2+2x3o(x3)
0 2 0 2 2
D’ou

2
9 9
g(x) = -2 <1 N 0(x3)> +4 <1 + 3z + 51'2 + §m30(x3)> = 2 + 122 +192% + 1823 + o(2?)

17 19
f(z)+g(x) = 1—2z—5az%— ?x?’—i-o(xg) + 24122+ 1922 4+ 182° + o(2%) = 3410z + 1422 + ?x?’—i—o(xg)

17
(f xg)(z) = <1 — 2z — 5a? — 7563 + 0(::33)) (2+ 12z + 1922 + 1823 + o(x?’))
= 2 + 122 + 1922 + 182° + o(2®) — 4o + 242® — 3823 + o(2®) — 1022 — 6023 + o(z®) — 1723 + o(2?)
=2+ 8z — 1522 — 972° + o(z®)
1 1
g(x) 0 2+ 12z + 1922 + 1823 + o(a3)
1 1

[en]

21+ 6z + B2 + 923 + o(2?)

19 19 ? 19 ’
(1 - (6:6 + 73:2 + 923 + 0(::33)) + <6x + 73:2 + 923 + o(m3)> - (63: + 7562 + 923 + o(m3)> )

1
2
1
2

19 19
= <1 — 6z — ExQ — 923 + o(z®) + 362 + 2 x 6 x 71'3 + o(z3) — 21623 + o(x?’))
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1
0 2

D’ou

In(g(z))

0

53 111
-3z + ZxQ - Tacg + o(x®)
f@) _
g(x) 0

67 285
2 _ 2093

—4 -
x+4m 1

In (2 + 12z + 192% + 182% + o(2%))

1
= In <2 (1—|—6x—|— 79 —|—9x3—|—o(ac3)>>

17
(1 — 2z — 5z% — 7563 + 0(::33)) <— -3z + —
1
2

+ o(x?)

19
= In(2) 4+ In <1 + 6z + 5t 923 + 0(x3)>

2

17
In(2) + 62 — 71'2 + 2423 + o(x3)

19 1 19
= In(2) + <6x+—+9x3+o(x3)> -3 <6x+—+9x3+0

2

o)

19
6x+7+9x3+0

<x3>)3

Réponse de

Pexercice 17.4

1.
T+z—1— 2
Vitaz—+/ x:1+_+0(x2)
x 0
2.
23
cos(r)e® =1+ — 5 + o(z?)
3.
2, 22 4
z(In(1+z) —In(1 — 2)) = 227 + = + o(x”)
4. ) ) A
sin(x) x® 2z 4
V) 2
<x>0 3 5 o)
Réponse de ’exercice 17.5
1.
2
In(1 4 cos(2z)) = In(2) — 2% — 3 + o(z?)
2. . .
@) — ¢ — 5.%'2 + 6.%'4 + o(z?)
3.
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4.
sin(z)\  2? 3
ln< . >H_6+O(x)
5.
T 9:62 2
cos (e —\/1—x):1—?—i—0(az)

Réponse de ’exercice 17.6

1. Notonsf:hr—>f(2+h>.

Pour h € R on a alors
~ . T
f(h) =sin <Z + h)

= sin <%) cos(h) + cos <%) sin(h)

= ?(cos(h) + sin(h))
2
:%?<1+h—%~+dﬁﬂ

On a ensuite f(z) = f (w — z), d’ott

V2 V2 T V2 T\ 2 T\ 2
:—1 B _ ) - — _ — _ —
J@) = S5 -3 <x 4) +'O<<m 4> )
2. Notons f: h— f(3+h).
Pour h € R on a alors
~ 44+ h
h) = —
T =52
_2+3%
h
142
h h h? B3
=(24+=)(1l-%+——— h3
0< +2)< 23 8+0()>
h h? A3
=9 __ 4+ _ 3
c2Tg g g el

On a ensuite f(z) = f (z —3), d’

o
=

3. Notons f: h— f(1+h).
Pour h € R on a alors

f(h) = cos(In(1 + h))

RoR
6cos<h—7—i-?—i-o(h ))
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2 3 2
(h— Ly +o(h3)> .
0 2 +olh?)
2 3

h 3
61—E+7+0(h)

On a ensuite f(z) = f(z — 1), d'on

1. On a 5 5
2
tan(z) — arctan(z) = x + 4 o(z3) — <x - =+ 0(x3)> n gx?’ + o(x?)
. 2 4
Ainsi u(z) ~ -z
03
2.0na

2 5 3
=1+ (x— %3 +o(w3)> + <x_ il —2{—0(333)) + <x_ s Zo(;ci”)) + o(a?)
’ ’ 2 4oz ’

_ 1+<x+—3+0(m )>+ (QU—F?;‘O(WO’)) + <x+?'6|_ ( 3)) +oa®)
23

5 g o)

3
Ainsi v(x) iy

3. On a

z? 2t 4 3 2d
:U(2—|—cos(:r3))—3sin(:v)?x<2+1—7—|—ﬂ+0(ﬂ:)>—3<:U—E—|—m+o(:v5)>
5 5
gy Ly 5y _ r_r 5
H335 2+24+0(.’E) 3x+2 40+0(x)
x

_ v 5
. O+0($)

ot

Réponse de I’exercice 17.8
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1. On a
x a? 2 a? 2 2 2
x + cos(x) —e ?x%—l—?—ko(az ) — 1—{—x—|—7—|—o(az ) =z + o(x*)
D’ou x + cos(z) — e” ¥ —z?
x? x?
In(1 + z) — sin(x) -4+ o(z?) — (z + o(z?)) =-5+ o(z?)
22
D’ou In(1 + x) — sin(z) POy
x + cos(z) — e —x?

Finalement on obtient

~ = 2, et donc
. 2 Y
In(1+ ) —sin(z) 0 —2

x + cos(x) — e*
i
=0 In(1 + z) — sin(x)

=

Doul—(1+x)

D’ott 222 — sin(z?) ¥ 2

1—(1+a2)1 —%

1
Finalement on obtient - ~—2 ——, et donc
222 —sin(z2) 0 22 o 4z
1
1—-(1 7t
lim M — —0

a—0+ 222 — sin(z?)

x 3 xd
In(1 4 %) — zsin(x) = 22— ozt -z <x ry + o(m3)> == + o(zh)

75

Ainsi ~ —3x et d
et In(1 + 22) — xsin(z) o v et done

I
750 In(1 + 22) — xsin(x)
4. On a
ex2+aﬂ _ 2 _ 62+3(J:—1)+(x—1)2 _ 2t2(a—1)

- o2 (63(x—1)+0($—1) _ 62@-1))

(1+3x—-1)+ox—-1)— 142 —1)+o(z—1))
2z —1)+o(z —1)

= —J@—1D+o(e—1)

Bastien Marmeth 382



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Ainsi )
e® +x 62:1: 62(.%' _ ) _ﬁ
cos (B£) 1 Z(z 1o
Et donc )
) T+ e2m 262
lim = ——
z—1  cos (”—2:”) T
2
. - (1\\" 1
5. Soit f:x— <xsm <—>> et g:h— f <—>
T h
On a alors
1
sin(h) »2
g(h) = }E )
1 h
= exp ﬁln Sm}g )>

1
Ainsi lim g(h) = hm+ exp <_6 + 0(1)> =76 et donc, comme lim f(z) = lim g¢(h), on obtient

h—0t h—0 T—+00 h—0+

2

1 X
lim <x sin <—> > e
r— 400 €T

Réponse de I’exercice 17.9

o=

1. f est continue et dérivable sur R et on a
Vz € R, fl(x) =01+ 2$2)6x2 >0

Ainsi f est strictement croissante sur R.
D’apres le théoreme de la bijection continue, f réalise une bijection de R dans f(R), f(R) est un intervalle
de R et la bijection réciproque f~! est continue sur f(R).
On a de plus
lim f(z)=—o0 lim f(x)=+o0

T—r—00 T—r—+00
Ainsi f(R) =] — o0, +oo[= R.
2. Comme f est dérivable on sait, d’aprés le théoréme de dérivabilité des bijections réciproques que f 1 est
derivable sur {z € R, f'o f~1(z) # 0}.
Comme f’ ne s’annule jamais on en déduit que {z € R, f'o f~1(z) # 0} = R, ainsi f~! est dérivable sur

R. On a alors 1

-1y _
(f ) _f/ofil
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3. Montrons par récurrence que f~ ' est de classe C" sur R pour tout entier n € N.
Initialisation :
On sait déja que f est de classe C° et est dérivable sur R.

Hérédité :

Supposons que f est de classe C" sur R et montrons qu’alors elle est de classe C" ™! sur R.
1

On sait que (f71) = o1 De plus f et donc f’ sont de classe C*.
O

Ainsi, par composition f' o f~! est de classe C" sur R. On en déduit que (f~!)" est de classe C" et donc
que f est de classe "™ sur R.

On a ainsi prouvé que f~! est de classe C" sur R pour tout entier n € N. D’aprés la formule de Taylor-Young
f~1 admet un D.L. & tout ordre en 0.

4. f ~1 admet un développement limité & Pordre 5 en 0
f() 5 o + a17 + apx? + azz® + agxt + az2® + o(z®)

En tant que bijection réciproque d’une fonction impaire f~! est également impaire, en effet pour z € R
on a

F ) = AU @) = (@) = = (e)
On en déduit que f~! n’a que des termes d’ordre impair dans son développement limité en 0

f(z) S ar+ azz® + asx® + o(z”)

Comme lirr%) f(x) = 0 on peut alors sans probléme composer les développements limités, on a
Tr—r

5
flof@) =1 <:c o+t o(w5)>
5 5

5 3 5
X X X
=m <x+w3+7+0(w5)>+a3 <x+x3+7+0(3€5)> + as <w+x3+7+0(x5)> + 0 (z°)

5
=ar + a1z + al% + azz® 4 3a3x® + asx® + o(xd)

a
Szt (a1 + az)x® + (71 + 3az + a5> 2’ + o(x”)

On sait de plus que
Vz € R, flof(x)==
En particulier
fto f(x) =+ o(z?)
Par unicité du développement limité de f~'o f(z) on a alors
al = 1
a;+az3=0

ay
? + 3as + as

C’est-a-dire

a1:1

a3:—1

a—§
T3

Finalement on obtient s

F @) =7 -+ 2+ o(a®)
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Réponse de I’exercice 17.10

1. Ona Dy = R*. Pour déterminer I’éventuelle limite de f en 0 on va déterminer si f admet un développement
limité en 0. Les questions suivantes nous demandant I’équation de la tangente en 0 & Cy ainsi que la position
relative de la courbe et de la tangente, on va directement donner un développement limité de f a l'ordre
2 en 0 pour éviter d’avoir & le recommencer ensuite. On a

2 3 4
42— 1+$—<1+$+%+%+§—4+0($4)> 111,
P P2 52 6" T o)

f admet un développement limité & 'ordre 1 en 0, ainsi f se prolonge par continuité en 0 et son prolon-
gement est dérivable en 0 et on a

1 1
0)=—= "0) — =
f0)=—5  fO0) -3
2. A l'aide du développement limité de f en 0 on voit que la tangente & C ¢ en 0 a pour équation
1
To:y=—=— 6%

On a de plus

2
T
On sait que ~51 est négatif pour x au voisinage de 0. Ainsi la courbe de f se trouve en dessous de sa

tangente en 0

On trace l'allure de Cy au voisinage de 0 en tracant d’abord la tangente Tp puis en tragant une allure de
la courbe de f(du bon coté de la tangente). Il ne s’agit que d’une allure, on ne vous demande pas une
précision absolue mais une courbe vraisemblable et cohérente avec les résultats prouvés jusqu’alors.
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Figure 17.1

\

3. Par croissances comparées on a lim f(x) = —oco et lim & = —o0, ainsi C; admet une branche
T—>+00 r—+o00 I

parabolique en +o0o de direction asymptotique I'axe des ordonnées.

Réponse de I’exercice 17.11

1. On a L
Dy={zxecR,x#0etex #1} =R"

Pour z € R* on a ) o )
e =+ 1 eze = +1 l1+exr+1
g(—z) = 1 =11 = 1 = —g(z)
ez —1 exe =z —1 1—ex

g est donc impaire.

2. g est dérivable surR* et on a, pour x € R*,

1 L 1 1 1 1
e () () ()
g (z) =

1 1
1 1ez—1—ez —1

= ——E€=x

2 2
e
L2 sy
= —eérx —MM
2 2
e
g est donc strictement croissante sur | — oo, 0[ et sur |0, +0o0[.
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3. On a )

z +1 1
e
=07 ez — 1 -1

De plus, pour z > 0 on a
1 1 1 1
er+1 erlde =+l lt+e w1

1 1 1 1

ex—1 ez l—-e'= l—e=
1
1 Tz 41
Comme lim H =1onaalors lim g(z) = 1.
z—=0T 1 —e & z—0t

On a également
lim ¢'(z) = lim ¢'(z) =0

z—0~ z—0t
Ainsi Cy admet en 0%~ une demi-tangente d’équation y = —1 et en 0" une demi-tangente d’équation y = 1.
4. EnOon a
2 3
e$+1:2+x+%+%+o(m3)
=10 g4 424 o(a8)

1 z? 23 1
=—(2+2+ 5 +—+o0(z") ;
0z 2 6 142+ 2 + o(x2)

27176

1 z? 23 r 22 z 22\’
—— (9 halll halll 3 1—-(2 < el < 2
0m<+x+2+6+0(3€)>< <2+6>+<2+6> + o(z?)

1 z? 9 r  z? a? 9
=—|2 — 1————+4 —
Ox<+x+2+o(x)>< 5 6+4+0(x)>

1 x? r  a?
29 - 2 12 2
Ox<—i—ﬂ:+2+o(m)>< 2—{—1 —{—0(x)>

1 z? 2 2P 9
= — 2 —_— _—— _
Ox<+x+2 x 2+6+0(x)>

1 72 9
H;(2%—3%—0@ )>

Ainsi

1
Ainsi C; admet une asymptote oblique d’équation y = 2z en +o0 et —oco. Comme e est positif au voisinage
x
de +oo et négatif au voisinage de —oo ainsi C, est au dessus de son asymptote en +oo et en dessous de
son asymptote en —oo.

5. On commence par tracer les demi-tangentes en 0 et les asymptotes obliques puis on compléte ’allure de
Cy
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Figure 17.2

(o)}

1NN
L

| IR I I

Réponse de ’exercice 17.12

1. On a lin% h(z) = 0. Ainsi on peut prolonger la fonction h par continuité en 0 par
T—

2. Sur R*, h est une composée de fonction de classe C*, ainsi h est de classe C*°.
Pour z #£ 0 on a

3

2 1 2
h(z) = — exp (—?> = —h(z)
3. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que

veeR*, ™ (x)P"T(f)h(m)
x

Initialisation :

On sait déja que

Heérédité :
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Soit n € N, on suppose qu’il existe un polynéme P, tel que

P,(z
r3n

N~—
=
2

veeR*,  h"(2)
Alors, pour x € R*, on a

h("H)(x) = (h(")>/ ()

P! (2)2®" — 3nP,(z)z3 ! P,(z) 2
BT Bt B2
3P (z) — 3na?P,(z) 2P, (x)
= 2343 h(z) 23 +3 h(z)
3P (z) — 3nx? P, (z) + 2P, (z)
= £3n+3 h(z)

Posons alors P, 11 = X?’P,’l +(2- 3nX2)Pn, on a alors P, 1 € R[X] et

PnJrl(x)

* (n+1)
Vv € RY, h (x)ixs(mrl) ()

Ce qui montre la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.

4. Montrons par récurrence que h est n fois dérivable en 0 pour tout entier n et que, pour tout entier n € N,
A (0) = 0.
Initialisation :

Soit x # 0, on a alors

2

h(z) —h(0) 1 (_1)

= —exp
z—0 T
On sait par croissance comparée que lim wuwexp(—u?) =0et lim wexp(—u?)=0.
u—-+00 U—>—00
z—0 T 2

Hérédité :
Soit n € N, on suppose que h est n fois dérivable en 0 et que h(")(O) = 0.

1 1
Ainsi lim — exp <——> = 0. La fonction h est donc dérivable en 0 et h'(0) = 0.

Soit x # 0, on a alors
R () — A (0) _ Py(x)

x—0 el hz)
On sait par croissance comparée que lim u?""exp(—u?) =0et lim w3 exp(—u?) = 0.
uU—>~+00 U—>—00
Ainsi 9161_% Wh(x) = 0 et, comme, P, est une fonction continue sur R, ili% P,(z) = P,(0) € R.

P /
On en déduit que hH(l) ;rgﬁ h(z) = 0. h™ est donc dérivable en 0 et <h(")> (0) = 0. C’est-a-dire h est
z—0 T

n + 1 fois dérivable en 0 et h("+1)(0) = 0, ce qui acheve la récurrence.

Comme h est infiniment dérivable en 0 alors, d’apreés la formule de Taylor-Young, h admet un développe-
ment limité & tout ordre en 0. Pour n € N on a

" (n) n.opk)
h(z) = h(0) + ' (0)z + hT(O)xZ +ot hT,(O)x" +o(a") =) hT,(O)x’“ +o(a")
k=0

Comme h*)(0) = 0 pour tout entier k € N on a donc

h(z) =0+ o(z")
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h admet donc un développement limité & tout ordre en 0 dont la partie réguliére est nulle. Cette fonction
peut fournir un contre-exemple a beaucoup d’idées fausses que 'on pourrait avoir comme par exemple
penser qu’une fonction est entiérement caractérisée par son développement limité puisqu’ici A et la fonction
nulle on le méme développement limité mais que A ne s’annule jamais en dehors de 0.

Réponse de I’exercice 17.13

1. oit x # 0, on a f;x) = xsin <l>

x

/N
—_

1
On sait que, pour tout € R*, on a —1 < sin (—)
x

Ainsi )
Vz € R, —|z| < xsin <—> < |z
x

D’aprés le théoréme des gendarmes on a alors

lim 2 sin <l> =0
z—0 xT
f(@)

[PRENEE B _ ) NI T _ 2
D’ou ili)l’%) 7 = 0, c’est-a-dire f(x) = o(z*)

2. D’aprés la question précédente on a alors

flz) =0+ o(z?)

f%x):3x2$n<%>-—xcos<%>
f%x):3mshz<l>—wms<l>

1 1
On sait que lir% 3z sin (—) = 0 mais x — cos <—> n’admet pas de limite en 0 et en particulier ne tend
r— X x

f'(x)

3. Pour x #0 on a

4. Pour x #0 on a

pas vers 0. Ainsi ne tend pas vers 0, c’est-a-dire

f'(z) # o(x)
0

f est alors une fonction dérivable qui admet un développement limité & I'ordre 2 mais dont la dérivée
n’admet pas de développement limité & ’ordre 1, elle illustre donc le fait que ’on ne peut a priori pas
dériver les développements limités

Réponse de I’exercice 17.14

— Soit f : ]0,+o00[ — R
. 22 4+ zln(x)
r+1
On a alors
lim _f(x) =1
r—+oo X
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Pour x > 0 on a

F@) -3 = 2? + zIn(x) e 2 +zln(z) — 2% — 2 _a(n(z) —1) _ ln(x):l
x+1 r+1 x+1 141

Ainsi lim f(x) — 2 = +00. Cy admet donc une branche parabolique en 400 de direction asymptotique

la droite d’équation y = .
— Soit g : R\{-1} — R

re® + 1
x
r+1
x
Par croissance comparée on a  lim M = +oo, et lim g(x) = 0. Ainsi C; admet une branche parabo-
rT—+00 T T——00

lique en +o0o de direction asymptotique ’axe des ordonnées et admet un asymptote horizontale d’équation
y =0 en —o0, elle est de plus au dessus de son asymptote en —oo.
— Soit A : ]0,+o00[ — R
x — Vz+1ln(x)

Tout d’abord on a lim h(xz) = 400, de plus, pour z > 0 on a
T—>+00

h(x) _ Vz + 11n(x) N Vzln(x) _ In(z)

x x +00 x oo /T
. : . In(x L. h(x
Par croissance comparée on sait que lim (z) = 0. Ainsi lim Q = 0.
z—+o0 /T z—+o0 I
Cpn, admet donc une branche parabolique en 400 de direction asymptotique ’axe des abscisses.

— k : ]—00,0]U[4,+o0] — R
x — Va2 -4z
Pour > 4 on a

Ainsi C, admet une asymptote oblique en +oo d’équation y = & — 2 et Ci se trouve en dessous de son
asymptote (puisque 5 est négatif au voisinage de +00).
x

Pour x < 0 on a

4
Va2 —dr = Va2 1 - =
x

Ainsi C, admet une asymptote oblique en —oco d’équation y = —z + 2 et Ci, se trouve en dessous de son

asymptote (puisque o est négatif au voisinage de —o0).
x
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Réponse de ’exercice 17.15

1. On a Dy, =R\{1} et

Cavar?+1

h(x)ﬁ rz—1
1
= —xv/1+ 22
0 1—=2x

5o (145 Hol?) (koo ole?)

3
=T z? — §x3 + o(z?)

2. La tangente Ty a Cj, en 0 est donc la droite d’équation y = —z. Comme —z? est négatif au voisinage de 0
alors Cpse trouve en dessous de sa tangente en 0.

3. Au voisinage de +o00 on a
vl +1
hz) = —
+oo x—1
1
1+ + + 2+ 2
1 31
it bt
—x—i—l—i———i—o()
+o0 2x x

4. On en déduit que h admet une asymptote oblique A en +oo d’équation y = x + 1 et que Cj, se trouve au
dessus de A au voisinage de +oo.

:x
+oo
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Figure 17.3 — Allure de Cp, en 0

Figure 17.4 — Allure de Cj, en +00

11
10

w A O O N 00 ©
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Chapitre 18

Probabilités de base

Exercices

Exercice 18.1

1. Soient A, B et C trois événements.
Exprimer en fonction de A, B, C' et des opérations sur les ensembles les événements suivants :

(i) A seul se produit

les trois événements se produisent

I'un au moins des événements se produit

)
)
)
(v) au moins deux événements se produisent
) un événement au plus se produit

) aucun des trois événements ne se produit

) deux événements exactement se produisent
(ix) deux événements au plus se produisent.

2. Monter que
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-PANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

3. Soit (Ap)nen, une suite d’événements. Exprimer en fonction des A, les événements correspondant a la
réalisation de

(i) tous les Ay,
au moins un des A,
aucun des A,

)
)
(iv) au plus un des A,,
) exactement un des A,
)

tous les A, a partir d’'un certain rang.

Exercice 18.2

On jette trois dés & 6 faces non pipés.

1. Quel est I'univers de cette expérience ?
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2. Quelle probabilité proposez vous pour modéliser cette expérience aléatoire ?
3. Calculer la probabilité d’obtenir au moins un as.
4. Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux faces portant le méme chiffre.

5. Les deux événements considérés aux deux question précédentes sont-ils indépendants ?

Exercice 18.3

Une maladie M affecte un francais sur 1000. On dispose d’un test sanguin qui détecte M avec une fiabilité de
0.99 lorsque cette maladie est effectivement présente. Cependant on obtient un résultat faussement positif pour
0.2% des personnes saines testées.

Quelle est la probabilité qu’une personne ayant obtenu un résultat positif soit réellement malade? Que
pensez-vous de ce test ?

Exercice 18.4

Une urne contient 6 boules indiscernables au toucher : quatre vertes et deux jaunes. On tire au hasard, deux
fois de suite, deux boules simultanément, les boules n’étant pas remises dans 'urne. On note A, B, C, D les
événements suivants :

— A : « aucune boule verte n’est tirée au cours du premier tirage de deux boules. »

— B : « une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du premier tirage de deux boules. »

— C : « deux boules vertes sont tirées au cours du premier tirage de deux boules. »

— D : « une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du deuxiéme tirage de deux boules. »

1. Calculer P4(D), Pp(D), et Pc(D).
2. En déduire les probabilités des événements DN A, DN B et DNC.

3. Calculer la probabilité de ’événement D.

Exercice 18.5

On lance successivement trois piéces de monnaie. Calculer les probabilités des événements suivants :
1. A={il y a exactement deux « faces »};

2. B ={il y a au moins deux « faces » } ;

Exercice 18.6

1. Mon voisin a deux enfants dont une fille. Quelle est la probabilité que I'autre enfant soit un gargon ?

2. Un autre voisin a deux enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle est la probabilité que 1’ainé soit un
garcon ?

Exercice 18.7
On lance un dé a 6 faces non cubique. On suppose que la probabilité d’obtenir un chiffre k& est proportionnelle
a k.
1. Déterminer la constante de proportionnalité
2. Déterminer la probabilité d’obtenir un chiffre pair

3. Méme question avec un dé & 2n faces.
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Exercice 18.8

On suppose que la probabilité qu'un des réacteurs d’un avion (A plusieurs réacteurs) tombe en panne en cours
de vol est 1 — p, indépendamment du comportement des autres moteurs de ’appareil. L’avion peut poursuivre
son vol si au moins un réacteur sur deux fonctionne. Pour quelles valeurs de p est-il préférable de voler en avion
quadrimoteur plutdét qu’en avion bimoteur ?

Exercice 18.9
Soit un restaurant de 50 places. La probabilité pour qu'une personne, ayant réservé une table, ne vienne pas

1
est de —. Un jour, le patron a pris 52 réservations. Quelle est la probabilité qu’il se trouve dans une situation

embarrassante ?

Exercice 18.10

1
Charles de Gaulle joue au bilboquet. A chaque tentative il a une probabilité 3 de réussir. Calculer la probabilité

1. que Charles réussisse du premier coup.

2. qu'il réussisse au bout du 2-iéme coup, du 3-iéme coup, du n-iéme coup.

Exercice 18.11

Sam sait qu’il a une probabilité treés faible (disons une chance sur n) de réussir & lancer une piéce de fagon a ce
qu’elle se stabilise sur sa tranche. Tétu, il décide donc de tenter sa chance n fois.
1. Calculer la probabilité p, que Sam réussisse au moins une fois.

2. Que devient cette probabilité quand n — 4007

Exercice 18.12
On prend un dé au hasard parmi un lot de 100 dés dont on sait que 25 sont pipés. Pour un dé pipé, la probabilité
1
d’obtenir un 6 est de —.

1. On lance le dé, on obtient 6. Quelle est la probabilité pour que ce dé soit pipé?

2. On relance le dé, et on obtient un second 6. Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé?

Exercice 18.13

Dans un étang il y a des gardons et des brochets. Alice péche & la mouche et prend deux fois plus de gardons
que de brochets, alors que Bob, avec sa canne & lancer, attrape autant de gardons que de brochets. Bob est un
pécheur expérimenté : il péche trois fois plus de poissons que Alice. Les poissons péchés sont conservés dans le
méme vivier. On observe au hasard un des poissons péchés, c’est un brochet. Calculer la probabilité pour que
ce soit Bob qui l'ait péché.

Exercice 18.14

Dans une classe de 30 éleves (5 garcons et 25 filles), 60% des filles sont regues & un examen et 80% des gargons
sont regus. On choisit un éléve uniformément au hasard dans la classe. Sachant que cet éléve est regu, quelle est
la probabilité qu’il s’agisse d’'un garcon ?

Exercice 18.15
On dispose de deux dés A et B.
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— le dé A a 4 faces noires et 2 faces blanches,

— le dé B a 2 faces noires et 4 faces blanches.
On lance d’abord une piéce de monnaie truquée : PILE tombe avec une probabilité p €]0, 1].

Si on obtient PILE on fait des lancers successifs du dé A, et si on obtient FACE on fait des lancers successifs
du dé B.

1. Calculer la probabilité d’obtenir NOIR au premier lancer de dé.
2. Calculer la probabilité d’obtenir NOIR, aux deux premiers lancers.

3. Les événements « obtenir noir au premier lancer »et « obtenir noir au deuxiéme lancer »sont-ils indépen-
dants ?

4. On a obtenu NOIR aux n premiers coups (n € N*). Calculer la probabilité d’avoir fait PILE avec la piéce.
Déterminer sa limite quand n — 400 et interpréter.

Exercice 18.16

Dans une entreprise, on fait appel & un technicien lors de ses passages hebdomadaires, pour I'entretien des
machines. Chaque semaine, on décide donc pour chaque appareil de faire appel ou non au technicien. Pour un
certain type de machines, le technicien constate :

— qu'il doit intervenir la premiére semaine,

— que s'il est intervenu la n-iéme semaine, la probabilité qu'’il intervienne la (n + 1)-iéme semaine est égale
3

az.

— que s'il n’est pas intervenu la n-iéme semaine, la probabilité qu'il intervienne la (n + 1)-iéme semaine est
égale & —.
On désigne par E, I’événement : « le technicien intervient la n-ieme semaine »et par p, la probabilité de E,,.

1. Soit n € N*, déterminer P(E1), Pg, (Eni1), Pz-(En+1), puis, en fonction de py, déterminer P(E,+1 N Ey)
et P(En+1 N E_n)

13
2. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : p,4+1 = %pn + 0
3. En déduire une expression de p,, en fonction de n. Quelle est la limite de la suite (py)nen+ quand n tend

vers 400 7

Exercice 18.17

Certaines plantes, par exemple le lupin, se reproduisent par auto-fécondation (ou autogamie). Tout se passe pour
la descendance comme si on fécondait deux plantes de méme génotype, chaque chromosome d’une paire étant
sélectionné au hasard. On s’intéresse a I’évolution du génotype de la descendance d’une plante mére, concernant
un géne qui posséde deux alléles A et a.

1. Expliquer ce qui se passe pour la descendance si la plante est de génotype AA ou aa. On suppose désormais
que la plante meére est de génotype Aa.

2. Déterminer les probabilités que la descendance de premiére génération soit une plante de génotype AA,
Aa ou aa. Soient les événements :
— FE, : « La plante de la n-iéme génération est de génotype AA. »
— F,, : « La plante de la n-iéme génération est de génotype Aa. »
— Gy, « La plante de la n-iéme génération est de génotype aa »

3. On note =, = P(E,), yn = P(F,) et z, = P(G,).
(a) Que valent xg, yo et 2o 7
(b) Que vaut x, + yn + 2, 7
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(c) Exprimer x,41, Yn+1 €t zp41 en fonction de z,,, y, et z,.
(d) En déduire une expression explicite de z,,, y, et z, en fonction de n.

4. Déterminer les limites de ces trois suites et interpréter.

Exercice 18.18

Un laboratoire fait des tests sanguins pour détecter une maladie. Tl détecte 95% des cas de maladie, si elle
est présente. 1% des tests sont des tests faux, c’est-a-dire le test indique la maladie chez des gens « sains ». On
sait que 0.5% de la population souffre de cette maladie.

Calculer la probabilité qu'une personne soit malade, sachant que le test est positif.

Exercice 18.19 Paradoxe de Monty-Hall

Ce probléeme porte sur un jeu télévisé américain « Let’s make a deal »présenté par le canadien Monte Halperin,
plus connu sous son nom de scéne, Monty Hall. A un moment du jeu, le candidat se retrouve face a 3 portes.
Derriére deux d’entre elles se cache une chévre. Derriére I'une se cache une voiture & gagner. Maintenant voila
I’astuce :

Quand le candidat choisit une porte, le présentateur, qui sait ce qu’il y a derriére les portes, ouvre une des
portes qui n’a pas été choisie. Il s’arrange pour que la porte ouverte montre toujours une chévre. Il demande
alors si le candidat veut garder sa porte ou prendre la troisiéme porte.

Question : Le candidat doit-il changer de porte? (On justifiera bien sur sa réponse avec des arguments
mathématiques rigoureux)

Réponses

Réponse de ’exercice 18.1

1. Soient A, B et C trois événements.

(i) A seul se produit

ANBNC
(ii) A et C se produisent, mais non B

ANCNB
(iii) les trois événements se produisent

AnBnNnC
(iv) P’un au moins des événements se produit

AuBUC

(v) au moins deux événements se produisent
(ANB)U(ANC)U(BNCQC)

(vi) un événement au plus se produit, ce qui est la méme chose que au moins deux événements ne se
produisent pas.

(ANB)U(ANC)U(BNC)
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(vii) aucun des trois événements ne se produit

(viii) deux événements exactement se produisent
(ANBNCYU(ANCNB)U(BNCNA)

(ix) deux événements au plus se produisent.

ANBNC
2. On a
P(AUBUC)=P((AUB)UC)
=P(AUB)+P(C)+P((AuB)NC)
=PA)+P(B)-PANB)+P(C)+P((ANC)U(BNC))
=P(A)+P(B)-P(ANB)+P(C)+PANC)+P(BNC)-P(ANCNBNC
=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC)

3. Soit (Ap)nen, une suite d’événements.
(i) tous les Ay,

N

neN

(ii) au moins un des A,

(iii) aucun des A,

(iv) au plus un des A,

U M4

neN k#n
(v) exactement un des A,

J[ann=

neN k#n

U 4

neEN k>n

vi) tous les A,, & partir d’un certain rang.
p g

Réponse de ’exercice 18.2

1. L'univers de cette expérience est 'ensemble Q = [1, 6]>

2. En I'absence d’information nous indiquant le contraire, il est raisonnable du supposer les dés équilibrés et
les tirages indépendants de sorte que l'on travaillera avec la probabilité uniforme sur €.
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3. Notons A I’événement « On obtient au moins un as ». Alors A est 'événement « On n’obtient aucun as ».
On a A = [2,6]*
Ainsi 5
— 9 216 — 125 91
PA)=1-PA)=1-5=——=—
63 216 216
4. Notons B I'événement « On obtient au moins deux faces portant le méme chiffre. ». Alors B est I’événement
« On obtient des faces toutes différentes ».

On a Card(B) = 6 x 5 x 4 = 120. En effet on a 6 possibilités pour le résultat du premier dé, puis 5 pour
le second (toutes les possibilités sauf le résultat du premier dé) et enfin 4 pour le troisiéme dé.
Ainsi
P(B)=1-P(B)=1- 0 20120 _ %
216 216 216
5. Pour déterminer si A et B sont indépendants il nous faut calculer P(A N B) et P(A)P(B).

91 x 96 364
On a P(A)P(B) = 5162 — 1944 et

P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B) = P(A) + P(B) — 1 + P(AU B)

- —— bx4x3
AU B est I'événement « On obtient trois résultats différents et aucun as ». On a P(AU B) = % =
[
216
D’ou
- 91 + 96 — 216 + 60 31 279
P(ANB) = P(A) + P(B) — 1 + P(AUB) = ~— T 3L 20 pg) x P(B)

216 216 1944

A et B ne sont donc pas indépendants.

Réponse de I’exercice 18.3
On note T I’événement « le test est positif »et M 1’événement « La personne est malade ».
1 99 — 2
O lors P(M) = ——,P(T|M) = —,P(T|M) = ——.
n a alors (M) = 3555, BITIM) = 355, PTIM) = 1555

D’apres la formule des probabilités totales on a

99 1 2999 47

P(T) = P(T|MP(M) + P(T|M)P(M) = — =
(T) (TIM)P(M) + P(T|M)P(M) 1001000+10001000 250000

D’aprés la formule de Bayes on a

P(M =99 55
P(M|T) = MP(T]M) = 1000 2 — =~ .33
P(T) ST 100 166

1
La probabilité qu’une personne ayant obtenu un résultat positif soit réellement malade est donc d’environ —.

On pourrait (& tort) penser que ce test est alors mauvais. Ce n’est pas le cas. On peut en effet prouver qu'il est
impossible mathématiquement de simultanément maximiser la probabilité de détecter les personnes réellement
malades et la probabilité qu'un test positif révéle une personne effectivement malade. Il faut alors faire un
compromis, préfére-t-on ne pas détecter des personnes malades qui peuvent alors éventuellement propager la
maladie (ce qu’on appelle en statistique une erreur de premiére espéce) ou simplement voir leur santé empirer
sans traitement ou détecter & tort des personnes saines dont on s’apercevra lors de tests subséquents de la bonne
santé (erreur de seconde espeéce) 7
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Réponse de I’exercice 18.4

1. On va construire un arbre de probabilité pour le premier tirage
- Vert, (événement C')

Vert
- Jaune, (événement B)

- Vert, (événement B)

\
)

W
(5\\‘P o\

Jaune

- Jaune, (événement A)

Puis deux arbres pour le second tirage selon si le premier tirage a aboutit a la situation B ou C' :
Dans la situation A, il n’y a plus de boules jaunes dans 'urne donc la seule possibilité est de tirer deux
boules vertes

Figure 18.1 — Arbre dans la situation B

2
75/" Vert
2 Vert d
7 3
Y
/ \- Jaune, (événement D)
\1
\
1 .
Jaune - Vert, (événement D)

Figure 18.2 — Arbre dans la situation C'

J

\
/?)/V' Vert
\ Vert \2
- 3
2
/ \- Jaune, (événement D)
J 2
\ 75/,- Vert, (événement D)
Jaune \]
*

- Jaune
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On voit alors que P4(D) =0,

1 1
PB(D):———FZ_g
12 2
[PC(D):__+§§:§

2. On a alors

P(CND)=P(D)P(C)==== =
3. D’apreés la formule des probabilités totale on a

IP’(D):]P’(DmA)+IP’(DmB)+]P’(DﬂC):%

Réponse de 1’exercice 18.5
On lance successivement trois piéces de monnaie. [.’énoncé ne donnant pas d’indication du contraire on supposera
que les piéces sont équilibrées (Pile et Face arrivent respectivement avec une probabilité de 5) et que les tirages

sont indépendants. L'univers de notre expérience est alors { P, F}? (de cardinal 8) muni de la probabilité uniforme.
On définit les éveénements suivants :
— A ={il y a exactement deux « faces »};
— B = {il y a au moins deux « faces »} ;

On a
A={FFP,FPF,PFF} B ={FFF,FFP,FPF,PFF)}
3 4 1
DouP(A)=-et P(B) ===
8 8 2

Réponse de I’exercice 18.6

L’univers de notre expérience aléatoire est ’ensemble des paires d’enfants possibles en tenant compte de 'ordre
de naissance, c’est-a-dire Q = {F'F, FG,GF, GG} sur lequel on travaille avec la probabilité uniforme.

1. Notons A ’événement « Mon voisin a au moins une fille »et B ’événement « Mon voisin a au moins un
garcon ».

On cherche alors a calculer P(B|A). On a
P(BNA)

P(BIA) = —5p =

INISIININ
|

2. Notons C' I’événement « L’ainé est un garcon »et D ’événement « Le puiné est une fille ». On cherche alors
a calculer P(C|D)

On a
P(C|D) = P(g(ig)l?) _

NN
DO | =

Réponse de ’exercice 18.7
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1. Soit C la constante de proportionnalité, c’est-a-dire le réel tel que
P({1}) =1C P({2})=2C --- P({6}) = 6C

On a alors

6 6x7
1=P(Q) =P([1,6]) =C x Y k=C x 5 =21C

1
Comme 1 = 21C on a alors C = o7

2. Notons A I’événement « Obtenir un chiffre pair ». Alors A = {2,4,6} et

3 3
2k 2 3 4 12
=SS PRy =3 o = xS =
21 2 21
k=1 k=1

3. On reprend notre méthode dans le cas d’un dé & 2n faces.
Soit C la constante de proportionnalité, c’est-a-dire le réel tel que

P{1}) =1C P({2})=2C --- P({2n})=2nC
On a alors o
1= BQ) = B([1,20]) = Cx 3 k= C x 2 ;2““) Cn(2n+1)
i=1
1

Comme 1 =n(2n+ 1)C on a alors C = 1)

4. Notons A ’événement « Obtenir un chiffre pair ». Alors A = {2k, k € [1,n]} et

ZP{%} Z (2/<; 2 nx(n+l) n+l

2n+1) n(2n+1) 2 2n +1

Réponse de ’exercice 18.8

Le quadrimoteur va s’écraser si 3 ou plus de ses moteurs tombent en panne. Chaque moteur a une probabilité

1 — p de tomber en panne indépendamment des autres moteurs. L’avion va donc s’écraser dans 4 situations

incompatibles entre elles :

— Py P,P3M; (les moteurs 1,2 et 3 tombent en panne) ce qui arrive avec probabilité p(1 — p)?
Py P, M3P; (les moteurs 1,2 et 4 tombent en panne) ce qui arrive avec probabilité p(1 — p)3

Py Py P3Py (les moteurs 1,3 et 4 tombent en panne) ce qui arrive avec probabilité p(1 — p)3

M, P, P3Py (les moteurs 2,3 et 4 tombent en panne) ce qui arrive avec probabilité p(1 — p)3

Py P, P3P, (les moteurs 1,2, 3 et 4 tombent en panne) ce qui arrive avec probabilité (1 — p)*

Ainsi P( Le quadrimoteur s’écrase ) = 4p(1 — p) + (1 — p)*

Le bimoteur lui s’écrasera si ses deux moteurs tombent en panne, ce qui arrive avec probabilité (1 — p)2.

Tl nous faut trouver pour quelles valeurs de p on a 4p(1 — p)® + (1 — p)* < (1 — p)?

dp(1—pP+(1—p)' <(1-p)* &4
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p(1—p)*(2—3p) <0

On a p > 0 (et il est vraiment souhaitable que p # 0) et (1 — p)? > 0. Ainsi il est préféerable de voleur en
2
quadrimoteur si 2 — 3p < 0, c’est-a-dire si p > —.

Si les ingénieurs font bien leur travail il est raisonnable de penser que p est trés proche de 1 et donc les
quadrimoteurs sont plus stirs que les bimoteurs.

Réponse de I’exercice 18.9

L'univers de notre expérience aléatoire est {V, A}°? (V pour vient et A pour annule/ne vient pas).
Le patron se trouve dans 'embarras si 51 ou 52 personnes viennent, c’est-a-dire s’il y a 0 ou 1 annulations.

52
La probabilité qu’il n’y ait aucune annulation est de <g> . La probabilité que le client 1 annule et que les

51
autres viennent est de — <—> . De méme la probabilité que le client 2 annule et que tous les autres viennent

5\ 5
451
(5)

t d L4 t
est de — | = i
sz ) oete
Ainsi la probabilité qu’il y ait exactement une annulation est de 52
4\ P2 1 74\
3> +522 <3> ~ 1.27 x 107%, soit

Ve A

La probabilité que le patron se trouve dans ’embarras est donc de

un peu plus d’une chance sur 10000, le patron peut donc étre rassuré.

Réponse de I’exercice 18.10

1
1. La probabilité que Charles réussisse du premier coup est 3

2. La probabilité que Charles réussisse au bout du 2-iéme coup est la probabilité qu’il rate son premier lancer

. . . 7 1
et réussisse son second, ce qui donne une probabilité de 3 X 3

La probabilité que Charles réussisse du 3-iéme coup est la probabilité qu’il rate son premier et son second

2
lancer et réussisse son troisiéme, ce qui donne une probabilité de 3 X g

La probabilité que Charles réussisse du n-iéme coup est la probabilité qu’il rate ses n — 1 premiers lancers

N1
et réussisse son n-iéme lancer, ce qui donne une probabilité de <§> X 3

Réponse de ’exercice 18.11

1. Notons A,, I’événement « Sam réussit au moins une fois ». Alors A,, est I’événement « Sam échoue a toutes
ses tentatives ».

- n—1\"
On suppose que les lancers successifs sont indépendants. On a alors P(A,,) = < ) , d’oul

P(A,) =1 (”_ 1>n

n

2. 1l nous faut déterminer, si elle existe, la limite de P(4,) quand n tend vers +oo.
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On a
P(4,) =1 - (n;l)”
e (o (1-2))
(1))
= l—em(-14o(1)
Ainsi

limn4ooP(Ay) =1 — ¢!

Réponse de ’exercice 18.12
On suppose que l'on a pris le dé uniformément au hasard dans le lot de 100 dés et que donc le probabilité qu’il

soit pipé est 7 On suppose également que les lancers sont indépendants.

1. D’aprés la formule des probabilités totales on a

P( On a obtenu 6) = P( On a obtenu 6| le dé est pipé )P( le dé est pipé )
+ P( On a obtenu 6| le dé est normal )P( le dé est normal )

_11+13
24 64
_ 3.3
24 24
1
4

D’apres la formule de Bayes, on a

P( Le dé est pipé )
P( On a obtenu 6)
1
2

P( Le dé est pipé | On a obtenu 6) = P( On a obtenu 6| Le dé est pipé )

DO | = ==

Notre dé a donc une chance sur deux d’étre pipé.

2. D’apres la formule des probabilités totales on a

P( On a obtenu deux 6) = P( On a obtenu deux 6| le dé est pipé )P( le dé est pipé )
+ P( On a obtenu deux6| Le dé est normal )P( Le dé est normal )

_11+13
44 364
_3+1
48 48
1
12
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D’apres la formule de Bayes, on a

P(Le dé est pipé)
(On a obtenu deux 6)

P(Le dé est pipé|On a obtenu deux 6) = P P(On a obtenu deux 6|Le dé est pipé)

1w 5|>—l|ﬁ>|>—l
| =

Notre dé a donc trois chance sur quatre d’étre pipé.

Réponse de I’exercice 18.13

Formalisons le probléme avec des probabilités, les données de I’énoncé s’interprétent ainsi :

— P( Le poisson observé est un brochet | Le poisson a été péché par Alice ) = é En effet Alice a pris deux
fois plus de gardons que de brochets soit une proportion ; de gardons et E de brochets.

— IP( Le poisson observé est un brochet | Le poisson a été péché par Bob) = % En effet Bob a pris autant
de gardons que de brochets soit une proportion % de gardons et % de brochets.

— IP( Le poisson a été péché par Alice) = %, en effet Bob a pris trois fois plus de poissons qu’Alice, soit une
proportion de i de poissons péchés par Alice et de 3 de poissons péchés par Bob

— P( Le poisson a été péché par Bob) = %

D’aprés la formule des probabilités totales on a

P( Le poisson est un brochet)

= P( Le poisson est un brochet | Le poisson a été péché par Alice )P( Le poisson a été péché par Alice)

+ IP( Le poisson est un brochet | Le poisson a été péché par Bob)P( Le poisson a été péché par Bob)

_11+13
34 24
o
24

La formule de Bayes nous donne alors

P( Le poisson a été péché par Bob | Le poisson est un brochet )
~ P( Le poisson a été péché par Bob )
~ P( Le poisson est un brochet )

P( Le poisson est un brochet | Le poisson a été péché par Bob )

= [N
,_.|©,,>|_.|u>|w
N | —

9
Le poisson a donc une probabilité de I d’avoir été péché par Bob.

Réponse de I’exercice 18.14

Notons G I'événement « L’éléve tiré au hasard est un garcon »et R I’événement « 1’éléve est regu ». On a alors
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5 1 4

D’apres la formule des probabilités totales on a

_. 41 35 19
P(R) = P(RIG)P(G) + P(RIG) = z 5+ -2 = 5

Puis, d’aprés le formule de Bayes on a

P(G|R) = %P(R\G) -

4
Sachant qu’un éléve est recu, la probabilité que ce soit un garcon est de To’ ce qui est facile & vérifier puisqu’il

y a exactement 19 recus dans la classe et 4 garcons parmi ces 19 regus.

Réponse de ’exercice 18.15

1. Notons P I’événement « La piéce tombe sur Pile », N ’événement « Le premier lancer de dé donne Noir »et
NN T’événement « Les deux premiers lancers de dés donnent Noir ».

D’apres la formule des probabilités totales on a

P(N) = P(N|P)P(P) + P(N|P)P(P)
_2 1.
=3P + 5( - p)
_1tp

3

2. D’apreés la formule des probabilités totales on a

P(NN) = P(NN|P)P(P) + P(NN[P)P(P)

REEUEER
_1+3p
9
3. Notons Ny ’événement « Obtenir Noir au second lancer ». On montre de la méme maniére que pour N
1+p

que P(Ng) = —3
1+ p)? 1+3

Ona NN Ny=NN,P(N) xP(Ny) = (L+p) et P(NN) = +9 P

Ainsi N et N sont indépendants si et seulement si (1 +p)? =1+ 3p
De plus on a

(1+p)?=1+3pe1+2p+p°=1+3p
ep’—p=0
“pp-1)=0

Comme p €]0, 1[ on peut alors conclure que n et Ny ne sont pas indépendants.
4. Soit n € N*, notons Nn I’événement « On a obtenu NOIR aux n premiers coups »(n € N*).

On a alors .

2 — 1
B(Nn|P) = = B(Nn|P) = =
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D’apres la formule des probabilités totales on a alors

P(Nn) = P(Nn|P)P(P) + P(Nn|P)P(P)
_ l+p@2n 1)
3n

D’aprés la formule de Bayes on a

P(P|Nn) = PP T)L P(Nn|P)

On voit immédiatement que
limn—sooP(P|Nn) = £ =1
p

Réponse de I’exercice 18.16

3 1
. Par hypothése on a P(Ey) = 1, Pg, (Ent1) = " Pz(Ent1) = 0
. 3 S _ 1—
Puis, P(Eps1 N Ey) = P (Eni1)P(E,) = % ot P(Eni1 N En) = P (En1)P(Ey) = Tp".
. La formule des probabilités totales nous donne alors
Pn+1 = P(EnJrl N En) + P(EnJrl N E_n)
N e )
4 10
_ 15pn | 2—2p,
~ 20 T
13p, 1
~ 20 10
: : : . : : 13r .

. La suite (pp)nen est arithmético-géométrique. Soit r € R 'unique réel tel que r = 20 + 0 c’est-a-dire

2 2 13
r = —. La suite <pn — ?> est alors une suite géométrique de raison 20° d’ou, pour n € N*
neN

2_ 1\ 2
Pn 7~ \ 20 b1 z

D’ou

L I _2
On en déduit que Jm -
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Réponse de I’exercice 18.17

1. Si la plante est de génotype AA ou aa alors toute sa descendance sera de méme génotype que la plante
mere.

2. Le génotype de la plante fille correspond a deux tirages successifs uniforme dans l’ensemble {4, a}. Avec
les notations de I’énoncé on a alors

11 1 1 1

3. (a) Onaxg=0,y0=1et z0=0
(b) Les événements E,, F,, et G,, forment un systéme complet d’événements (ils sont duex & deux incom-
patibles et E, U F,, UG,, = ). Ainsi &, + yp + 2, = 1
(c) On a

Tntl1 = P(EnJrl)
= P(Ent1|En)P(En) + P(Epga |[Fn)P(Fn) + P(En1|Gn)P(Gr)

1

Yn+1 = P(FN-H)
= P(Fn—f—l ’En)P(En) + P(Fn-i-l’Fn)P(Fn) + P(Fn—f—l ’Gn)P(Gn)

1

_Yn
2

Zn+1 = P(Gn—l—l)
= P(Gn-i-l’En)P(En) + P(Gnta ’Fn)P(Fn) + P(Gn-i-l’Gn)P(Gn)

1

:%Tn—}—zn

(d) D’apres la question précédente (y,)nen est une suite géométrique de raison %, d’on, pour n € N
1
On a de plus, pour n € N z,41 — 2,41 = T, — 2. La suite (x,, — 2, )nen est donc constante et vaut
ainsi 0 sa valeur initiale.
On a ainsi
Vn € N Ty = Zn Ty +Yn +2n=1
D’ou,
1=y, 1 1

9 T 9 9gn+l

¥Yn €N Tn = Zn
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4. On en déduit que

lim =z, = - lim =0 lim z, ==
notoo 2 n—)—l—ooyn notoo " 2

On peut interpréter ceci comme une disparition quand le temps tend vers 'infini des génotypes « mixtes ».

Réponse de I’exercice 18.18

On note T I'événement « le test est positif »et M 1’événement « La personne est malade ».
) 95 — 1
lors P(M) = ——, P(T|M) = —, P(T|M) = —.
On a alors P(M) = 700, P(TIM) = 10, P(TIM) = 1o

D’apres la formule des probabilités totales on a

95 5 1 995 147

P(T) = P(T|MP(M) +P(TIMP(M) = — —— + — —— =
(T) (TIM)P(M) + P(T|M)P(M) 1001000+1001000 10000

D’apres la formule de Bayes on a

P(M 2= 95 95
P(M|T) = uIP>(T|M) =100 — — — ~(.32
P(T) AT 100 294

La probabilité qu’une personne ayant obtenu un résultat positif soit réellement malade est donc d’environ 3"

Réponse de I’exercice 18.19

En notant G I’événement « Le joueur gagne la voiture »et B celui « Le joueur avait choisi la bonne porte »on
a, par la formule de probabilités totales :

P(G) = P(G|B)P(B) + P(G|B)P(B) = %IP’(G|B) 4 21@(@@)

Dans la stratégie ot le joueur ne change pas de porte, il gagne si et seulement s’il avait choisi initialement la
bonne porte :
P(G|B) =1 et P(G|B) = 0.
1
Ainsi, P(G) = 3
Dans la stratégie ot le joueur change de porte, il gagne si et seulement s’il avait choisi initialement la mauvaise

porte :
P(GIB)=0 et P(GB)=1.

Ainsi, P(G) = .
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Chapitre 19

Intégration

Exercices

Exercice 19.1

En utilisant des intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes

1 ™
1. / x? arctan(z) dz 6. / ch(t)sin(2t) dt
0 0
2. / cos(In(z)) dx 7. / (2% 4 22 + 2) cos(2z) dz
1 0
3 / Pl d s [ (322 — 4o+ Dl — %) d
locos4(x)x ./Q(x—:H—)n(:c—x)x
L gIn(x) z
4. —%5 d
/; @21 1) x 9. /0 arctan(t) dt
1 1
5. / 2 In(x)" dz, ot A > 0 et n € N, 10. / (x 4+ 1) arctan = dz
0 0

Exercice 19.2

1. En utilisant le changement de variable ¢ = x + sin(x), calculer

T 2 (z
/ cos (2) da
z x + sin(x)

2. En utilisant le changement de variable t = v/x + 1, calculer

2
X
/ dzx
o vxr+1

3. En utilisant le changement de variable ¢t = sin(x) — cos(z), calculer

=13

sin(z) + cos(x)

———=d
/0 2 — sin(2x) v
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4.

10.

1
Soit n € N*, en utilisant le changement de variable t = —, calculer
x

21
| o @
1 z(x™+1)

. En utilisant le changement de variable ¢t = v/e? — 1, calculer

In(5) P
/ dx
me) (3+e?)ver —1

1
. En utilisant le changement de variable ¢ = x — —, calculer
x

V2 2+ 1
—_— dz
1 xvat—x2+1

1
En utilisant le changement de variable ¢ = —, calculer
x

Hz =)
/l o0 dx
3

1
. En utilisant le changement de variable { = —, calculer
x

a

|

/ n(z) dx oira>0
1 1+ 22

. En utilisant le changement de variable t = xé, calculer

1
1
/ +\/de
0

1—{—3:%

En utilisant le changement de variable ¢ = sin(z), calculer

L
/ cos'(x) dx
0

11. En utilisant le changement de variable ¢ = tan(z), calculer
I
/ tan (z) dz
0
Exercice 19.3
Soit f : RI\{1} — R

2
S|
e R
» (D)

1. Justifier que f est bien définie.

. Montrer que f est dérivable sur ]0, 1] et |1, +o0o[ et déterminer f’.

. Etudier les variations de f.
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2

1
4. Pour z € R \{1}, calculer / (D) dt. En déduire que f(z) est compris entre 2 In(2) et 22 In(2).
L tln

5. Déterminer les limites de f en 0,1 et 400

Exercice 19.4

1. Soit z € R\ {g +kr, ke Z}. Montrer que

1
14+t 2=
+ tan(z) cos(x)?
2. Montrer que, pour tout ¢t € R\{m +2kn , k € Z}, on a
2tan (L 1 — tan (£)?
sin(t) = 7(2) 5 et cos(t) = 7(2)2
1+ tan (%) 1+ tan (%)

t
3. Soit x € }0, g [ et 0 € }0, % [ En posant le changement de variable v = tan <§> déterminer

| /% . dt
o cos(t) o 1+ cos(0)cos(t)

Exercice 19.5

1. Soit f une fonction continue sur R et paire. Montrer que, pour tout z € R, on a
xT xT
f@ﬁh:Q/)ﬂﬂdt
—x 0
2. Soit g une fonction continue sur R et impaire. Montrer que, pour tout x € R, on a

" fy dt =0

—T

Exercice 19.6
Soit f : R — R

2x
1
T —dt
/m Vit +12 41
1. Etudier la parité de f
2. Etudier les variations de f.

3. Montrer que mgr}rloo f(x)=0.

Exercice 19.7

Soit (a,b) € R? avec a < b, soit f et g deux fonctions continues sur [a, b].

b
1. Montrer que la fonction A — / (Af(t) + g(t))? dt est une fonction polynomiale et étudier son signe.
a
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2. En déduire 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(Aﬂﬂwmwd02<([fﬁ@>m)(L:wfda

3. En déduire I'inégalité de Minkowski
b 3 b
([[uo+aora) < ([ roa)

Exercice 19.8

1

- </abg(t)2 dt>§

1
2

Soit (a,b) € R? avec a < b, soit f et g deux fonctions continues sur [a,b]. On suppose que g est positive sur

[a,b]. On note m = min_ f(z) et M = max f(x).
x€[a,b] z€[a,b]

1. Montrer que
b b b
m/g@m</ﬂmmu<M/mnw

2. En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

b b
L/ﬂm®&=ﬂd/ﬂ0&

Réponses

Réponse de ’exercice 19.1

1
L. / 2% arctan(z) dz
0

3
x
On va intégrer le 22 et dériver le arctan(z). Soit u(z) = 3 et v(x) = arctan(z). On a ainsi

/0 ' 22 arctan(z) dz = /O (e (a) dml
— [u(e)o(@)]} /O w(@) (z) do

o3 arctan(z) b /1 3
S il SN da
3 0 3 0 1 + ,172

1 1 (a2 _
__/ x(x 2—1—1) T
0 T +1

B 1[2?2 In(1+2?) !

12 3|2 2 0
m 1 1In(2)

"2 67 6
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D’on

1
/ 2% arctan(z) dz =
0

2. /1 " cos(in(z)) dz

On va dériver le cos(In(z)) et intégrer le 1. Soit u(z) = = et v(z) = cos(In(z)). On a ainsi

™ ™

/1 " cos(In(z)) dz = /1 " W @)u() da

™

= [ecos(ln(z))]S" — /1 " x <—%sin(ln(:€)> do

™

=—e"—1+ /1e sin(In(x)) dz

On effectue une seconde intégration par parties en dérivant le sin(In(x)). Soit a(z) = = et b(x) = sin(In(x)).
Alors

/1 cos(In(x)) de = —e™ — 1 —|—/1 sin(In(x)) dx W
= —€™ — 1+ [zsin(In(z))]¢" —/1 cos(In(x)) dz

= —e"—1- /1 : cos(In(z)) dz

Ainsi i i
/ cos(In(z)) de = —e" — 1 — / cos(In(z)) dx
1 1
D’ou B
& ™ 1
/ cos(In(z)) dz = et
1 2
T
3. —F— d
/0 cos(x) *
On va intégre #etdé'e #So't()—t ()et()—#Alos
n va intégrer un o2 (1) rlvrunCOSQ(x). it u(z) = tan(x) et v(z = o(a) r

/o% @ dr = /0% o (z)v(z) do
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Ainsi

1 xIn(x)
4. —-d
/% (22 1 1)2 x

1
On va dériver le In(x) et intégrer le ﬁ Soit u(x) = 2210 et v(z) = In(x). On a alors
U gn(z) L
/é CEE dz :/é u'(x)v(x) de

[, 2 e o

21 !
_ n(2)_1/ 1 = de
) 2 /1

_2ml(2) 1 In(z2 +1)]"
=5 3 [ln(x) —— }%
~ 5In(5) — 131In(2)

B 20

Ainsi

1 2n(2) q ~ 5In(5) — 13In(2)
/% @212 T 20

1
5. / 2 In(z)" dz, ot A >0 et n €N,
0

1
Notons I,, = / M n(z)" dz. Commencons par remarquer que lir%x)‘ In(z)" = 0, la fonction =z +—
0 Tr—r
2 In(z)" peut alors étre prolongée par continuité en 0 par 0 et qu’ainsi I, a bien un sens.
1
1

SinzOonanz/ Ndr = ——.

0 A+1

A1

Sin > 1, on va intégrer le 2* et dériver le In(z)™. Soit u(z) = et v(z) = In(z)", on a alors

Bastien Marmeth 416



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

A1 nl 1, )2+1
S
0 0

A+1 A+lx
1
=0 — /x)‘lm(:rz)”1 dzx
A+1
n
—— 1,
A1t

—n
)\—_H_[nfl. D’ou

—n —(n-1) —-(n-2) -1 (=1)"n!

D N T NI R Wik R WL IR R G W S T

On a donc montré que, pour n > 0, I, =

I,

6. /0 ch(t)sin(2t) dt

On va dériver le sin(2t) et intégrer le ch(t). Soit u(t) = sh(¢) et v(t) = sin(2¢). On a alors
/0 ch(t)sin(2t) dt :/0 u'(t)u(t) dt
= [u(oo(o)f - [t oar
= [sh(t) sin(2¢)]5 — 2/ sh(t) cos(2t) dt
0

= —2/0 sh(t) cos(2t) dt

On va faire une deuxiéme intégration par parties en dérivant le cos(2t) et en intégrant le sh(t). Soit alors
a(t) = ch(t) et b(t) = cos(2t). On a alors

/ﬂ ch(t)sin(2t) dt = —2 /ﬂ sh(t) cos(2t) dt
0 0

(
_ 9 ([ch(t) cos(20)]7 + 2 /0 " ch(t) sin(20) dt>

— 2ch(r) +2 4 / " eh(t) sin(2¢) dt
0

Ainsi - -
/ ch(t)sin(2t) dt = —2ch(m) + 2 — 4/ ch(t)sin(2t) dt
0 0
et donc i 5o
/ ch(t) sin(2¢) dt = %W
0
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7. / (2% 4 22 + 2) cos(2z) dz
0

On va faire deux intégrations par parties successives en dérivant d’abord le terme 2% + 2z + 2 puis le terme

4+ 1.
Posons u(x) = sm(22x), v(z) = 2? + 2z + 2, a(z) = cos(2z) et b(x) = x + 1. On a alors
"2 = Wv z)u(z) dz
/O(x +2x+2)cos(2x)dx—/0 (x)u'(x) d
= [u(z)v(z)] —/0 v (z)u(x) do
(22 4 22 + 2)sin(22) " T sin(2z)
:[ 5 }0—/0(23:%—2) 5 dz
=— /W(x + 1)sin(2z) dz
0
= / b(z)d (x) dx
0
= [a(z)b(x)] —/0 a(z)V (x) dx
(x4 1)cos(2z)]™ ™ cos(2z)
NIl R
w41 1 [sin(2x)]"
2 2 [T]o
T2
D’ou

™

/ (2% 4 2z + 2) cos(2z) dz = 5
0

3
8. / (322 — 4z + 1) In(z® — 2*) dz
2

On va intégrer le terme 322 —4x 41 et dériver le terme z° —z%. Soit u(z) = 23 —22? 4+ et v(x) = In(z® —2?).

On a alors

3 2
1’2—1' nx5—x4 Tr = ’LLII"U.%' X
l@ 4z + 1) In(a® — o) d K (2)o(z) d

3
~ fu@)@)i - [ ue)(@) do

3 4 3
3 2 5_,4y13 3 2 Sr” — 4
= [(2° — 22° 4+ 2) In(z —x)]z—/Q (x° — 2z —i—x)ﬂ dz
3 3
x°(bx — 4)
= 12In(162) — 21In(16) — -1
n(162) n(16) /Qx(x ) prYp— dz

3
= 121n(162) — 21n(16) — / (z —1)(5z — 4) da
2

3
= 121n(162) — 21n(16) — / 522 — 9x + 4 dz
2

1023 — 2722 + 4273
6 2

= 121n(162) — 21n(16) — [
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29

= 121n(162) — 2In(16) ~

9. / arctan(t) dt
0

On va dériver arctan(t) et intégrer 1. Soit u(t) =t et v(t) = arctan(¢). On a alors

/0 ’ arctan(t) dt = /0 ’ o' (t)o(t) dt

Tt
tarctan(t)]; — dt
parctan(®)s - [

In(1+ 31"
= rarctan(z) — [M]
2 0
In(1 + 2?
= zarctan(z) — w

1
10. / (x +1)arctanz dx
0

2
On va dériver arctan(x) et intégrer x + 1. Soit u(z) = % + z et v(z) = arctan(z). On a alors

1 1
/0 (x 4+ 1) arctan z do = /0 o (x)v(z) do
1
~ (@} - [ @' (@) do

2 1 1-2 1
— + z ) arctan(x) —/ —tx dz
2 0 0 2 1+ a2
3 1/ 22 + 22
2tz dx
8 2 1+ 22
3T 1/ 2?2 +1+42x—1
_2r_ 2 dz
8 2 1+m2
1 1
:_ﬂ__/ — dz
8 2 1+x2 1+ 22
3m 1
=5 — 5 o+ (1 +2%) — arctan ()]
7 1 In(2)
22 2

Réponse de ’exercice 19.2

2
1. Soit ¢(x) = x + sin(x), on a alors ¢/(x) = 1 + cos(x) = 1 + cos <2§> =1+ 2cos (g) —1=2cos <g)

D’ou

2
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Ainsi

/’T cos? (%) d In(5+1)—In(r) In(27) —In(r +2)
= z+ sin(x) 2 2

2. Soit p(z) = vz + 1, on a alors ¢'(z) = et z = ¢(x)? — 1. Ainsi

1
2vV/r +1

2 2
dx:/Qazlaz dx
[ 7 de= [ e

93 V3
:[__zt}
3 1
235 9
_ _ov/3-_249
3 V3 3"
4
3

D’ou

/2 x 4
dr = -
0 vVe+1 3

3. Soit ¢(z) = sin(x) —cos(z), on a alors ¢’ (x) = sin(x)+cos(z). De plus, pour = € [O, %} on a2—sin(2z) # 0

et
2 —sin(2z) = 2 — 2sin(z) cos(x) = 1 + sin(z)? + cos(z)? — 2sin(x) cos(z) = 1 + ( sin(z) — cos(x))?
D’ou
Tsin(z) +cos(z) . [T ¢(a) .
/0 2 — sin(2x) dv= /0 1+ o(z)? d
Coreld) 1
_ / o 58 !
[arctan

0= (- )
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_T
4
Ainsi .
/4 sin(x) + cos(x) PP
o 2—sin(2z) 4
. N 1 , -1
4. Soit n € N*, on pose p(z) = —, on a alors ¢'(z) = —.
x x
D’ou
2 2 _ .2,
/ L e / —e) g,
1 z(x™+1) 1 z(x™+1)
A
= dx
1 L( 1 + 1)
p(x) \o(z)"
/@(2) _tl? 4
— t
o) 7l +1)
% tn_l
-/ dt
EEET
B [ In(1 —i—t")] 2
n 1
_ In(2) —In(1+5)
n
- In(2) —In (22;51)
B n
n+1
_in(#5)
B n
Ainsi )
n+
/2 1 In <22n+1>
dx =
1 x(z"+1) n
5. On pose p(x) = Ver — 1, d’ou ¢'(x) = 2\/%. On a alors
/ln(5) P In(5) 2@/(.%')
m2) (3+e?)Ver m@ (3+e?)

_ /1“@ 20(2)
= Ju (4+90(~’6))

¢(In(5))
/ (In(2)) 4+ t2 at
i\ 12
= [arctan <§>]
1
1
= arctan(1) — arctan <§>

T ¢ 1
= — —arctan | =
4 2
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D’ou
/ln(5) - q T . <1>
r = — —arctan | —
me) (3+e?)Ver —1 4 2
1 1 241
6. On pose p(x) =z — —, dou ¢'(z) =1+ = = i On a de plus
x x? x?
(x2 —1)2 zt—22241 zt-2241
L) =1+ =1+ —73 = T2
Alors
V2 V2 2,
2+ 1 B x Lp () dx
1 eVt — 22 1 1 — 2%+
/ dx
SD
w(f) 1
-/ d
o) V14t
V3
= [arcsin(t)],’
2
= argsh g) — argsh(0)
V2
— 1h -
args 5
D’ou

V224 V2 1+3
———————der=argsh| — | =In
1 avat—ax24+1 2 \/§

1 1
7. Posons p(z) = —, d’ott ¢'(z) = ——;. On a alors
z x
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Ainsi

1 1
8. Soit a > 0, on pose p(z) = —, d’on ¢'(x) = ——;. Alors
x x

a a /
/ In(z) do — _/ In(z)¢'(x) da
11+ 22 I

Ainsi

D’on

1
9. On pose p(z) = xé, d’ot ¢'(z) = —. Alors
6xs
1 1
1 1
/ + \/15 dz = / Lty \/iEGx%go/(x) dz
0 1+x3 0 1+z3

1 3
L(x)z@ ()54 (z) da
1+ p(x)

e 61> + 18
©(0) 1 —|—7f2
1

/0

/ 2+ 1) t4+t3+t2t1)+t+1d
= X

0 241

/0

dt

1
t 1
AR AN U | d
T +t2+1t2+1 .
1

o t 3 12 In(1 +t2)

— ==t —— tan (t
[ R R A +arcan()0
1
7
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409 In(2) o«
20" 2 14

Ainsi

=+

/11+ﬁd 409 In(2) | 7
0 148 420 2 4

10. On pose ¢(z) = sin(z),d’ou ¢'(z) = cos(z). On a alors

L LI
/ cos' (z) dz = / cos’(z) cos(z) dx
0 0

us

- /O (1 - o)) (x) da

_ /w(g)u 2P
©(0)

1
:/ 1-3t2 4+ 3t -5 at
0

[ , 3t 7!
= [t—t+ - - —}
5 71
3 1
* 5 7
16
35
Ainsi .
2 16
/2 cos’(z) dz = —
0 35
1
11. On pose ¢(x) = tan(x), ainsi ¢'(z) = 1 4 tan(z)? = cos(@)" Alors

/ : tan” (z) dz = /0 : tan7(x)ﬂ dz

0 1+ tan(z)?

_/ (2 +1)(t° —t3+1t) —t
N 241

6 4 2 2
1 1 1 In®)
6172 2
5 In(2)
12 2
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Ainsi

Réponse de I’exercice 19.3

1
1. Soit 0 < z < 1, alors 0 < 2 < x < 1 et donc, pour tout ¢ € [z%,z] on a In(t) # 0. La fonction t ()
n

est alors bien définie et continue sur [z2, z] et f(z) est donc bien définie.

1
De méme, pour 1 < z on a1 <z < 22 et donc, pour tout ¢ € [x,xz] on a In(t) # 0. La fonction ¢ — m
n
est alors bien définie et continue sur [z, %] et f(z) est donc bien définie.
x

1
2. Soit = €]0,1[ et soit F(x) = / —— dt. F' est dérivable car c’est I'unique primitive de ¢ —

1
1 In(t) In(t)

2

sur

1
]0,1[ qui s’annule en ~. Alors f(z) = F(x?) — F(x). f est alors dérivable sur ]0, 1[ en tant que somme de
composées de fonctions dérivables et on a

f(x) = 22F'(a®) — F'(x)

2z 1
~In(2?)  In(x)
_x—1
~ In(z)
o1

De méme, pour z > 1 on définit G(z) = / m dt. g est dérivable car c’est I'unique primitive de
9 1N

1
t — —— sur |1 + oo[ qui s’annule en 2. Alors f(z) = F(2?) — F(z). f est alors dérivable sur |1, 4o00[ en

In(t)
tant que somme de composées de fonctions dérivables et on a

21
~In(2?)  In(x)
_x—1

~ In(z)

3. Pour z €]0,1[ on a f’(x) > 0, f est donc strictement croissante sur ]0, 1[. De méme, pour z €]1,+o00[ on a
f'(z) >0, f est donc strictement croissante sur |1, +oo.

4. Soit x > 1, on a

= In(In(z?) — In(In(z))
=In(2In(z)) — In(In(x))

Pour ¢ € [z,2%] on a

~+| 8

o) S ) S 1)
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Ainsi , ) 2
T o1 T
dt < ——dt < dt
/x tIn(t) /m In(t) /m t1n(t)
C’est-a-dire
rIn(2) < f(z) < 2°1n(2)
Pour 0 <z <1lona
2
r 1 2
dt = [In(|In(¥)])]2
| i at = (m):
= In(—In(2?)| — In(—In(z))
= In(—2In(z)) In(— In(x))
In(2)
2 a? x .
Pour ¢ € [z, ] onaT<1§?,d’ou
z? 1 T
tin(t) = In(t) = tIn(t)
Ainsi )
dt > ——dt > dt
/xz tIn(t) /xz In(t) /xz tIn(t)

C’est-a-dire

D’on

—zIn(2) > —f(z) > —2%1In(2)

22In(2) < f(r) < 21n(2)

5. Ona lim zln(2) = 4ocoet lim z?In(2) = +oo. Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes,

r—r-+00

r—r-+00

lim =
r—r-+00

f(@) = o0

De méme lim zIn(2) = 0 et lim 2%In(2) = 0. Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes,

z—0

T—+400

lim f(z) =0

z—0

Pour la limite en 1 on va étudier séparément les limites en 1~ et 17.

Ona lim zIn(2) =In(2) et lim 2?In(2) = In(2). Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes,
1~

z—1~

lim f(z) =1n(2)

r—1—

Et lim zIn(2) =In(2) et lim+ 2*In(2) = In(2). Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes,
z—1

r—1t

Puisque lim
z—1—

()

lim f(z) =1n(2)

z—1+

lim+ f(z) alors f peut étre prolongée par continuité en 1 par In(2).
z—1
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Réponse de I’exercice 19.4

1. SoitxeR\{g—i—kw, keZ}). Ona

1+ tan(z)? =1+ sin () _ cos(z)? + sin(z)? _ 1

cos(x)? cos(x)? cos(x)?

sin(t) = sin (2 x %)

Soit t € R\{m +2kmw , k € Z}, on a

et
cos(t) = cos <2§>
)
2
o(5) (- ) )
2
B 1+ta1n(g) (“m <§> )
_ 1—tan(3)
1+ tan (£4)°
2 Soit f i [0,2] - R
b= cosl(t)
On pose u(t) = tan <%> don o/ (t) = % (14u(t)?)

Soit x € }0, g [, on a alors
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tan(ﬂ) 9
:/ ’ 5 dx
tan(0) -

tan(%) 1 1
:/ + dx
0 -2 14z

[~ In(1l — 2) + In(1 + ) () :p4myﬂm+ma+xm?():m<

77
et, pourGE]O,Z[

1 x u'(t)

4 14-u(t)?
dt = dt
/0 1 + cos(6) cos(t) /0 1 + cos(@) w02

ENE

B 1 1 — cos(
|1 —cos(#) \| 1+ cos(d)

B 1 . 1 — cos(0)
/1 —cos2(h) aretat 1+ cos(0)

i (2)2
= — 1 arctan %L(Q)z
| sin(6)] 2cos (Q)

2

1
— m arctan (tan(6)|)

= — arctan (tan(f))

9) <
arctan | x X

)

1 — cos(0)

1+ cos(0)

)

1

Réponse de ’exercice 19.5

1. Soit f une fonction continue sur R et paire. Soit x € R. On pose p(t) = —t, d’oi1 ¢/ (t) = —1.

Alors
x 0 x
F)dt= [ f@t) de+ / F(t) dt
—x —x 0

et
0

0
f@W)dt= [ fl=et) - ¢(t) dt

—x
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Ainsi

T 0 T T
ﬂf(t) dt = g F(t) dt+/0 f(t) dt = 2/0 F(t) dt

2. Soit g une fonction continue sur R et impaire. Soit x € R. On pose ¢(t) = —t, d’ou ¢’ (t) = —1.
Alors

T 0 T
3 ft) dt = 3 f(t) dt—i—/o f(t) dt
et
0 0
J@dt= | f(=e(t) —¢(t) dt

0

= [ fle@®)e'(t) dt
©(0)
= / f(s) ds

o(—=)

:/mof(s) dz
:—/Omf(t)dt

T 0 z
/ f@ydt= [ f(@ dt+/ f(t)dt =0
,m 0

—x

Ainsi

Réponse de I’exercice 19.6

1. On pose ¢(t) = —t, d’ott ¢'(t) = —1 et on a

e VP r Ve +et)? +1

©(2z) -1
= / — ds
p(z) st + 52 +1

—2x 1

—r Vst4+s24+1 ds
= —f(-a)

dt

f est donc impaire.
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2. Posons F(z) = / ————— dt. F est alors 'unique primitive de t - —— qui s’annule en 0,
0 t4+t2+11 tt+t2 41
d’ou, pour z € R, F'(2) = ——u——
p @) = =y 1

On a alors f(z) = F(2z) — F(z) et donc f est dérivable sur R et, pour x € R on a
f'(z) = 2F'(22) — F'(x)
B 2 1
V1ert +422+1  Vart+22+1
2Vt a2 +1 - V162t + 422 4+ 1
V16zt + 422 + 1Vt + 22 + 1
C VAzt+ 4 +4— V162 + 422 + 1
V16a4 + 422 + 1zt + 22+ 1
B 4a* + 4% + 4 — (162* + 422 + 1)
VIGT+ 407 T 1Vt + o7 11 (VAT + 427 + 4+ V1627 + 47 + 1)
_ 3 — 122"
VIGT+ 407 T 1Vt + o7 11 (VAT + 427 + 4+ V1627 + 47 + 1)

B 3(1 = V2z)(1 + V2z)(1 + 227)
V6 F 4 F VA + 22 + 1 (\/4354 T 422 74+ V162t + 42 + 1)

On en déduit le tableau de variations suivant

—1 1
r |—00 — — +00
V2 V2
f(z) — 0 + 0 -
/(%)
V2 2
3. Montrer que mgrfoo f(z)=0.
Soit > 0, pour t € [z,2z] on a
1 1
0< <
Vit 412 +1 a4+ 2?2 +1
D’ou
o< [ __a< [ ! d
—————— da < ——— dx
z Vitt4+t24+1 z Vat+a?+1
C’est-a-dire 5
T—
0< fla) < —m 2
. 2r —x . ) .
Or lim ———————= = 0. Ainsi, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim f(x)=0
x—+00 /4 + x2 +1 T—+00

Réponse de I’exercice 19.7
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1. Soit A€ R, on a

b b b
/ (Af(t) + g(t)? dt:/ M2 420 f (1) g(t)+g2(t) dt—)\Q/ At dt+2)\/ f(t) dt+/ 2(t) dt
Notons A = / f2(t) dt, B = / ft)g(t) dt et C = / ) dt. On a alors

b
/ Af(8) +g(t)? dt = AN> +2AB + C
Notre fonction est donc bien une fonction polynomiale.
b
On sait que, pour ¢ € [a,b], (Af(t) + g(t))* > 0, ainsi, par positivité de I'intégrale, / ML) +g)* =0

2. De la question précédente on déduit que le discriminant de Pexpression polynomiale AX? 4+ 2BX + C' est
négatif ou nul (un polynome de degré 2 de signe constant admet au plus un racine).

Ainsi 4B% — 4AC <0, d'on B? < AC, c’est-a-dire

(/ " Fne) dt)2 <( ) ) (/ o )

On retrouve bien l'inégalité de Cauchy-Schwarz annoncée.

3. On a, en conservant les notations précédentes
b 2 - 2
[ G0+ dt= [ 0+ 26000 + 20)

/f dt+2/f dt+/b 2(1) dt

=A+2B+C
<A+ 2V/AC +C
< (VA+VC)?
Ainsi
( / )+ gl0)? dt)% < (WA+VoR)’
< A% + B2
<( abf%) dt>§ +(f g2 dt)i
D’ou

([ v +awr ) ([ rwa )+(/;g<t>2dt)é

On retrouve bien 'inégalité de Minkowski annoncée.

Réponse de I’exercice 19.8
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1. Pour ¢t € [a,b] on a
m< f(t) <M

D’otu, comme g(t) > 0,
my(t) < f(t)g(t) < My(t)

Ce qui, par croissance de 'intégrale, nous donne

b b b
m/ g(t) dt g/ f()g(t) dt < M/ g(t) dt

b
2. Dans un premier temps, traitons le cas particulier ot / g(t) dt = 0, comme g est positive sur [a, b] cela
a

entraine que g est identiquement nulle sur [a,b]. On a alors

b b
/ f)gt) dt=0 et f(c)/ g(t) dt =0
D’ou
b b
/ F(Dg(t) dt = (o) / o) dt

b

On suppose désormais que / g(t) dt > 0. La question précédente nous donne alors I'inégalité
a

g

[ g(t) dt

b
t)g(t) dt
Ainsi M e [m, M.
[ g(t) dt
f étant continue sur [a, b] on sait que f([a,b] est un intervalle, c’est en fait exactement Uintervalle [m, M].
b
Jo f()g(t) dt
b
[ g(t) dt

Ainsi € f([a,b]). Il existe donc ¢ € [a, b] tel que

_ 12 F0)g(t) at
1P g(t) at

C’est-a-dire
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Chapitre 20

Applications linéaires et matrices

Exercices

Pour chacune des applications suivantes dire §’il s’agit d’une application linéaire (en justifiant). Si c’est le cas
déterminer son image, son noyau (on donnera une base de chacun de ces sous-espaces vectoriels) et sa matrice

Exercice 20.1

dans les bases canoniques des espaces concernés.

(i) ¥ R? — R v) s —
(z,y) = (y,22) (@,y) = (z-yy—=zz+2y)
(i) g R? - R? (vi) g R -
(xay) = (w—y,?)l'—?)y) (m,y,z) = (.%'—Z,l—i-y)
(iil) 3 R? — R? (vii) 7 R? — R
(z,y) — (2y,0) (z,y) — xz+2y
(iv) 4 R R? (viii) g R? - R?
(1’,:[/,2) = (x—z,y—i—z) (xay) = (1,.%'—2:1/)
Exercice 20.2
Soit h R - R3
(.%',y,Z) = (—x—y—z,—m—y—z,O)
1. Montrer que h est un endomorphisme de R?.
2. Déterminer son image et son noyau.
3. h est-elle injective 7 surjective ? bijective ?
4. Déterminer h + 21d et Ker(h + 21d)
5. Résoudre équation h(u) = —2u d’inconnue u € R3
Exercice 20.3
On considére la matrice
-1 -2 -2
A=112 3 2
-2 -2 -1

et f Papplication linéaire de R® dans R® dont la matrice dans la base canonique est A.
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1. Montrer que f2? =Idgs. f est-elle bijective ?
2. Soit g = f — Idgs, donner sa matrice M dans la base canonique de R3.

3. Donner une base du noyau de g.

Exercice 20.4
Soit B la base canonique de R? et soit B’ = (e}, eh, e}) avec €] = (—1,1,0), ey = (1,0,1) et e = (1,1,1). Soit
fe R = R?
(,y,2) — (x+4+2y—2z,2c+y— 222z + 2y — 32)

1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Montrer que B’ est une base de R?
3. Déterminer Mat/(f)

Exercice 20.5

Soit ¢ I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique B est

-1
5
3

S O =~

2
Matg(p) = | 0
0

1. Expliciter ¢

2. Déterminer le noyau et I'image de (.

Exercice 20.6
2 2
On consideére ’application R — R
(,y) — (v+y,z+2y)
1. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R?
2. Montrer que f est un automorphisme

3. Déterminer 1.

Exercice 20.7
Soit f € £L(R3) defini par f(z,y,2) = (x +y — 22,2 — 2y + 2z, =2z + y + 2)
1. Déterminer une base de I'image et du noyau de f

2. Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R?.

Exercice 20.8
Soit E = C2. On définit f et g : C2 — C? par
flx,y)=(x+y,z—y) et 9(x,y) = (x + 2y, 2 + 2y)

1. Démontrer que f € L(E) et que g € L(E).

2. f et g sont-elles injectives ?
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3. Démontrer que f € GL(E).

Exercice 20.9

Soit E un R-espace vectoriel avec B = (e1, €2, e3) une base de E. On considére 'unique endomorphisme f de E
vérifiant f(e1) = ex +e3, f(e2) =e1 +e3, f(e3) =e1 + ea.
f est-il injectif ? surjectif 7 bijectif 7

Exercice 20.10

On définit 'application
0: R3[X] — R?
P — (P(0),P0),P(1),P(1))

Montrer que ¢ est un isomorphisme et donner sa matrice dans les bases canoniques des deux espaces.

Exercice 20.11
Soit E = C™(R) et ¢ l'application définie sur E par ¢(f) = f' + 3f.
1. Montrer que ¢ € L(E)
2. Déterminer Ker(yp).
3. Montrer que ¢ est surjective.

4. Déterminer une base de Ker(p o ¢).

Exercice 20.12
Soit I'application g définie sur F = R3[X] par
g(P)=P(1)X + P(2)X*?
1. Montrer que g est un endomorphisme de FE.

2. Déterminer la matrice de g dans la base canonique de FE.

3. Déterminer une base de I'image et du noyau de g.

Exercice 20.13

1. Donner un exemple d’application linéaire surjective de R® dans R?
2. Existe-t-il une application linéaire injective de R? dans R??

3. Généraliser.

Exercice 20.14

1. Donner un exemple d’application linéaire injective de R? dans R®
2. Existe-t-il une application linéaire surjective de R? dans R3?

3. Généraliser.
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Exercice 20.15

Soit E' un K-espace vectoriel et soit f et g deux endomorphismes de E qui commutent (i.e. fog = go f). Montrer
qu’alors Im(f) et Ker(f) sont stables par g, c’est-a-dire

g(Im(f)) CIm(f)  g(Ker(f)) C Ker(f)

Exercice 20.16

Soit u et v deux endomorphismes d’'un K-espace vectoriel . Montrer que

vou=0gp) si et seulement si Im(u) C Ker(v)

Exercice 20.17

Vrai ou faux ? (Justifier)
Soit E et F' deux K espaces vectoriels et f € L(E, F).

1. Si (e1,e2,--- ,eyp) est libre alors (f(e1), -, f(en)) est libre;

2. Si(f(e1), -+, f(en)) est libre alors (e, ez, - ,e,) est libre;

3. Si (e1,eq, - ,ey) est génératrice de F alors (f(e1),- -, f(en)) est génératrice de F;

4. Si (f(e1r), -+, f(en)) est génératrice de F alors (e, e, - ,ey) est génératrice de E;

5. Si Im(f) = F alors f est injective;

6. Si Im(f) = F et dim(F) = dim(F) alors f est injective;

7. Si g est une autre application linéaire de E dans F' avec Im(f) = Im(g) et Ker(f) = Ker(g) alors f = g.
Exercice 20.18

Pour chacune des matrices suivantes, donner son rang, puis donner une base du noyau et une base de I'image de
I’endomorphisme canoniquement associé. Quand I’endomorphisme est inversible on déterminera également son

inverse.
1 21 4 2 0 1 1 -1 1 1 0
A=1-3 1 4 B=1|1 2 -3 C=|-3 -3 3 D=1 0 1
-3 4 7 10 0 12 -2 =2 2 01 1
-3 4 0 1 1 11
2 -1 1 b5
o -2 4 7 r_ 1 0 0 O a=1-1 2 3 _4
1 0 -7 1 1 0 0 3 0 5 6
-1 4 0 1 01 0
Exercice 20.19

Soit E' un K espace vectoriel et f € L(E). On suppose que f vérifié I’équation f2=3f+20dg = Oz(E)-
1. Montrer que f est inversible et donner l'expression de f~! en fonction de f et Idg

2. Montrer qu'il existe deux suites (ap)nen et (Bn)nen telle que

YneN "= anf+ Baldg
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3. En déduire ’expression de f™ en fonction de f, de Idg et de n.

4. Donner enfin I'expression de f~" en fonction de f et de Idg.

Exercice 20.20

Donner le rang des matrices suivantes

T R
A= B=|14m -1 2 m e R
3 1 5 3 9 Cm 3
-1 5 2 8
Exercice 20.21
1 -2 0
1. Déterminer le rang de la matrice A= [ -2 3 =2
1 1 6

2. Soit E un K espace vectoriel de dimension 3 et B = (e, €2, e3) une base de E. Soit ¢ € L(E) telle que
pler) = e1 — 2ez +e3, plea) = —2e1 +3e2 + ez p(e3) = —2ez + bes

(a) Ecrire la matrice de ¢ dans la base B.

(b) Déterminer le rang de ¢ , une base de son noyau et une base de son image.

Exercice 20.22

Déterminer le rang des applications linéaires suivantes :
1. Idps et Id(Cg[X]-
2. L’application f de Ry[X] dans R?* telle que

f(1) = (5,0,—-1,2), f(X)=(1,2,0,0), f(X?) =(4,-2,-1,2) .
3. L’endomorphisme g de R3[X] défini par
g(P)=P(1)X + P(2)X?

4. L’application h de R7[X] dans R qui & P associe P(1).

Exercice 20.23

Soit E un espace vectoriel sur R admettant une base (eg, ez, e3). Soit ¢ un endomorphisme de E défini par :
v(e1) = 2eg + 3es, p(e2) = 2eq — beg — 8es, p(e3) = —eq + 4eg + beg

Justifier ’existence et 'unicité de ¢ .

Déterminer Ker(¢ — Idg) et en donner une base.
Déterminer Ker(p? + Idg) et en donner une base.
Montrer que Ker(y —Idg) N Ker(p? +1dg) = {0g}.

Montrer que la réunion des deux bases précédentes constitue une base de E. Trouver I'image par ¢? des
vecteurs de cette base.

otk W N o=
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Exercice 20.24

Soit £ un espace vectoriel de dimension n > 1. Soit f un endomorphisme de E tel que " = 0. ) et frl £ Oz(E)-
Soit z un vecteur de E tel que f"(z) # 0p.
Montrer que la famille (z, f(z),..., f*~!(x)) constitue une base de E.

Exercice 20.25
Soit (x,1,- - ,x,) n réels distincts. On définit 'application linéaire
U o R, [X] — R"
P = (P(z1), P(z2), -+, P(zy))

1. Montrer que ¥ est injective.
2. En déduire que ¥ est un isomorphisme de R,,_1[X] dans R".
3. On définit la matrice V(z1, 29, -+ ,x,) € My (R) par

1 oz 22 x
2 n—1
1 zo a3 Ty
V(.%'l, 71.71) = . .
1z, =2 ... 2n!
Montrer que, si (z,1,- -+ ,%,) sont n réels distincts alors V(z1,--- ,x,) est inversible.

Exercice 20.26
Soit E un K espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE).

1. On suppose qu'il existe g € L(E) telle que g o f = Idg. Démontrer que f est injective. En déduire que f
est bijective.

2. On suppose qu’il existe g € L(FE) telle que f o g = Idg. Que peut-on dire de f?

Réponses

Réponse de ’exercice 20.1

(i) Soit u = (z1,y1) € R? et v = (x2,92) € R?, soit (A, ) € R%. On a alors

P1(Au + pv) = @1(Az1 + prs, Ayr + py2)
= (A\y1 + pya, 2(Ax1 + pz))
= A(y1,221) + p(y2, 222)
= Ap1(u) + pp1(v)

Ainsi ¢1 est une application linéaire.
On a

ker(¢1) = {(2,y) € R?, ¢1(z,y) = (0,0)}
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_ y=0
_{( y)€R2, {Qx:() }

{(0,0)}

Notons e; = (1,0) et e3 = (0,1) la base canonique B de R On a alors

Im(p1) = Vect(p1(e1), p1(e2))
= Vect ((0,2), (1,0))
= RR?

Mats(e) = (5 )

(i) Soit u = (z1,y1) € R? et v = (x2,y2) € R?, soit (A, ) € R On a alors

et

P2(Au + pv) = pa(Ax1 + pr2, AY1 + py2)
= ((Az1 + pz2) — (Ay1 + py2), 3(Az1 + pa2) — 3(Ayr + py2))
= AM@1 — Y1, 371 — 3y1) + (22 — Y2, 372 — 3y2)
= Apa(u) + ppa(v)

Ainsi o est une application linéaire.
On a

ker(p2) = {(x,y) €R’ , pa(,y) = (0’0)}

—y=0
= (l‘,y)eRz, v y
3xr—3y =20

Notons e; = (1,0) et e = (0,1) la base canonique B de R?. On a alors

Im(pa) = Vect(pa(e1), p2(e2))
= Vect ((1,3),(—1,-3))
= Vect((1,3))

et
1 -1
Matg(p2) = <3 _3>
(iii) 3 n’est pas une application linéaire. En effet on a ¢3((1,0)) = ¢3((0,1)) = (0,0) mais

903((170) + (07 1)) - 90((17 1)) = (170) 7é 903((170)) + @3((07 1))
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(iv) Soit u = (z1,y1,21) € R et v = (22,2, 22) € R?, soit (A, 1) € R%. On a alors

Ca(Au + pv) = pa(Ax1 + pzo, Ayr + pya, Az + pzo)
= ((Az1 + paa) — (A2 + pa2), (Ayr + py2) + (A2 + pa2))
= Mz1 — 21,41 + 21) + (w2 — 22,92 + 22)
= Apa(u) + ppa(v)

Ainsi ¢4 est une application linéaire.

On a

ker(()@4) - {(ﬂc,y,z) € R? ) ()04(1.73/72) - (070)}

— =0
={(w,y,Z)GR3, {x : }
y+z=0

={(z,—z,z), v € R}
= Vect((1,-1,1))

Notons e; = (1,0,0), ez = (0,1,0) et e3 = (0,0,1) la base canonique B de R®. On a alors

Im(py) = Vect(pa(e1), alez), pa(es))
= Vect ((1,0),(0,1),(—1,1))
— R2

et
1 0 -1
Matlg((p4) - <0 1 1 >
(v) Soit u = (z1,71) € R? et v = (z9,92) € R?, soit (A, 1) € R%. On a alors

o5(Au+ ) = e5(A1 + pr, Ay + py2)
= ((Az1 + px2) — (Ay1 + py2), (Ayr + py2) — Az + pas), Az + pee) + 2(Ays + py2))
= XNx1 —y1,y1 — 21,21 + 2y1) + p(xe — Y2, y2 — X2, T2 + 2y2)
= Aps(u) + pups(v)

Ainsi @5 est une application linéaire.

On a

kel‘((pg,) = { 1’ y 6 R2 ’ 905('%'7y) (07070)}

r—y=0
=< (z,y) €R2 y—x=0
z+2y=0
z—y=20
= (z,y) €R*, {0=0 (Ly < Ly — Ly Ly + L3 — Ly)
3y=20

= {(0,0)}

Notons e; = (1,0) et e = (0,1) la base canonique B de R?. On a alors
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Im(p5) = Vect(ps(e1), ps5(e2))
— Vet ((1,—1,1), (=1,1,2)

et

Matg(ps) = | -1 1

(vi) ¢g n’est pas une application linéaire. En effet on a

©6(0,0,0) = (0,1) # (0,0)
(vil) Soit u = (x1,y1) € R? et v = (29,12) € R?, soit (), u) € R%. On a alors

or(Au + pv) = @r(Az1 + prs, Ayr + p1y2)
= Az + pxe) + 2(Ay1 + py2)
= Ax1 + 2y1) + p(z + 2y9)
= Ap7(u) + pepr(v)

Ainsi 7 est une application linéaire.
On a

{(m €R2, wr(x,y) —0}
{(z,y) € R?, z+ 2y}
{(=2y,y) , y €R}

Vec ((_2, 1))

ker(¢7)

Notons e; = (1,0) et e = (0,1) la base canonique B de R?. On a alors

Im(p5) = Vect(ps(e1), ¢s(e2))
= Vect (1,2)
=R

et
Matp(ps) = (1 2)

(viii) ¢g n’est pas une application linéaire. En effet on a

@8(0’0) = (1’0) # (0’0)

Réponse de ’exercice 20.2
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1. Soit u = (21,y1,21) € R® et v = (z2,92, 22) € R3, soit (A, u) € R% On a alors

h(Au + pv) = h(Azy + pre, Ayr + py2, Az1 + pzz)
= (=(Az1 + pz2) — (A1 + py2) — (Az1 + paz), —(Az1 + pa2) — (Ayr + py2) — (21 + p22),0)
=AN-z1 -1 —21,—x1 —y1 — 21,0) + p(—x2 — y2 — 22, —T2 — Y2 — 22,0)
= Ah(u) + ph(v)

Ainsi h est un endomorphisme de R3.

2. On a
—x—y—2z=0
Ker(h) ={ (z,y,2) €R® , { —z—y—2=0
0=0
= {(m,y,z) e R?, —x—y—z:O}
- {(.%',y, —T — y) ) (.%',y) € RQ}
= Vect((1,0,—-1),(0,1,-1))
et
Im(h) = Vect(h(1,0 0) h(0,1,0), h(0 ,0,1))
= Vect((—1,-1,0), (-1,-1,0), (-1, —1,0))
= Vect((—1,1 ))

3. On a Ker(h) # {(0,0,0)} et Im(h) # R>. Ainsi h n’est ni injective, ni surjective et, par suite, n’est pas
bijective.
4. Soit (x,y,z2) € R3, on a

(h + 21d)(.%'7y7 Z) = h(l’,y,Z) + 2(1’,:[/,2) = (.%' —Y—z,—Tty-— 2’722)

Ainsi
h+2ld : RP - R3
(z,y,2) — (x—y—2z—x+y—222)
et
r—y—2=0
Ker(h+21d){xy, JER)  { —o4+y—2=0
22=0
r—y=20
{xy, JeER, { —z+y=0 (L3<—%L3L1<—L1+L3L2<—L2+L3)
z=0
r—y=20
{xy, yeR3, {0=0 (Ly <+ Lo + Ly)
z=0
={(z,z,0), x € R}
= Vec ((110))
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5. Soit u € R?, On a
h(u) = =2u < (h+2Id)(u) = Ogs < u € Ker(h + 21d)

Ainsi, d’aprés la question précédente, on a

h(u) = —2u < u € Vect((1,1,0))

Réponse de I’exercice 20.3

1. D’aprés la matrice on a f(1,0,0) = (—1,2,-2), f(0,1,0) = (—2,3,—2) et f(0,0,1) = (—2,2,—1) et, pour
(z,y,2) €R®

=(—x—2y—22,20+ 3y +2z,—2x — 2y — 2)

On a alors
fof(1,0,0)=f(-1,2,-2) = (1 —4+4,-2+6—4,2—4+2 = (1,0,0)
Fof(0,1,0) = f(-2,3,-2)=(2—6+4,-44+9—4,4—6-+2) = (0,1,0)
Fof(0,0,1)=f(-2,2,-1)=(2—-4+2,-4+6—-24—4+1=(0,0,1)
Ainsi fo f est 'unique application linéaire g telle que g(1,0,0) = (1,0,0), ¢(0,1,0) = (0,1,0) et g(0,0,1) =
(0,0,1), c’est-a-dire f o f = Idgs
Ceci montre également que f est bijective et f~1 = f.

2. On a
g+ R - R?
(r,y,2) — —2x—2y—2z2x+2y+2z, -2z — 2y — 2z

et, en notant B la base canonique de R3

-2 -2 -2
Matg=[ 2 2 2
-2 -2 -2

3. On a

—2x—2y—22z=0
Ker(g) = ¢ (z,y,2) R, {22 4+ 2y + 22 =0
—2r —2y—22=0
= {(x,y,2) €R®, 2+ y+2=0}

= {(1’,:[/, - = y) ’ (1’,:[/) S RQ}
= Vect((1,0,-1),(0,1,—1))

Il est aisé de vérifier que la famille ((1,0,—1),(0,1,—1)) est libre et est donc une base de Ker(g).

Réponse de ’exercice 20.4
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1. Soit u = (21,y1,21) € R® et v = (z2,92, 22) € R3, soit (A, u) € R% On a alors

fQu+ pv) = f(Ar1 + pag, Ay1 + py, Az1 + p22)
= ((Az1 + px2) + 2(Ay1 + py2) — 2(Az1 + pz2), 2(Az1 + pe2) + (Ayr + py2) — 2(Az1 + pze), 2(Ax1 +4
= M1+ 2y1 — 221,221 + y1 — 221,221 + 2y1 — 321) + p(we + 2y2 — 229,229 + Yo — 229,229 + 2y9 — .
= Af(u) + pnf(v)

Ainsi f est une application linéaire de R? dans R3.

2. On va montrer que la famille B’ est libre. Soit alors (A1, A2, A3) € R3 tel que Aje] + Aaeh + Azel = Ops.
(A1, A2, A3) est alors solution du systéme (S) suivant

A+ X+A3=0

(S): Al+A3=0
A+ A3=0
Lo < Lo+ L4
A Aot Ag =0
S): & S A+2X3=0
Ao+ A3=0
L3<—L3—L3

A+ A+ A3=0
S): & S A+2X3=0
—A3=0
On voit alors que (S) est un systéme de Cramer, il admet donc une unique solution qui est (0,0,0). D’ou
Al =Xy = A3 =0.
La famille B’ est ainsi une famille libre de cardinal 3 de R® qui est un R espace vectoriel de dimension 3,
c’est donc une base de R3.

3. On a
fe)=(-1+4+2,-2+1,-242)=(1,-1,0) = —¢€,

f(eé):(1_2’2_2’2_3):(_1707_1) :_6,2
fleh)=(1+2-224+1-22+2-3=(1,1,1) =e3

On en déduit la matrice de f dans la base B’ :

-1 0 0
Matlg/(f) = 0 -1 0
0 0 1

Réponse de ’exercice 20.5

1. Soit (z,y,2) € R3, on a

@((x’ Y, Z)) = Qp(x(l’ 0, 0) + y(o’ 1, 0) + Z(O’ 0, 1))
= z¢((1,0,0)) +y¢((0,1,0)) + 2¢((0,0,1))
=x(2,0,0) +y(4,6,0) + z(—1,5,3)
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= 2z +4y — 2,6y + 5z,3z)

Ainsi
p R3 — R3
(QT,y,Z) — (2$+4y—2,6y+5z,3z)
2. On a
20 +4y —2=0
Ker(p) =< (z,y,2) ER®, {6y +52=0
32=0
= {(0,0,0)}
Et

Im(p) = Vect((2,0,0),(4,6,0),(—1,5,3))

On voit aisément que le rang de la famille ((2,0,0), (4,6,0), (—1,5, 3)) est 3. Ainsi Vect((2,0,0), (4,6,0), (—1
est un sous-espace vectoriel de dimension 3 de R, ce qui implique que Im(y) = Vect((2,0,0), (4,6,0), (—1,5,3)) =
R3,

Réponse de I’exercice 20.6
1. Notons B la base canonique de R, on a alors

Matg(f) = G ;)

2. On sait déja que f est un endomorphisme de R2, il nous faut maintenant prouver qu’il est bijectif.
On a

Ker(f):{(x,y)GRQ,{x—i_y:O }

r+2y=20
=0
:{xy ) e R?, {;CJ_FZ } (Ly « Ly — L)
=0
:{xy GRQ {;—0 } (L1 + Ly — Ly)
={(0,0)}

On sait de plus que Im(f) = Vect((1,1),(1,2)). Or (1,0) =2(1,1) — (1,2) et (0,1) = (1,2) — (1,1).
Ainsi Vect((1,0),(0,1)) € Vect((1,1),(1,2)), c’est-a-dire R C Im(f). D’ott Im(f) = R%.
I’endomorphisme f est ainsi injectif et surjectif, donc bijectif. f est alors bien un automorphisme de RZ.

3. On sait que f~! est également un endomorphisme de R?. Pour (z,y) € R? notons

F M, y) = (alz,y),b(x, y))

On a alors
(z,y) = F(f N (@,9) = (a(z,y) + b(z,y), a(z,y) + 2b(z,y))
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Cest-a-dire
r = a(x,y) +b(z,y)
y = a(z,y) + 2b(z,y)

D’ou
a(z,y)=2x—-y  blx,y)=y-=x
Et donc
R S R?
(z,y) = (2z—yy—1x)
Réponse de I’exercice 20.7
1. On a

Ker(f) = {(z,y,2) € R®, f(z,y,2) = (0,0,0)}

z+y—2z=0

= (z,y,2) eR® Sz —2y4+2=0

—2z+y+2=0

z+y—2z=0

=< (z,9,2) ER®, { —3y+32=0 (Lo + Ly — Ly L3+ L3+ 2L;)
—3Jy—32=0

r+y—22=0
= (z,y,2) €R®, {y—2=0 (L3 < L3+ Lo L2<——%L2)
0=0
z—2z=0
={(z,y,2) ER®, {y—2=0 (L1 L1 — Ly)
0=0
={(z,2,2), z € R}
= Vect((1,1,1))

Notons B = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) la base canonique de R3.

Im(f) = Vect(f(1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1))
= Vect((1,1,-2), (1,-2,1),(=2,1,1))

On va calculer le rang de la famille ((1, 1, —2),(1,-2,1),(—=2,1,1)) pour déterminer la dimension de Im(f)
et ainsi le cardinal des bases de Im(f

M&tB((l,L—Q)’(L_Q’ 1)7(_27171)) - 1 —2 1

L2<—L2—L1
L3+ L3+ 2Ly
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1 1 -2

0 -3 3

0 3 =3
L3+ L3+ Lo

1 1 =2

0 -3 3

0 0 O
Ainsi la famille ((1,1, —2),(1,—2,1),(—2,1,1)) est de rang 2. Les bases de Im(f) sont donc de cardinal 2.
Montrons que la famﬂle (1,1,— ) (1,—2,1)) est libre : Soit (A, u) € R? tel que

A(1,1,-2) + u(1,-2,1) = (0,0,0)

Onaalors \+ u=0et A—2u=0dou A=p=0.
La famille ((1,1,—2),(1,—2,1)) est ainsi une famille libre de cardinal 2 dans Im(f) qui est de dimension
2, c’est donc une base de Im(f).

2. On a

Réponse de I’exercice 20.8

1. Soit u = (z1,y1) € C? et v = (xo,y2) € C?, soit (A, ) € C%. On a alors

fQu+ pv) = f(Ax1 + pae, Ay + py2)
= ((Az1 + pxa) + (Ay1 + py2), (A1 + pze) — (Ay1 + py2))
= Mz1 +y1, 71 —y1) + (@2 + Y2, 72 — o)
= Af(u) + pf(v)

gAu + pv) = g(Az1 + pe, Ayt + py2)
= ((Az1 + p2) + 2(Ay1 + py2), (Az1 + pa2) + 2(Ay1 + py2))
= ANz1 + 2y1, 21 + 2y1) + p(x2 + 2y2, T2 + 2y2)
= Ag(u) + pg(v)

Ainsi f et g sont des applications linéaires.

2. On a
Ker(f):{(:v,y)ECQ, {zjzzo }

20 =0
(z,y) € C*, {; }(Ll < L1 + Lo)
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et

Ker(g) = {(m,y) eC?, {x—i—?y:O }

z+2y=0
z+2y=0
:{(m,y)e(C2, {0_0 }(LQ(—LQ—Ll)

={(-2y,y), y€C}
= Vect((—2,1))

Ainsi Ker(f) = {(0,0)} et Ker(g) # {(0,0)} (puisque, par exemple (—2,1) =€ Ker(g)). f est donc injective
mais g ne 'est pas.

3. Tl nous reste & montrer que Im(f) = R%. On a

Im(f) = Vect(f(1,0), f(0,1))
= Vect((1,1), (1, —1))

On sait que f est injective, ainsi ((1,1),(1,—1)) est une famille libre. Comme c’est une famille libre de
cardinal 2 de C? qui est un C espace vectoriel de dimension 2, ¢’est alors une base de C2.

Ainsi Im(f) = Vect((1,1),(1,—1)) = C?. f est un endomorphisme injectif et surjectif de C? donc un
automorphisme, c’est-a-dire f € GL(F).

Réponse de I’exercice 20.9

Commencons par déterminer la matrice de f dans la base B :

Matg(f) =

e i )

11
01
10

On pourrait raisonner a l'aide de la matrice mais les résultats nécessaires n’ont pas encore été abordés en cours.
On va donc se débrouiller autrement.

Notons f1 = f(e1), f2 = f(e2) et f3 = f(e3) et montrons que la famille (f1, f2, f3) est une base de R®. Pour
cela on peut, par exemple montrer qu’elle est génératrice de R3. On a en effet

61:%(—f1+f2+f3) e2:%(fl_f2+f3) f3:%(f1+f2_f3)

Ainsi e; € Vect(f1, fa, f3), e2 € Vect(f1, fo, f3) et ez € Vect(f1, f2, f3). On en déduit que R® = Vect(eq, ez, e3) C
VeCt(flafzaf?))'

La famille (f1, f2, f3) est ainsi une famille génératrice de R? de cardinal 3. Comme R?® est un R espace
vectoriel de dimension 3 on en déduit que (fi, fo, f3) est une base de R3.

On a ainsi montré que 'image de le base B de R? par f est une base de R?, f est donc un endomorphisme
bijectif et en particulier est aussi injectif et surjectif.

Réponse de I’exercice 20.10

Commencons par montrer que ¢ est une application linéaire. Soit (P, Q) € R3[X]? et (A, 1) € R%. On a

P(AP +1Q) = (AP + pQ)(0), (AP + 1Q)'(0), AP + pQ)(1), (AP + 1Q)' (1))
= (AP(0) + uQ(0), AP'(0) + nQ'(0), AP(1) + pQ(1), AP'(1) + pQ'(1))
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= A(P(0), P'(0), P(1), P'(1)) + p(Q(0),Q"(0),Q(1), Q' (1))
= Ap(P) + pp(Q)

Ainsi ¢ est bien une application linéaire de R3[X] dans R*.
La base canonique B; de R3[X] est la famille (1, X, X%, X?). On a ¢(1) = (1,0,1,0), ¢(X) = (0,1,1,1),
©(X?%) =(0,0,1,2) et p(X?) = (0,0,1,3). D’ou

Im(y) = Vect((1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,0,1,2),(0,0,1, 3))

Montrons que la famille ((1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,0,1,2),(0,0,1,3)) est libre. Soit (A1, A2, A3, As) € R? tel
que
A(1,0,1,0) + A2(0,1,1,1) + A3(0,0,1,2) + A(0,0,1,3) = (0,0,0,0)

(A1, A2, A3, \q) est alors solution du systéme S suivant :

A1 =0

Ao =10

M+ +A3+ =0
Ao +2A3+30 =0

L3(—L3—L1
L3<—L3—L2
L4<—L4—L2
A =0
A2 =0
S
A3+ =0
2XA3+3X =0
L4<—L4—2L3
A =0
A2 =0
S
A3+ =0
A=0

Ainsi A\; = A2 = A3 = Ay = 0. La famille ((1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,0,1,2),(0,0,1,3)) est donc une famille
libre de cardinal de R* qui est un R espace vectoriel de dimension 4, ¢’est donc une base de R*. Ainsi

Im(p) = Vect((1,0,1,0),(0,1,1,1),(0,0,1,2),(0,0,1,3)) = R*

@ est donc surjective.
Déterminons maintenant Ker(y). Soit P = aX® 4+ bX? + c¢X +d € Ker(y). On a alors

d=0

c=0
a+b+c+d=0
3a+2b+c=0

On retrouve le méme systéme que précédemment dont on a montré que la seule solution est (0,0,0,0). On a
donc P = Og,[x]- D'ott Ker(¢) = {Og,[x}, ¢ est ainsi injective.
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Puisque ¢ est une application linéaire surjective et injective c’est un isomorphisme de R3[X]| dans R*.
On a de plus, en notant B la base canonique de R3[X] et B, la base canonique de R4

Mat51732 (‘P) =

S = O =
=== O
N = OO
w = O O

Réponse de ’exercice 20.11

1. Soit (u,v) € C*°(R) et (A, u) € R?. On a

oA+ pv) = Au+ pv) + 3(Au + o)
= A + 3u) + p(v' + 3v)
= Ap(u) + pp(v)

On sait également que, si f est de classe C™ alors f’ est également de classe C™ et donc f' + 3f est de
classe C™.

Ainsi ¢ € L(E)
2.0na

Ker(p) = {f €C*(R), f'+3f =0}
= {f€C>®R), 3C e RVz € R f(z) = Ce 3%}

Notons fi : R —» R

r = e 7

On a alors Ker(y) = Vect(f1).
3. Soit h € C*°(R), on veut montrer qu’il existe f € C*°(R) telle que f +3f =h

X
Soit f:x s e 3® / h(t)e3t dt. f est alors continue, dérivable et on a
0

f'(z) = =373 /093 h(t)e3 dt 4 e 373 h(z) = h(z) — 3f(2)

Ainsi f’ et, par suite f, sont de classe C* et
f'(@) +3f(x) = h(z)

Cest-a-dire (f) = h
On a donc trouvé f € E tel que ¢(f) = h. Ainsi h € Im(p). On ne déduit que ¢ est surjective.
4. Soit f € F, on a
p(e() = (f'+3) +3(f +3f) = ["+6/ +9f
On cherche ici les solutions de équation différentielle f”+6f' +9f = 0. Soit P = X?+6X +9 = (X —1—3)2
le polynéme caractéristique de cette équation différentielle.
Alors ’ensemble des solutions de 1’équation différentielle f” 4+ 6f" +9f = 0 est

S={feE, A B)eR*Vz R f(z) = Ae™*" + Bxe "}
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Notons
R fo i R — R

—3z

fltR—)
r = e T = xe

On a alors S = Vect(f1, f2) et donc
Ker(p o ¢) = Vect(fy, f2)

Réponse de ’exercice 20.12

1. Soit (P, Q) € R3[X]?* et (A, 1) € R?. On a

AP+ pQ)()X + (AP + pQ)(2)X?

AP(1) + pQ(1)X + (AP(2) + pQ(2)) X?
AP()X 4+ P(2)X?) + p(Q(1)X +Q(2)X?)
= Ag(P) + ng(Q)

9P+ Q) = (
=

Ainsi g est bien un endomorphisme de R3[X].

2. On rappelle que la base canonique B de R3[X] est la famille (1, X, X2, X3).
Onag(l) =X+ X3 g(X) =X +2X3 g(X?) = X +4X? et g(X?) = X +8X3. D'ou

0000
111 1
Mats(@) =14 o o ¢
1 2 4 8

3. On rappelle qu’'un polynome est égal au polyndme nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. On
a
Ker(g) = {P € R3[X], P(1)X + P(2)X® = Og,[x] }
={P eRs[X], P(1) = P(2) = 0}
On sait que P(1) = 0 si et seulement si X — 1 divise P. Ainsi P € Ker(g) si et seulement si il existe
Q € Ry[X] tel que P = (X — 1)(X — 2)Q, c’est-a-dire si et seulement si il existe (a,b) € R? tel que
P=(X-1)(X—-2)(aX +)
= (X? = 3X +2)(aX +b)
= aX?® - 3aX% 420X +bX? - 3bX +2b=aX3+ (b—3a) X% + (2a — 3b) X + 2b
= a(X? —3X% 4+ 2X) + b(X? 4+ 2X +2)
On en déduit que
Ker(g) = Vect(X® — 3X% + 2X, X% + 2X + 2)

La famille (X® — 3X? + 2X, X? 4 2X + 2) est de degré échelonné, elle est donc libre. Ainsi (X® — 3X? +
2X, X% +2X +2) est une base de Ker(g).

On a également

Im(g) = Vect(g(1), 9(X), g(X?), g(X?))
= Vect(X + X3, X +2X3 X +4X3 X +8X3)
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Remarquons que X = 2(X + X3) — (X +2X3) et que X3 = (X +2X3) — (X + X3). Ainsi Vect(X, X?) C
Vect(X 4+ X3, X +2X3, X +4X3 X +8X3).

Il est aisé de remarquer que réciproquement Vect(X + X2 X +2X3 X +4X3, X + 8X?) C Vect(X, X?).
Ainsi Im(g) = Vect(X, X3). La famille (X, X3) est clairement libre et est donc une base Im(g).

Réponse de I’exercice 20.13

1. L’application linéaire ¢ R? — R?  est de maniére assez claire surjective de R dans R.
(z,y,2) = (z,y)

2. Supposons par l’absurde qu'il existe une application linéaire injective f de R* dans R% Notons B =
(e1,ea,e3) une base de R3. Alors, de par I'injectivité de f, (f(e1), f(e2), f(e3)) est une famille libre de R?.
On a alors une famille libre de cardinal 3 dans un espace vectoriel de dimension 2 ce qui est absurde.
Ainsi il n’existe pas d’application linéaire injective de R® dans R?

3. On peut généraliser ce résultat a deux espaces vectoriels E et F' de dimension finie avec dim(F) < dim(FE) :

Si E et F sont deuz espaces vectoriels de dimension finie avec dim(F') < dim(E) alors il n'ezxiste pas
d’application linéaire injective de E dans F
Ce résultat se prouve de la méme maniére qu’a la question précédente. Notons n = dim(FE) et p = dim(F),
on a donc p < n.
Supposons par l’absurde qu’il existe une application linéaire injective f de E dans F. Notons B =
(e1, -+ ,e,) une base de E. Alors, de par Uinjectivité de f, (f(e1), -, f(en)) est une famille libre de
F. On a alors une famille libre de cardinal n dans un espace vectoriel de dimension p < n ce qui est
absurde.

Réponse de I’exercice 20.14

1. L’application linéaire ¢ : R? — R3 est de maniére assez claire injective de R? dans R?.
(z,y = (2,9,0)

2. Supposons par Pabsurde qu’il existe une application linéaire surjective f de R? dans R3. Notons B = (e1,€2)
une base de R%. Alors, de par la surjectivité de f, (f(e1), f(ez)) est une famille génératrice de R®. On a
alors une famille génératrice de cardinal 2 dans un espace vectoriel de dimension 3 ce qui est absurde.
Ainsi il n’existe pas d’application linéaire surjective de R? dans R3

3. On peut généraliser ce résultat a deux espaces vectoriels E et F' de dimension finie avec dim(F) > dim(FE) :

Si E et F sont deuz espaces vectoriels de dimension finie avec dim(F') > dim(E) alors il n'ezxiste pas
d’application linéaire surjective de E dans F
Ce résultat se prouve de la méme maniére qu’a la question précédente. Notons n = dim(FE) et p = dim(F),
on a donc p > n.
Supposons par ’absurde qu’il existe une application linéaire surjective f de E dans F. Notons B =
(e1,-++ ,e,) une base de E. Alors, de par la surjectivité de f, (f(e1), -, f(en)) est une famille génératrice
de F'. On a alors une famille génératrice de cardinal n dans un espace vectoriel de dimension p > n ce qui
est absurde.

Réponse de ’exercice 20.15

Soit f et g deux endomorphismes de F qui commutent.
Soit w € Im(f). Il existe donc v € E tel que u = f(v). On a alors g(u) = go f(v) = f(g(v) € Im(f)
Ainsi g(Im(f)) C Im(f)
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Soit u € Ker(f). Montrons que g(u) € Ker(f).

On a £(glu)) = g(f(u)) = 9(05) = 0. D'on g(u) € Ker(7).
Ainsi g(Ker(f)) C Ker(f).

Réponse de I’exercice 20.16

Soit u et v deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel F.
Supposons d’abord que v ou = Og(p)

Soit € Im(u), il existe alors y € E tel que x = u(y). On en déduit que v(z) = vou(y) = Og. Ainsi
z € Ker(v).

On a donc prouvé que Im(u) C Ker(v)

Supposons maintenant que Im(u) C Ker(v)

Soit x € E, alors u(z) € Im(u) donc u(x) € Ker(v). Ainsi v o u(z) = 0g.

On a donc montré que, pour tout x € F, vou(x) = 0, c’est-a-dire v ou = 0z ().

Réponse de ’exercice 20.17
Soit E et F' deux K espaces vectoriels et f € L(FE, F).
1. Si(e1,e9, -+ ,ey) est libre alors (f(e1), -, f(en)) est libre; FAUX
Si, par exemple e; € Ker(f) alors la famille (f(e1),- -, f(en)) contient le vecteur nul et est donc lié.
L’exemple le plus flagrant est le cas ou f = Oz g p)-
2. Si(f(e1), -+, f(en)) est libre alors (ey,ea,--- ,ey) est libre; VRAI
Soit (A1, A2, -+, An) € K" tel que

)‘161 +)\2€2+“‘+)\nen =0g

Alors
Afler) +Aaf(e2) +- -+ Anflen) = f(Mer + Asea + - + Anen) = f(0g) = Op
Par liberté de la famille (f(e1), -, f(ey)) on a alors Ay = Ao = --- = A\, = 0. La famille (e, ez, - ,ep,)
est donc libre.
3. Si (e1,ea, - ,ey) est génératrice de E alors (f(e1), -, f(en)) est génératrice de F'; FAUX
Si (f(e1), -+, f(en)) est génératrice de F' alors F' est surjective, ce qui n’est pas toujours le cas, prendre
par exemple le cas ou dim(F') > dim(E).
4. Si (f(e1), -+, f(en)) est génératrice de F alors (e1,eq, - ,e,) est génératrice de E; FAUX
Prenons par exemple Uapplication f : R? — R
(r,y) —
Alors la famille f(1,0) est génératrice de R mais (1,0) n’engendre pas R?.

5. Si Im(f) = F alors f est injective; FAUX
Si Im(f) = F alors f est surjective mais pas forcement injective. Considérons par exemple ’application
f: R = R
(r,y) — =z
On a bien Im(f) = R mais Ker(f) # {Ogr2}, f n’est pas injective.
6. Si Im(f) = F et dim(F') = dim(F) alors f est injective; VRAI
C’est un résultat du cours.

7. Si g est une autre application linéaire de E dans F' avec Im(f) = Im(g) et Ker(f) = Ker(g) alors f = g.
FAUX
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Prenons par exemple f =Idgz et ¢ : R? — R?
(z,y) = (y,7)
Alors Im(f) = Im(g) = R? et Ker(f) = Ker(g) = {Ogz2} mais f # g.

Réponse de I’exercice 20.18

1 21
— A=|-3 1 4
-3 4 7
L2<—L2—|—3L1
L3<—L3—|—3L1
1 2 1
0o 7 7
0 10 10
10
L3<—L3——L2
7
1 2 1
077
0 0 0

Ainsi a est de rang 2.

Notons ¢4 ’application linéaire canoniquement associée a A. Alors Im (¢ 4) = Vect((1, —3,-3),(2,1,4), (1,4,7)).
On sait que dim(Im(p4)) = Rang(v4) = 2. Ainsi, les bases de Im(¢4) sont de cardinal 2. On sait que

de toute famille génératrice on peut extraire une base, on va alors extraire une base de Im(yp4) & partir

de la famille (1,3, —3),(2,1,4), (1,4, 7).

On a Rang((1,-3,-3),(2,1,4)) = 2. Ainsi

Veet((1, -3, —3), (2,1,4)) C Vect((1, -3, —3), (2,1,4), (1,4,7))

et

dim(Vect((1,—3,-3),(2,1,4))) = dim(Vect((1,-3,-3),(2,1,4),(1,4,7)))
D’out Im(pa) = Vect((1,—-3,-3),(2,1,4)) et ((1,—3,-3),(2,1,4)) est une base de Im(p4).
On a

X
Ker(pa) = (z,y,2) e R* | Ay

0

0

z 0

1 2

= (m,y,z)eRg, 07 (
0 0O

:{(-’E,y,Z)GRs, {1’:2’
y=—2

={(z,—%2,2), z€ R}
= Vect((1,—1,1))

—

\]
SIS

I
o oo

Ainsi (1,—1,1) est une base de Ker(¢4). Comme Ker(p4) # {Ors} alors ¢4 n’est pas inversible.
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4 2 0
—B=|1 2 -3
10 0 12
Lo < Iy
1 2 -3
4 2 0
10 0 12
L2 — L2 — 4L1
L3 — L3 —10L4
1 2 -3
0 -6 12
0 —20 42
1
Lo <+ —ELQ
1 2 -3
0 1 —2
0 —20 42
L3 < L3+ 20L,
1 2 -3
01 -2
0 0 2

Ainsi B est de rang 3. Notons ¢p application linéaire canoniquement associé a B. Alors Im(pp) =
Vect((4,1,10), (2,2,0), (0, -3,12)) = R3 et donc ((4, 1, 10), (2,2, 0), (0, —3, 12)) est une famille génératrice
de cardinal 3 de Im(pp) qui est de dimension 3, ((4,1,10),(2,2,0),(0,—3,12)) est ainsi une base de

Im(pp) = R3.
De plus Ker(¢p) = {Ops }.

©p est inversible. Son inverse est 'endomorphisme canoniquement associé & B~ que 1'on va déterminer.

2

—
[\]

10

o

L2<—>L1

W
o

10

@)

L2 — L2 — 4L1
L3 — L3 — 1014

1 2
0 -6
0 —-20

1
L2 < —ELQ

0
-3
12

12

-3
12
42

1

0

—= O

0
1
0

1

0

_ o

— o O

0

-4 0
—-10 1
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1 2 =3]|]0 1 0
0o 1 =-2|—- ; 0
0 —20 42| 0 -—-10 1
L3 < L3+ 20Lo
1 2 =3| 0 1 0
01 =2 —% % 0
00 9 10 10 1
3 3
Lo+ Lo+ L3
1
L3<—§L3
1 2 =3, 0 1 0
01 0 —é 4 1
00 1|2 21
3 3 2
L1<—L1—|—3L3
L1<—L1—2L2
1 0 0] 2 2 L
2
01 0|—-< 4 1
5 1
001|—-—= = =
3 2
1
2 -2 —
. 2
Etdonc B'=|_-- 4 1
§ 5 1
3 3 2
gogl est alors 'endomorphisme canoniquement associé¢ & B!, c’est-a-dire
e+ R o R?
z T or by =z
20 — 2y — —,—— +4 ——+ =+ -
(,y,2) = (x y=—g5 g Tyt 3+3+2>
1 1 -1
—C=1-3 -3 3
-2 =2 2
L2<—L2+3L1
L3+ L3+ 2Ly
1 1 -1
0 0 O
0 0 0

Ainsi C est de rang 1. On note ¢¢ I'application linéaire canoniquement associée & C. Alors Im(p¢) =
Vect((1, —3,-2), (1, —-3,—-2),(—1,3,2)) = Vect((1,—3,—-2)). (1,—3,—2) est donc une base de Im(p¢).
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On a de plus

T 0

Ker(pc) = { (z,y,2) €R®, C |y | = |0
z 0

{xy, eRg,x—i—y—Z—O}

={(z—-v,9,2) , (y,2) € R?}
_ Vect((l,O,l), (=1,1,0))

La famille (1,0,1),(—1,1,0) est clairement libre et est donc une base de Ker(¢c).
Comme Ker(pc) # {Ors}, @c n’est pas inversible.

1 1 0
— D=1]1 01
01 1
L2<—L2—L1
1 1 0
0 -1 1
0O 1 1
L3+ L3+ Lo
1 1 0
0 -1 1
0O 0 2

Ainsi D est de rang 3. Notons ¢p l'application linéaire canoniquement associé a D. Alors Im(¢p) =
Vect((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) = R3 et donc ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) est une famille génératrice de
cardinal 3 de Im(pp) qui est de dimension 3, ((1,1,0), (1,0, 1), (0,1,1)) est ainsi une base de Im(pp) = R3.
De plus Ker(¢p) = {Ogs }.

©p est inversible. Son inverse est 'endomorphisme canoniquement associé & D~ que I'on va déterminer.

11 0(1 00
1 010 10
01 1|0 01
L2 — L2 — L1
1 1 0|1 00O
0 -1 1}]-1 1 0
0 1 1} 0 01
L3+ L3+ Lo
1 1 0|1 00O
0 -1 1]-1 1
0 0 2}]-1 11
1
Lg — §L3
L2 — —L2
1 1 0 1 0 O
01 —-1{ 1 -1 0
0 0 1 11
2 2 2
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Ly« Ly + L3
1 1 0] 1 0 0
0 1 1 1 1
0 0 1 21 12 %
2 2 2
L1<—L1—L2
110 1 1 1
% 21 12
"ol 2 g
00 1 1 1 %
2 2
1 1 1
2
Et donc D7 = z _% 1
1 1 %
2 2 2
apl_)l est alors 'endomorphisme canoniquement associé & D!, c’est-a-dire
ept ¢+ RP o R?
r+y—z x—y+z —r+yt+=z
(w7y7z) H < 2 b 2 b 2 >
-3 4 0
-2 4 7
_ E =
1 0 =7
-1 4 0
L3<—>L1
1 0 -7
-2 4 7
-3 4 0
-1 4 0
Lo+ Lo+ 214
L3+ L3+ 3L,
Ly<+ Ls+ 14
10 -7
0 4 -7
0 4 -21
0 4 -7
L4<—L4—L2
L3<—L3—L2
10 -7
0 4 -7
0 0 —14
00 O
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F est donc de rang 3. On note ¢g : R® — R* Papplication linéaire canoniquement associée a E. On a alors
Im(pg) = Vect((—3,-2,1,-1),(4,4,0,4),(0,7,—7,0)). On sait de plus que Im(pg) est de dimension 3.
Ainsi ((—3,-2,1,-1),(4,4,0,4),(0,7,—7,0)) est une base de Im(¢g). D’aprés le théoréme du rang on a

dim(Ker(pg) = dim(R?) — Rang(pg)) =3 -3 =0

D’ou Ker(¢g) = {0}.
@p n’est pas inversible car dim(R*) # dim(R?).

1 1 11
1 000
=l 100
1 010
L1<—>L2
L2<—>L3
L3<—>L4
1 0 0 0
1 1 0 0
1 010
1 1 11
L2<—L2—L1
L3<—L3—L1
L4<—L4—L1
1 0 00
01 00
00 10
01 11
L4<—L4—L2
L4<—L4—L3
1 0 00
01 0 0
0 010
0 0 0 1

F est donc de rang 4. Notons ¢ l’application linéaire canoniquement associée & F. Alors Im(pp) =
Vect((1,1,1,1),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(1,0,0,0)) = R* et donc ((1,1,1,1),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(1,0,0,0)

est une famille génératrice de cardinal 4 de Im(p ) qui est de dimension 4, ((1,1,1,1),(1,0,1,0),(1,0,0,1), (1,0, 0.
est ainsi une base de Im(pp) = R

De plus Ker(¢r) = {Opa}.

o est inversible. Son inverse est ’endomorphisme canoniquement associé & F~! que 1’on va déterminer.

11111000
10 00|01 0O
110 0|0 0 10
1010|0001

L1<—>L2

L2<—>L3

L3<—>L4
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1 0 0 0|0 1 0 O
1 10 0j]0 0 1 O
1 01 0j]0 0 0 1
1 1 1 1|11 0 0 O
L2<—L2—L1
L3<—L3—L1
L4<—L4—L1
1 00 00 1 0O
010 0j]0 -1 1 0
001 0j]0 -1 01
01111 -1 0 O
L4<—L4—L2
L4<—L4—L3
1 0 0 0|0 1 0 0
010 0j0 —-1 1 0
00100 -1 0 1
00011 1 -1 -1
0 1 0 0
4 o -1 1 o0
Et donc F~* = 0 -1 0 1

1 1 -1 -1
Lp}l est alors 'endomorphisme canoniquement associé a F~!, ¢’est-a-dire

R R* — R*
(x’y,z’t) = (y?_y+2,_y+t’x+y_z_t)
2 -1 1 5
—G=1-1 2 3 -4
3 0 5 6
1
L1<—§L1
1 1
1 L5
2 2 2
-1 2 3 —4
3 0O 5 6
Lo+ Lo+ 14
L3<—L3—3L1
1 1 5
Y22 2
3 3
NERERE
o = - _=
2 2 2
L3<—L3—L2
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1 1 5
=3 3 3
03%3
2 2 2
O O 0 o0

G est donc de rang 2. Soit ¢ : R* — R3 Papplication linéaire canoniquement associée a G.

Alors Im(¢q) = Vect((2,-1,3),(—1,2,0),(1,3,5), (5, —4,6)). On sait que dim(Im(pg)) = Rang(ypg) =

2. Ainsi, les bases de Im(p¢) sont de cardinal 2. On sait que de toute famille génératrice on peut extraire
une base, on va alors extraire une base de Im(y¢) a partir de la famille ((2, -1, 3), (—1,2,0), (1,3, 5), (5, —4,6)).
On a Rang((2,-1,3),(—1,2,0)) = 2. Ainsi

Vect((2,—1,3),(-1,2,0)) C Vect((2,-1,3),(-1,2,0),(1,3,5),(5,—4,6))

et
dim(Vect((2,—1,3),(—1,2,0))) = dim(Vect((2,-1,3),(—1,2,0),(1,3,5), (5,—4,6)))

D’ou Im(pg) = Vect((2,—1,3),(—1,2,0)) et ((2,—1,3),(—1,2,0)) est une base de Im(pg).
On a

,
+ e R

I
o O O O
IOT%,_/

1 —1 1 T 0
2 2

=< (z,y,2,t) ER?, 0 3 %_§ vyl _ 8

2 2 9 <

. 0 0 0 0 t 0
y z bt
rT == — — — —
= (@,y,2,t) €RY, 3_?/_2 7_24-%
L 2 2 2

:{<—53—Z—2t,—%+tzt> (2,1) 6R2}
5 7
= Vect | [ —=,—=,1,0 2,1,0,1
et ((=5.-3:1.0) .(-21.0.1))

5 7
La famille <<_§’ —3 1, O) ,(—=2,1,0, 1)) est libre et, par conséquent, est une base de Ker(pg). Comme

dim(R*) # dim(R?) alors g n’est pas inversible.

Réponse de I’exercice 20.19

1. De l'égalité f2 —3f + 2ldg = Oz (g on tire
fo(f—3ldg)=—2Idg

(f —3Idg) o f = —2Idg

fo (gIdE - %f) = Idg
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<gIdE - %f) of =1Idp

3 1
Ainsi f est inversible et f~! = §IdE ~ 3 f.

2. On procede par récurrence. On a
— fO=1dg, dou ag =0 et fy = 1.
— fl=f, doua;=1et B =0.
— f2=3f—2Id, dot ay = 3 et By = —2.
Soit n € N, on suppose qu'il existe (ay, 8,) € R? tel que f* = ay, f + Bnld.

Alors
= o
= f © anf + BnId
= Oénf2 + an
= ap(3f —2Id) + Bn f
= (Bay, + Bn)f — 2a,,1d
Ainsi, en posant a,4+1 = 3oy, + B etfp+1 = —2a, on a bien

fn+1 = anJrlf + BnJrlId

On a ainsi montré que les suites (o, )nen €t (Bn)nen définies par

=3
ap =0, Bp=1 Vn € N Gt @+ Bn
Brny1 = —20au,

sont telles que
YneN M =anf+ B.ldg

3. Pourne Non a
Qni2 = 30n41 + Bni1 = 3an41 — 20,

Posons alors P = X?—3X +2 = (X —2)(X —1) le polynéme caractéristique de notre relation de récurrence.

Il existe alors (4, B) € R? tel que
Vn € N o, = A1™ + B2"

Onaay=0=A+Betag=1=A+2B dou A=—1et B=1. Ainsi
Vn € N o, =2" -1

Pour n € N* on a également (3, = —2ay,_1 = —2(2"_1 —-1)=2-2"
Finalement on obtient ’expression suivante de f™ :

YneN ff=2"-f+2-2"1d
. 13 1 —n _ (p=1\" 3~ —1
4. On sait que f~° = §IdE — §f’ et que f7" = (f ) d’ow, en composant par f
1
-2 -1
= - — =1
fr=lpt -

De maniére similaire aux questions précédentes on montre qu’il existe deux suites (7, )nen €t (9p )nen telles
que
VneN  fr=rq,f 1 +6,Id
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avec
3
Tn+1 = §’Yn + 5n
=0, 0 =1 Vn e N 1
5n+1 = _§’Yn
D’ou
3 1

VneN 0= 3+l = 5

3 1 1
Le polynome caractéristique de cette relation de récurrence est P = X2 — §X + 5= (X-1) <X - =

D
Ona’yo:C—l—D:Oetfyl:1:0—1—5,d’oﬁC:QetD:—Zetdonc

1

Pour n € N* on a

Réponse de I’exercice 20.20

On utilise ’algorithme du pivot de Gauss pour déterminer le rang de ces matrices.

1 2 1 2
2 4 35
A= 3 1 5 3
-1 5 2 8
L2<—L2—2L1
L3<—L3—3L1
Ly Ly+ 14
1 2 1 2
0 0 1 1
0 -5 2 -3
0 7 3 10
L2<—>L3
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1 2 1 2
0 -5 2 -3
0O 0 1 1
0O 7 3 10
7
L4<—L4—|-3L2
1 2 1 2
0o -5 2 =3
0 O 1 1
29 29
0o 0 — —
5 5
29
L4<—L4—€L3
1 2 1 2
0 -5 2 -3
0O 0 1 1
0O 0 0 O
Ainsi Rang(A) = 3.
Soit m € R,
1 1 1—m
B=[14+4m -1 2
2 -m 3
L2<—L2—(1—|—m)L1
L3<—L3—2L1
1 1 1—-m
0 —2—m 14+m?
0 —-m—2 1+2m
L3<—L3—L2
1 1 1—-m
0 —(m+2) 1+m
0 0 m(2 —m)

On voit alors que, si m € {—2,0,2} alors B est de rang 2 et si m & {—2,0,2} alors B est de rang 3.

Réponse de ’exercice 20.21

1 -2 0
1. Soit A=|-2 3 =2
1 1 6
Lo+ Lo+ 21,4
L3<—L3—L1
1 -2 0
0 -1 -2
0 3 6
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L3 — L3 + 3L2
1 -2 0
0 -1 -2
0 0 O
Ainsi A est de rang 2.
2. (a) On a
1 -2 0
Matp(p)=1—-2 3 2| =4
1 1 6

(b) D’apres la question 1. on sait que Rang(y) = 2.
On a Im(y¢) = Vect((1,-2,1),(-2,3,1),(0,—2,6)). On sait que dim(Im(p)) = Rang(pa) = 2. Ainsi,
les bases de Im(y) sont de cardinal 2. On sait que de toute famille génératrice on peut extraire une
base, on va alors extraire une base de Im(p4) a partir de la famille (1,-2,1),(-2,3,1), (0, —2,6).

On a Rang((1,-2,1),(—2,3,1)) = 2. Ainsi
Vect((1,-2,1),(-2,3,1)) C Vect((1,-2,1),(-2,3,1),(0,—2,6))

et
dim(Vect((1,-2,1),(-2,3,1))) = dim(Vect((1,-2,1),(-2,3,1),(0,—2,6)))

D’ou Im(p) = Vect((1,-2,1),(—2,3,1)) et ((1,—-2,1),(—2,3,1)) est une base de Im(p4).

On a
T 0
Ker(p) = xe; +yes+zese E, Aly ] =10
z 0
1 -2 0 x 0
=qzxe;+yes+zese EF, [0 -1 =2 y] =10
0 0 0 z 0

r =2
{1‘61+y€2+263€E,{ Y }
y=—2z

= {—4ze; — 2zeg + ze3 , z € R}
= Vect(—4e; — 2e5 + e3)

Ainsi —4e; — 2eg + e3 est une base de Ker(yp).

Réponse de ’exercice 20.22

1. Idgs est une application bijective de R® dans R?, elle est en particulier surjective, ainsi son rang est égal a
la dimension de R, c’est-a-dire 3. De méme le rang de Idg,[x] est égal & la dimension de Cj [X], c’est-a-dire
4.

2. Notons B la base canonique (1, X, X?) de Ry[X] et B’ la base canonique de R*. On a alors

5 1 4

0o 2 -2
Mats(f) = | | o _

2 0 2
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On applique 'algorithme du pivot de Gauss.

L1 <~ L3
-1 0 -1
0 2 =2
5 1 4
2 0 2

L3 <+ L3 +5L,

Ly+ Ly+ 2Ly
-1 0 -1
0 2 -2
0 1 -1
0 0 O

1

L3 — L3 — §L2
-1 0 -1
0 2 =2
0 0 O
0 0 O

Ainsi Matp 5 (f) est de rang 2 et donc f est de rang 2.
3. Notons B la base canonique (1, X, X2 X?3) de R3[X]. On a alors

0 00
11
0 0
4 8

Matg(g) =

— O = O
N O =

Un pivot de Gauss rapide nous montre que la rang de g est alors 2.

4. h est clairement surjective (si ¢ € R alors ¢ = h(cX)), ainsi la rang de h est égal a la dimension de R, soit
1.

Réponse de I’exercice 20.23

1. La famille (eq, ez, e3) est une base de E. Soit y; = 2eg + 3es, y2 = 2e1 — Heg — 8es et y3 = —ey + 4deg + Ges.
On sait alors qu’il existe application linéaire ¢ telle que p(e1) = y1, @(e2) = y2 ety(ez) = ya.
2. Notons B la base (e, ez, e3). Alors

0o 2 -1
Matp(p) =12 -5 4
3 -8 6
Et donc
-1 2 -1
M =Matg(p—Idg)=| 2 -6 4
3 -8 5
On a, pour (z,y,z) € R? on a
x 0
u=u2xe; +yes+zes € Ker(p—Idg) &M |y| =10
z 0
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T 0
On va résoudre 1’équation M | y | = | 0| par la méthode du pivot de Gauss en utilisant une matrice
z 0
augmentée
-1 2 -=1|0
2 -6 4|0
3 -8 5|0
Lo+ Lo+ 214
L3<—L3+3L1
-1 2 -=1|0
0 -2 2|0
0 -2 2|0
L3<—L3—L2
Ly« Ly + Lg
1
L2<——§L2
L1<——L1
1 0 =110
01 —-110
0 0 (0
T 0
Ainsiona M [y | = | 0] siet seulement si
z 0
1 0 -1 x 0
01 -1 yl =10
00 0 z 0

C’est-a-dire si et seulement si z = z et y = 2.

Ainsi
Ker(p—Idg) = {ze+yea+zes, (z,y,2) ER®, 2 =y =2} = {z(e1+ea+es) , o € R} = Vect(ey+eate3)

e1 + ez + e3 est donc une base de Ker(¢ — Idg).

3. On a
2 -2 2
N = Mat(p? +Idp) = Mat(@?*)P + 3= [2 —2 2
2 -2 2
et ainsi

Ker(¢? +1dg) = {we; + yes + zez, (z,y,2) €R, 22 — 2y + 22 = 0}
:{$€1+y€2+263a (x’y’z) GR?” x:y_z}
= {y(e1 + e2) + 2(—e1 + €3) , (y,2) € R?}
= Vect(ey + e, —e1 + €3)
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Verifions que la famille (e; + ez, —e1 + e3) est libre. Soit (X, i) € R? tel que A(ey + e3) + pu(—e1 +e3) = 0.
D’ou
(A —p)er + Xex + pes = 0p
Comme la famille (ej, eq, e3) est une base ceci implique que A — p =X = =0.
Ainsi la famille (e; + e, —e; + e3) est libre est donc une base de Ker(p? + 1d).
4. Soit u € Ker(p —Idg) NKer(¢? +Idg). Alors, comme u € Ker(p —Idg) alors ¢(u) = u et donc ¢?(u) = w.
On a également, comme u € Ker(¢? + Idg), ¢*(u) = —u.
Finalement on obtient u = —u, d’ot u = Og.
Ainsi Ker(¢ — Idg) N Ker(¢? +1dg) = {0g}
5. Notons f| = ej4ea+es, fo = e1+ey et fz = —ej+e3. Soit (A1, Az, A3) € R3 tel que A\ fi+ Ao fo+ A3 f3 = Op.
On a alors u = A\ f1 = —\fa — Afz € Ker(p — Idg) NKer(p? + Idg) et donc u = 0. Ce qui implique que

AMf1=0g Xafa+A3f3 =0g

Ainsi A\ = 0 et, par liberté de la famille (fo, f3), Ao = A3 = 0.
La famille (fi, fo, f3) est finalement une famille libre de cardinal de E qui est un espace vectoriel de
dimension 3, la famille (f1, fo, f3) est donc une base de E.

Réponse de I’exercice 20.24
On va montrer que la famille (z, f(z), ..., f*"1(x)) est libre. Soit (Ao, A1, - An_1) € R™ tel que

MT + A f(@) 4+ A1 M 2) = 08
En composant par "' on a alors
Mof" 7 @) + A (@) e A fT () = 0
Or, comme f"(x) =0, on a alors, pour k € N, f"™*(z) = f*(f*(z)) = f¥(0g) = 0p. Ainsi
Mo f"H@) F AL (@) o A1 f2 (@) = Ao f" T (2)

On a alors \gf" !(z) = 0, d’ott, comme f"!(z) # 0g, Ao = 0.
Ainsi
Mf(@)+ 4 Aot f" 7 (2) = 0p

En composant par f"~2 on obtient de maniére similaire )qf"_l(w) =0g, dou A\ = 0.

On répéte ce procédé et finalement on obtient \g = A\; = --- = \,_; = 0. La famille (z, f(z), ..., " (z))
est alors une famille libre de cardinal n dans E qui est un espace vectoriel de dimension n, c’est ainsi une base
de F.

Réponse de ’exercice 20.25

1. Soit P € Ker(¥). On a alors P(z1) = --- = P(x,) = 0. P admet donc n racines distinctes xy,- - ,2,. Or
P est un polynome de degré inférieur ou égal & n — 1 et, & ce titre, n’admet plus de n — 1 racines que s’il
s’agit du polynoéme nul. On a ainsi P = Og,_,[x]-

Puisque Ker(¥) = {Og,_,x]}, f est donc injective.

2. On a dim(R,_1[X]) = n = dim(R"). ¥ est alors une application linéaire injective entre deux espaces

vectoriels de méme dimension, c’est donc un isomorphisme.
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3. Soit B=(1,X,X?,---, X" 1) la base canonique de R, _1[X] et B’ la base canonique de R". On a alors

1oz af o 2!
2 n—1
1 zo x5 -+ x4y
MatB,B/(\I}) == . . . . == V(I’l, T, 7'%'71)
1 z, 22 - z"!

Comme W est un isomorphisme alors V (1, z2,- - - x,) est inversible.
On appelle la matrice V (x1,x2,- -+ ,x,) une matrice de Vandermonde.

Réponse de I’exercice 20.26

1. On suppose qu'il existe g € L(E) telle que go f = Idg.
Soit « € Ker(f). Alors
z = (g0 f)(z) =g(f(z)) = 9(0p) = 0g
Ainsi Ker(f) = {Og}, f est donc injective. Puisque f € L(E,E) et que dim(E) = dim(E) alors f est
bijective.
2. On suppose qu'il existe g € L(E) telle que fog =1Idg. Soit y € E, alors y = f(g(y) et donc y € Im(f). f
est ainsi surjective et, comme f € L(E, E) et que dim(E) = dim(E) alors f est bijective.
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Chapitre 21

Variables aléatoires réelles finies

Exercices

Exercice 21.1
La loi de probabilité d'une variable aléatoire X est donnée par le tableau suivant :

i A 2] 1] 23
P(X =x;) | 0.1 ] 0.35 | 0.15 | 0.25 | 0.15

Tracer le diagramme en batons de X.

Donner sa fonction de répartition et en tracer le graphe.
Calculez P(X < 0), P(X > —1), P(-3,5 < X < =2) et P(-3,5 < X < —2).

Donner, sous forme d’un tableau, la loi de probabilité des variables aléatoires suivantes : | X|, X 24X -2,
inf(X,1), sup(X, —X?).

- W=

Exercice 21.2

1
Soit 0 € [0, 3 [ et X une v.a.r a valeurs dans [0, 3] dont la loi de probabilité est définie par

1. Calculer E(X) et V(X).

2. On pose R = X(X —1)(X — 2)(X — 3). Donner la loi de probabilité de R.

3. Donner la loi de probabilité des v.a.r. suivantes :

1-X)2-X)3-X) T:X(3_X) V:X(X—l)(X—Z)
6 2 6

S =

Exercice 21.3
Soit F': R — R la fonction définie par :

0 siz<-2
1
() g si —2<z<1
F(x) =
- sil<xe<?2
5}
1 si2<x
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Tracer la courbe représentative de F'.
Soit X une variable aléatoire ayant F' pour fonction de répartition. Calculer P(X < 0).
Calculer P(X =1) et P(X = —1).

Déterminer la loi de X

DA e

X
Soient Y et Z les variables aléatoires définies par Y = — et Z = X + 2. Déterminer les fonctions de

répartition de Y et de Z et tracer leurs courbes représentatives sur le méme graphique que F'.

Exercice 21.4

Aurore organise une loterie. Elle vend 50 billet & 1€ chacun, puis choisit au hasard (de maniére équiprobable)
un billet. Le détenteur du billet en question gagne alors une bicyclette achetée en solde pour 35€ . Bastien achéte
un billet et Catherine en achéte deux.

1. Calculer la probabilité que Bastien gagne, que Catherine gagne.

2. On note B le gain de Bastien et C' celui de Catherine. Calculer 'espérance et la variance de B, ainsi que
I’espérance de C.

Exercice 21.5

Un dé a six faces ameéne le six avec la probabilité p (p €]0,1[) a chaque lancer. On le lance indéfiniment, et on
note X, la v.a.r. égale au nombre de fois ou le six est sorti au cours des 6n premiers lancer (n € N¥).

1. Donner la loi de X,,, son espérance et sa variance.
2. Ecrire l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev pour la v.a.r. X,,.

3. On suppose le dé honnéte. D’apreés 'inégalité, quelle est la plus petite valeur de n pour laquelle on a plus
d’une chance sur deux d’obtenir une fréquence d’apparition du six qui s’écarte de moins de 1072 de la

1
leur — 7
valeur =

Exercice 21.6

Une machine a sous fonctionne de la maniére suivante : on introduit une piéce de 1€ et 3 roues tournent; ces
roues présentent les dix chiffres 0 & 9 et chaque roue s’arréte en montrant un chiffre au hasard. Si les trois chiffres
sont différents, le joueur perd sa mise. S’il y a un « double »le joueur touche 2€ et s’il y a un « triple »le joueur
touche y€ ( y est un entier).

Pour quelles valeurs de y le jeu est-il favorable au tenancier ?

Exercice 21.7

On extrait au hasard 6 lapins de leur cage. Chaque animal posséde, indépendamment des autres, la probabilité
0.5 d’étre un male. Soit C' la variable aléatoire égale au nombre de couples male—femelle formés simultanément
avec les 6 animaux. Donner la loi de C' et calculer E(C).

Exercice 21.8

1. Trois garcons invitent trois filles & une soirée. Chaque gargon choisit indépendamment des autres une fille
et lui envoie un SMS. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de filles invitées. Donner la loi de X et
calculer son espérance.

2. En fait les garcons peuvent inviter une fille ou un garcon indifféremment. Reprendre la question précédente.
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Exercice 21.9

N urnes comportent chacune des jetons numérotés de 1 & n. On tire au hasard un numéro dans chaque urne, et
on appelle X le plus grand des numéros tirés.

1. Déterminer la fonction de répartition Fxy de X.
2. Trouver la loi de X.
3. Calculer E(X). Quelle est la limite de

lorsque n tend vers +oc.

E(X)

quand n tend vers +o00 7 En déduire un équivalent de E(X)

4. Quelle est la limite de E(X) lorsque N tend vers +oo? Commenter.

Exercice 21.10

On considére 4 lettres et 4 enveloppes correspondantes. On met au hasard les 4 lettres dans les enveloppes et on
définit une variable aléatoire X égale au nombre de lettres qui atteindront leur destinataire. Calculer E(X).

Exercice 21.11

On lance un dé idéal au plus cing fois, en s’arrétant dés que ’on a obtenu un 6. On note Y le nombre de lancer
effectués. Déterminer la loi de Y.

Exercice 21.12

Soit n € N On lance une piéce de monnaie supposée honnéte n fois de suite.

1. A laide l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev, trouver une condition sur lentier n pour que le rapport
du nombre de face obtenus sur le nombre de lancer soit strictement compris entre 0,4 et 0,6 avec une
probabilité supérieure ou égale & 0, 9.

2. Au bout de 1000 lancers, on observe une proportion de pile de 0,65. La piéce est-elle vraiment honnéte ?

Exercice 21.13

En une semaine, un changeur de monnaie a distribué 1000 piéces de monnaie dont 50 sont fausses. Guillaume a
regu 15 piéces de ce changeur. Donner une valeur approchée de la probabilité qu’au moins 3 de ces piéces soient
fausses.

Exercice 21.14

On considére une v.a.r. X telle que X(Q2) = [0,n], avec n € N. Montrer que

E(X) = En:]P’(X > k)
k=1

Exercice 21.15
Pour chacune des variables aléatoires qui sont décrites ci-dessous, indiquez quelle est sa loi exacte (avec les
parameétres si I’énoncé permet de les déterminer) :
1. Nombre de filles dans les familles de 6 enfants, sachant que la probabilité de naissance d’une fille est 0.48

2. Nombre annuel d’accidents & un carrefour donné, sachant qu’il y a chaque jour une chance sur 125 pour
qu’un accident survienne
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3. Dans une délégation de 20 personnes comptant 5 femmes, nombre de femmes présentes dans une sous-
délégation de 6 personnes tirées au sort.

4. Nombre de voix d’'un des candidats a une élection présidentielle lors du dépouillement des 100 premiers
bulletins dans un bureau de vote.

5. Il 'y a 128 boules numérotées de 1 & 128. On en tire 10 parmi les 128, puis on en tire une parmi les 10. On
note X le numéro de la boule obtenue. Loi de X ?

Exercice 21.16

Dans chacune des expériences qui suivent, reconnaitre la loi de X.

1. Un sac contient 26 jetons sur lesquels figurent les 26 lettres de ’alphabet. On en aligne 5 au hasard que
Pon aligne afin de former un mot de 5 lettres. X = nombre de voyelles dans ce mot.

2. On range au hasard 20 objets dans 3 tiroirs. X = nombre d’objets dans le premier tiroir.

3. Une urne contient 6 boules vertes, 3 boules rouges et 5 boules bleues. On tire successivement et sans remise
10 boules de I'urne. X = nombre de boules vertes tirées.

4. On prend un jeu de 32 cartes mélangées. On retourne une par une les cartes jusqu’a 'apparition de 1’as
de coeur. X = nombre de cartes que 'on a retournées.

5. On suppose que 1% des tréfles possédent 4 feuilles. On cueille 100 trefles. X = nombre de tréfles a 4 feuilles
cueillis.

Exercice 21.17

1. Soit X une variable de loi uniforme sur [0,a] . On suppose que V(X) = 2. Déterminer la valeur de a.

2. Soit Y une variable de loi binomiale sur [0,n]. On suppose que E(Y) = 6 et o(Y) = 2. Déterminer la
valeur de n.

3. Soit Z une variable suivant une loi binomiale, on suppose que X a une espérance de 24 et une variance de
18. Calculer les paramétres de la loi de Z.

Exercice 21.18

Une urne contient n — 1 boules blanches et une boule noire, ot n» > 1. On tire successivement et sans remise
toutes les boules. On désigne par X le rang du tirage de la boule noire.
Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

Exercice 21.19

1. Lors d’une séance de penaltys, cinq joueurs tirent successivement leur penalty, indépendamment les uns

2
des autres. On suppose qu’ils ont tous une probabilité 3 de marquer.

(a) Donner la loi du nombre de penaltys marqués par 1’équipe.
(b) Quelle est la probabilité pour que I’équipe réussisse exactement 3 penaltys ?
(c) Combien, en espérance, I’équipe réussira de penaltys ?

2. Dans une entreprise de 100 personnes dont 30 femmes, on choisit au hasard une équipe de 5 joueurs (ou
joueuses) pour participer a une compétition de basket.

(a) Donner la loi du nombre de femmes dans ’équipe.

(b) Quelle est la probabilité pour que I’équipe contienne exactement 2 femmes ?
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(c) Justifier que cette probabilité peut étre approchée grace a la loi binomiale. Vérifier que cette approxi-
mation est bonne.

(d) Combien, en moyenne, I’équipe contiendra t-elle de femmes ?

Exercice 21.20

On tire 6 cartes avec remise dans un jeu de 32 cartes. On note Y le nombre de rois tirés.
1. Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

2. Méme question avec un tirage sans remise.

Exercice 21.21
On lance deux dés parfaitement équilibrés. Soit 7' la somme des points obtenus, X le reste de la division de T’
par 2 et Y le reste de la division de T par 5.
1. Donner la loi conjointe de (X,Y).
2. En déduire les lois marginales de X et Y.

3. X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 21.22

Une urne U; contient n boules numérotées de 1 & n. Une urne Us contient des boules rouges en proportion p.
On tire une boule au hasard dans U; et on note X la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée. Si
X =k, on tire k fois une boule dans Uy avec remise et on appelle Y le nombre de boules rouges tirées.

1. Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
2. Déterminer la loi de Y sachant X = k.
3. Déterminer la loi du couple (X,Y).

Exercice 21.23

1. Soit X une v.a.r de loi uniforme sur [1,20].
(a) Quelle est la loi de max(X,10) —17
(b) Quelle est la loi de 21 — X ?

1
2. Soit Y une v.a.r de loi binomiale de paramétres 10 et 1

(a) Quelle est la loi de min(Y,1)?
(b) Quelle est la loi de 10 — Y ?

Exercice 21.24

On considére une urne contenant 8 billes vertes et 8 billes bleues, dont on extrait un paquet de 8 billes. Soit NV
la variable aléatoire égale au nombre de billes vertes dans le groupe. Calculer, a la calculatrice, P(3 < N < 5) et

comparer avec la probabilité de ’événement similaire pour une loi binomiale de paramétres 8 et 3

Exercice 21.25

Aurore (A) et Bastien (B) jouent & un petit jeu dont la régle est la suivante : A lance deux piéces et C' trois; si
A obtient plus de piles que C, elle gagne 10€, s’elle en obtient autant elle gagne 1€ et s’il en obtient moins elle
perd 5€ . Préférerez-vous étre Aurore ou Bastien ?
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Exercice 21.26

On dispose d’une urne contenant 10 boules blanches et 10 boules noires. On tire 5 boules simultanément dans
cette urne.

1. Calculer (& la calculatrice) la probabilité de tirer plus de boules blanches que de boules noires.

2. Reprendre la question précédente en supposant que les tirages se font successivement et avec remise.

Exercice 21.27

Cette feuille d’exercice contient k erreurs typographiques. Lors de la relecture une erreur a la probabilité p = 0.75
d’étre détectée par un lecteur attentif (et il y a indépendance entre la détection des différentes erreurs).

1. Calculer le nombre moyen d’erreurs non détectées.

2. Calculer ensuite cette espérance si le texte est soumis & 37 relectures indépendantes.

Exercice 21.28

Une urne contient 5 boules rouges, 5 boules blanches et 6 boules bleues. On tire 4 boules successivement, sans
remise.

1. On désigne par X la v.a.r. égale au nombre de boules rouges obtenues. Déterminer la loi de X, puis calculer
E(X) et V(X).

2. On tire 4 boules successivement, avec remise. On désigne par Y la v.a.r. égale au nombre de boules rouges
obtenues. Reprendre la question précédente avec Y.

3. (a) Comparer E(X) et E(Y'), commenter.
(b) Comparer o(X) et o(Y) et commenter.

Exercice 21.29

Un examen comporte 15 questions chacune admettant 3 réponses possibles. Les étudiants répondent & chaque
question indépendamment. On suppose que 70% des étudiants ont préparés I’examen et répondent & une question
correctement avec une probabilité de 0.8, les 30% restants répondent aux questions au hasard. Il faut au moins
8 bonnes réponses pour réussir ’examen.

1. Si un étudiant échoue, quelle est la probabilité pour qu’il ait préparé I'examen ?

2. Soit M le nombre moyen de bonnes réponses pour un étudiant ayant préparé ’examen. Si un étudiant
obtient cette note M quelle est la probabilité pour qu’il n’ait pas préparé ’examen ?

Exercice 21.30

Une urne contient n > 1 boules dont r > 1 sont rouges et les autres sont blanches. On tire successivement et sans
remise toutes les boules. Soit « € [1,7]. On appelle X le rang d’apparition de la z—iéme boule rouge. Trouver la
loi de X.

Exercice 21.31

Un sac contient n jetons numérotés de 1 & n, ot n > 3. On extrait 3 jetons simultanément, on note X, Y et Z
les trois numéros obtenus avec X <Y < Z.

1. Déterminer la loi de Y .

2. Calculer son espérance.
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Exercice 21.32

Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par

Soit YV = X?.
1. Donner la loi du couple (X,Y). En déduire la loi de Y.
2. X et Y sont-elles indépendantes ? Calculer Cov(X,Y).

Exercice 21.33

On lance n dés équilibrés et, pour tout entier ¢ compris entre 1 et 6, on note X; la variable aléatoire qui prend
la valeur 1 si la face i est apparue au moins une fois et & 0 sinon.

1. Donner la loi de X .

2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de numéros de faces différents obtenus. Calculer ’espérance
de X.

3. (a) Pour (4,j) € [1,6]?, i # j, déterminer la loi conjointe de (X;, X;). En déduire Cov(X;, X;).
(b) Calculer V(X).

Exercice 21.34

Un sac contient n jetons numérotés de 1 & n. On tire successivement et sans remise 2 jetons de ce sac. On note
X le numéro du premier jeton tiré et Y le numéro du deuxiéme jeton tiré.

1. Déterminer la loi de X.
2. Déterminer P(Y = j|X =) pour (i,5) € [1,n]?. Les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Calculer la covariance du couple (X,Y).

Exercice 21.35

Soit n € N* et X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [1,n]. Soit Y la variable aléatoire définie
par Y = (X + 1)% Calculer la covariance de X et de Y.

Exercice 21.36
Soit X et Y deux v.a.r. discrétes admettant des variances V(X) et V(Y). Onpose Z=X+Y et T =X - Y.
1. Montrer que si Z et T sont indépendantes alors V(X) = V(Y).
2. Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes de méme lois prenant les valeurs 1, 2,3 avec la probabilité E
3. (a) Montrer que V(X) = V(Y).

(b) Déterminer les lois de Z et de T'. Sont-elles indépendantes ?

Exercice 21.37
1
Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant toutes les deux une loi B (3, 5) Soit Z=X-Y .

1. Déterminer la loi de Z.
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2. Z et X sont-elles indépendantes ?
3. Calculer Cov(X, Z).

Loi de Hardy-Weinberg 21.38

En 1908, un mathématicien anglais, G.H. Hardy, et un médecin allemand W. Weinberg ont formulé une loi,
connue sous le nom de loi de Hardy-Weinberg, qui concerne les fréquences alléliques pour un géne pouvant
s’exprimer sous la forme de deux alléles A et a dans une population diploide idéale. Nous dirons qu’une population
est idéale lorsque

— La population est de taille infinie.

— Les individus s’y unissent aléatoirement, impliquant 1’union aléatoire des gamétes. Il n’y a donc pas de

choix du conjoint en fonction de son génotype. On dit alors que la population est panmictique.

— Il n’y a pas de migration. Aucune copie allélique n’est apportée de 1’extérieur.

— Il n’y a pas de mutation.

— Il n’y a pas de sélection.

— Les générations sont séparées.

On a alors la loi de Hardy-Weinberg :

Si p € [0, 1] est la proportion d’alléles A dans la population initiale et 1 — p la proportion d’alléles a alors
c’est encore le cas & chaque génération suivante.

De plus, si r, s, t sont les proportions respectives des génotypes AA, Aa et aa dans la population initiale
avec r + s+t = 1 alors les fréquences de AA, Aa et aa pour toutes les générations suivantes sont égales a

(+3) 20+ (+3). (+3)

Cette loi est généralisable a un locus avec plusieurs alléles Ay, Ao, -, Apg.

Conséquences.

— Les relations de dominance entre alléles n’ont aucun effet sur I’évolution des fréquences alléliques.

— La ségrégation mendélienne aléatoire des chromosomes préserve la variabilité génétique des populations.

— L’évolution étant définie par un changement des fréquences alléliques, une population diploide idéale
n’évolue pas.

— Seules les violations des propriétés de la population idéale permettent le processus évolutif.

Applicabilité de la loi de Hardy-Weinberg.

Bien que les propriétés d’'une population idéale apparaissent un peu surréalistes, la plupart des populations
présentent des fréquences génotypiques en équilibre de Hardy-Weinberg pour une grande majorité des locus.
Ceci est di au fait que cet équilibre résulte avant tout de la ségrégation aléatoire des chromosomes qui a lieu
a chaque génération. Par contre, dans les populations naturelles, les fréquences alléliques varient constamment
d’une génération a Pautre sous l'influence de divers facteurs (sélection, dérive génétique, etc...). Mais I’équilibre
de Hardy-Weinberg est rétabli au début de chaque génération. L’équilibre est avant tout perturbé si les gameétes
ne sont pas produites aléatoirement (meiotic drive), ou si il y a choix du conjoint (consanguinité). Notez que
la sélection naturelle n’affecte pas ’équilibre de Hardy-Weinberg parmi les nouveau-nés. Son effet ne devient
perceptible que par la suite, au cours du développement.

On va prouver la loi de Hardy-Weinberg. Soit X; la variable aléatoire exprimant le génotype d’un individu
tiré au hasard parmi la population & la génération i. On suppose que la la loi de X est donnée par le tableau
suivant :

x; AA | Aa | aa
P(X=uz)| p q r
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Pour obtenir un individu de la génération ¢ 4 1 on tire indépendamment deux individus de la génération ¢ et on
tire aléatoire un des alléles de chaque individu pour constituer le génotype de notre nouvel individu.

1. On note p; = P(X; = AA), ¢; = P(X; = Aa) et r; = P(X; = aa). Exprimer (p;t1, ¢it+1,7i+1) en fonction
de (pi, gi, 7i)-
2. Déterminer (p1,q1,71) et (p2,q2,72). Que peut-on conclure ?

Réponses

Réponse de ’exercice 21.1

1. On obtient le diagramme en batons suivant

Figure 21.1 — Diagramme en batons de X

2. La fonction de répartition Fx de X est

Fxy : R — [0,1]

0.1 si —4<t< =2

045 si —2<t<1

0.6 sil<t<?2

0.85 si2<t<3
<

Son graphe est
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Figure 21.2 — Fonction de répartition de X

1.2

ng

1] - |

0.9 ;
0.8 ;
0.7 ;

0.6
0s
04
0.3 ;
0.2 ;

0.1+

-5

. Ona

— <0)=

P(X
P(X
P(-3,5< X < —
P(-3,5 < X < —2)

=P(X =
=P()) =0

inf(X, 1), sup(X, —X?).

P(X € {4, -2}) =
> 1)=1-P(X < -1)=
_2)

P(X = —4) + P(X = —2) = 0.45
1—F(~1)=1-0.45=0.55
=0.1

Donner, sous forme d’un tableau, la loi de probabilité des variables aléatoires suivantes : | X|, X 24X -2,

On commence par déterminer | X|(€2), on a |X|(Q2) = {1,2,3,4}

— P(X|=1)= ) PX=2z)=PX=1)=015
z€X(Q)
|z|=1
— P(X|=2)= Y PX=2)=PX=-2+PX=2)=06
z€X(Q)
|z|=2
—P(X|=1)= ) PX =P(X =3)=0.15
zeX(Q)
|z|=3
— P(X|=1)= ) PX=z)=PX=-4)=0.1
zeX(Q)
|z|=4
Ainsi la loi de | X| est donnée par le tableau suivant
; 1 [ 2] 34
P(|X| = ;) | 0.156 | 0.6 | 0.15 | 0.1
Ona (X% + X —2)(Q) ={0,4,10}
— PX*+X-2=0= Y PX=12)=PX=-2)+P(X=1)=05
zeX(Q)
z2+z—2:0
— PX*+X-2=4)= Y PX=1)=P(X=2)=025

z€X(Q)
z240—2=4
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— P(X*+X-2=10)= Y PX=2)=PX=-4)+P(X =3)=025

zeX(Q)
z2+4x—2=10

Ainsi la loi de X2 + X — 2 est donnée par le tableau suivant

; 0] 4 ] 10
P(X?+X -2=ua;) | 05]0.25]0.25

On a (inf(X,1))(Q) = {—4, -2,1}
— Pinf(X,1)=—4)= > PX=2)=PX=-4)=0.1

xeX(Q)
inf(z,1)=—4

— Plinf(X,1) =-2) = > PX =2)=PX =-2)=0.35

zeX ()
inf(z,1)=—2

— Pinf(X,1)=1)= >  PX=2)=PX =1)+P(X =2)+P(X =3) =055

zeX(Q)
inf(z,1)=1

Ainsi la loi de inf(X, 1) est donnée par le tableau suivant
xZ; —4 -2 1
P(X?+X -2=ux;) | 0.1]0.35] 0.55

Enfin on a (sup(X, —X?%))(Q) = {—4, -2,1,2,3}
— Psup(X,-X*)=—-4)= > PX=1z)=PX=-4)=01

zeX(Q)
sup(z,—z2)=—4

— P(sup(X,-X*)=-2)= >  PX=z)=PX =-2)=0.35

zeX(Q)
sup(z,—x2)=—2

— P(sup(X,-X?)=1)= > PX=2)=PX=1)=015

zeX(Q)
sup(ac,—acQ):l

— P(sup(X,-X?)=2)= > P(X=2)=P(X=2)=025

zeX(Q)
sup(ac,—acQ):Q

— P(sup(X,-X?)=3)= > PX=2)=PX=3)=015

zeX(Q)
sup(z,—z2)=3

Ainsi la loi de sup(X, —X 2) est donnée par le tableau suivant

; A 2] 1 2 3
P(X =) | 0.1 | 0.35 | 0.15 | 0.25 | 0.15

sup(X, —X?) est donc de méme loi que X.

Réponse de ’exercice 21.2
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zeX(Q)
1
=0%0+1° (-—9) + 22 (-—9) + 3%
2 2
5
=5 +40
D’ou 5 9 1
V(X) = E(X?) - E(X)? :46?+5 -1 :49+Z
2. On a R(Q2) = {0}, ainsi R suit la loi certaine égale a 0.
3. Ona S(Q)={0,1} et
— P(S=0) = > PX=2)=P(X=1)4+P(X=2)+P(X=3)=1-0
zeX ()
(171)(261)(371) —0
— P(S=1)= > P(X =2)=P(X =0) =6
zeX(Q)

(1—z)(2—z)(3=x) _
z)( 6:0 x),l

Ainsi S suit une loi de Bernoulli de parameétre 6.

OnaT(Q)=1{0,1} et
—PT=0= > PX=2)=P(X=0)+P(X=23)=20

zeX(Q)

—PT=1)= Y PX=2)=PX=1)+PX=2=1-20

zeX(Q)
z(3—x —1
=

Ainsi T suit une loi de Bernoulli de paramétre 1 — 26.

Ona V() ={0,1} et
—PV=0= Y PX=2)=PX=0+PX=1)+PX=2)=1-0
zeX(Q)
1(1716)(172) —0
—PV=1)= Y PX=z)=PX=3=0
zeX(Q)
z(z—1 x—2):1

Ainsi V suit une loi de Bernoulli de parameétre 6.

Réponse de I’exercice 21.3

1. Le graphe de F' est le suivant
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Figure 21.3 — Fonction de répartition de X

2. Ona]P(XéO):F(O):%

3. P(X =1) correspond a la « hauteur du saut que F' fait en 1 », soit

P(X =1) = lim F(t)— lim F(t)

t—1t z—1—
2
=1-=
5
3
5
De méme, P(X = —1) correspond a la « hauteur du saut que F fait en —1 », soit

P(X =-1)= lim F(t)— lim F(t)
t——1+ T——1—

11
3 3
=0

4. La fonction de répartition de X fait des « sauts »en —2,1 et 2. Ainsi X (Q) = {—2,1,2} et on a

1 1
— ]P(X:—Q):——0:§
CPx=1=2-1_1
5 23 315
CP(X=2)=1-2=2
5 3
5. On a, pour t € R

0 si2t< -2 0 sit<-—1
1 1

0 g si —2<2t<1 % si —1<t< =
g Sll<2t<2 g Sl—<t<1
1 si2<2t 1 sil<t
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0 sit—2<-2 0 sit<O

L si —2<t-2<1 E si0<t<3
FZ(t)_ g sil<t—2<2 a % si3<t<4

1 si2<t—2 1 sid<t

Sur le graphique suivant, F'x est racée en bleu, Fy en rouge et Iz en vert.

X
Soient Y et Z les variables aléatoires définies par Y = 5 et Z=X+42.

Figure 21.4 — Fonctions de répartition de X,Y et Z

12

11+

0.9

0.8

0.7 4

0.6 o

05 4

04 o o P S —

0.3

0.2

0.1 o

Réponse de I’exercice 21.4

1. Notons G; I'événement « le billet ¢ est gagnant »oiu1 le billet 1 est acheté par Bastien et les billets 2 et 3

par Catherine, on a alors

1
— P( Bastien gagne ) = P(G;) = =

2
— P( Catherine gagne ) = P(G2 U G3) =P(Gs2) + P(G3) — P(G2 N G3) = 0
2. On a B(2) ={—1,34} et
1 15 3

49

V(B) = E(B?) — E(B)?
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9 _, 1 9
“50 T3 X 50 T 100

2401

~ 100

On a également C'(2) = {—2,33} et

48 2 3
E = -9 _— = - _Z
(@) X %0 + 33 x 20 E

De maniére générale, une personne qui achéte k billets a une probabilité de perdre k€ et une

k
probabilité 0 de gagner 35 — k€ ce qui donne une espérance de gain de

50 — k k 3k
50 +(35—k)% =1

La meilleure stratégie pour optimiser son gain moyen est donc de ne pas acheter de billets.

—k x

Réponse de ’exercice 21.5

1. X, suit une loi binomiale B(6n,p), son espérance est donc E(X) = 6np et sa variance V(X) = 6np(1 — p).

2. L’inégalité de Bienaymé—Tchebichev pour la v.a.r. X, est

6np(l —
Ve >0 P(|X,, — 6np| > ¢) < M
5

1
3. On suppose le dé honnéte, d’otl p = 6

On a alors .
n
Dron X 1 5
€ n
Ve >0 P2 —-=>—)<—
c <6n 6' 6n> 622

On prend alors € = 6n x 1072 et on a

4
P(‘&_l' 2102> gm

6n 6 63n2
D’ou .
p(|Xn L cqp2) 52210
6n 6 63n
5x10% 1 105 10°
On cherche alors n de telle sorte que 1 — o X 7 > —, clest-a-dire n > —. Or —— ~ 462.9.
63n 2 63 63

Ainsi la plus petite valeur de n pour laquelle on a plus d’une chance sur deux d’obtenir une fréquence

d’apparition du six qui s’écarte de moins de 1072 de la valeur 6 lorsque ’on fait 6n lancers est 463.

Réponse de I’exercice 21.6

Notre univers est = [0,9]% muni de la probabilité uniforme.
Notons X la variable aléatoire correspondant au gain du joueur. On a alors X () = {—1,1,y — 1}
On a alors
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10 x 9 x 8 72
— P(X = —1) = P( trois résultats différents ) = DX IXE

10 1103 1 B %OO
x 1 x
— P(X =y —1) = P( trois résultats égaux ) = ¢~ 100

72 1 927
CP(X=1)=1-P(X=-1)-P(X=y—1)=1— =~ =L
( ) ( )-PX =y-1) 100 100 _ 100

E(X) = Z zP(X =)
zeX(Q)
= IP(X = 1) +1P(X = 1) + (y - DP(X =y — 1)
72 27 y—1

~700 T 100 T 100
y — 46

100

Le jeu est favorable au tenancier si le gain moyen d’un joueur est strictement négatif, c’est-a-~dire si E(X) < 0
ce qui correspond a y < 46.

Réponse de ’exercice 21.7

On va supposer que nos lapins sont monogames et donc que si on tire par exemple 2 méales et 4 femelles on ne
forme que 2 couples.
On a C(2) = [0,3] et la loi de C est donnée par le tableau suivant :

C; 0 1 2 3

P(C = ¢; 2 2x () | 2x(5) @

=) | 5% | o 26 26

C’est-a-dire

C; 0 1 2 3
1 6 15 | 10
PC=¢)| =|=|=| =
32 32 1 32 | 32

On a alors

E(C)= Y P(C=c)
ceC(Q)
= 0P(C = 0) + 1P(C = 1) + 2P(C = 2) + 3P(C = 3)
_ 6430430

32
33

"~ 16

Réponse de I’exercice 21.8

1. On suppose que chaque garcon choisit uniformément parmi les trois filles (trés romantique).
On a alors X (92) =[1,3] et

Ix1x1 1
—PX=1)=——7FF=-
ey 5xbx1 3

X Z X
— PX=3) =" ==
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—]P(X:z):l—IP’(le)—IP’(X:3):g

La loi de X est donc donnée par le tableau suivant

O] —H —
NolNer B V]
NoN I \& JUV)

2. Dans cette nouvelle situation on a X(Q) = [0,3]. Chaque garcon peut choisir parmi 5 autres personnes
(ils ne poussent pas le narcissisme jusqu’a s’inviter eux mémes). Ainsi

23 8
( ) 332u% 6
X X

X = 2 correspond a deux types de situations mutuellement incompatibles :

— Un garcon a invité un garcon et les deux autres deux filles différentes, ce qui arrive avec une probabilité

3X2x3x2
de = (on choisit au hasard le garcon qui n’invite pas de filles, ce garcon a deux choix
possibles puis les deux autres garcons invitent deux filles différentes)

— Tous les gargons on invité deux filles mais une fille a été invité deux fois, ce qui arrive avec probabilité
2x2x3

53
gargon qui invite cette fille)

36 12 48
Ainsi P X =2)= —+—=—
nsi P(X =2) = 1957 155 ~ 125
Enfin on peut calculer P(X = 1) en utilisant la relation P(X =1) =1 -P(X =0) - P(X =0) - P(X =
125 -8 —48 -6 63
3) = 195 = o5 On peut également dénombrer la situation X = 1 : On choisit la seule fille

invitée (3 choix), chaque gargon a alors 3 choix possibles (27 situations) et on enléve les 6 situations ou
aucun garcon n’a invité de filles, ce qui nous fait donc 3 x 21 situations soit 63 situations sur 125.

(on choisit les deux filles invitées, on choisit la fille invitée une seule fois et on choisit le

La loi de X est donc donnée par le tableau suivant

ZT; 0 1 2 3
RN S
125 1 125 | 125 | 125

Réponse de I’exercice 21.9

1. Notons 7; le résultat du tirage dans chaque urne, tirages que ’on suppose indépendants.
Notons Fp La fonction de répartition commune des T; (les T; ont méme loi donc méme fonction de

répartition), pour ¢ € R on a alors
Fr, = P(T; < t)
~ Card({k € [1,n], k <t)

n
0 sit<1
t
- S site[l,n]
n
1 sit>n

On a ensuite, pour t € R,

Fx(t) =P(X <t)

=P T, <t
(o T < 1)
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= P17 < 1})
N

0 sit<1

1 sit>n

2. On a X(Q2) = [1,n] et, pour k € [1,n]

3. On a alors

ka
_ZkkN

:zﬁMWH—Zwa

1. .
Y= RNV =3 (G + 1)
= N
n

N+1 + zn 1 kNJrl

_1)

_ 1)N

1
Z;L 0 jN+1

sitell,n]

—1)

1
Z? 0]N

nN

N+1 n—1 7 N+1
n +D k1 k 2=

D

0N+1

-2

onprend j =k —1

n—1 -N
]7.]

nv

N+1 n—1 N
n _Z] O]

n—1 ] N

n n 4 n

J=0

On reconnait une somme de Riemann pour la fonction z +— z
n—1

lim

D’ou

1 i 1
m_— <l> :/tth:
n—+oo N “ n 0

J=0

N , ainsi

N +1
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On en déduit que

onasn —n- 3 (2)"

=0

.

Pour j € [0,n—1]ona—1<Z <1don lim E(X)=n
n

N—+o0

Réponse de I’exercice 21.10

On a 2 = &4 l'ensemble des permutations d’un ensemble & 4 éléments, et X (2) = {0,1,2,4}.

Le plus « simple »ici est d’expliciter les 24 éléments de &4 pour déterminer s’ils correspondent & 0,1,2 ou 4
« bonnes »lettres.

On rappelle que (a,b) désigne la permutation qui échange a et b et laisse les autres éléments invariants,
(a, b, c) désigne la permutation qui envoie a sur b, b sur ¢ et ¢ sur a et laisse les autres invariants, (a, b, c,d) est la
permutation qui envoie a sur b, b sur ¢, ¢ sur d et d sur a en laissant les autres éléments inchangés et (a,b)(c, d)
est la permutation qui échange a et b et échange c et d.

Q ={Id, (1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4),
(1,2,3),(1,3,2),(1,2,4),(1,4,2),(1,3,4),(1,4,3),(2,3,4), (2,4, 3),
(1,2)(3,4), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3),
(1,2,3,4),(1,2,4,3),(1,3,2,4),(1,3,4,2),(1,4,2,3),(1,4,3,2) }

)

La loi de X est alors donnée par le tableau suivant

x; 0 1 2 4

9 8 6 1

P(X =) | — | — | — | —
24 | 24 | 24 | 24

On a alors

zeX(Q)

8 6 1
=% yo ) iy

24 * 24 * 24
=1

Réponse de ’exercice 21.11

On note X1, Xo, X3, X4 et X5 les résultats des lancers successifs que ’on suppose indépendants et suivant la loi
uniforme sur [[1, 6].
On a Y (Q) = [1,5] et
— PY =1)=P(X1=6) =~
P(Y=2)=P(X; #6, Xy =06)
=P(X; # 6)P(Xy =6) car les lancers sont indépendants)

51
66
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P(Y =3) =P(X; #£6, Xo £6, X3 =6)
=P(X; # 6)P(X3 # 6)P(X3 = 6) car les lancers sont indépendants)

RO

P(Y =4) =P(X; £ 6, Xo£6, X3#£6, X4 =6)
=P(X; # 6)P(X2 # 6)P(X3 # 6)P(X4 = 6) car les lancers sont indépendants)

-y

P(YZS):P(XI#Ga X27é6’ X37£6a X47£6, X57£6)
=P(X; # 6)P(X2 # 6)P(X3 # 6)P(Xy # 6)P(X5 # 6) car les lancers sont indépendants)

()

Le tableau de la loi de Y est donc

Ui 1] 2 3 4 5
1]51] 5\ 1| /5\°1][(5)
PY=vy)|=|== -] = -] = -
Y'=v) |5 |55 (6) 6 (6) 6 <6>
Réponse de ’exercice 21.12
1
1. Notons X le nombre de faces obtenus, X suit alors une loi binomiale de paramétres n et 3 OnaE(X) = g
et V(X) = %
L’inégalité de Bienaymé-Tchebichev nous dit que, pour € > 0,

P(IX — E(X)| > ¢) <

D’ot, en prenant € = n x 0.1 on obtient

n 100n
P<|X—§| >n><0.1) <7
C’est-a-dire X 1 )
p<___‘>o.1> <5
n 2
ou encore

P (E ]0.4, 0.6[) =
n n

En passant aux événements contraires on a alors

X 25
P (— €]0.4, 0.6[) >1-=2
n mn

5
Il ne nous reste plus qu’a trouver n tel que 1 — — > 0.9, c’est-a-dire
n

n = 250

Bastien Marmeth 489



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

2. L’inégalité obtenu précédemment nous dit que, si n = 1000 et la piéce est vraiment honnéte alors

X _o35) <P (|- 05015
P\ 7000 = ) " 1000 " "7

<P(IX ~E(X)| > 150)
V(X)

1502
25

22500
1

< _
900

N

N

1
Si la piéce est vraiment honnéte alors on a une probabilité inférieure & 900 d’obtenir une proportion de
pile de 0,65. Il est ainsi raisonnable de penser que la piéce n’est pas honnéte.

Réponse de I’exercice 21.13

Notons X le nombre de piéces fausses regues par Guillaume. X suit alors une loi hypergéométrique # (50, 9950, 15).
On a alors

P(X >3)=1-P(X <3)
=1-P(X=0)-P(X=1)-P(X =2)
@09 0 G

1000 1000 1000
(=) ) (h)
113600023058004501381839

~ 3246522832693782873159330
=~ 0.035

grace & un logiciel de calcul

Réponse de I’exercice 21.14

Comme X (©2) = [0,n] on a donc P(X > n + 1) = 0. (ce qui sera utilise dans le calcul suivant).
On a alors

E(X) = Zn: KP(X = k)
k=0

k=0
=Y KP(X 2 k) - > kP(X > k+1)
k=0 k=0
n n+1
=Y KP(X 2 k) =) (G - DP(X = j) onpose j=k+1
k=0 j=1
=O0P(X 2 0)+ > kP(X 2 k)= (k- DP(X > k) —nP(X 2 n+1)
k=1 k=1
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On a donc bien

Réponse de ’exercice 21.15

1. On répéte 6 fois de suite une expérience de Bernoulli qui a une probabilité de succes de 0.48. Le nombre
de succes suit alors une loi binomiale de parameétres 6 et 0.48. Ici le nombre de filles dans les familles de 6
enfants, sachant que la probabilité de naissance d’une fille est 0.48 suit alors une loi binomiale B(6,0.48)

1
2. On répéte 365 fois de suite une expérience de Bernoulli qui a une probabilité de succés de ——. Le nombre

125
1
de succeés suit alors une loi binomiale de paramétres 365 et 125" Ici le nombre annuel d’accidents & un
carrefour donné, sachant qu’il y a chaque jour une chance sur 125 pour qu’un accident survienne suit alors
1
loi bi iale B | 365, —
une loi binomiale ( ) 125)

3. On fait ici 6 tirages successifs sans remise dans une population comptant 5 femmes et 15 hommes, le
nombre de femmes présentes dans une sous-délégation de 6 personnes tirées au sort suit alors une loi
hypergéométrique H (5,15, 6)

4. Notons N le nombre total de bulletins et N; le nombre total de voix obtenus par le candidats. On effectue
alors 100 tirages successifs sans remise dans un ensemble contenant Nj bulletins pour le candidat étudié
et N — N autres bulletins. Le nombre de voix d’un des candidats & une élection présidentielle lors du
dépouillement des 100 premiers bulletins dans un bureau de vote suit alors une loi hypergéométrique
H(N1, N — Nqy,100)

5. Il y a 128 boules numérotées de 1 & 128. On en tire 10 parmi les 128, puis on en tire une parmi les 10.

Cette expérience équivaut a simplement tirer une boule parmi les 128 uniformément au hasard. X suit
alors une loi uniforme U/([1, 128]).

Réponse de I’exercice 21.16

1. On effectue 5 tirages successifs sans remise dans un ensemble contenant 6 voyelles et 20 consonnes. X suit
alors une loi hypergéométrique H(6, 20, 5).

1
2. Chaque objet a une probabilité = de se trouver dans le premier tiroir. En admettant que I’on range chaque

3

3. On tire successivement et sans remise 10 boules de 'urne qui contient 6 boules vertes et 8 autres boules.
X suit alors une loi hypergéométrique #H(6, 8, 10).

1
objet indépendamment des autres, X suit alors une loi binomiale B (20, —).

4. X correspond simplement & la position de I’as de cceur dans le paquet. Si le paquet est bien mélangé 'as de
coeur a autant de chance de se trouver a n’importe quelle position du paquet. X suit alors une loi uniforme
U([1,32])

5. Deux modélisations sont ici possibles. Si I’on suppose un nombre infini de tréfles dans le monde alors X
suit une loi binomiale B(100,0.01), si par contre on suppose un nombre fini N de tréfles dans le monde
alors X suit une loi hypergéométrique H(N,0.01,100). Le cours nous dit que pour N grand les deux lois
H(N,0.01,100) et B(100,0.01) sont similaires. En pratique le nombre de tréfles dans le monde est inconnu
mais est surement extrémement grand, on utilisera alors plutot la loi B(100,0.01).
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Réponse de I’exercice 21.17

1. Soit X une variable de loi uniforme sur [0,a] . On a alors

~ k _ala+1l a
E(X)_Za+1_2(a+1)_§

k=0
E(X2) = 4L k2 _ ala+1)(2a + 1) _ a(2a + 1)
a+1 6(a+1) 6
k=0
D’ou
V(X) = E(X?) - E(X)?
~a(2a+1)  d?
6 4
_ 4d®+2a  3a®
12 12
_ a’ +2a
12
(a+1)?-1
- 12
12 -1
On aici V(X) =2 d’ou % = 2 ce qui nous donne a = 4.

2. Soit Y une variable de loi binomiale de paramétre n et p. On aE(Y) =6 =npet o(Y) =2 = y/np(1l — p).
Déterminer la valeur de n.

On a ainsi )
1-— 2 2
| _p=rel=p) 272
np 6 3

1
Dou p = 3 et, par suite, n = — = 18.

wi| &

3. Soit Z une variable suivant une loi binomiale B(n,p), on a np = 24 et np(l — p) = 18. Ainsi

1_p:np(1—p) _ 18 3
np 24 4

1
D’oilp:zetn:%.

Réponse de I’exercice 21.18

On peut remarquer qu’il s’agit d’une situation similaire & celle de I’exercice 2 ot ’on cherchait le rang d’apparition
de D’as de coeur. Iei X va suivre une loi uniforme sur [1, nJ.
Il est possible de retrouver cette loi autrement. La probabilité que X vaille 1 est la probabilité que notre

1
premier tirage soit la boule noire, soit —, la probabilité que X wvaille 2 est la probabilité que 1’on tire d’abord
n

n—1 1 1
soit au final X —— = —. De méme la probabilité
. .y . n - 1 . n n _. 1 n . .
que X vaille 3 est la probabilité que la premiére boule soit blanche, que la deuxiéme boule soit blanche puis que
. . : : e, o n—1n—=2 1 1 . :
la troisiéme soit la boule noire ce qui nous donne une probabilité de T 5= et ainsi de suite.
n n—1n-— n

-1
une boule blanche : -~ puis la boule noire :

Bastien Marmeth 492



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

L’espérance de X vaut alors

et la variance de X vaut

" 4
_(+DHEn+1)  (n+1)°
4
_ (n+1)4n+2—-3n—3)
B 12
n?—1

Réponse de I’exercice 21.19

2
1. (a) On répéte de maniére indépendante 5 fois de suite une expérience aléatoire qui a une probabilité 3

2
de succés. La loi du nombre X de penaltys marqués par I’équipe est donc une loi binomiale B <5, §)

(b) La probabilité pour que ’équipe réussisse exactement 3 penaltys est donc
2 10
(c) Ona E(X)=5x-=—

r=a-(0)(3) () - 55
3 3

2. Dans une entreprise de 100 personnes dont 30 femmes, on choisit au hasard une équipe de 5 joueurs (ou
joueuses) pour participer & une compétition de basket.

(a) La loi du nombre Y de femmes dans ’équipe est une loi hypergéométrique #(30, 70, 5).

(b) La probabilité pour que ’équipe contienne exactement 2 femmes est

30\ (70
PY =2) = (2)(5) _ 56695 ~ (0.3163

(1g0) 179256

(¢) On sait que quand la population totale N1+ N5 est grande on peut approcher une loi hypergéométrique

N 3
H (N7, Na,n) par une loi binomiale B (n, MTIM), ici cela donne une loi B (5, E)

3
De plus, si Z suit une loi B (5, 1—0> alors

5\ (3\>/7\° 3087
P(Z=2)= — — | =——=0.
( ) <2> (10) <10) 10000 03087
La différence entre les deux probabilités est suffisamment faible pour juger que ’approximation est
bonne.
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Réponse de I’exercice 21.20

1. Y correspond au nombre de succes lors d’une répétition de 6 expériences de Bernoulli indépendantes de

loi B (é), Y suit donc une loi B (6, é) On a alors

42 21
ng__ ~ 0.65

E(Y)=-=" V(X) =6 x =5~

1
8
2. Dans le cas d’un tirage sans remise notons Z le nombre de rois tirés. Z suit alors une loi hypergéométrique

H(4,28,6). On a alors

6x4 3 4 28X32—6_Ew
32 4 327327321 496

0.55

Réponse de ’exercice 21.21

1. Commencons par déterminer la loi de T',

t; 21314156789 (10|11 12

y L2323 |4A 8|5 A3 2L
P(T =) 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

-
P((X’Y) = (wi’yj)) 0 : 1
3 4

0 36 | 36

5 2

Ui 1 3% | 36
2 6

2 36 | 36

5 2

3 36 | 36

3 4

4 36 | 36

ZT; 0 1
P(X = ;) i3
Y, 0l1]2]3]4

3. X et Y ne sont pas indépendantes, en effet on a

3

P(X=0,Y =0)= o

et P(X =0)P(Y =0)=

Réponse de ’exercice 21.22
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1. X suit une loi uniforme sur [1,n], son espérance est

"k +1
:ZE:TL
k=1

et sa variance est

- 2 n 2 n n n 2 n2—

2. Sachant que X =k, Y suit une loi binomiale B (k, p)
3. Soit (i,7) € [1,n] x [0,n], on a

P((X,Y) = (i,5)) =P(Y = j|X = i)P(X =)

Réponse de I’exercice 21.23

1. Soit X une v.a.r de loi uniforme sur [1,20].

(a) Notons A = max(X,10) — 1, on a A(Q) = [9,19] et la loi de probabilité de A est donnée par le
tableau suivant

a; 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
P(A=a;) | 0.5 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05

(b) Notons B =21 — X, on a B(Q2) = [1,20] et, pour k € [1,20] on a

P(B=k)=P(21 - X =k)=P(X =21 — k) = 0.05

Ainsi B suit également la loi uniforme sur [1,20].

1
2. Soit Y une v.a.r de loi binomiale de paramétres 10 et — :

(a) Notons C'=min(Y,1), on a A(Q2) = [0,1] et

D Y e

10
C suit donc une loi de Bernoulli de paramétre 1 — (Z)
(b) Notons D =10—-Y, on a D(2) = [1,20] et, pour k € [1,20] on a

P(D=Fk)=P(10-Y =k
(Y =10 k

") <£>j e
5y

Ainsi B suit une loi binomiale B <10, Z
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Réponse de I’exercice 21.24

N suit une loi hypergéométrique #(8,8,8). On a alors

P3N <5) = (?&)186(;’) + (‘2)186(;) + (?)18§§) = gf’é ~ 0.868

Si M suit une loi binomiale B (8, %) alors

p(3< M <5) = (@ 4 <i> + @)2—18:%20.710

Les deux résultats sont relativement éloignés, on peut donc en conclure que 16 n’est pas un assez grand
nombre pour que I’assimilation de la loi hypergéométrique a la loi binomiale soit valable.

Réponse de ’exercice 21.25

On va supposer que les lancers d’Aurore ou Bastien sont indépendants. Notons G le gain d’Anselme, on a

G(Q) = {-5,1,10}.

On note A le nombre de piles d’Aurore et B le nombre de piles de Bastien, A suit alors une loi binomiale
B(2,0.5) et B suit une loi binomiale B(3,0.5).
Déterminons la loi de G.

P(G=10)=P{A=2,B=1}U{A=2,B=0}U{A=1,B=0})
Les événements sont deux & deux incompatibles
=P(A=2,B=1)+P(A=2,B=0)+P(A=1,B=0)
Les lancers d’Aurore et Bastien sont indépendants
=PA=2P(B=1)+P(A=2)P(B=0)+P(A=1)P(B=0)

2Y 1 /3\ 1 2Y 1 /3\ 1 2\ 1 /3\ 1
:Q);(l)w(?);z(o)w(J;(O)z—s
3+1+2

25
3

16

P(G=1)=P{A=2,B=2}U{A=1,B=1}U{A=0,B=0})
Les événements sont deux & deux incompatibles
=P(A=2,B=2)+P(A=1,B=1)+P(A=0,B=0)
Les lancers d’Aurore et Bastien sont indépendants
=PA=2P(B=2)+P(A=1)P(B=1)+P(A=0)P(B=0)
2\ 1 /3\ 1 2\ 1 /3\ 1 2\ 1 /3\ 1
()2 )z ()2 ()2 (0)2 ()
3+6+1
25
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Ainsi
—40 + 5+ 30 5
mGﬁq—@XMG:—Q+1XMG:1HJOXMG:1m:——Jﬁi;—:—ﬁ
L’espérance du gain d’Aurore étant négative elle va en moyenne perdre de ’argent, il vaut donc mieux étre
Bastien.

Réponse de I’exercice 21.26

1. Notons X le nombre de boules blanches tirées. X suit une loi hypergéométrique #(10,10,5). On nous
demande de déterminer la probabilité P(X > 3). On a

P(X >3)=P(X =3) +P(X =4) + P(X =5)
_GE) G0 GO
(5) (5) (5)

7752

15504
1

2

_l’_

_l’_

2. On se place désormais dans la situation d’un tirage avec remise. Notons Y le nombre de boules blanches

1
tirées. Y suit une loi binomiale B (5, 5) et on a

P(Y >3)=P(Y =3) + P(Y = 4) + P(Y =5)

() () C)-0)

104541
B 32
1

2

On aboutit au méme résultat ce qui est ici plus lié & la question posée qu’au choix de tirages avec ou sans
remise.

Réponse de ’exercice 21.27

1. Chaque erreur est repérée indépendamment des autres avec une probabilité 0.75. Le nombre d’erreurs
détectées correspond donc aux nombre de succeés lorsque que 1’on répéte k expériences de Bernoulli indé-
pendante de méme paramétre 0.75. Ainsi le nombre d’erreurs détectées suit une loi binomiale B(k,0.75).

k
On a alors E(X) =k x 0.75 dou E(k — X) =k — k x 0.75 = 1 En moyenne un quart des erreurs sont
non détectées.

2. Calculons la probabilité qu’une erreur reste indétectée au bout des 37 relectures. Il faut pour cela qu’elle

soit indétectée par le premier lecteur, ce qui arrive avec une probabilité 1 puis par le second lecteur, encore

1
une probabilité 7 etc. Au final la probabilité de non-détection d’une erreur aprés 37 relectures est de Ve

Le nombre moyen d’erreurs non détectées dans le texte aprés ces 37 relectures est donc de

k k
437~ 18889465931478580854784

~kx5x10"%
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Un professeur peut donc étre sur que, si ses 37 éléves relisent avec attention ce qu'’il écrit, aucune erreur
ne passera inapercue.

Réponse de I’exercice 21.28

1. X suit une loi hypergéométrique H(5,11,4), on a alors

) 11 16—-4 11
V(X)=4%x — x — X =—
16 16 16—1 16

5)

2. Y suit une loi binomiale B <4, %), on a alors

) ) ) 11 55
EY)=4x —=2>  V(¥)=4x —x — ==
V) =dx15=1 V) =416 * 6 ~ &
3. (a) On a E(X) =E(Y), ce qui correspond au fait, vu en cours, que lors d'un tirage aléatoire, le nombre
moyen de « succés »est le méme que 'on ait remise ou non.

Vi1 V55

(b) On a o(X) = - = 0.829 et 0(Y) = = = 0.927 on obtient bien deux résultats différents comme

prévu.

Réponse de I’exercice 21.29

1. On va calculer la probabilité p qu'un étudiant ayant révisé réussisse. Notons S (comme sérieux) le nombre
de bonnes réponses obtenues par un étudiant ayant révisé. S suit une loi binomiale B (15, 0.8). Ainsi

15 k 15—k
15\ /4\* /1 30388191232
—P(S > 8) = =) (= = 20000000 L 0.996
p=PF(5=>8) kzs <k> <5> (5) 30517578125

Ce qui est plutot rassurant pour les éléves sérieux.

Calculons également la probabilité ¢ qu’un étudiant n’ayant pas révisé réussie. Notons C' (comme cancre)
le nombre de bonnes réponses obtenues par un étudiant n’ayant pas révisé. C' suit une loi binomiale

B (15, %) Ainsi
15 k 15—k
15\ (1\* /2 422009
¢ =B =8) Z<k> (3) (3) 1782969 = U8

k=8
Ce qui doit vous inciter & réviser plutot que vous fier au hasard.

Notons R I’événement « I’éléve a révisé »et E I’événement « I’éléve a échoué ». D’apreés la formule de Bayes
on a

P(RIE) = g ) F(EIR)
B P(R)P(E|R)
- P(E|R)P(R) + P(E|R)P(R)
0.7x (1 —p)
(1-p)x0.74+(1—¢q)x0.3
_ 1443991495859073
T 134529928995859073
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~ 0.011

Le professeur peut donc étre relativement sur de ne pas réaliser d’injustices en faisant échouer un éléve
sérieux.

2. M est le nombre moyen de bonnes réponses pour un étudiant ayant préparé I’examen, c’est a-dire

4
M =E(S)=15x ; =12

On a également

15\ 412 1526726656
> _ ~ 0.00025

19) 55 = s1031Reas = 0290 MCzl%z(

15\ 22 3640
515 7 6103515625

P(S = 12) = 2008
(§=12) ( 12 ) 315 14348907

Notons R I’événement « 1’éléve a révisé »et D 1’événement « 1’éléve a eu 12 ». D’aprés la formule de Bayes
on a

P(R[12) = g%ES%P([Mfi)
_ P(R)P(D|R)
~ P(D|R)P(R) + P(D|R)P(R)
30517578125
~70244808608141
~ 0.00043

Il est alors raisonnable de penser qu’un éléve qui a eu 12 a révisé son examen.

Réponse de I’exercice 21.30

n
Un tirage correspond & répartir les r boules rouges parmi les n boules totales, ce qui nous donne < > tirages
r

au total, tous les tirages sont équiprobables. Soit k& € [1,n] on va compter les tirages pour lesquels la z-iéme
boules arrive au rang k.
Pour un tel tirage la position de la k-iéme boule est fixé et il nous reste & déterminer la positions de k — 1
boules parmi les z — 1 premiéres boules puis de r — k boules parmi les n — x derniéres boules, ce qui nous donne
x—1\(n—-x\ . : ) ) m . .
</<: B 1) (7" _ k> tirages possibles (avec la convention habituelle que (j) =0sij<0ouj>m).
Ainsi on obtient

-1 - -1\ (n—(z—1)
1) (02k) __(i71)gu4k—1ﬂ r—(k—1)
() ) n—(@-1)
Ce qui, et ¢’est une autre maniére d’arriver & la solution, correspond & la probabilité de tirer x — 1 boules rouges

lors d’un tirage sans remise de k — 1 boules puis de tirer ensuite une boule rouge quand il reste » — (k — 1) boules
rouges parmi n — x — 1 boules restantes.

P(X =k) = (

Réponse de ’exercice 21.31

1. Le triplet (X,Y, Z) est tiré uniformément au hasard parmi tous les triplets possibles (i, 7, k) € [1,n] avec
i < j < k.Ilyaautant de tels triplets que d’applications strictement croissantes de {1,2,3} dans [1,n]

n
dont on a vu en début d’année qu’il y en a 3
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Soit j € [1,n], on va déterminer le nombre de triplets (X,Y, Z) possibles ou Y = j. Remarquons tout
d’abord que si j =1 ou j =n il n’y a pas de triplet possible.

SiY =j € [2,n— 1] alors on a j — 1 choix possibles pour X et n — j choix pour Z, ce qui nous donne
(j — 1)(n — j) triplets possibles.

On obtient ainsi

(G—Dm—4j) _6(—1®n :J;) sije[2n-1]

P(Y =j) = (%) n(n —1)(n
0 sinon
n—1
Un moyen de vérifier notre raisonnement est de vérifier que ZP(Y =j)=1.0na
j=2
S By 5y — = 66 = D(n =)
PY =j) =
]z:; J ]Z:;n(n—l)(n—Q)
6 n—1
- _i24(n S
= DD jZ;( 72+ (n+1)j —n)
6 n—1
_ -2 .
n(n—1)(n—-2) jzl(_j +(n+1)j—n)—(=1+(@+1)—n)
6 n—1 o . n—1 ' X
el W ) St bl
_ 6 (n —1)n(2n —1) (n—1)n
~n(n—1)(n—2) <_ 6 +(n+1)T—(n—1)n>
6 2n—1) n+1
T hn_2 <_ 6 T 9 1>
=1
2. Calculons l'espérance de Y, on a
n—1
E(Y)==) jPY =)
j=2
n—1_,.,. .
6j(j —1)(n —j)
B ]Z; nin—1)(n —2)
6 n—1
_ .3 .9 .
n(n—1)(n—2) j;(_] +(n+1)j° —nj)
6 n—1 - . A
— D= D=2 ;(_33+(n+1)32 —nj) = (=1+(n+1) —n)
- 6 n—1 4 ) n—1 Y n—1 -
nn—1)(n-2) _;‘7 +(n+ );J _n;]

B 6 _(n— 1)%n? . (mn=1n2n—-1) (n—1)n
a5 Ty )

4 6 2
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6 m=Dn m+1)2n—-1) n
n—2<_ VR 6 _§>
n? —Tn — 2

2n —4)

On a utilisé ici le résultat suivant
5 N2(N+1)

g 4

-

Réponse de ’exercice 21.32

1. La loi du couple (X,Y) est donnée par le tableau a doubles entrées suivant

P((XY) = @) |51 T0 T2
0 0|0 ([:]0]0
Yi 1 0 L ]o|Llo
2 tlo]ofo]g
On en déduit la loi de Y en sommant sur les lignes,
Y 0[1] 2
PY=y) |5|3|3

2. X et Y ne sont pas indépendantes, en effet on a
1
P(X=0,Y=1)=0 et IP’(XzO)IP’(Yzl):E;AO
Pour calculer la covariance de X et Y on a besoin de ’espérance de X et de Y. On a

1 1 1
X (—=2) + (_1)+_X0+_X1+6X2:0

1

- X
4 6 4
1

1 1 7
(Y) 6><0+2>< +3>< 5
Puis

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

7
= Y wP((X,Y) = (w,y5) —0x ¢
(1,7)€[1,5] % [1,3]

1><0><0+1><( 1)><1+1><1><1+1><( 2)><2+1><2><2
6 4 4 6 6

=0

Ainsi X et Y sont de covariance nulle mais ne sont pas indépendantes.
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Réponse de I’exercice 21.33

1. X; suit une loi de Bernoulli, déterminons son paramétre. X; vaut O si la face ¢ n’est jamais apparue,

5\" 5\"
ce qui arrive avec probabilité <6> CAinsi P(X; = 1) =1 — <6> . X; suit donc une loi de Bernoulli

s(-(3) )

2. OnaX:X1+X2+X3+X4+X5+X6, d’ou

E(X) =E(X1 + X2 + X3+ X4 + X5 + Xo)

(
5\ "
(=)

2 n
3. (a) Soit (i,4) € [1,6]% i # j, on a tout d’abord P(X; = 0, X; = 0) = <§> . De plus on peut remarquer

que

{XiZO}:{XiZOXj:1}U{Xi:0,Xj:0}

et que les deux événements sus-mentionnés sont incompatibles. Ainsi

D’on

On obtient finalement la loi conjointe de (X;, X)

ag

P((Xi, X;5) = (ag, b))

W0 3" ®) - ()"
i B - @) [1-2x @)+ ()"

Et, par suite

On peut remarquer que ce résultat ne dépend pas de i et j.
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(b) On a

V(X)

=V(X1 + Xo+ X3+ Xy + X5 + Xo)

6 6 j—1
D V(X)) +2) ) Cov(X;, X;)
i=1

e (3 ()
BN

) ) e )

5

6

X )-@))

Réponse de I’exercice 21.34

1. X suit une loi uniforme U([1,n])
2. On a, pour (i,5) € [1,n]?,
P(Y =j|X =1) n— Ui
Osit=y
On peut en déduire la loi de Y
= ]P Y = ] X = ] ]P X = ] = = —_ 1
DB =X =R =) =Y s = (- s
i=1 i=1
i#]
Ainsi Y suit également une loi uniforme U([1, n]).
X et Y ne sont pas indépendantes, en effet on a
1
p(X=1,Y=1)=0 et PX=1)P(Y =1)=— #0
n
3.
Cov(X,Y)=E(XY) - EX)E(Y)
1 2
= Z iyP(X =1d,Y = )_(n—z)
(i.5)€[1n]?
1 2
= Y R =X = )P(X =) - ("z )
(i,j)e[[l n]?
_(n+1)
>y T T
=1 5 =1
J#i
D DI
=1 5 =1
J#i
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Z( n(n+1) Z,>_(n+1)2

||
M:

n_12:1 4
nn+1) 2

- (S-S -
- n?(n +1)2 (n+1)(2n—|—1) (n+1)2
B n—l( >_ 4
(n+1) X3n —n—2 (n+1)2

n—1 12 4
_(n+1)X(n—l)(3n+2)_3(n+1)2

n—1 12 12
_ on+1l

12

Réponse de ’exercice 21.35

E(X):n+1
2
no92
E(Xz): k_:(n+1)(2n+1)
n 6
k=1
n 3 2
n 4
k=1
D’ou

+2E(X) +
)(2n + 1)
6

2n? +9n + 13
6

I
S
[\o}
—_ ~—

+n+14+1

et

Cov(X,Y) =E(XY) -E(X)E(Y)
n+12n2+9n+ 13

=EX3+2X%2+X) -

2 6
:E(X3)+2E(X2)+E(X)—(n+1)(2ni2+9n+13)
Cnn+1)? (n+1)@2n+1)  n+1l  (n+1)(©2n%+9n+13)
== *? 6 LI 12
_ (n+1)(3n(n+ 1) +4(2n + 1) + 6 — (2n* 4+ 9n + 13))
12

_(n—|—1)(n2—{—2n—3))
N 12
_ (n+1)(n—1)(n+3))

12
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Réponse de I’exercice 21.36

1. On suppose que Z et T sont indépendantes, on a alors en particulier E(ZT) = E(Z)E(T), c’est-a-dire
E(X +Y)(X -Y)) = (E(X) +E(Y)) (E(X) - E(Y))
D’ou
E(X?) —E(Y?) = E(X)? - E(Y)?
Et donc
V(X) = E(X?) ~E(X)? = E(Y?) —E(Y)? = V(Y)
1

2. Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes de méme lois prenant les valeurs 1,2, 3 avec la probabilité 3

3. (a) X et Y ont la méme loi, elles ont donc la méme variance.

(b) Les lois de Z et T sont données par les tableaux suivants

PZ=z) |§|8]5]5|53
ti -2 -1]0|1]2
P(T=t) |5 |35 |8|3]3
Z et T ne sont pas indépendantes, en effet
1
P(Z=6,T=2)=P{X =3Y=3}n{X=3Y=1})=0 et IP’(Z:()‘)]P’(T:Q):Q#O

Réponse de ’exercice 21.37

1. La loi de Z est donnée par le tableau suivant

% 32101213
_ 1 6 15 20 15 6 1
P(Z=z) | 51 | 61| 61 | 61|61 61]od

2. Z et X ne sont pas indépendantes, en effet on a

1
P(Z=-3,X=3)=P(X=0,Y=3X=3)=0 etIP’(Z:—?))P(X:?)):SE#O

3. Comme X et Y sont indépendantes, on a, en particulier E(XY) = E(X)E(Y).

(
=E(X(X -Y))-EX)EX -Y)
= E(X?) —E(XY) - E(X)? +E(X)E(Y)
= E(X?) —E(X)E(Y) — E(X?) + E(X)E(Y)
= V(X)
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Réponse de I’exercice 21.38

1. Un individu de type AA a quatre « choix »pour ses parents : deux parents AA, un pére AA et une mére
Aa, un pére Aa et une mére AA ou enfin deux parents Aa.
Deux parents AA ont un enfant AA avec probabilité 1, un pére AA et une mére Aa ont un enfant AA avec

1 1
probabilité 3 et deux parents Aa ont un enfant AA avec probabilité R D’ou

9 1 1 14 2 C]z‘2
Pit1 =Dp; + 51%‘%’ + 5%1% + ZQi =p; +piq; + 1
De maniére similaire on a )
q.
ripn =T i+
et
giv1 =1 —pit1 — 1t
2 2 (1‘2
1—pi —r] —piqi — riqi — EZ
2 2 2 q2
= (pi+qi+71)" —p; —ri —DPigi — Tiqi — 52

2
= p? 4+ q7 + 1+ 2piqi + 2qiri + 2piri — PE— T — pigi — Tiqi — 5’
2

q4
= Ez + pigi 4 qiri + 2pir;

On peut aussi obtenir ¢;+1 de maniére similaire & p; et 7; en énumérant les situations menant & un enfant

Aa.

2. D’apres la question précédente on a

q2

2 ) 9 9
p1= P2+P(J+qz = <P + %) Q= 5+pq+qr+2p7“ =2 (p + g) <7“ + g) ry = T2+QT+qZ = <r + g)

Puis

2

P2=p?+p1q1+%1
~ () 2o ) (o g) ¢ LD
G NGO RSIEHICHEEEY
=) ((+2) ()
= <p+%>2(p+q+r)2
“()
=N

De maniére similaire on obtient g = q; et ro = ry.

On a donc prouvé la loi de Hardy-Weinberg et donc ses conséquences dont en particulier la non-disparation
des alleles récessifs n’affectant pas le succés reproductif comme le groupe sanguin O, le facteur rhésus —
ou bien encore la rousseur.
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Chapitre 22

Equations différentielles

Exercices

Exercice 22.1
Résoudre les probléme de Cauchy suivants :
y' =y y' —1=2y"+y
(P1) qu(0) =1 (Ps) qu(0) =1
y'(0) =1 y'(0)=1
y' +5y =y +2 ' +y —2y=3
(P2) qu(0)=-2 (Ps) qu(0)=0
y'(0) =0 y'(0) =2
(y”:(i y'+y =1
(P3) qy(0) =38 (P7) qy(0) =3
y'(0) = ~1 y'(0) =2
( y' — 6y + 13y = y' + 12y +23y =0
(P1) §(0) = (Ps) qu(0)=0
y'(0) = y'(0)=0
Exercice 22.2

Résoudre les équations différentielles suivantes

1. 3 + cos(x)y =0

2. o =0
v xln(w)y

3. ¢ +cosd(x)y =0
4. 1+2%)y =22y =0

5.9 +

1—2x

=0.
x2 y

Exercice

22.3

Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes :

Bastien Marmeth
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1. ¥ +y = cos(x) + sin(x) 8. (1+2%)y — 2zy = (1 + 2?)?
2. y' + 2y = cos(x) 9. 1y +y—e
3.y +ay=x+1 1— 92
4 / 10. ' + —y=1

. xy 4 (x —2)y = (x — 2) sur |0, +00] x
5.y +y = sin(z) 11. ¢y —y=e*
6.y — ey =e 12,y —y=¢"

2

Ty + o j/_ 1= exp(—2arctan(x)) 13. ¢ —y = ze®

Exercice 22.4

Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes :
Ly +y —2y=e"!

2.y +wly=—2 ot w >0,

3. 49" + 4y +y = cos(2t)

4. y//—2y/—|—y:t2—|—€2t

5. 9" — 2y + 2y =25te ! + 4

6. y" + 6y + 9y = 2% + ¢ cos(z) + *°

Exercice 22.5

Déterminer les solutions sur R du systéme différentiel suivant
¥ =4x — 3y
y' =2z —y

Exercice 22.6

Résoudre les problémes de Cauchy suivants

1. {y/—ytan(:c) =0 sur}—z,z[ 3. {y’+xy:2x sur R.
y(0) = 1 22 y(0) =1
/ 1 .
9 1Y :Uln(:n)y sur |1, 4o00[ 4. {y/ +y = 3sin(z) C € R fixeé.
y(e) = y(0) =¢

Exercice 22.7

Résoudre les équations homogénes suivantes sur un intervalle de R que 1’on précisera.

1. 14+2%)y +2y=0 4. zy + 2%y =0
2. 2y — Ly —0 5. cos(z)y’ +sin(x)y = 0 & l'aide d’une solution évi-
1 *1'35 dente.
3.y — =0
Y 1= xy
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1.

Exercice 22.8
On considére I'équation différentielle
(Eq) : (1+2%)y +zy =1+ 222

Résoudre (E7) sur R en trouvant une solution évidente.

. On considére I’équation différentielle

(Es) : cos(x)y’ + sin(z)y = 1

Résoudre (E2) sur R en trouvant une solution évidente.

. On considére ’équation différentielle

(B3):  (z+1)y +y=2a"

Montrer qu'il existe une unique solution polynomiale de degré 2 sur R puis résoudre (E3) sur un intervalle
a préciser.

Réponses

(P1)

Réponse de ’exercice 22.1

y/l — y
y(0) =1
y'(0) =1
On sait que le probléme de Cauchy P; admet une unique solution. On retrouve ici ’équation différentielle

& Yy —y=0

Cette équation est homogene. Le polynome caractéristique de I'équation £ est P(z) = 22 —1 = (z—1)(x+

1).
P admet donc deux racines réelles distinctes 1 et —1.
On sait alors que les solutions de & sont de la forme

y:t— Aet + Be™?

ou (A, B) € R
On va déterminer A et B & l'aide des conditions initiales. On a
y(0)=A+B
y(0)=A-B
On en déduit le systéme
A+B=1
A—B=1

L’unique solution de ce systéme est (A4, B) = (1,0).
Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy P; est la fonction

y:tr—>et
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y/l + 5y/ — y + 2
(P2) y(0) =-2
y'(0)=0
On sait que le probléme de Cauchy P> admet une unique solution. Si on a de l'intuition on pourrait le
trouver tout de suite et conclure que c’est la seule. On va faire comme si on n’avait aucune intuition a ce
sujet.
On retrouve ici I’équation différentielle

& Y45y —y=2
L’équation homogéne associée est
Ho Yy 45y —y=0

Le polynome caractéristique de I'équation Hy est P(z) = 2% + 5z — 1.
Déterminons les racines de P. Le discriminant de P est 25+4 = 29. P admet deux racines réelles distinctes

529 =5+ V29

A=
2 a 2
L’ensemble des solutions de Hs est
Su. = {y:t— AeM + Bett | (A, B) € R?}

D’aprés le théoréme de structure de ’espace des solutions on sait que, si yg est une solution de & alors
I’ensemble des solutions de £y est

Sec ={y+vo, yeSu}

Il nous faut donc trouver une solution particuliére de £. Pour cela on va commencer par essayer de trouver
une solution constante. Ici la fonction yg : ¢t — —2 est une solution de &;.

Ainsi
Se. = {t— 2+ AeM + BeM | (A, B) € R?}

On va déterminer A et B a l'aide des conditions initiales. On a
y(0)=A+B -2

y'(0) = XA+ uB

On en déduit le systéme

A+B-2=-2
M+ uB =0

L’unique solution de ce systéme est (A4, B) = (0,0).
Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy P5 est la fonction

y:rt— =2

y// — 6
(P3) qu(0)=8
y'(0) = ~1
Ce probléme peut trés bien étre résolu de maniére simple sans utiliser la méthode vue en cours.
On sait que le probléme de Cauchy P3 admet une unique solution. Soit y cette solution.
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On a alors y” = 6. Ainsi 3 est un primitive de la fonction constante égale 4 6. C’est donc une fonction de
la forme 3 : ¢t — 6t + K, ott K est une constante. On sait que 3'(0) = —1, ainsi K = —1.

Par suite y est une primitive de la fonction ¢ — 6t — 1. Elle est donc de la forme y : ¢ — 3t> —t 4+ C, ou C
est une constante. On sait que y(0) = 8, ainsi C' = 8.

Finalement 1’unique solution du probléme de Cauchy P35 est

yit— 32 —t+8

Retrouvons ce résultat en appliquant la méthode du cours

On retrouve ici I’équation différentielle
53 y" =6

L’équation homogéne associée est
Hs y' =0

Le polynome caractéristique de I’équation H3 est P(z) = z°. P admet 0 comme racine double.
I’ensemble des solutions de H3 est donc

Su. = {y: t— A" + Bte® | (A, B) € R?}

D’aprés le théoréme de structure de ’espace des solutions on sait que, si yg est une solution de &3 alors
I’ensemble des solutions de £3 est

Se, ={y+wo,yeSnu}

Il nous faut donc trouver une solution particuliére de £3. On ne peut pas trouver de fonctions constante
ou affine qui fonctionne. On essaye alors les polynomes de degré 2 et on voit alors que ¢t — 3t est une
solution de &3 Ainsi

Se, ={t— 3>+ A+ Bt, (A,B) € R?}

On va déterminer A et B a l'aide des conditions initiales. On a

On en déduit le systéme

A=38

B=-1
L’unique solution de ce systéme est (A4, B) = (8, —1).
Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy P3 est la fonction

yit— 32 —t+8

y" — 6y +13y =0
(Ps) {v(0) =4
y'(0) =4
On sait que le probléme de Cauchy P, admet une unique solution. On retrouve ici ’équation différentielle

&y y" — 6y +13y =0

Cette équation est homogeéne.
Le polynome caractéristique de I'équation Hy est P(z) = z° — 6x + 13.
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(Ps)

Déterminons les racines de P. Le discriminant de P est 36 —4 x 13 = —16. P admet deux racines complexes
conjuguées
A=34+2 w=3—2i

L’ensemble des solutions de &4 est donc

Su, = {y:t— 3t (Acos(2t) + Bsin(2t)) , (4, B) € R?}

On va déterminer A et B a l’aide des conditions initiales. On a

On en déduit le systéme
A=4
3A+2B =4

L’unique solution de ce systéme est (A4, B) = (4, —4).
Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy Py est la fonction

y:t— e (4dcos(2t) — 4sin(2t))

On peut réutiliser ce que 'on a vu en trigonométrie pour mettre cette fonction sous une autre forme. Soit
t € R et soit z =4 — 4i = 4v/2e”"1. Alors

4cos(2t) — 4sin(2t) = Re(Ze*!) = 4v/2 cos <2t + %)
Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy Py est la fonction

y:t— 4v/2e% cos <2t + %)

y'—1=2y"+y
y(0) = -1
y'(0) =1
On sait que le probléme de Cauchy P5; admet une unique solution. On retrouve ici ’équation différentielle

& Y -2/ -y=1
L’équation homogéne associée est
Hs Y =2y —y=0

Le polynome caractéristique de I'équation Hs est P(z) = 2% — 2z — 1.
Déterminons les racines de P. Le discriminant de P est 8. P admet deux racines réelles distinctes 1 — v/2

et 1+ /2.
L’ensemble des solutions de Hj5 est

Sn, ={y:t— Ae1=V2D)t 4 pei+V2)t , (A, B) € R?*}

D’aprés le théoréme de structure de ’espace des solutions on sait que, si yg est une solution de & alors
I’ensemble des solutions de & est

Se, ={y+uyo, yeSu,}

Bastien Marmeth 512



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

(Ps)

Il nous faut donc trouver une solution particuliére de £5. Pour cela on va commencer par essayer de trouver
une solution constante. Ici la fonction yg : ¢t — —1 est une solution de &s.
Ainsi

Se, = {t = Al=VDl 4 B4V21 1 (4, B) € R?}

On va déterminer A et B a l’aide des conditions initiales. On a
y(0)=A+B-1
Y(0) = (1- VA +(1+ V2B

On en déduit le systéme
A+ B=0
(1-V2A+(1+V2)B=1

4" 4

Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy P5 est la fonction

L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (

V2 Vj)

y:t— —\/Tge(lﬂ)t + ?e(H‘/ﬁ)t -1

C’est-a-dire

y:t— \/Tie(u\/ﬁ)t <26\/§t — 1) —1

y'+y —2y=3
y(0) =0
y'(0) =2
On sait que le probléme de Cauchy Pg admet une unique solution. On retrouve ici ’équation différentielle
& y'+y -2y=3
L’équation homogéne associée est
He y'+y —2y=0
Le polynome caractéristique de I’équation Hg est P(z) = 2+ x—2.
Déterminons les racines de P. Le discriminant de P est 9. P admet deux racines réelles distinctes —2 et 1.
L’ensemble des solutions de Hg est

Su={y:t— Ae * + Be' | (A, B) € R*}

D’aprés le théoréme de structure de ’espace des solutions on sait que, si yg est une solution de & alors
I’ensemble des solutions de & est

Se~{y+vo,y€Su}
Il nous faut donc trouver une solution particuliére de . Pour cela on va commencer par essayer de trouver
une solution constante. Ici la fonction yg : t — —5 est une solution de &.
Ainsi
Se = {t > Ae?' + Be' — g , (A,B) € RQ}

On va déterminer A et B a l'aide des conditions initiales. On a

3
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y'(0) =B —2A
On en déduit le systéme
3
A+ B=-
* 2
B—-2A=2

15
L’unique solution de ce systéme est (A, B) = <_6’ §)
Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy Pg est la fonction

1 ., 5, 3
ey = Ot — 2
y 6¢ T3° 3

Soit y I'unique solution du probléme de Cauchy P;. Soit z = 3. Alors z vérifie

d+z=1
2(0) =2

Ainsi z : t — e7! + 1. y est alors une primitive de z. D’otl
yits —e 4t +C
ou C' est une constante.
Comme y(0) = 3 on alors C' = 4. Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy P7 est

Yyt —e t4t+4

y" +12y +23y =0
(Pg) qy(0)=0
y'(0) =0
On sait que le probléme de Cauchy Pg admet une unique solution. On remarque aisément que la fonction
y : t — 0 est une solution de Pg.

Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy Pg est

y:t—0

Réponse de ’exercice 22.2

1. ¢ +cos(z)y =0
11 nous faut calculer une primitive de x — cos(z), z — sin(x) en est une. L’ensemble des solutions de notre
équation différentielle est alors

S = {x s Ke—sin@) , K e R} = Vect <x e Sin(x))
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2.y +

=0
x ln(x)y

Une primitive de x — est = — In(In(x)). L’ensemble des solutions de notre équation différentielle

xIn(x)
est alors

K 1
_ K — In(In(z)) KcR! = KeRY = -
So {x — Ke , K € } T (D)’ € Vect | 2 — n(z)

3. ¢ +cos®(x)y =0

Il nous faut calculer une primitive de z — cos®(z), pour cela on va linéariser cos®(x)

cos®(z) =

el 4 eiv\ 2 T4 3e™ 43¢ + e cos(3x) + 3cos(z)
2 8 B 4
sin(3z) + 9sin(x)
12
L’ensemble des solutions de notre équation différentielle est alors

5 {x Ko <_Sjn(3x) + 9sin(x)> ke R} Vet (x s exp (_Sin(?)x) + 9sin(:s)>>

Un primitive de x — cos®(z) est alors x —

12 12

4. (14 2%y — 22y =0
z + 1+ z? ne s’annule jamais, notre équation différentielle est donc équivalente a ’équation

, 2z

" u=0
Y 15 2Y

—2x
1422
L’ensemble des solutions de notre équation différentielle est alors

Une primitive de z — est x — — In(1 + 22).

Sy = {xHKeln(HxQ) , KGR} ={r— K(1+2%), K € R} = Vect (v (1 +27))

1 -2
5.y + 2 y=0.

T 1
Une primitive de x — ——5— est x — —— — 2In(x).
x x

L’ensemble des solutions de notre équation différentielle est alors

S5 = {x s Kext2n@) , K e R} = {x s Kales , K e R} = Vect <x — 1‘2€%>

Réponse de ’exercice 22.3

1. ¥ +y = cos(x) + sin(x)
La forme générale des solutions de I’équation homogene est = +— Ke ™, K € R, la fonction z — sin(x) est
une solution particuliére de 1’équation avec second membre. Ainsi I’ensemble des solutions de ’équation
différentielle y' + y = cos(x) + sin(x) est

S1 ={zx—sin(z) + Ke™*, K € R}
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2.y + 2y = cos(x)
La forme générale des solutions de 1’équation différentielle homogéne 3’ 4 2y = 0 est

x— Ke 2 KeR

On doit ensuite trouver une solution particuliére & 1’équation différentielle avec second membre 3 + 2y =
cos(z).

On va ici utiliser la méthode de variation de la constante. On cherche donc une solution particuliére de
y' + 2y = cos(x) sous la forme y — K (z)e™ .

On a alors, pour = € R,

cos(x) =y () + 2y(x) = K'(x)e > — 2K (x)e ™ + 2K (2)e ® = K'(z)e™**

xT
Il nous faut donc trouver une fonction K telle que K'(x) = e** cos(z), on va donc calculer / e cos(t) dt
0

via deux intégrations par parties successives. Soit x € R, on a

K(z) = /093 e cos(t) dt
= [e* sin(t)]g — /:v 2¢2t sin(t) dt

0
xT
= e?®sin(z) — / 2e?t sin(t) dt
0

= e* sin(z) — ([—QeZt cos(t)], + /0 42 cos(t) dt)
= 2% sin(z) + 2 cos(z) — 2 — 4K ()

D’ow, pour x € R
e sin(x) + 2e** cos(z) — 2
)

K(z) =
Une solution particuliére de 3’ + 2y = cos(z) est donc

i 2 9e—2%
y:x— K(z)e™ ie. Y x> sin(z) +5 cos(z) 65

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle 4’ + 2y = cos(x) est ainsi

Sy = {r s sin(z) + 2 cos(x) N (K B g) e K cR)

5 5

3. Y +ay=a+1
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle homogene ' + xy = 0 a été déterminé dans I’exercice
2

précédent, elles sont de la forme z — K e_%, K € R. On détermine une solution particuliére par la méthode
2 2

de variation de la constante en la cherchant sous la forme & — K (z)e™ =, on a alors K'(z) = (z + 1)e’T
On a
L t2 &2 T2
/ (t+1)ez dt=e2 +/ ez dt
0 0
T 2

L’intégrale T dt ne se calcule pas (il n’existe pas d’expression de cette intégrale & partir des fonctions

0
usuelles) on va la noter ®(x). Une solution particuliére de I’équation différentielle v/ + xy = 2+ 1 est donc

M

€T

y:x—=14+0(x)e 2z
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L’ensemble des solutions de I’équation différentielle v’ + zy = = + 1 est donc

z_

1:2 2
ng{xn—>1+(13(x)e_T + Ke 2 ,KGR}

4. 2y’ + (2 — 2)y = (x — 2) sur |0, +o0|
Sur |0, +00 cette équation différentielle est équivalente &
z—2 z—2

y + y =
X x

x
Une primitive de x > est x — = — 2In(x), les solutions de I’équation différentielle homogeéne sont

x
donc de la forme z — Ke *T2"*) K ¢ R. La fonction constante z — 1 est une solution particuliére
de ’équation différentielle avec second membre. Ainsi ’ensemble des solutions de 1’équation différentielle
zy + (x — 2)y = (z — 2) sur |0, +oo est

S4Z{$l—>K$2€_x+1,K€R}

5.y +y =sin(x)
La forme générale des solutions de 1’équation différentielle homogeéne 3 4+ y = 0 est

z— Ke™™* KeR

On doit ensuite trouver une solution particuliére 4 I’équation différentielle avec second membre 3y’ + y =
sin(z).

On va ici utiliser la méthode de variation de la constante, on cherche donc une solution particuliére de
x

y' +y = sin(z) sous la forme y — K (z)e™".
On a alors, pour z € R,

sin(z) = ¢/ (z) + y(z) = K'(x)e ™ — K(z)e ™ + K(x)e * = K'(z)e” "

Soit z € R, on a

K(z) = /OI el sin(t) dt

e cos(t)] + /0 Tt sin(t) dt>

= e"sin(x) — e* cos(z) + 1 — K(x)

= e”sin(x) —

D’ow, pour x € R
e’ sin(x) — e cos(x) + 1

K =
(@) ‘
Une solution particuliére de y' + y = sin(x) est donc
i — 1
iz K@e™ e yiaoe Sn@—cos@ 1o,

2 2

L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle ' + y = sin(x) est ainsi

in(z) — 1
S — {x -, Sin(z) — cos(z) . cos(x) ¢ KT K¢ R}
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6. 3 — ey =e
Une primitive de = — —e® est x — —e®. Les solutions de I’équation différentielle homogéne ' — ey = 0
sont donc de la forme z — Ke™®", K € R

On détermine une solution particuliére de 1’équation avec second membre par la méthode de variation de la
constante sous la forme z — K (z)e® . Tl nous faut alors trouver une fonction K telle que K'(z)e® = e .
La fonction K : x +— x convient.

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y' — e®y = ¢ est donc

Sﬁz{xHKeez—i—weez ) KER}

2
7y + 2 _g}/— 1= exp(—2arctan(x))
Une primitive de z — — n est x +— 2arctan(x). Les solutions de I'équation différentielle homogene
T
2
Y+ 3 j_ T = 0 sont donc de la forme z — Ke—QarCtan(w), K e R.
x

On détermine une solution particuliére de I’équation avec second membre par la méthode de variation
de la constante sous la forme z — K (z)e”28%(®) 1] nous faut alors trouver une fonction K telle que
K'(z)e~2arctan(z) — o—2arctan(@) [ fonction K : @ — x convient.

[’ensemble des solutions de 1’équation différentielle ' + = exp(—2arctan(z)) est donc

2 +1

S; = {.%' — K672arctan(:v) + ‘,L_ef2arctan(z) K e R}

8. (L+a%)y —2zy = (1 + 2?)?
La fonction z — 1 + 22 ne s’annule pas sur R, notre équation différentielle est alors équivalente a

2x

Ty =lte

Y

est z — —In(1 + z?). Les solutions de I’équation différentielle homogene

Une primitive de z +— — 5
1+

2z
YTy
On détermine une solution particuliére de I’équation avec second membre par la méthode de variation
de la constante sous la forme z — K (z)e”28%() 1] nous faut alors trouver une fonction K telle que

K'(z)(1+2?) =1 + 22 La fonction K : 2 — 2 convient.
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (1 4 %)y’ — 22y = (1 + 22)? est donc

y = 0 sont donc de la forme z — Keln(1+$2), ie.z— K(1+2?), K eR.

Sg={z— K(l+2°)+z+2°, K €R}

9. 2 +y=¢€"
On se place sur l'intervalle ]0, +-o00[, sur cet intervalle notre équation différentielle est équivalente a

T

, 1 e
y+-y=-—
x x

1
Une primitive de = — — est In(z), les solutions de I’équation différentielle homogene sont de la forme
z

—In(@) e 2 5, K eR.
xr

xz— Ke
On détermine une solution particuliére de I’équation avec second membre par la méthode de variation de

K(z K'(x
la constante sous la forme x — L Il nous faut alors trouver une fonction K telle que (z) =e".
x x
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10.

11.

12.

13.

x
On va calculer / te! dt via une intégration par parties.
0

X X
/ tet dt:[tet]g—/ et dt = xe® — e +1
0 0

: __ . : . e’ —e’ +1 :
Une solution particuliére de ’équation différentielle est donc x — ———— . L’ensemble des solutions
T

de I'équation différentielle zy’ + y = € sur |0, +oco est alors

sgz{wm Ry ,KGR}
x
1—2x
y+—5y=1
x

. . L. 1—-2z 1

On se place sur 'intervalle |0, +00]. Sur cet intervalle une primitive de x 5 est x> —— — 21In(z).
x x
-2

Les solutions de I’équation différentielle homogeéne y' + xy = 0 sont ainsi de la forme x — K e%+21n($),

72
K eR.

La fonction z — 22 est une solution particuliére de ’équation avec second membre. L’ensemble des solutions
de ’équation différentielle est ainsi

Sloz{wb—>x2+KwQe%,KeR}

y/ —y = 62:1:

Les solutions de I’équation différentielle homogéne 3’ — y = 0 sont de la forme z — Ke®, K € R. La
fonction x — €2* est une solution particuliere de 'équation avec second membre. Ainsi ensemble des
solutions de I’équation différentielle v/ — y = €2 est

811:{$F—>62I+K€I, KE]R}

y —y=e"

Les solutions de I’équation différentielle homogéne y" — y = 0 sont de la forme z — Ke*, K € R. On va
déterminer une solution particuliére de 1’équation avec second membre par la méthode de variations de
la constante. Il nous faut alors trouver une fonction K telle que K'(z)e” = e*. La fonction K : z + x
convient. Ainsi 'ensemble des solutions de I’équation différentielle ¢’ — y = e” est

Si2={x— ze" + Ke*, K € R}

/ T
y —y=wze
Les solutions de 'équation différentielle homogéne 4" — y = 0 sont de la forme z — Ke®, K € R. On va

déterminer une solution particuliére de ’équation avec second membre par la méthode de variations de la
2

x
constante. Il nous faut alors trouver une fonction K telle que K'(z)e” = xe®. La fonction K : z >

convient. Ainsi 'ensemble des solutions de I’équation différentielle y' — y = xe” est

x2e®

813:{1"—> —i—KegC,KGR}

Réponse de ’exercice 22.4

Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes :
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1. L’ensemble des solutions de '’équation y” + 3" — 2y = 0 est
{t —» Ae % 4+ Be' , (A, B) € R?}

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére a y” + v’ — 2y = e, on la cherche sous la forme
1
t— Ke ! cequirevient A K — K —2K =1dou K = —=

2

t

Finalement, I’ensemble des solutions de 3’ 4+ 1’ — 2y = e~ " est

—t
{t > Ae™? 4 Bel — % , (A,B) € R2}

2. L’ensemble des solutions de équation y” + w?y = 0 est

{t s Acos(wt) + Bsin(wt) , (A, B) € R?*}

Tl nous faut maintenant trouver une solution particuliére & y” + w?y = —2, on la cherche sous la forme
2

t— K, ce quirevient & K = ——
w

Finalement, Pensemble des solutions de y” + w?y = —2 est

2
{t — Acos(wt) + Bsin(wt) — ok (A,B) € Rz}

3. L’ensemble des solutions de I'équation 4y” + 4y’ 4+ 1y = 0 est
{t — Ae™2 + Bte s (A, B) € R?}

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére & 4y” 441’4y = cos(2t), on la cherche sous la forme
t — C cos(2t) + Dsin(2t), ce qui revient & (—16C + 8D + C') cos(2t) 4+ (—16D — 8C + D) sin(2t) = cos(2t)
15
dot C=——et D=—
289 289
Finalement, I’ensemble des solutions de 4y” + 4y’ + y = cos(2t) est

8sin (2z) — 15 cos (2z)
289

{t s Ae™2 + Bte™2 + , (A,B) € ]RZ}

4. L’ensemble des solutions de 1’équation 3" — 2y’ +y = 0 est
{t — Ae' + Bte' , (A, B) € R?}

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliere a y” — 2y’ +y = t2+¢*, pour cela on va exploiter
le principe de superposition et trouver des solutions particuliéres & y” — 2y +y =t et y"' — 2/ +y = ¥
On cherche une solution & y” — 2y’ + y = t? sous la forme d’un polynome de degré 2 : ¢t — t> + at + b, on

aboutit alors a t2 + (a — 4)t + 2 — 2a + b = t2, ainsi t — 2 4 4t 4 6 est une solution de 3" — 2y’ 4+ y = t*

2t

On cherche une solution a y” — 2y’ + y = €' sous la forme ¢ — Ke*, on aboutit a ¢ — e*.

Finalement 1’ensemble des solution de y” — 2y’ +y = t? + ¢ est
{t— Ae' + Bte! +t* +4t+6 +¢* | (A,B) € R*}
5. L’ensemble des solutions de I’équation 3" — 2y’ 4 2y = 0 est

{t — e'(Acos(t) + Bsin(t)) , (A, B) € R?*}
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Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére a y” — 2y’ 4+ 2y = 25te™* + 4, pour cela on va
exploiter le principe de superposition et trouver des solutions particuliéres a y” — 2y’ + 2y = 25te et
y//_2y/+2y:4

La fonction t + 2 est une solution particuliére de y” — 2y’ + 2y = 4.

On cherche une solution & y” — 2y’ +2y = 25te~" sous la forme ¢ — (at+b)e™", on aboutit & ¢ + (5t +4)e™"
Finalement 1’ensemble des solutions de y” — 2y 4+ 2y = 25te ™ + 4 est

{t + €' (Acos(t) + Bsin(t)) + 2+ (5t + 4)e~", (A, B) € R?}
6. L’ensemble des solutions de I'équation y” + 63’ 4+ 9y = 0 est
{t — Ae 3" + Bze™3* | (A, B) € R?}

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliere a 3" + 6y’ + 9y = z? + €” cos(z) + €, pour cela
on va exploiter le principe de superposition et trouver des solutions particuliéres a y” + 6y’ + 9y = 22,
Y + 6y’ 4+ 9y = e cos(z) et y” + 6y + 9y =
On cherche une solution particuliere a y” + 6y’ + 9y = 22 sous la forme d'un polynéme de degré 2, on
322 — 4z 4 2

27 '
On cherche une solution particuliére & y” + 6y’ + 9y = €” cos(x) sous la forme x — e”(A cos(z) + B sin(z)),

8e” sin (x) + 15e” cos (x)

on trouve x —» .
v 289

trouve x +—

3x
Enfin on cherche une solution particuliere a y” +6y’+9y = 3% sous la forme = — Ke3*, on trouve z — 63—6.
Finalement ’ensemble des solutions de y” + 6y’ + 9y = 2% + €® cos(z) + €>* est
322 — 4z + 2 N 8e® sin (z) + 15€* cos (x) €3

— . (A, B) € R?
27 289 +36’(’)€ }

{t — Ae 3% + Bre 3% +

Réponse de ’exercice 22.5

On va procéder par analyse-synthése :

Soit (z,y) une solution du systéme. Alors
¥ =4x — 3y

D’ou
2" =42’ — 3y =42’ — 312z —y) =42’ — 62 + 3y =42’ — 62 + (4o —2') = 32’ — 2z

Ainsi 2" — 32" +2 = 0.
Le polynome caractéristique de cette équation est P(t) = 2 — 3t + 2. Les racines de P sont 1 et 2. Ainsi il
existe deux constantes réelles A et B telles que z : ¢ — Ae' + Be*.

Par suite on a
 dx - x
y=773

D’on
3Aet 4+ 2Be?
3

Ainsi, si x et y sont solutions du systéme alors il existe deux constantes A et B telles que

Yyt

x:t— Aet + Be?t
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3Ae! 4+ 2Be*
3
Réciproquement il est facile de vérifier que, si x et y sont définies par

y:t—

x:t— Aet + Be?

3Ae! + 2Be*
3
avec A et B deux constantes réelles, alors x et y sont solution de notre systéme.
Ainsi I’ensemble des solutions du systéme est

Aet + 2Be*
{(t%%Aé4—B¥ﬂtH>iJ1%?—f—> ,QLB)GH@}

y:t—

Réponse de ’exercice 22.6

y —ytan(z) =0 T
1. sur } -, = [
y(0) =1 22
On travaille ici sur }—g, g [, une primitive de z — —tan(z) y est x — In(cos(z)). La forme générale des

solutions de I’équation différentielle y' — ytan(x) = 0 est donc

z s Ke n(cos()) i.e. KeR

cos(z)

La condition initiale impose K = 1. L’unique solution de notre probléme de Cauchy est donc

1
fuzee cos(x)
1
/
_ —0
2. 1Y xln(w)y sur |1, +o0o[
yle) =1

On travaille ici sur |1, +oo[. On peut remarquer que la fonction x — In(x) est solution de ce probléme de
Cauchy et est donc 'unique solution. On va toutefois le retrouver par la méthode générale.

Une primitive de x — — sur |1, +o00[ est z — In(In(z)). La forme générale des solutions de I’équation

xIn(x)

différentielle y' — y = 0 est donc

xIn(x)
z — K@) ie. xz+— Kln(x)
La condition initiale impose K = 1. L’unique solution de notre probléme de Cauchy est donc bien

forx—In(x)

/
Ty = 22
3. vty sur R.
y(0) =1
On va commencer par déterminer la forme générale des solutions de I’équation différentielle homogene.

2
x
Une primitive de x — = sur R est = — Ch La forme générale des solutions de 1’équation différentielle

homogéne ' + zy = 0 est donc
ac2

r— Ke 2
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On doit ensuite trouver une solution particuliére a 1’équation différentielle avec second membre ' +xy = 2.
La fonction constante x — 2 convient ici. La forme générale des solutions de I’équation différentielle
y' + zy = 2z est donc

22

r— 2+ Ke 2

La condition initiale impose K = —1. Ainsi I'unique solution de notre probléme de Cauchy est

22

fs:x—2—e 2

0)=C C € R fixé.
y =

La forme générale des solutions de 'équation différentielle homogene ' +y = 0 est

{y' + y = 3sin(z)

z— Ke™* KeR

On doit ensuite trouver une solution particuliére 4 I’équation différentielle avec second membre 3y’ +y =

3sin(z). Deux méthodes s’offrent & nous :

— On peut, comme le second membre est une somme de cosinus et de sinus, chercher une solution sous la
forme d’une somme de cosinus et de sinus de méme période x — A cos(x) + Bsin(z) avec A et B deux
constantes réelles.

— On peut aussi utiliser la méthode de variation de la constante.

On va ici utiliser la méthode de variation de la constante qui est plus lente mais dont la maitrise est

fondamentale. On cherche donc une solution particuliére de y' 4+ y = 3sin(z) sous la forme y — K (z)e™".

On a alors, pour = € R,

3sin(z) =y (z) + y(z) = K'(x)e ™ — K(z)e * + K(x)e * = K'(x)e” "

T
Il nous faut donc trouver une fonction K telle que K'(z) = 3e” sin(z), on va donc calculer / 3e!sin(t) dt
0

via deux intégrations par parties successives. Soit x € R, on a

K(z) = /0 ’ 3e! sin(t) dt
= [3¢'sin(t)], — /0 “gel cos(t) dt
= 3¢ sin(x) — /0 ’ 3e! cos(t) dt
= 3e%sin(z) — <[3et cos(t)]g + /0 “gel sin(t) dt>

= 3e”sin(x) — 3e” cos(z) + 3 — K(x)

D’ow, pour z € R
K(z) = 3e” sin(z) — ?;ex cos(z) + 3

Une solution particuliére de 4’ + y = 3sin(z) est donc

3si -3 3
y:z— K(z)e™ ie. YT sin(z) 5 cos(x) +3e

—T

La forme générale des solutions de 1’équation différentielle y' + y = 3sin(z) est ainsi

. 3sin(z) ; 3 cos(x) N ge_x L Ke®
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La condition initiale impose K = C'. Ainsi 'unique solution de notre probléme de Cauchy est

fiioe 3sin(z) ;3cos(x) N <C—i— g) —

Réponse de ’exercice 22.7

L 1422y +2y=0
La fonction z — 1 + 22 ne s’annule pas sur R, notre équation différentielle est alors équivalente a

+ Ty =0
y 1 + ny -
1
Une primitive de = e est © — 3 In(1 + 2?). Les solutions de I’équation différentielle homogéne
x
T 1 2 K
+ —— 4 =0 sont donc de la forme z — Ke 2047 jeo 2y — K eR.
YT T2 V1+ a2
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle ((1 + z%)y’ + zy = 0 sur R est donc
K
S1=Rax—»—, KeR
' { Vita? }
1
2. 2y — =0
Y 1+ a:y
On se place sur | — 1, +oo[. Notre équation différentielle est équivalente a y' — ) y = 0. Une primitive
x
1 1
de z — 3112 est x — —iln(l%—x)
1
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle 2y" — TV 0 sur | — 1,400 est alors
x
{z— KV1+az, KeR}
1
3.y y=20

Y Vi-z

On se place sur | — oo, 1}. Sur cet intervalle, une primitive de z — —

1
est xt — 2v1 —x
VvV1—=x

y =0 sur ] — oo, 1} est alors

1
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y' —
q Y T—a
Sy — {Ke_z‘/l_x K e R}
4. zy + 2%y =0
On se place sur ]0, 400, sur cet intervalle notre équation est équivalente & y' + zy = 0. Une primitive de

T
xn—>xestxb—>7.

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle zy’ + 2%y = 0 sur |0, +o0| est alors

SC2
34:{xr—>Ke2,K€R}
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5. cos(z)y’ + sin(x)y =0
On sait que l'ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogene de degré 1 est un
espace vectoriel de dimension 1. Il est donc engendré par n’importe lequel de ses éléments non-nuls. On
peut remarquer que la fonction = — cos(x) est une solution de cette équation différentielle, ainsi ’ensemble
des solutions de I’équation différentielle cos(z)y’ + sin(x)y = 0 est

S5 = Vect(z — cos(z)) = {z +— Kcos(z), K € R}

Réponse de ’exercice 22.8

1. (Ey): (1+2%)y +zy =1+ 22>
Sur R, ’équation différentielle (F4) est équivalente a

€T _1+2x2
1+22Y 7 1522

Y +

On sait, d’aprés I’exercice précédent que les solutions de I’équation homogene 3 + y = 0 sont de la

x
1+ 22
f — K

orme T — ———.

V1+a?

De plus, la fonction z — x est une solution évidente de ’équation avec second membre.
Ainsi 'ensemble des solutions de I’équation différentielle (E7) est

flz{x»—)x—}— ,KER}

K
V1422
2. (E2): cos(z)y’ + sin(x)y = 1

On sait, d’aprés I'exercice précédent que les solutions de ’équation homogéne cos(x)y’ + sin(x)y = 0 sont

de la forme z — K cos(z), K € R.

La fonction x — sin(z) est une solution évidente de I’équation avec second membre, ainsi ’ensemble des

solutions de (E2) est
Sy = {x +— sin(z) + K cos(z) , K € R}

3. (Es): (x4 1)y +y=a?
On va procéder par analyse-synthése :
Soit P : x +— ax? + bx + ¢, (a,b,c) € R? une fonction polynomiale de degré 2 solution de (E3). On a alors

Vz e R (z +1)(2ax + b) + az® + bx + ¢ = 2°

C’est-a-dire
Vz e R 3az® 4 (2a + 2b)x + b + ¢ = 2

Par unicité des coefficients d’un polynéme on a alors

1
a=-
3 1
b — —g
1
c= —
3
Ainsi, si P est une fonction polynomiale de degré 2 solution de (F3) alors nécessairement P est la fonction
. 22—z 41
rT— —.

3
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2

— 1
Réciproquement il est ainsi de montrer que la fonction z +— ac 338 i est solution de (E3).
: : 2’ —x+1 : : : : :
Finalement la fonction x +— — s est bien I'unique fonction polynomiale de degré 2 solution de (E3).
2
On se place sur | — 1, +oo[ pour résoudre (E3), sur cet intervalle (E3) est équivalente & ' + % = x+ T
T T

1
Sur x €] — 1, +o0[ une primitive de = — 1 est © — In(x + 1). Ainsi 'ensemble des solutions de (Ej3)

x
est

2
r—xz+1 K
+ ,
3 z+1

83:{1"—> KER}
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Chapitre 23

Fonctions réelles de deux variables réelles

Exercices

Exercice 23.1

Déterminer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 des fonctions suivantes

L. a: (z,y) = 2%y + 22y* + 22€Y 6. f:(x,y) e
2. b: (z,y)— e +e¥—e" cos(zy) + 2
3. ¢ (z,y) = In(2® +y* + 22%y° + 3) 7. g: (x,y) — zcos(y) + ycos(x)
4. d: (x,y) — cos(z +y) + sin(z — y) )
xy x
5. e: — 8. h:(x,y)— arct
e (x’y)'_)l—i—ﬂ—i—y? (x,y) — arc an<1+y2>

Exercice 23.2
Tracer les lignes de niveau des fonctions f : R? — R données par :

L fi:(x,y) — In(1 + 2%+ %).

2. fo:(z,y)— 14?2 —y2

3. fs:(x,y) — e” 2

Exercice 23.3
Les dérivées partielles interviennent de maniére cruciale pour modéliser certains phénomeénes naturels.

On regarde ici avec ['équation d’une corde vibrante. On considére une corde de longueur L que ’on suppose
fixée entre les points x = 0 et x = L. On va écarter la corde de sa position initiale dans le plan Ozy, la lacher
et tenter de modéliser son mouvement au cours du temps.

Le paramétre x désigne donc la position le long de 'axe Ox, t désigne le temps. Au point z et au temps t,
y = y(x,t) désigne la position de la corde au dessus de z.

Ainsi, pour z fixé, y = y(x,t) décrit le mouvement du point de la corde au dessus de z au cours du temps,
et Ooy(z,t) désigne la vitesse de ce point et 6%7231(:6, t) son accélération.

On peut démontrer (avec quelques hypothéses appropriées) que ce mouvement est décrit par une équation
aux dérivées partielles donnée par

032y(w,t) = 20 y(x,t) (23.1)
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ou c¢ est une constante positive dépendant des caractéristiques physiques de la corde.

1. Montrer que y(z,t) = sin(x — ct) est une solution de 1’équation.

2. Plus généralement, montrer que pour une fonction f : R — R de classe C2, alors les fonctions y(z,t) =
f(z+ct) et y(x,t) = f(x — ct) satisfont I’équation.

3. Montrer que tout tout w € R, y(z,t) = sin(cwt) sin(wzx) satisfait I’équation.

4. Montrer que si deux fonctions yy(z,t) et ya(z,t) satisfont ’équation, il en est de méme de toutes les
combinaisons linéaires a1y (z,t) + aya(z,t) avec ag, as € R.

Exercice 23.4

Associer chacune des courbes 3D suivantes avec ses lignes de niveau.

Figure 23.4 — Courbes 3D

3)

\.

Exercice 23.5
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Déterminer les positions des éventuels extremums des fonctions f(z,y) = 2% + 3zy + 3y — 62 + 3y et g(z,y) =
2%y — 6y® — 322 dans R2.

Exercice 23.6

On s’intéresse a la température sur une fine plaque de métal, on note T'(x,y) la température au point (z,y). On
suppose que la plaque occupe tout le premier quadrant de R?, c’est a dire la partie > 0,y > 0 et que la fonction
température est T'(z,y) = xy. On appelle courbes isothermes les lignes de niveau de la fonction température,
tous les points sur une méme courbe isotherme sont & la méme température.

1. Tracer les isothermes T'=1,T =2et T =3

2. On dépose une fourmi au point (1,4), cette fourmi se déplace de sorte que la température sur son chemin
soit constante. Quel va étre le chemin de la fourmi et quelle est la température le long du chemin

Exercice 23.7

Les questions se rapportent aux courbes de niveau suivantes

2.5—: 2 A
2.4

] 3 B
224

2—- 4

i
1.8_-
14 3

] 2

. 0

1 T T T
-1 -0.8 -0.6 -0.4 0.z a 0.2 04 08 [vE=} 1

1. Lequel des deux points A et B est le plus haut ?
2. Lequel des deux points A et B est sur la pente la plus raide?

3. Partant de A et se déplacant de sorte que y reste constant et x croisse, l'altitude va t’elle d’abord croitre
ou décroitre ?

4. Partant de B et se déplacant de sorte que y reste constant et x croisse, I’altitude va t’elle d’abord croitre
ou décroitre ?

5. Partant de A et se déplacant de sorte que x reste constant et y décroisse, 'altitude va t’elle d’abord croitre
ou décroitre ?

6. Partant de B et se déplacant de sorte que z reste constant et y décroisse, ’altitude va t’elle d’abord croitre
ou décroitre ?
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Exercice 23.8

La figure suivante représente les surfaces de niveau d’une fonction f. Conjecturez le signe des dérivées partielles
O f(zo,y0) et Oaf (xo,yo) et expliquez votre raisonnement.

AY

Yo~

Exercice 23.9

On dit qu’une fonction f de classe C? & deux variables satisfait {’équation de Laplace si on a

ailf(way) + a%,Zf(way) =0.

Il s’agit d’'une équation aux dérivées partielles trés importante intervenant dans la modélisation de beaucoup
de phénomeénes.
Montrer que les fonctions f(z,y) = 22 — y? + 2zy et f(x,y) = e sin(y) + €Y cos(z) satisfont cette équation.

sectes et leur habitat 23.10 (Mathématiques pour les sciences de la vie et de 'environnement (Boularas, Fedon,

Des espéces d’insectes ont été inventoriées dans plusieurs milieux sur une colline calcaire, selon une échelle
de dynamique végétale v depuis la pelouse séche (valeur 1) jusqu’au sous-bois (valeur 6) et la hauteur h en cm
de la végétation herbacée (entre 5 et 40 cm). Le nombre NBI d’espéces d’insectes est modélisé par la fonction

NBI = —0,4661% + 2,960v — 0,00655h% + 0, 34625h + 1, 08725.
Représenter cette fonction par un graphe en dimension 3.

Quelle est la valeur du milieu ot ’on attend la plus grande richesse en espéce d’insectes ?
Quelle est cette richesse maximale ?

=W

En un point quelconque M (v, h), quelle est la direction dans laquelle la fonction N BI varie le plus vite ?
Quelle est la valeur f(v, h) de cette variation maximale ?

5. Etudier les positions des éventuels extremums de cette fonction f.

Exercice 23.11
Dans la suite, on considére un potentiel ¢ dans le plan (c’est-a-dire une fonction de R? dans R, et on pose
$(x,y) = 2% — .

Les lignes de niveau ¢ = constante sont les équipotentielles. Si ¢ est un potentiel électrostatique, ¢ donne
lieu au champ électrique £ = —V¢. Si ¢ est la température, V¢ est le gradient de température.
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1. Déterminer la direction et I'intensité du champ électrique au point (2,1).
2. Déterminer la direction dans laquelle la température décroit le plus vite au point (—3,2).

3. Calculer le taux de _c}hangement de la température en fonction de la distance au point (1, 2) dans la direction
du vecteur ¥ =317 — J-

Réponses

Réponse de I’exercice 23.1

1. a:(z,y) — 2%y + 2%y* + 2ze?
ova(z,y) = 2xy + 2xy* + 2¢Y oa(z,y) = x* + 22%y + 2xe?
0f ja(z,y) =2y +2y°  Olsalw,y) = 05 a(w,y) = 2w +4zy +2¢Y 95 qa(w,y) = 20° + 2xe!
2. b: (z,y) — e +e¥—e"
ob(z,y) =e* —ye™ hb(x,y) = e¥ — xe™
(9%1b(3:, y) = e — y2e™ (9%72b(x, y) = (92271b(3:, y) = —eY — yxe™ 8§,2b(x, y) =¥ — %™

3. c: (z,y) — In(z? + y* + 22%° + 3)

dre(z,y) 4zy? + 2z Do) 493 + 2%y
C\T = clx =
1A%y yd 4+ 22292 + 22 4+ 3 208 Y y* + 222y2 + 22 4+ 3
) Ay? +2 (432 + 22)°
81,10(33, y) = 4 2,2 2 - 2
Yyt +22%y +2® + 3 (yt 22292 + 22 4+ 3)
9 12y2 + 422 (4y3 + 4x2y)2
32,20(957 y) = 1 2,2 2 - 2
Yyt 227y + 2%+ 3 (yt 22292 + 22 4+ 3)
8y (43:y2 + 23:) (4y3 + 43:23/)

82 o(z, — 82 c(x, — _
12¢(@,y) hac(@,y) yd + 22292 + 22 + 3 (y4+2x2y2+x2+3)2

4. d: (x,y) — cos(z + y) + sin(z — y)
O1d(z,y) = cos(y — x) —sin(y + ) Ood(z,y) = —sin(y + ) — cos(y — x)
0f 1d(z,y) = sin(y — @) —cos(y + ) 3yd(z,y) = sin(y — x) — cos(y + x)
OF pd(z,y) = 95 1d(z,y) = — cos(y + x) —sin(y — )

Ty
5. e: e
2 2 2 2
yly —x“+1 r(y*—x°—1
Ore(z,y) = % Oze(z,y) = —%
(Y2 +22+1) (Y2 +22+41)
2xy (3y? — 22 +3 2zy (y? — 322 — 3
0} e(avy) = ~ 22, L (a2 )

(42 + a2 +1)°
y4—6.%'2y2 +.%'4 -1
(y? +22 +1)°

(12 +a2+1)°

3%72€($,y) - 8%,1e(x7y) =
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ery
6. f : (:Uay) = COS(SBy)—}—Q
~ye®™ (sin (xy) + cos (vy) + 2) _ xe™ (sin (zy) + cos (zy) + 2)
O f(z,y) = (cos (xy) + 2)2 Ot (@,y) = (cos (zy) + 2)2
2y2e™Y <sin (zy)? + cos (zy) sin (xy) + 2sin (zy) + cos (xy)* + 3cos (zy) + 2)
01 flz,y) = 3
(cos (zy) +2)
222y <sin (zy)? + cos (zy) sin (xy) + 2sin (zy) + cos (xy)* + 3cos (zy) + 2)
03 (2,y) = 3
(cos (zy) +2)
9 2 _ 2xyesin (zy)®>  2zye™sin (zy) eYsin (xy)
Oraf@y) = Ol = o e 27 T (cos (ag) + 27 T (cos (ay) + 27
zyey ey xye™cos (zy)

cos (zy) + 2 * cos (zy) +2  (cos (zy) + 2)*

7. g: (x,y) — xcos(y) + ycos(x)

dg(@,y) = cos(y) —ysin(z)  Oag(w,y) = cos(z) — zsin(y)
0 19(z,y) = —ycos(z)  0iog(z,y) = 05,9(z,y) = —sin(z) —sin(y)  95,9(z,y) = —zcos(y)

22
8. h:(z,y) — arctan < )

1492
21 (y* + 1) 22y
i (x,y) y4+2y2+w4+1 2 («T,y) y4+2y2+$4+1
2(2+1) (y* +2y° — 32 + 1 222 (3y* +2y% — 2% — 1
ailh(xay) - ( ) ( ) a%,Zh(x7y) = ( )

(y'+2y2 + ot + 1)°
4xy (y2 — 22+ 1) (y2 + 224 1)
(' +2¢% +at + 1)°

(y' + 2y2 + ot + 1)°

ai2h(xay) = 82271h(.%'7y) - -

Réponse de ’exercice 23.2

Figure 23.1 — Lignes de niveau de f;

EN
N
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Figure 23.2 — Lignes de niveau de fo

Figure 23.3 — Lignes de niveau de f3

N
)

Réponse de ’exercice 23.3

1. Calculons les dérivées partielles 82272y(3:, t) et 8%7114(3:, t)

Ooy(z,t) = —c cos(z — ct) 8§’2y(x, t) = —c*sin(z — ct)
O1y(z,t) = cos(x — ct) Bily(x, t) = sin(z — ct)

Ainsi on a bien

8%,23/('7;7 t) = 628%’1y({17, t)
C’est a dire y(x,t) = sin(z — ct) est une solution de I’équation.

2. Soit f: R — R une fonction de classe C2. On pose y1(z,t) = f(z + ct) et ya(z,t) = f(z — ct). Calculons
les dérivées partielles au second ordre de y; et ys.

Pour y; on a

Soyi(z,t) = cf' (w+ct)  Bgyi(a,t) = A f" (@ + ct)
8lyl(x?t) = fl(x + Ct) 8%13/1(.73715) = f”(.%‘ + Ct)

Bastien Marmeth 533



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

Ainsi on a bien

D oy1(z,t) = 07 11 (2, 1)

De méme pour g2 on a

Doy2(z,t) = —cf'(x —ct) 9 pya(x,t) = f"(a — ct)
31y2(33, t) = fl(x - Ct) ail:’J?(m’ t) = fl/(x - Ct)

Et donc
03 9ya(x,t) = 07 12 (2, 1)
En conclusion y; : (z,t) — f(x + ct) et yo : (x,t) — f(x — ct) satisfont I’équation.
3. Soit w € R. On va, comme aux questions précédentes calculer les dérivées secondes de y.

Oy (z,t)cw cos(cwt) sin(wx) 82272y(x, t) = —*w?

sin(cwt) sin(wx)
01y(z,t) = wsin(cwt) cos(wz) 8%13/(% t) = —w? sin(cwt) sin(wz)

Ainsi on a bien
03 9y(x,t) = c*05 1y (. t)
Donc y : (z,t) — sin(cwt) sin(wz) satisfait I’équation.

4. Soit deux fonctions y;(x,t) et yo(x,t) qui satisfont I’équation. Soit oy et ag deux réels. On pose z(z,t) =
a1y1(z,t) + aya(z,t).
Calculons les dérivées secondes de z.

Ooz(x,t) = a1y (x,t) + aodoya(x,t) 8%722’(1', t) = a18§72y1 (x,t) + 04232272y2(x, t)
O z(x,t) = a1 y1(z,t) + aedrya(x,t) 8%’12’(1', t) = alailyl(x, t) + ay?ilyg(x, t)

Or, on sait que yi(x,t) et yo(x,t) satisfont ’équation. Ainsi
322,23/1 (.%', t) = 02811,1y1 (1‘, t)

622722/2('%'7 t) = 028%,1y2(m7 t)

On a alors
8%722’(1', t) = a132272y1(x, t) + 04232272y2(x, t) = alc231171y1(w, t) + agc2aily2(x, t) = 023%12(36, t)

La fonction z(x,t) = aqyi(z,t) + aya(z,t) satisfait donc I'équation.

Réponse de I’exercice 23.4

La courbe 3D 1) a les lignes de niveau B), la courbe 3D 2) a les lignes de niveau A), la courbe 3D 3) a les lignes
de niveau D) et la courbe 3D 4) a les lignes de niveau C)
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Réponse de ’exercice 23.5

On veut déterminer les points critique de f(z,y) = 22 + 3zy + 3y — 62 + 3y. Pour cela on calcule d’abord ses
dérivées partielles
of(z,y)=20+3y—6  Oaf(z,y) =3z +6y+3

Déterminons maintenant les points ou 01 f(x,y) = daf (z,y) =0
On obtient le systéme

20 +3y =6
(5)
3x + 6y =—3
L2<—L2—2L1
2r4+3y =6
()& T
—r=-15
L+ L1+ 2Ly

$) o {3y: —24

—r=—15
y=—8
S) &
(%) {x:15

Ainsi (15, —8) est 'unique point critique de f (il s’agit ici d’'un minimum mais les outils pour le prouver ne
sont pas au programme).

On veut ensuite déterminer les points critique de g(z,y) = x?y — 6y* — 322, Pour cela on calcule d’abord ses
dérivées partielles

Ovg(a,y) =2ay — 6z Dag(w,y) =2° — 12y
Déterminons maintenant les points ou d1g(x,y) = dag(z,y) =0
On obtient le systéme

20y —6x =0
2 —12y =0

2¢(y —3) =0
(S) & {wz (i 12y)

2

x
Si z = 0 alors, comme y = Y= 0. Si z # 0 alors nécessairement y = 3 et x = 6 ou x = —6.

Ainsi g admet trois points critiques qui sont (0,0), (—6,3) et (6,3).

Réponse de I’exercice 23.6
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Figure 23.6 — Isothermes

2. La fourmi va se déplacer a température constante donc sur une courbe isotherme, en particulier elle se
déplace sur la courbe isotherme T = 4, la température le long de son chemin sera donc de 4.

Figure 23.7 — Chemin de la fourmi

Réponse de ’exercice 23.7

Le point A est le plus haut.

Le point B est sur la pente la plus raide.

Partant de A et se déplacant de sorte que y reste constant et x croisse, ’altitude va d’abord croitre.
Partant de B et se déplacant de sorte que y reste constant et = croisse, 1’altitude va d’abord décroitre.

Partant de A et se déplacant de sorte que x reste constant et y décroisse, 'altitude va d’abord croitre.

S Ol W=

Partant de B et se déplacant de sorte que x reste constant et y décroisse, 1’altitude va d’abord décroitre.

Réponse de ’exercice 23.8

La dérivée partielle selon la premiére coordonnée 9; f(xg,yo) représente la variation de f lorsque l'on fait varier
uniquement x.

Ici on voit sur le graphe que, si x augmente, alors la valeur prise par f(z,yo) diminue (on passe de la valeur
4 & une valeur comprise entre 4 et 3). Ainsi 0; f(x¢, yo) est négative.
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De méme la dérivée partielle selon le seconde coordonnée 05 f (xo, yo) représente la variation de f lorsque 1'on
fait varier uniquement y.

Ici on voit sur le graphe que si y augmente, alors la valeur de f(xg,y) augmente (on passe de la valeur 4 a
une valeur comprise entre 4 et 5). Ainsi 9 f(x0,y0) est positive.

Réponse de I’exercice 23.9

Soit f(z,y) = 2° — y* 4+ 2zy. On veut montrer que f vérifie 'équation de Laplace. Calculons les dérivées
partielles de f

O1f =2x+ 2y Oof = =2y + 2x
Rif=2  9,f=-2
Ainsi
0 1 f(w,y) + Do f(z,y) =2+ (=2) =0
f vérifie donc I’équation de Laplace

Soit f(x,y) = €” sin(y)+eY cos(x). On veut montrer que f vérifie I'équation de Laplace. Calculons les dérivées
partielles de f
o1 f = €"sin(y) — €Y sin(z) Oaf = €” cos(y) + €Y cos(z)
(3%71]’ = e"sin(y) — e’ cos(x) (32272]‘ = —e”sin(y) + €Y cos(x)
Ainsi
0% 1 f(x,y) + 05 f (2, y) = " sin(y) — e¥ cos(x) — e” sin(y) + € cos(x) = 0

f vérifie donc I’équation de Laplace.

Réponse de I’exercice 23.10

Figure 23.8 — Graphe 3D de NBI

\

2. On cherche les points critiques de la fonction NBI (v, h), c’est & dire les points ou son vecteur gradient est
nul. On a

VNBI(v,h) = (

—0.932v + 2.96
—0.0131h 4 0.34625

Bastien Marmeth 537



Lycée Albert Schweitzer BCPST1

740 6925
2337 262
sectes atteint un maximum, ce sera forcement en ce point. Vérifions toutefois qu’il s’agit bien d’'un maxi-
mum.

Ainsi le seul point critique est le point ( > ~ (3.17597,26.4313). Si la richesse en espéces d’in-

La courbe nous incite & penser qu’il s’agit bien d’'un maximum local.

3. La richesse maximale vaut NBI (740 6925) _ 5061249433

— = ~ 10.363598
2337 262 488368000
4. On sait que la direction dans laquelle N BI varie le plus vite est la direction du vecteur gradient, c’est a

dire

1 1 ( —0.932v + 2.96 )

— —__VNBI =
IVNBI|| V/(—0.9320 + 2.96)2 + (—0.0131% + 0.34625)2 \ —0.0131A +0.34625

La valeur de cette variation maximale correspond a la norme du vecteur gradient, a savoir f(v,h) =
v/ (=0.9320 4 2.96)2 + (—0.0131h + 0.34625)2

5. On rappelle qu’étudier les extrema d’une fonction de la forme f = /g est équivalent & étudier les extrema
de la fonction g. Ici on pose donc g(v, h) = (—0.932v + 2.96)% + (—0.0131h + 0.34625)2. Calculons Vg

. 2 x (—0.932) x (—0.932v + 2.96)
97\ 2 x (=0.0131) x (=0.0131h + 0.34625)

740 6925
2337 262
éventuellement un extremum (il s’avére ici que f admet un minimum local en ce point)

Vg ne s’annule qu’au point < > ~ (3.17597,26.4313) qui est donc le seul point ou f atteint

Réponse de ’exercice 23.11

1. On sait que la direction du champ électrique est la direction du vecteur gradient, c’est a dire

1 Vo 1 ( 2 >
Vol VAr? + 42 \ —2y

Au point (2,1) on obtient

1 1 (4
el &Y =57 < = )

La valeur de cette variation maximale correspond & la norme du vecteur gradient, & savoir 2v/5.

2. La direction dans laquelle la température décroit le plus vite au point (—3,2) est la direction opposée au
vecteur gradient, c’est & dire

1 Vo — 1 ( -2z >
Vel Va2 + 47 \ 2y

1 1 (6
el VoY = 53 ( 1 )

3. Le taux de changement de la température en fonction de la distance au point (1,2) dans la direction 3i— j
est défini par

Au point (—3,2) on obtient

(3, -1); V$(2,1)) =3 x 2+ (=1) x (—4) = 10
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