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Préambule

La vie n'est bonne qu'à étudier et à enseigner les mathématiques.

Blaise Pas
al

Ce poly
opié 
ontient les exer
i
es du 
ours de mathématiques tels que donnés en BCPST au Ly
ée Albert

S
hweitzer du Rain
y.

Il s'agit d'une version de travail pour le professeur et à 
e titre peut 
ontenir diverses 
oquilles, erreurs

mineures ou maladresses de mise en page.

Les réponses 
ontenus dans 
e poly
opié sont parfois su

in
tes et ne peuvent se substituer à un travail

sérieux en TD et aux expli
ations du professeur.
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Chapitre 1

Logique et Ensembles

Exer
i
es

Exer
i
e 1.1

Soit I un intervalle de R non vide et f une fon
tion dé�nie sur I à valeurs réelles. Exprimer à l'aide de

quanti�
ateurs les propositions suivantes

1. La fon
tion f s'annule.

2. La fon
tion f est la fon
tion nulle.

3. f n'est pas une fon
tion 
onstante.

4. f ne prend jamais deux fois la même valeur.

5. La fon
tion f présente un minimum.

6. f prend des valeurs arbitrairement grandes

7. f ne peut s'annuler qu'une seule fois

Exer
i
e 1.2

Soit I un intervalle de R non vide et f une fon
tion dé�nie sur I à valeurs réelles. Exprimer la négation des

propositions suivantes

1. ∀x ∈ I, f(x) 6= 0

2. ∀y ∈ R, ∃x ∈ I, f(x) = y

3. ∃M ∈ R, ∀x ∈ I, |f(x)| 6M

4. ∀(x, y) ∈ I2, x 6 y ⇒ f(x) 6 f(y)

5. ∀(x, y) ∈ I2, f(x) = f(y)⇒ x = y

6. ∀x ∈ I, f(x) > 0⇒ x 6 0

Exer
i
e 1.3

On dé�nit une suite (un)n∈N par u0 = 2, u1 = 5 et, pour n ∈ N, un+2 = 5un+1 − 6un. Montrer que

∀n ∈ N un = 2n + 3n

Exer
i
e 1.4

1. Montrer que toute fon
tion dé�nie sur R à valeurs dans R peut s'é
rire de manière unique 
omme la somme

d'une fon
tion paire et d'une fon
tion impaire.
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2. Pré
iser 
ette dé
omposition pour f : R → R

x 7→ x+ 1

x2 + x+ 1

Exer
i
e 1.5

Soit I un intervalle de R non vide et f une fon
tion dé�nie sur I à valeurs réelles. Traduire par une phrase en

français les assertions quanti�ées suivantes

1. ∀x ∈ R, f(x) = f(−x)
2. ∃λ ∈ R, ∀x ∈ I, f(x) = λ

3. ∀x ∈ I, f(x) = 0⇒ x = 0

4. ∀(x, y) ∈ I2, x 6 y ⇒ f(x) 6 f(y)

Exer
i
e 1.6

Nier la phrase : Tous les Lyonnais qui ont les yeux bleus gagneront au loto et partiront �nir leurs jours aux

Sey
helles.

Exer
i
e 1.7

Quelle sont les négation des phrases suivantes :

1. Tous les lundis, je joue au squash

2. Tous les lundis, je joue au squash et je me dou
he

3. Tous les lundis où il fait beau, je joue au tennis

4. Tous les lundis, s'il fait beau, je joue au tennis

5. Tous les lundis, je joue au squash ou au tennis

6. Je joue au squash au moins une fois par semaine

7. Chaque semaine, si je n'ai pas joué au squash, je joue au tennis au moins deux fois

8. Tous les ans, il y a des semaines où je ne peux pas jouer au squash

9. Certaines années, je joue au squash tous les lundis (sans ex
eption)

Exer
i
e 1.8

Soit n un entier. Montrer que, si n3 est pair alors n est pair.

Exer
i
e 1.9

Soit x un nombre irrationnel positif. Montrer que

√
x est irrationnel

Exer
i
e 1.10

Montrer que

√
3 est un nombre irrationnel

Exer
i
e 1.11

Soit x ∈ R tel que

∀ε ∈ R∗
+ 0 6 x 6 ε

Montrer que x = 0.
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Exer
i
e 1.12

Montrer que l'ensemble

F = {(x, y) ∈ R2 , y = x− 1}
est in
lus dans l'ensemble

E = {(x, y) ∈ R2 , (−x+ 2y + 4)(3x − y + 3) > 0}

Exer
i
e 1.13

Parmi les sous-ensembles de R suivants, plusieurs sont égaux bien qu'é
rits di�éremment. Déterminer lesquels.

E1 = {5, 8, 11, 14, 17, · · · }, E2 = {x2 , x ∈ J1, 5K}, E3 =

[
−3

2
,
3

2

]
∩ Z, E4 = {y2 , y ∈ [−5,−1]}

E5 = J−1, 1K, E6 = [1,+∞[∩[0,+∞[∩] − 1, 25], E7 = [1, 25], E8 = {3x+ 2 , x ∈ N∗}
E9 = {m ∈ [1, 25] , ∃k ∈ N , m = k2}, E10 = {−1, 0, 1}, E11 = {n ∈ N∗ , ∃k ∈ N∗ , n = 3k + 2}

E12 = {3n+ 2 , n ∈ N∗} E13 = {m ∈ Z , m 6 1 et m > −1}, E14 = {t2 , t ∈ [1, 5]}

E15 =

{
sin

(
kπ

2

)
, k ∈ Z

}
, E16 = {1, 4, 9, 16, 25}

Exer
i
e 1.14

Les appli
ations suivantes sont-elles inje
tives, surje
tives, bije
tives ?

f : N → N

n 7→ n+ 1
g : Z → Z

n 7→ n+ 1
ℓ : R → R

x 7→ xex
h : R2 → R2

(x, y) 7→ (x+ y, x− y)

k : R\ {1} → R

x 7→ x+ 1

x− 1

s : R2 → R2

(x, y) 7→ (y, x)
c : C → C

z 7→ z2

Exer
i
e 1.15

Soit l'appli
ation

h : R → ]0,+∞[
x 7→ ln(1 + ex)

Montrer que h est bije
tive et expli
iter sa bije
tion ré
iproque h−1
.

Exer
i
e 1.16

Dé
rire, pour 
ha
une de 
es assertions, en utilisant les intervalles, l'ensemble des réels x véri�ant 
ette assertion.

1. x > 4 et x < 7 et x 6= 6

2. (x > 0 et x < 3) ou x = 0

3. (x < 3 et x ∈ N) ou x = 2

4. (x ∈ R+ ou x = −3) et x < 0

5. ∃u ∈ [3,+∞[ , x = u2
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Exer
i
e 1.17

Dessiner l'allure des sous-parties suivantes de R2

A = {(x, y) ∈ R2 , x+ y > 1} B = {(x, y) ∈ R2 , xy < 0}

C = {(x, y) ∈ R2 , y 6 min(x, 2 − x) et y > −1} D = {(x, y) ∈ R2 , y > x2 ou y2 + (x− 1)2 6 1}

Exer
i
e 1.18

Donner une expression plus simple des ensembles suivants et donner les relations d'in
lusion qui existent

entre 
es ensembles.

1. A = {y ∈ R , ∃t ∈ [3,+∞[ , y = t2}
2. B = {y ∈ R , ∀x 6 9 , y > x}
3. C = {y ∈ R , ∀t ∈ [3,+∞[, y 6= t2}
4. D = {y ∈ R , ∃x 6 9 , y > x}

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 1.1

1. � La fon
tion f s'annule. �peut s'é
rire

∃x ∈ I, f(x) = 0

2. � La fon
tion f est la fon
tion nulle. �peut s'é
rire

∀x ∈ I, f(x) = 0

3. � f n'est pas une fon
tion 
onstante. �peut s'é
rire

∃(x, y) ∈ I2, f(x) 6= f(y)

ou bien en
ore

∀C ∈ R, ∃x ∈ I, f(x) 6= C

4. � f ne prend jamais deux fois la même valeur. �peut s'é
rire

∀(x, y) ∈ I2, x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y)

5. � La fon
tion f présente un minimum. �peut s'é
rire

∃x ∈ I, ∀y ∈ I, f(x) 6 f(y)

6. � f prend des valeurs arbitrairement grandes �peut s'é
rire

∀M ∈ R, ∃x ∈ I, f(x) >M
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7. � f ne peut s'annuler qu'une seule fois �peut s'é
rire

∃x ∈ I, ∀y ∈ I, f(y) = 0⇒ y = x

ou en
ore

(∀x ∈ I, f(x) 6= 0) ∨ (∃!x ∈ I, f(x) = 0)

Réponse de l'exer
i
e 1.2

Les négations sont :

1. ∃x ∈ I, f(x) = 0

2. ∃y ∈ R, ∀x ∈ I, f(x) 6= y

3. ∀M ∈ R, ∃x ∈ I, |f(x)| > M

4. ∃(x, y) ∈ I2, x 6 y et f(x) > f(y)

5. ∃(x, y) ∈ I2, f(x) = f(y) et x 6= y

6. ∃x ∈ I, f(x) > 0 et x > 0

Réponse de l'exer
i
e 1.3

On va pro
éder par ré
urren
e double. Notons Pn l'assertion un = 2n + 3n.
Initialisation :

On a

u0 = 2 = 20 + 50 et u1 = 5 = 21 + 31

P0 et P1 sont ainsi véri�ées.
Hérédité :

Soit n ∈ N. On suppose que les propriétés Pn et Pn+1 sont véri�ées. Montrons qu'alors Pn+2 est vraie.

un+2 = 5un+1 − 6un

= 5(2n+1 + 3n+1 − 6(2n + 3n)

= 5× 2× 2n + 5× 3× 3n − 6× 2n − 6× 3n

= (10 − 6)2n + (15− 6)3n

= 22 × 2n + 32 × 3n

= 2n+2 + 3n+2

Pn+2 est ainsi véri�ée.

D'après le prin
ipe de ré
urren
e on a prouvé que

∀n ∈ N un = 2n + 3n

Réponse de l'exer
i
e 1.4

1. On va pro
éder i
i par analyse-synthèse, 
'est à dire que l'on va supposer qu'il existe une dé
omposition

paire + impaire, la 
ara
tériser de façon unique et en�n véri�er que 
ette unique dé
omposition obtenue

fon
tionne bien.
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Analyse :

Soit f une fon
tion dé�nie sur R à valeurs dans R. On suppose qu'il existe une fon
tion paire p et une

fon
tion impaire i telles que f = p+ i.

Soit x ∈ R, on a alors

f(x) = p(x) + i(x)

et

f(−x) = p(−x) + i(−x) = p(x)− i(x)
En 
ombinant 
es égalités on obtient alors

p(x) =
f(x) + f(−x)

2
i(x) =

f(x)− f(−x)
2

Ainsi, s'il existe une dé
omposition paire + impaire f = p+ i alors né
essairement on a, pour tout réel x,

p(x) =
f(x) + f(−x)

2
et i(x) =

f(x)− f(−x)
2

Synthèse :

Soit f une fon
tion dé�nie sur R à valeurs dans R. Pour x ∈ R on pose

p(x) =
f(x) + f(−x)

2
et i(x) =

f(x)− f(−x)
2

Véri�ons qu'alors p est bien une fon
tion paire et i une fon
tion impaire et que f = p+ i.

Pour x ∈ R on a

p(−x) = f(−x) + f(−(−x))
2

=
f(−x) + f(x)

2
= p(x)

i(−x) = f(−x)− f(−(−x))
2

=
f(−x)− f(x)

2
= −i(x)

Ainsi p est bien une fon
tion paire et i est bien une fon
tion impaire.

De plus on a, pour x ∈ R

p(x) + i(x) =
f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2

=
f(x) + f(−x) + f(x)− f(−x)

2

=
2f(x)

2
= f(x)

On a don
 bien f = p+ i.

Par Analyse-Synthèse on a ainsi prouvé que toute fon
tion dé�nie sur R à valeurs dans R peut s'é
rire de

manière unique 
omme la somme d'une fon
tion paire et d'une fon
tion impaire.

2. On prend i
i le 
as parti
ulier où f : R → R

x 7→ x+ 1

x2 + x+ 1
On a alors, pour x ∈ R

p(x) =
f(x) + f(−x)

2
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=
x+1

x2+x+1
+ −x+1

x2−x+1

2

=
(x+ 1)(x2 − x+ 1) + (1− x)(x2 + x+ 1)

2(x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1)

=
x3 − x2 + x+ x2 − x+ 1 + x2 + x+ 1− x3 − x2 − x

2(x4 + x2 + 1)

=
2

2(x4 + x2 + 1)

=
1

x4 + x2 + 1

et

p(x) =
f(x)− f(−x)

2

=
x+1

x2+x+1
− −x+1

x2−x+1

2

=
(x+ 1)(x2 − x+ 1)− (1− x)(x2 + x+ 1)

2(x2 + x+ 1)(x2 − x+ 1)

=
x3 − x2 + x+ x2 − x+ 1− (x2 + x+ 1− x3 − x2 − x)

2(x4 + x2 + 1)

=
x3 − x2 + x+ x2 − x+ 1− x2 − x− 1 + x3 + x2 + x)

2(x4 + x2 + 1)

=
2x3)

2(x4 + x2 + 1)

=
x3

x4 + x2 + 1

On a ainsi f = p+ i où p est paire, i est impaire et

p : R → R

x 7→ 1

x4 + x2 + 1

i : R → R

x 7→ x3

x4 + x2 + 1

Réponse de l'exer
i
e 1.5

1. ∀x ∈ R, f(x) = f(−x) signi�e � f est paire �

2. ∃λ ∈ R, ∀x ∈ I, f(x) = λ signi�e � f est 
onstante �

3. ∀x ∈ I, f(x) = 0 ⇒ x = 0 signi�e � f ne peut s'annuler qu'en 0 �, 
'est-à-dire � Le seul point où f
pourrait éventuellement s'annuler est 0 �, faites attention que 
ela n'implique pas que f(0) = 0

4. ∀(x, y) ∈ I2, x 6 y ⇒ f(x) 6 f(y) signi�e � f est 
roissante �

Réponse de l'exer
i
e 1.6

La négation de 
ette phrase est :

� Au moins un Lyonnais qui a les yeux bleus ne gagnera pas au loto ou ne partira pas �nir ses jours aux

Sey
helles �
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Réponse de l'exer
i
e 1.7

Les négations sont :

1. Il y a au moins un lundi où je ne joue pas au squash.

2. Il y a au moins un lundi où je ne joue pas au squash ou bien je ne me dou
he pas.

3. Il y a au moins un lundi où il fait beau et je ne joue pas au tennis.

4. Il y a au moins un lundi où il fait beau et je ne joue pas au tennis.

5. Il y a au moins un lundi où je ne joue ni au squash, ni au tennis.

6. Il y a au moins une semaine où je ne joue pas au squash.

7. Il y a au moins une semaine où je n'ai pas joué pas au squash et où j'ai joué au tennis au plus une fois.

8. Il y a une année où j'ai joué au squash toutes les semaines.

9. Toutes les années il y a au moins un lundi où je n'ai pas joué au squash.

Réponse de l'exer
i
e 1.8

Il s'agit i
i de montrer l'impli
ation � n3 est pair �⇒ � n est pair �. On va pour 
ela pro
éder par 
ontraposition

et montrer l'impli
ation � n est impair �⇒ � n3 est impair �.

On suppose don
 que n est impair. Ainsi il existe un entier k tel que n = 2k + 1.
Alors

n3 = (2k + 1)3 = 8k3 + 12k2 + 6k + 1 = 2(4k3 + 6k2 + 3k) + 1

n3 est don
 bien un nombre impair.

Ainsi on a montré par 
ontraposition que, si n3 est pair alors n est pair.

Réponse de l'exer
i
e 1.9

Soit x un nombre irrationnel positif. On va pro
éder à un raisonnement par l'absurde.

Supposons par l'absurde que

√
x est un nombre rationnel. Alors il existe un 
ouple (p, q) ∈ N × N∗

tel que√
x =

p

q
.

Alors on a

x =
√
x
2
=
p2

q2

On a don
 é
rit x 
omme un nombre rationnel, 
e qui est absurde. Notre hypothèse ne peut don
 pas être vraie

Ainsi on a prouvé que

√
x est bien irrationnel.

Réponse de l'exer
i
e 1.10

On va de nouveau pro
éder à un raisonnement par l'absurde. Supposons par l'absurde que

√
3 est un nombre

rationnel. On peut alors l'é
rire sous forme d'une fra
tion irrédu
tible

√
3 =

p

q
où (p, q) ∈ N× N∗

.

En élevant au 
arré on obtient 3 =
p2

q2
. D'où p2 = 3q2. On en déduit alors que p2 est un multiple de 3.

Montrons qu'alors p est un multiple de 3.
Par l'absurde, si p n'est pas un multiple de 3 alors

� Soit p s'é
rit sous la forme p = 3k + 1 ave
 k ∈ Z et alors p2 = 9k2 + 6k + 1 = 3(3k2 + 2k) + 1 n'est pas

un multiple de 3 
e qui est absurde

� Soit p s'é
rit sous la forme p = 3k + 2 ave
 k ∈ Z et alors p2 = 9k2 + 6k + 4 = 3(3k2 + 2k + 1) + 1 n'est

pas un multiple de 3 
e qui est absurde
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Ainsi p est bien un multiple de 3. Il existe don
 p̃ ∈ N tel que p = 3p̃.
Notre égalité devient alors (3p̃)2 = 3q2, d'où q2 = 3p̃2. Ainsi q2 est un multiple de 3 et, par suite, q est un

multiple de 3. Il existe don
 q̃ ∈ N tel que q = 3q̃
Mais alors, si on revient à l'é
riture de

√
3 sous forme d'une fra
tion, on obtient

√
3 =

p

q
=

3p̃

3q̃
=
p̃

q̃

On a i
i réduit une fra
tion qui était irrédu
tible. Ce qui est absurde, notre hypothèse ne peut don
 pas être

vraie.

Ainsi on a montré par l'absurde que

√
3 est un nombre irrationnel.

Réponse de l'exer
i
e 1.11

On va pro
éder par l'absurde. Supposons don
 que x 6= 0.

Comme x > 0 on a alors x > 0. D'où
x

2
> 0.

En prenant le 
as parti
ulier ε =
x

2
, notre propriété nous donne

0 6 x 6
x

2

Comme x > 0 on peut diviser 
haque terme par x et 
ela ne 
hange pas le sens des inégalités. On a ainsi

0 6 1 6
1

2

Ce qui est manifestement absurde. Ainsi on a bien x = 0.

Réponse de l'exer
i
e 1.12

Soit (x, y) ∈ F , on va montrer que (x, y) ∈ E.
Comme (x, y) ∈ F on a alors y = x− 1. Ainsi

(−x+ 2y + 4)(3x − y + 3) = (−x+ 2(x− 1) + 4)(3x − (x− 1) + 3)

= (−x+ 2x− 2 + 4)(3x − x+ 1 + 3)

= (x+ 2)(2x + 4)

= 2(x+ 2)2 > 0

Comme (−x+ 2y + 4)(3x− y + 3) > 0 on a alors (x, y) ∈ E.
Tout élément de F est don
 un élément de E, 
'est-à-dire F ⊂ E.

Réponse de l'exer
i
e 1.13

On a

� E1 = E8 = E11 = E12

� E2 = E9 = E16

� E3 = E5 = E10 = E13 = E15

� E4 = E6 = E7 = E14

Réponse de l'exer
i
e 1.14
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1. Soit f : N → N

n 7→ n+ 1
.

� Montrons que f est inje
tive.

Soit (n1, n2) ∈ N2
tel que f(n1) = f(n2). Montrons qu'alors n1 = n2

On a n1 + 1 = n2 + 1 d'où n1 = n2. f est don
 inje
tive.

� Montrons que f n'est pas surje
tive. Pour 
ela on remarque que 0 n'a pas d'anté
édent par f . En e�et

si n ∈ N était un anté
édent de 0 par f alors n+ 1 = 0, d'où n = −1 
e qui est absurde 
ar −1 6∈ N.

2. Soit g : Z → Z

n 7→ n+ 1
.

� Montrons que g est inje
tive.
Soit (n1, n2) ∈ Z2

tel que g(n1) = g(n2).
Alors n1 + 1 = n2 + 1 d'où n1 = n2. g est don
 inje
tive.

� Montrons que g est surje
tive.
Soit n ∈ Z, trouvons m ∈ Z tel que g(m) = n. Il faut don
 trouver m tel que m+ 1 = n.
Il su�t de prendre m = n− 1. g est don
 surje
tive.

3. Soit h : R2 → R2

(x, y) 7→ (x+ y, x− y)
� Montrons que h est inje
tive.

Soit (x1, y1) ∈ R2
et (x2, y2) ∈ R2

tel que h(x1, y1) = h(x2, y2), montrons qu'alors (x1, y1) = (x2, y2).
On a h(x1, y1) = h(x2, y2), d'où (x1 + y1, x1 − y1) = (x2 + y2, x2 − y2). On en tire alors

{
x1 + y1 = x2 + y2

x1 − y1 = x2 − y2

puis en ajoutant la se
onde ligne à la première

{
2x1 = 2x2

x1 − y1 = x2 − y2

En�n en remplaçant dans la se
onde ligne et en simpli�ant

{
x1 = x2

y1 = y2

On a don
 (x1, y1) = (x2, y2), h est don
 bien inje
tive.

� Montrons que h est surje
tive.

Soit (u, v) ∈ R2
, trouvons alors (x, y) ∈ R2

tel que h(x, y) = (u, v). C'est-à-dire (x, y) ∈ R2
tel que

{
x+ y = u

x− y = v

On ajoute la se
onde ligne à la première.

{
2x = u+ v

x− y = v
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En�n en remplaçant dans la se
onde ligne et en simpli�ant




x =

u+ v

2

y =
u− v
2

Véri�ons nos 
al
uls

h

(
u+ v

2
,
u− v
2

)
=

(
u+ v

2
+
u− v
2

,
u+ v

2
− u− v

2

)

= (u, v)

Ainsi

(
u+ v

2
,
u− v
2

)
est bien un anté
édent de (u, v). h est don
 surje
tive.

4. Soit k : R\ {1} → R

x 7→ x+ 1

x− 1

� Montrer que k est inje
tive. Soit (x, y) ∈ (R\{1})2 tel que k(x) = k(y). Montrons qu'alors x = y. On a

x+ 1

x− 1
=
y + 1

y − 1
⇒ (x+ 1)(y − 1) = (y + 1)(x− 1)

⇒ xy + y − x− 1 = xy + x− y − 1

⇒ x = y

k est don
 bien inje
tive

� k n'est pas surje
tive. En e�et 1 n'admet pas d'anté
édent par k. Supposons par l'absurde qu'il existe

x ∈ R\{1} tel que k(x) = 1. Alors
x+ 1

x− 1
= 1 d'où x + 1 = x − 1, et, par suite, 1 = −1 
e qui est

absurde.

Ainsi 1 n'a pas d'anté
édent par k, k n'est pas surje
tive.

5. Soit s : R2 → R2

(x, y) 7→ (y, x)
. I
i on va montrer dire
tement que s est bije
tive en trouvant une appli
a-

tions g : R2 → R2
telle que g ◦ s = IdR2 et s ◦ g = IdR2 .

I
i 
'est très simple, posons g = s. Alors il est aisé de véri�er que g ◦ s = IdR2 et s ◦ g = IdR2 . s est don

bien bije
tive et sa ré
iproque est g. Elle est alors surje
tive et inje
tive.

6. Soit c : C → C

z 7→ z2

� c n'est pas inje
tive. Il su�t de remarque que, par exemple c(1) = c(−1).
� Montrons c est surje
tive. Soit z ∈ C, on va trouver u ∈ C tel que u2 = z.

Pour 
ela é
rivons z sous forme exponentielle z = ρeiθ ave
 ρ > 0 et θ ∈ [0, 2π[ et on va 
her
her u
sous la forme u = reiα ave
 r > 0 et α ∈ [0, 2π[. Il s'agit don
 de trouver r et α tels que

(
reiα

)2
= ρeiθ

Ce qui se réé
rit

r2e2iα = ρeiθ

Il su�t don
 de prendre r =
√
ρ et α =

θ

2
et alors u est bien un anté
édent de z.

c est ainsi surje
tive. On peut remarquer que si z = ρeiθ est di�érent de 0 alors il admet deux anté
édent

par c qui sont
√
ρei

θ
2
et

√
ρei(

θ
2
+π)

.
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7. Soit ℓ : R → R

x 7→ xex

On va 
ommen
er par étudier la fon
tion ℓ et tra
er sa 
ourbe représentative.

ℓ est dérivable sur R et, pour x ∈ R on a

ℓ′(x) = (x+ 1)ex

On en déduit le tableau de variations de ℓ

x

ℓ′(x)

ℓ

−∞ −1 0 +∞

− 0 +

00

−1

e
−1

e

+∞+∞

0

0

Figure 1.1 � Courbe représentative de ℓ

1−1−2−3−4
0

−1

1

2

D'après notre étude des variations, la fon
tion ℓ admet un minimum global en −1 qui vaut −1

e
, d'où

∀x ∈ R ℓ(x) > −1

e

Soit y < −1

e
, on a don
, pour tout x ∈ R, ℓ(x) > y. y n'admet don
 pas d'anté
édent par ℓ. Ainsi ℓ n'est

pas surje
tive.
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L'allure de la 
ourbe de ℓ nous indique bien que, si y ∈
]
−1

e
, 0

[
alors y admet au moins deux anté
édents

par ℓ (puisque la 
ourbe passe au moins deux fois à la hauteur y). A 
e niveau de l'année une telle

justi�
ation serait a

eptable. On va toutefois rédiger une preuve rigoureuse.

Soit y ∈
]
−1

e
, 0

[
.

La fon
tion ℓ est 
ontinue sur l'intervalle [−1, 0]. Comme f(−1) < y < f(0) alors, d'après le théorème des

valeurs intermédiaires, il existe x1 ∈]− 1, 0[ tel que f(x1) = y.

On sait de plus que lim
x→−∞

ℓ(x) = 0 > y. Ainsi, d'après la dé�nition de la limite, il existe a ∈ R tel que

∀x 6 a ℓ(x) > y

En parti
ulier ℓ(a) > y.

Le théorème des valeurs intermédiaires appliqué entre a et −1 nous donne alors x2 ∈]a,−1[ tel que ℓ(x2) =
y.

On a ainsi ℓ(x1) = ℓ(x2) mais x1 6= x2 (
ar x2 < −1 < x1). ℓ n'est don
 pas inje
tive.

Réponse de l'exer
i
e 1.15

On va 
ommen
er par montrer que h est inje
tive.

Soit (x, y) ∈ R2
tel que h(x) = h(y). On a alors

ln(1 + ex) = ln(1 + ey)

D'où en passant à l'exponentielle 1 + ex = 1 + ey, 
'est-à-dire ex = ey. Il ne reste plus qu'à passer au ln pour

obtenir x = y. h est ainsi inje
tive.

Montrons maintenant que h est surje
tive. Soit z ∈]0,+∞[, on a alors, pour x ∈ R

h(x) = z ⇔ ln(1 + ex) = z

⇔ 1 + ex = ez

⇔ ex = ez − 1

⇔ x = ln(ez − 1) ( Comme z > 0 on a alors ez − 1 > 0, on peut ainsi passer au ln)

Ainsi ln(ez − 1) est l'unique anté
édent de z par h. h est ainsi surje
tive et inje
tive, elle est don
 bije
tive.

On a de plus

h−1 : ]0,+∞[ → R

x 7→ ln(ex − 1)

Réponse de l'exer
i
e 1.16

1. ]4, 7[\{6} =]4, 6[∪]6, 7[
2. [0, 3[

3. J0, 2K = {0, 1, 2}
4. {−3}
5. [9,+∞[

Bastien Marmeth 15 Page 15/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Réponse de l'exer
i
e 1.17

Figure 1.2 � A

1 2−1−2−3
0

−1

−2

−3

1

2

Figure 1.3 � B

1 2−1−2−3
0

−1

−2

−3

1

2

Figure 1.4 � C

1 2 3−1−2−3
0

−1

−2

−3

1

2

Figure 1.5 � D

1 2−1−2−3
0

−1

−2

−3

1

2

Réponse de l'exer
i
e 1.18

1. A = [9,+∞[

2. B =]9,+∞[

3. C =]−∞, 9[
4. D = R

On a alors B ⊂ A ⊂ D et C ⊂ D. On a de plus C = Ac
.
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Chapitre 2

Appli
ations

Exer
i
es

Exer
i
e 2.1

Dans les exemples suivants f est une fon
tion de R dans R et E est une sous-partie de R. Déterminer f(E).

� E =

[
π

4
,
5π

6

]
, f : x 7→ cos(x)

� E = [−2, 3]\{1}, f : x 7→ 1

x− 1
� E = [−1, 2], f : x 7→ x2

Exer
i
e 2.2

Soit f : N→ N dé�nie par

∀k ∈ N, f(3k) = 2k f(3k + 1) = 4k + 1 f(3k + 2) = 4k + 3

Montrer que f est une bije
tion de N dans N

Exer
i
e 2.3

Soit f : R → R

x 7→ 2x+ 1√
x2 + x+ 1

.

1. Montrer que f est bije
tive de R dans ]− 2, 2[.

2. Expli
iter sa ré
iproque.

Exer
i
e 2.4

Soit f : C → C

z 7→ z

1 + |z|

. f est-elle inje
tive ? surje
tive ?

Exer
i
e 2.5

Soit f : ]− 1, 1[ → R

x 7→ 2x

1− x2

. Montrer que f est bije
tive et déterminer sa ré
iproque.
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Exer
i
e 2.6

Soient f et g deux bije
tions de R dans R. On pose

s : R2 → R

(x, y) 7→ f(x) + g(y)
et p : R2 → R

(x, y) 7→ f(x)g(y)

1. s est-elle surje
tive ?

2. s est-elle inje
tive ?

3. p est-elle surje
tive ?

4. p est-elle inje
tive ?

Si la réponse est oui, on fera une preuve et si la réponse est non, on donnera un 
ontre-exemple en 
hoisissant

f et g.

Exer
i
e 2.7

f : Q → [−1, 1]
x 7→ sin(x)

est-elle inje
tive ? surje
tive ?

Exer
i
e 2.8

Soit f : E → F et g : F → G deux appli
ations. Montrer les impli
ations suivantes :

1. Si g ◦ f est surje
tive alors g est surje
tive.

2. Si g ◦ f est inje
tive alors f est inje
tive.

3. Si g ◦ f est surje
tive et g est inje
tive alors f est surje
tive.

4. Si g ◦ f est inje
tive et f est surje
tive alors g est inje
tive.

Exer
i
e 2.9

Soit f : R2 → R2

(u, v) 7→ (u+ v, uv)
.

1. f est-elle inje
tive ?

2. f est-elle surje
tive ?

3. Déterminer un anté
édent de (5, 5) par f .

Exer
i
e 2.10

Soit f : ]− 1, 1[ → R

x 7→ 2x

1− x2

. Montrer que f est bije
tive et déterminer sa ré
iproque.

Exer
i
e 2.11

Soit x ∈ R et n ∈ N, 
al
uler les somme suivantes

n∑

k=1

x2k−1
n∑

k=0

(−1)k
n∑

k=0

(−1)kk
n∑

k=1

ln

(
1 +

1

k

)
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Exer
i
e 2.12

1. Soit k ∈ N, développer et simpli�er (k + 1)3 − k3.

2. Pour n ∈ N, 
al
uler la somme

n∑

k=1

(k + 1)3 − k3

3. Retrouver alors la valeur de la somme

n∑

k=1

k2

4. En utilisant la même méthode, déterminer la valeur de la somme

n∑

k=1

k3

Exer
i
e 2.13

Soit f : R2 → R2

(u, v) 7→ (u+ v, uv)
.

1. f est-elle inje
tive ?

2. f est-elle surje
tive ?

3. Déterminer un anté
édent de (5, 5) par f .

Exer
i
e 2.14

Soit f : C → C

z 7→ z

1 + |z|

. f est-elle inje
tive ? surje
tive ?

Exer
i
e 2.15

Soient f et g deux bije
tions de R dans R. On pose

s : R2 → R

(x, y) 7→ f(x) + g(y)
et p : R2 → R

(x, y) 7→ f(x)g(y)

1. s est-elle surje
tive ?

2. s est-elle inje
tive ?

3. p est-elle surje
tive ?

4. p est-elle inje
tive ?

Si la réponse est oui, on fera une preuve et si la réponse est non, on donnera un 
ontre-exemple en 
hoisissant

f et g.

Exer
i
e 2.16

f : Q → [−1, 1]
x 7→ sin(x)

est-elle inje
tive ? surje
tive ?

Exer
i
e 2.17

Soit f : E → F et g : F → G deux appli
ations. Montrer les impli
ations suivantes :

1. Si g ◦ f est surje
tive alors g est surje
tive.
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2. Si g ◦ f est inje
tive alors f est inje
tive.

3. Si g ◦ f est surje
tive et g est inje
tive alors f est surje
tive.

4. Si g ◦ f est inje
tive et f est surje
tive alors g est inje
tive.

Exer
i
e 2.18

Soit E un ensemble et f une appli
ation de E dans E telle que f ◦ f = f

1. Montrer que, si f est inje
tive, alors f = IdE

2. Montrer que, si f est surje
tive, alors f = IdE .

3. Pour 
ette question on prendra E = R. Donner un exemple de fon
tion f véri�ant f ◦ f = f mais telle que

f 6= IdR.

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 2.1

� f(E) =

[
−
√
3

2
,

√
2

2

]

�

f(E) = f([−2, 1[∪]1, 3])
= f((−2, 1[) ∪ f(]1, 3])

=

]
−∞,−1

3

]
∪
[
1

2
,+∞

[
= R\

]
−1

3
,
1

2

[

� f(E) = [0, 4]

Réponse de l'exer
i
e 2.2

On va montrer que f est bije
tive en trouvant son inverse qui est l'appli
ation g : N→ N dé�nie par

∀k ∈ N, g(2k) = 3k g(4k + 1) = 3k + 1 g(4k + 3) = 3k + 2

Remarquons que g est bien dé�nie 
ar tout nombre entier n est, soit pair et don
 de la forme 2k, soit impair de

la forme 4k + 1, soit impair de la forme 4k + 3.

Soit n ∈ N, on va prouver que g ◦ f(n) = n puis que f ◦ g(n) = n. Pour 
ela il nous faut séparer di�érent 
as.

On 
ommen
e pas prouver que g ◦ f(n) = n
� Premier 
as : n est un multiple de 3. Il existe don
 k ∈ N tel que n = 3k. D'où f(n) = f(3k) = 2k. Par

dé�nition on a alors g(f(n)) = g(2k) = 3k = n. Ainsi, dans 
e 
as, on bien g ◦ f(n) = n.
� Deuxième 
as : n est de la forme 3k+1 ave
 k ∈ N. On a alors f(n) = 4k+1 puis g(f(n)) = g(4k+1) =

3k + 1 = n. Ainsi, dans 
e 
as, on bien g ◦ f(n) = n.
� Troisième 
as : n est de la forme 3k+2 ave
 k ∈ N. On a alors f(n) = 4k+3 puis g(f(n)) = g(4k+3) =

3k + 2 = n. Ainsi, dans 
e 
as, on bien g ◦ f(n) = n.
Finalement dans tous les 
as on a bien g ◦ f(n) = n. Ainsi g ◦ f = IdN.

Montrons maintenant que f ◦ g(n) = n.
� Premier 
as : n est un multiple de 2. Il existe don
 k ∈ N tel que n = 2k. D'où g(n) = g(2k) = 3k. Par

dé�nition on a alors f(g(n)) = f(3k) = 2k = n. Ainsi, dans 
e 
as, on bien f ◦ g(n) = n.
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� Deuxième 
as : n est de la forme 4k+1 ave
 k ∈ N. On a alors g(n) = 3k+1 puis f(g(n)) = f(3k+1) =
4k + 1 = n. Ainsi, dans 
e 
as, on bien f ◦ g(n) = n.

� Troisième 
as : n est de la forme 4k+3 ave
 k ∈ N. On a alors g(n) = 3k+2 puis f(g(n)) = f(3k+2) =
4k + 3 = n. Ainsi, dans 
e 
as, on bien f ◦ g(n) = n.

Finalement dans tous les 
as on a bien f ◦ g(n) = n. Ainsi f ◦ g = IdN.

En 
on
lusion f est bije
tive de ré
iproque g.

Réponse de l'exer
i
e 2.3

Commençons par montrer que f est inje
tive. Comme f est dé�nie sur un intervalle de R et à valeurs dans R

on va d'abord regarder si elle est stri
tement monotone. Pour 
ela on la dérive.

Soit x ∈ R, on a

f ′(x) =
2
√
x2 + x+ 1− (2x+ 1) 2x+1

2
√
x2+x+1

x2 + x+ 1

=
4(x2 + x+ 1)− (2x+ 1)2

2(x2 + x+ 1)
√
x2 + x+ 1

=
3

2(x2 + x+ 1)
√
x2 + x+ 1

On sait que, pour tout x ∈ R, x2+x+1 > 0. Ainsi, pour tout x ∈ R, f ′(x) > 0, f est don
 stri
tement 
roissante,


e qui implique que f est inje
tive.

Montrons maintenant que f est surje
tive. Soit y ∈]− 2, 2[, trouvons x ∈ R tel que f(x) = y.
L'équation f(x) = y se réé
rit

2x+ 1√
x2 + x+ 1

= y

⇒ 2x+ 1 = y
√
x2 + x+ 1

⇒ (2x+ 1)2 = y2(x2 + x+ 1)

⇒ (4− y2)x2 + (4− y2)x+ (1− y2) = 0

Comme y ∈]− 2, 2[ alors 4− y2 6= 0 on est don
 fa
e à une équation polynomiale de degré 2 dont le dis
riminant

est

∆ = (4− y2)− 4(4 − y2)(1− y2) = (4− y2)(4 − y2 − 4 + 4y2) = 3y2(4− y2) > 0

Comme ∆ > 0 notre équation admet deux solutions (éventuellement 
onfondues si ∆ = 0) qui sont

x1 =
y2 − 4 +

√
3y2(4− y2)

2(4 − y2) x2 =
y2 − 4−

√
3y2(4− y2)

2(4− y2)

Simpli�ons un peu

x1 = −
1

2
+
|y|
√
3

2
√

4− y2
x2 = −

1

2
− |y|

√
3

2
√

4− y2

Ces deux nombres réels sont deux solutions de l'équation (4− y2)x2 + (4− y2)x+ (1− y2) = 0 mais 
e ne sont

pas for
ement des anté
édents de f(x) = y.
En e�et, 
omme f est inje
tive l'équation f(x) = y admet au plus une solution, ainsi au moins un des deux

nombres x1 et x2 n'est pas un anté
édent de y.

On va don
 
al
uler f(x1) et f(x2) pour déterminer si 
e sont bien des anté
édents de y.

Bastien Marmeth 21 Page 21/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

f(x1) =
2x1 + 1√
x21 + x1 + 1

=
2|y|
√
3

2
√

4− y2
√
x21 + x1 + 1

=
|y|
√
3

2
√

(4− y2)x21 + (4− y2)x1 + 1− y2 + 3

Or on sait que (4− y2)x21 + (4− y2)x1 + 1− y2 = 0. Ainsi

f(x1) =
|y|
√
3

2
√

(4− y2)x21 + (4− y2)x1 + 1− y2 + 3

=
2|y|
√
3

2
√
3

= |y|

De même

f(x2) = −|y|
Ainsi, si y > 0 alors x1 est un anté
édent de y par f et si y < 0 alors x2 est un anté
édent de y par f . Si

y = 0 alors x1 = x2 = −
1

2
est un anté
édent de y. f est don
 surje
tive.

Comme f est surje
tive et inje
tive elle est don
 bije
tive, elle admet don
 une ré
iproque f−1
. Le raisonne-

ment fait pour montrer que f est surje
tive nous donne f−1
:

f−1 : ]− 2, 2[ → R

y 7→





−1

2
+
|y|
√
3

2
√

4− y2
si y > 0

−1

2
− |y|

√
3

2
√

4− y2
si y < 0

−1

2
si y = 0

Ce que l'on peut résumer en

f−1 : ]− 2, 2[ → R

y 7→ −1

2
+

y
√
3

2
√

4− y2

Réponse de l'exer
i
e 2.4

Montrons que f est inje
tive.

Soit u ∈ C et v ∈ C tels que f(u) = f(v). C'est-à-dire

u

1 + |u| =
v

1 + |v|
Alors en parti
ulier ∣∣∣∣

u

1 + |u|

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

v

1 + |v|

∣∣∣∣

D'où

|u|
1 + |u| =

|v|
1 + |v|
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Puis

|u|+ |u| × |v| = |v|+ |u| × |v|
On en tire don
 |u| = |v|. Réinje
tons 
ette information dans notre égalité

u

1 + |u| =
v

1 + |v|

devient alors

u

1 + |u| =
v

1 + |u|
Et don
 u = v. f est ainsi inje
tive.

Montrons maintenant que f n'est pas surje
tive, pour 
ela remarquons que, si u ∈ C, alors |f(u)| < 1 (en

e�et |u| < 1 + |u|). Ainsi f ne peut pas être surje
tive 
ar tous les nombres 
omplexes de module supérieur ou

égal à 1 n'ont pas d'anté
édents.

Réponse de l'exer
i
e 2.5

Montrons que f est inje
tive. Pour 
ela, puisque f est dé�nie sur un intervalle de R, on va montrer que f est

stri
tement monotone.

Cal
ulons la dérivée de f .
Soit x ∈]− 1, 1[, on a

f ′(x) =
2(1− x2)− 2x× (−2x)

(1− x2)2 =
2x2 + 2

(1− x2)2 > 0

Puisque, pour tout x ∈]−, 1, [ f ′(x) est stri
tement positive, alors f est stri
tement 
roissante et don
 est

inje
tive.

Montrons maintenant que f est surje
tive.

Soit y ∈ R, déterminons x ∈]− 1, 1[ tel que f(x) = y.

L'équation f(x) = y s'é
rit
2x

1− x2 = y

⇒ 2x = y − yx2

⇒ yx2 + 2x− y = 0

Si y = 0 
ette équation admet 
omme solution

y

2
= 0, si y 6= 0 il nous faut 
al
uler le dis
riminant.

On a ∆ = 4 + 4y2 > 0. Ainsi notre équation admet deux solutions dans R qui sont

x1 =
−2 +

√
4 + 4y2

2y
=
−1 +

√
1 + y2

y
x2 =

−2−
√
4 + 4y2

2y
=
−1−

√
1 + y2

y

Par 
ontre 
es solutions sont-elles dans ]− 1, 1[ ? Véri�ons qu'au moins l'une des deux l'est.

� Premier 
as : y > 0 Dans 
e 
as on a

√
1 + y2 >

√
y2 = y, d'où

−1−
√

1 + y2

y
6
−1− y
y

< −1

−1−
√

1 + y2

y
ne peut don
 pas 
onvenir 
omme anté
édent de y.
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� Se
ond 
as : y < 0 Dans 
e 
as on a toujours

√
1 + y2 >

√
y2 = −y, d'où

−1−
√

1 + y2 < −1 + y

Puis (rappelons que, 
omme y < 0,
−1
y
> 0 et diviser par y 
hange le sens des inégalités )

−1−
√

1 + y2y

>

−1 + y

y
> 1

La en
ore

−1−
√

1 + y2

y
ne peut don
 pas 
onvenir 
omme anté
édent de y.

Qu'en est-il de

−1 +
√

1 + y2

y
?

� Si y > 0 alors 1 <
√

1 + y2 <
√

1 + 2y + y2 = 1 + y D'où

−1 + 1

y
<
−1 +

√
1 + y2

y
<
−1 + 1 + y

y

C'est-à-dire

0 <
−1 +

√
1 + y2

y
< 1

−1 +
√

1 + y2

y
est don
 bien dans ]− 1, 1[ et 
onvient 
omme anté
édent de y.

� Si y < 0 alors 1 <
√

1 + y2 <
√

1− 2y + y2 = 1− y D'où

−1 + 1

y
>
−1 +

√
1 + y2

y
>
−1 + 1− y

y

C'est-à-dire

0 >
−1 +

√
1 + y2

y
> −1

−1 +
√

1 + y2

y
est don
 bien dans ]− 1, 1[ et 
onvient 
omme anté
édent de y.

En 
on
lusion, dans tous les 
as y admet un anté
édent dans ]− 1, 1[. f est don
 surje
tive.

Comme f est à la fois surje
tive et inje
tive elle est bije
tive et admet don
 une unique ré
iproque. Cette

ré
iproque on l'a en fait déjà trouvée, il s'agit de la fon
tion

f−1 : R → ]− 1, 1[

y 7→





0 si y = 0

−1 +
√

1 + y2

y
si y 6= 0

Réponse de l'exer
i
e 2.6

1. s est surje
tive.

En e�et soit z ∈ R, montrons que z admet au moins un anté
édent par s.

Comme f est une bije
tion de R dans R il existe don
 x ∈ R tel que f(x) = z. De même il existe y ∈ R tel

que g(y) = 0. On a alors

s(x, y) = f(x) + g(y) = z + 0 = z

(x, y) est don
 bien un anté
édent de z par s. s est bien surje
tive.
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2. s n'est pas inje
tive.

Par exemple prenons f : R → R

x 7→ x
et g : R → R

x 7→ x
, f et g sont bien deux bije
tions de R dans

R et, dans 
e 
as s n'est pas inje
tive 
ar, par exemple s(1, 2) = s(2, 1).

3. p est surje
tive

En e�et soit z ∈ R, montrons que z admet au moins un anté
édent par p.

Comme f est une bije
tion de R dans R il existe don
 x ∈ R tel que f(x) = z. De même il existe y ∈ R tel

que g(y) = 1. On a alors

p(x, y) = f(x)g(y) = z × 1 = z

(x, y) est don
 bien un anté
édent de z par p. p est bien surje
tive.

4. p n'est pas inje
tive

Par exemple prenons f : R → R

x 7→ x
et g : R → R

x 7→ x
, f et g sont bien deux bije
tions de R dans

R et, dans 
e 
as p n'est pas inje
tive 
ar, par exemple p(1, 2) = p(2, 1).

Réponse de l'exer
i
e 2.7

Soit f : Q → [−1, 1]
x 7→ sin(x)

. On va montrer que f est inje
tive et non surje
tive.

Montrons d'abord que f est inje
tive. Soit (x, y) ∈ Q tel que f(x) = f(y). Alors, il existe k ∈ Z tel que

y = x+ 2kπ ou y = π − x+ 2kπ

D'où

y − x = 2kπ ou y + x = π + 2kπ

On sait x et y sont deux nombres rationnels, don
 x+ y et x− y sont également rationnels.

Or 2kπ n'est un nombre rationnel que quand k = 0 et π + 2kπ n'est jamais un nombre rationnel.

On en déduit don
 que, si f(x) = f(y), alors y = x+ 2× 0× π, 
'est-à-dire x = y. f est don
 inje
tive.

Montrons maintenant que f n'est pas surje
tive. Pour 
ela on va prouver que 1 n'a pas d'anté
édent par f .
Supposons par l'absurde que 1 admet un anté
édent x ∈ Q.

Alors il existe k ∈ Z tel que x =
pi

2
+ 2kπ et don
 π =

2x

1 + 4k
. Or x ∈ Q et don


2x

1 + 4k
∈ Q. Ainsi π est

un nombre rationnel, 
e qui est absurde.

En 
on
lusion 1 n'admet pas d'anté
édent par f , f n'est pas surje
tive.

Réponse de l'exer
i
e 2.8

Soit f : E → F et g : F → G deux appli
ations.

1. On suppose que g ◦ f est surje
tive, montrons g est surje
tive.

Soit y ∈ G, montrons que y admet un anté
édent par g.

Par hypothèse g ◦ f est surje
tive, il existe don
 x ∈ E tel que g ◦ f(x) = y, 
'est-à-dire g(f(x) = y.

f(x) est alors un anté
édent de y par g. g est ainsi bien surje
tive.

2. On suppose que g ◦ f est inje
tive, montrons que f est inje
tive.

Soit (x, y) ∈ E2
tels que f(x) = f(y). On a alors g(f(x) = g(f(y), 
'est-à-dire g ◦ f(x) = g ◦ f(y). On sait

que g ◦ f est inje
tive, on a don
 x = y.

Ainsi f est inje
tive.
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3. Supposons que g ◦ f est surje
tive et que g est inje
tive, montrons f est surje
tive.

D'après la question 1., 
omme g ◦ f est surje
tive alors g est surje
tive. Puisque g est également inje
tive

par hypothèse on en déduit que g est bije
tive. Soit g−1
sa ré
iproque.

Soit y ∈ F , montrons que y admet un anté
édent par f . Notons z = g(y), 
omme g ◦ f est surje
tive alors

z admet un anté
édent par g ◦ f , il existe don
 x ∈ E tel que g ◦ f(x) = z.

Cet élément x est un bon 
andidat pour être l'anté
édent de y par f , véri�ons que 
'est bien le 
as.

On a g ◦ f(x)) = z = g(y), on 
ompose par g−1
et on obtient

g−1 ◦ g ◦ f(x) = g−1 ◦ g(y)

D'où

f(x) = y

Ainsi f est bien surje
tive.

4. On suppose que g ◦ f est inje
tive et que f est surje
tive, montrons que g est inje
tive.

D'après la question 2., 
omme g ◦ f est inje
tive alors f est inje
tive. Puisque f est également surje
tive

par hypothèse on en déduit que f est bije
tive. Soit f−1
sa ré
iproque.

Soit (x, y) ∈ F 2
, on suppose que g(x) = g(y), montrons qu'alors x = y.

Comme f est bije
tive on peut é
rire x = f ◦ f−1(x) et y = f ◦ f−1(y). D'où

g ◦ ◦f−1(x) = g ◦ ◦f−1(y)

C'est-à-dire

g ◦ f(f−1(x)) = g ◦ f(f−1(y))

Comme g ◦ f est inje
tive on en tire alors f−1(x) = f−1(y) puis, en 
omposant par f , x = y. g est don


bien inje
tive

Réponse de l'exer
i
e 2.9

Soit f : R2 → R2

(u, v) 7→ (u+ v, uv)
.

1. f n'est pas inje
tive. En e�et il su�t de remarquer que, par exemple f(0, 1) = f(1, 0).

2. Montrons que f n'est pas surje
tive, Il n'est pas for
ément évident à première vue que f n'est pas surje
tive,
il nous faut don
 travailler un peu.

Soit (a, b) ∈ R2
, supposons qu'il existe (u, v) ∈ R2

tels que h(u, v) = (a, b).

On a don


{
u+ v = a

uv = b
. u et v sont don
 les deux ra
ines du polyn�me X2 − aX + b.

Pour que 
e polyn�me admettent deux ra
ines il faut et il su�t que son dis
riminant soit positif ou nul,


'est-à-dire a2 − 4b > 0.

On voit alors que, si a2 − 4b < 0, alors (a, b) n'admet pas d'anté
édent pas f . Par exemple (0, 1) n'admet

pas d'anté
édent pas f . f n'est don
 pas surje
tive.
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3. Trouvons maintenant un anté
édent de (5, 5). Remarquons d'abord que, 
omme 52 − 4× 5 = 5 > 0, alors
(5, 5) admet bien au moins un anté
édent.

Il nous faut don
 résoudre l'équation x2 − 5x+ 5 = 0. On a alors ∆ = 5 > 0 d'où deux solutions

x1 =
5−
√
5

2
x2 =

5 +
√
5

2

Véri�ons que

(
5−
√
5

2
,
5 +
√
5

2

)
est bien un anté
édent de (5, 5).

f

(
5−
√
5

2
,
5 +
√
5

2

)
=

(
5−
√
5

2
+

5 +
√
5

2
,
5−
√
5

2
× 5 +

√
5

2
)

)

=

(
10

2
,
(5−

√
5)(5 +

√
5

4

)

=

(
5,

52 −
√
5
2

4

)

=

(
5,

25− 5

4

)

= (5, 5)

Ainsi

(
5−
√
5

2
,
5 +
√
5

2

)
est bien un anté
édent de (5, 5).

Réponse de l'exer
i
e 2.10

Montrons que f est inje
tive. Pour 
ela, puisque f est dé�nie sur un intervalle de R, on va montrer que f est

stri
tement monotone.

Cal
ulons la dérivée de f .
Soit x ∈]− 1, 1[, on a

f ′(x) =
2(1− x2)− 2x× (−2x)

(1− x2)2 =
2x2 + 2

(1− x2)2 > 0

Puisque, pour tout x ∈]−, 1, [ f ′(x) est stri
tement positive, alors f est stri
tement 
roissante et don
 est

inje
tive.

Montrons maintenant que f est surje
tive.

Soit y ∈ R, déterminons x ∈]− 1, 1[ tel que f(x) = y.

L'équation f(x) = y s'é
rit
2x

1− x2 = y

⇒ 2x = y − yx2

⇒ yx2 + 2x− y = 0

Si y = 0 
ette équation admet 
omme solution

y

2
= 0, si y 6= 0 il nous faut 
al
uler le dis
riminant.

On a ∆ = 4 + 4y2 > 0. Ainsi notre équation admet deux solutions dans R qui sont

x1 =
−2 +

√
4 + 4y2

2y
=
−1 +

√
1 + y2

y
x2 =

−2−
√
4 + 4y2

2y
=
−1−

√
1 + y2

y

Par 
ontre 
es solutions sont-elles dans ]− 1, 1[ ? Véri�ons qu'au moins l'une des deux l'est.
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� Premier 
as : y > 0 Dans 
e 
as on a

√
1 + y2 >

√
y2 = y, d'où

−1−
√

1 + y2

y
6
−1− y
y

< −1

−1−
√

1 + y2

y
ne peut don
 pas 
onvenir 
omme anté
édent de y.

� Se
ond 
as : y < 0 Dans 
e 
as on a toujours

√
1 + y2 >

√
y2 = −y, d'où

−1−
√

1 + y2 < −1 + y

Puis (rappelons que, 
omme y < 0,
−1
y
> 0 et diviser par y 
hange le sens des inégalités )

−1−
√

1 + y2y

>

−1 + y

y
> 1

La en
ore

−1−
√

1 + y2

y
ne peut don
 pas 
onvenir 
omme anté
édent de y.

Qu'en est-il de

−1 +
√

1 + y2

y
?

� Si y > 0 alors 1 <
√

1 + y2 <
√

1 + 2y + y2 = 1 + y D'où

−1 + 1

y
<
−1 +

√
1 + y2

y
<
−1 + 1 + y

y

C'est-à-dire

0 <
−1 +

√
1 + y2

y
< 1

−1 +
√

1 + y2

y
est don
 bien dans ]− 1, 1[ et 
onvient 
omme anté
édent de y.

� Si y < 0 alors 1 <
√

1 + y2 <
√

1− 2y + y2 = 1− y D'où

−1 + 1

y
>
−1 +

√
1 + y2

y
>
−1 + 1− y

y

C'est-à-dire

0 >
−1 +

√
1 + y2

y
> −1

−1 +
√

1 + y2

y
est don
 bien dans ]− 1, 1[ et 
onvient 
omme anté
édent de y.

En 
on
lusion, dans tous les 
as y admet un anté
édent dans ]− 1, 1[. f est don
 surje
tive.

Comme f est à la fois surje
tive et inje
tive elle est bije
tive et admet don
 une unique ré
iproque. Cette

ré
iproque on l'a en fait déjà trouvée, il s'agit de la fon
tion

f−1 : R → ]− 1, 1[

y 7→





0 si y = 0

−1 +
√

1 + y2

y
si y 6= 0
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Réponse de l'exer
i
e 2.11

Cal
ulons

n∑

k=1

x2k−1
, pour 
ela on va se ramener au résultat 
onnu

n∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q si q 6= 1

Tout d'abord remarquons que, si x = 0 alors

n∑

k=1

x2k−1 = 0.

Si x 6= 0 on a

n∑

k=1

x2k−1 =
n∑

k=1

x2k

x

=
1

x

n∑

k=1

x2k

=
1

x

(
−1 +

n∑

k=0

x2k

)

=
1

x

(
−1 +

n∑

k=0

(
x2
)k
)

=





1

x
(−1 + n+ 1) si x2 = 1

1

x

(
−1 + 1− x2n+2

1− x2
)

si x2 6= 1

=





n

x
si x = 1 ou x = −1

x− x2n+1

1− x2 si x2 6= 1

En 
on
lusion, on a

n∑

k=1

x2k−1 =





0 si x = 0

n si x = 1

−n si x = −1
x− x2n+1

1− x2 si x 6∈ {−1, 0, 1}

Cal
ulons

n∑

k=0

(−1)k. On retrouve i
i le résultat 
onnu

n∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q si q 6= 1

ave
 q = −1. Ainsi
n∑

k=0

(−1)k =
1− (−1)n+1

1− (−1) =
1 + (−1)n

2
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Cal
ulons

n∑

k=0

(−1)kk. On a

n∑

k=0

(−1)kk =

n+1∑

j=1

(−1)j−1(j − 1)

=
n+1∑

j=1

(−1)j−1j +
n+1∑

j=1

(−1)j

= −
n+1∑

j=1

(−1)jj +
n+1∑

j=0

(−1)j − 1

= −
n+1∑

j=0

(−1)jj + 1 + (−1)n+1

2
− 1

Ainsi on a

n∑

k=0

(−1)kk +
n+1∑

j=0

(−1)jj = 1 + (−1)n+1

2
− 1

C'est-à-dire

2

n∑

k=0

(−1)kk + (−1)n+1(n+ 1) =
1 + (−1)n+1

2
− 1

Don


n∑

k=0

(−1)kk =
1

2

(
1 + (−1)n+1

2
− 1− (−1)n+1(n+ 1)

)

=
1

2

(
1 + (−1)n+1 − 2− (−1)n+12(n + 1)

2

)

=
−1 + (−1)n+1(1− 2(n+ 1))

4

=
−1 + (−1)n(2n+ 1))

4

=





n

2
si n est pair

−n+ 1

2
si n est impair

Une autre manière de trouver 
e résultat est d'é
rire

n∑

k=0

(−1)kk = −1 + 2︸ ︷︷ ︸
=1

−3 + 4︸ ︷︷ ︸
=1

−5 + 6︸ ︷︷ ︸
=1

+ · · ·+ (−1)nn

et de faire des regroupement de deux termes 
onsé
utifs, il faut par 
ontre traiter séparément les 
as n pair et

n impair

Cal
ulons

n∑

k=1

ln

(
1 +

1

k

)
. On a

n∑

k=1

ln

(
1 +

1

k

)
= ln

(
n∏

k=1

(
1 +

1

k

))
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= ln

(
n∏

k=1

(
k + 1

k

))

= ln

((
n+ 1

1

))
On a re
onnu un produit téles
opique

= ln(n+ 1)

De manière équivalente on a aussi

n∑

k=1

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑

k=1

ln

(
k + 1

k

)

=

n∑

k=1

ln (k + 1)− ln(k)

= ln(n+ 1)− ln(1) On a re
onnu une somme téles
opique

= ln(n+ 1)

Réponse de l'exer
i
e 2.12

1. On a

(k + 1)3 − k3 = k3 + 3k2 + 3k + 1− k3 = 3k2 + 3k + 1

2. Il s'agit i
i d'une somme téles
opique, on a

n∑

k=1

(k + 1)3 − k3 =
n∑

k=1

(k + 1)3 −
n∑

k=1

k3

=
n+1∑

j=2

j3 −
n∑

k=1

k3 On fait le 
hangement d'indi
e j = k + 1 dans la première somme

=

n+1∑

k=2

k3 −
n∑

k=1

k3 On fait le 
hangement d'indi
e k = j dans la première somme

= (n+ 1)3 +

n∑

k=2

k3 −
(

n∑

k=2

k3 + 13

)

= (n+ 1)3 − 1 +

n∑

k=2

k3 −
n∑

k=2

k3

= (n+ 1)3 − 1

3. On va exploiter les résultats des deux premières questions, on a ainsi

n∑

k=1

(k + 1)3 − k3 = (n+ 1)3 − 1

⇔
n∑

k=1

(
3k2 + 3k + 1

)
= (n+ 1)3 − 1

⇔ 3
n∑

k=1

k2 + 3
n∑

k=1

k +
n∑

k=1

1 = (n+ 1)3 − 1
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En passant tout du même 
oté on ainsi

n∑

k=1

k2 =
1

3

(
(n+ 1)3 − 1− 3

n∑

k=1

k −
n∑

k=1

1

)

=
1

3

(
(n+ 1)3 − 1− 3

n(n + 1)

2
− n

)

=
1

3
× 2(n+ 1)3 − 2− 3n(n+ 1)− 2n

2

=
2n3 + 6n2 + 6n+ 2− 2− 3n2 − 3n− 2n

6

=
2n3 + 3n2 + n

6

=
n(n+ 1)(2n + 1)

6

On retrouve bien le résultat vu en 
ours.

4. On a

(k + 1)4 − k4 = 4k3 + 6k2 + 4k + 1

et

n∑

k=1

(k + 1)4 − k4 =
n∑

k=1

(k + 1)4 −
n∑

k=1

k4

=

n+1∑

j=2

j4 −
n∑

k=1

k4 On fait le 
hangement d'indi
e j = k + 1 dans la première somme

=
n+1∑

k=2

k4 −
n∑

k=1

k4 On fait le 
hangement d'indi
e k = j dans la première somme

= (n+ 1)4 +

n∑

k=2

k4 −
(

n∑

k=2

k4 + 14

)

= (n+ 1)4 − 1 +

n∑

k=2

k4 −
n∑

k=2

k4

= (n+ 1)4 − 1

On a également

n∑

k=1

(k + 1)4 − k4 =
n∑

k=1

4k3 + 6k2 + 4k + 1

= 4

n∑

k=1

k3 + 6

n∑

k=1

k2 + 4

n∑

k=1

k +

n∑

k=1

1

= 4

n∑

k=1

k3 + 6
n(n+ 1)(2n + 1)

6
+ 4

n(n+ 1)

2
+ n

Ainsi

n∑

k=1

k3 =
1

4

(
n∑

k=1

(k + 1)4 − k4 − n(n+ 1)(2n + 1)− 2n(n+ 1)− n
)
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=
1

4

(
(n+ 1)4 − 1− n(n+ 1)(2n + 1)− 2n(n+ 1)− n

)

=
1

4
(n+ 1)

(
(n+ 1)3 − n(2n+ 1)− 2n− 1

)

=
1

4
(n+ 1)

(
(n+ 1)3 − 2n2 − 3n− 1

)

=
1

4
(n+ 1)

(
n3 + 3n2 + 3n+ 1− 2n2 − 3n− 1

)

=
1

4
(n+ 1)

(
n3 + n2

)

=
n2(n+ 1)2

4

Finalement

n∑

k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4

Réponse de l'exer
i
e 2.13

Soit f : R2 → R2

(u, v) 7→ (u+ v, uv)
.

1. f n'est pas inje
tive. En e�et il su�t de remarquer que, par exemple f(0, 1) = f(1, 0).

2. Montrons que f n'est pas surje
tive, Il n'est pas for
ément évident à première vue que f n'est pas surje
tive,
il nous faut don
 travailler un peu.

Soit (a, b) ∈ R2
, supposons qu'il existe (u, v) ∈ R2

tels que h(u, v) = (a, b).

On a don


{
u+ v = a

uv = b

u et v sont don
 les deux ra
ines du polyn�me X2 − aX + b (
e fait, éventuellement abordé en Terminale,

sera revu lors du 
ours sur les nombres réels et 
omplexes)

Pour que 
e polyn�me admette deux ra
ines il faut et il su�t que son dis
riminant soit positif ou nul,


'est-à-dire a2 − 4b > 0.

On voit alors que, si a2 − 4b < 0, alors (a, b) n'admet pas d'anté
édent pas f . Par exemple (0, 1) n'admet

pas d'anté
édent pas f . f n'est don
 pas surje
tive.

3. Trouvons maintenant un anté
édent de (5, 5). Remarquons d'abord que, 
omme 52 − 4× 5 = 5 > 0, alors
(5, 5) admet bien au moins un anté
édent.

Il nous faut don
 résoudre l'équation x2 − 5x+ 5 = 0. On a alors ∆ = 5 > 0 d'où deux solutions

x1 =
5−
√
5

2
x2 =

5 +
√
5

2

Véri�ons que

(
5−
√
5

2
,
5 +
√
5

2

)
est bien un anté
édent de (5, 5).

f

(
5−
√
5

2
,
5 +
√
5

2

)
=

(
5−
√
5

2
+

5 +
√
5

2
,
5−
√
5

2
× 5 +

√
5

2
)

)
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=

(
10

2
,
(5−

√
5)(5 +

√
5

4

)

=

(
5,

52 −
√
5
2

4

)

=

(
5,

25− 5

4

)

= (5, 5)

Ainsi

(
5−
√
5

2
,
5 +
√
5

2

)
est bien un anté
édent de (5, 5).

Réponse de l'exer
i
e 2.14

Montrons que f est inje
tive.

Soit u ∈ C et v ∈ C tels que f(u) = f(v). C'est-à-dire

u

1 + |u| =
v

1 + |v|

Alors en parti
ulier ∣∣∣∣
u

1 + |u|

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

v

1 + |v|

∣∣∣∣

D'où

|u|
1 + |u| =

|v|
1 + |v|

Puis

|u|+ |u| × |v| = |v|+ |u| × |v|
On en tire don
 |u| = |v|. Réinje
tons 
ette information dans notre égalité

u

1 + |u| =
v

1 + |v|

devient alors

u

1 + |u| =
v

1 + |u|
Et don
 u = v. f est ainsi inje
tive.

Montrons maintenant que f n'est pas surje
tive, pour 
ela remarquons que, si u ∈ C, alors |f(u)| < 1 (en

e�et |u| < 1 + |u|). Ainsi f ne peut pas être surje
tive 
ar tous les nombres 
omplexes de module supérieur ou

égal à 1 n'ont pas d'anté
édents.

Réponse de l'exer
i
e 2.15

1. s est surje
tive.

En e�et soit z ∈ R, montrons que z admet au moins un anté
édent par s.

Comme f est une bije
tion de R dans R il existe don
 x ∈ R tel que f(x) = z. De même il existe y ∈ R tel

que g(y) = 0. On a alors

s(x, y) = f(x) + g(y) = z + 0 = z

(x, y) est don
 bien un anté
édent de z par s. s est bien surje
tive.
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2. s n'est pas inje
tive.

Par exemple prenons f : R → R

x 7→ x
et g : R → R

x 7→ x
, f et g sont bien deux bije
tions de R dans

R et, dans 
e 
as s n'est pas inje
tive 
ar, par exemple s(1, 2) = s(2, 1).

3. p est surje
tive

En e�et soit z ∈ R, montrons que z admet au moins un anté
édent par p.

Comme f est une bije
tion de R dans R il existe don
 x ∈ R tel que f(x) = z. De même il existe y ∈ R tel

que g(y) = 1. On a alors

p(x, y) = f(x)g(y) = z × 1 = z

(x, y) est don
 bien un anté
édent de z par p. p est bien surje
tive.

4. p n'est pas inje
tive

Par exemple prenons f : R → R

x 7→ x
et g : R → R

x 7→ x
, f et g sont bien deux bije
tions de R dans

R et, dans 
e 
as p n'est pas inje
tive 
ar, par exemple p(1, 2) = p(2, 1).

Réponse de l'exer
i
e 2.16

Soit f : Q → [−1, 1]
x 7→ sin(x)

. On va montrer que f est inje
tive et non surje
tive.

Montrons d'abord que f est inje
tive. Soit (x, y) ∈ Q tel que f(x) = f(y). Alors, il existe k ∈ Z tel que

y = x+ 2kπ ou y = π − x+ 2kπ

D'où

y − x = 2kπ ou y + x = π + 2kπ

On sait x et y sont deux nombres rationnels, don
 x+ y et x− y sont également rationnels.

Or 2kπ n'est un nombre rationnel que quand k = 0 et π + 2kπ n'est jamais un nombre rationnel.

On en déduit don
 que, si f(x) = f(y), alors y = x+ 2× 0× π, 
'est-à-dire x = y. f est don
 inje
tive.

Montrons maintenant que f n'est pas surje
tive. Pour 
ela on va prouver que 1 n'a pas d'anté
édent par f .
Supposons par l'absurde que 1 admet un anté
édent x ∈ Q.

Alors il existe k ∈ Z tel que x =
pi

2
+ 2kπ et don
 π =

2x

1 + 4k
. Or x ∈ Q et don


2x

1 + 4k
∈ Q. Ainsi π est

un nombre rationnel, 
e qui est absurde.

En 
on
lusion 1 n'admet pas d'anté
édent par f , f n'est pas surje
tive.

Réponse de l'exer
i
e 2.17

Soit f : E → F et g : F → G deux appli
ations.

1. On suppose que g ◦ f est surje
tive, montrons g est surje
tive.

Soit y ∈ G, montrons que y admet un anté
édent par g.

Par hypothèse g ◦ f est surje
tive, il existe don
 x ∈ E tel que g ◦ f(x) = y, 
'est-à-dire g(f(x) = y.

f(x) est alors un anté
édent de y par g. g est ainsi bien surje
tive.

2. On suppose que g ◦ f est inje
tive, montrons que f est inje
tive.

Soit (x, y) ∈ E2
tels que f(x) = f(y). On a alors g(f(x) = g(f(y), 
'est-à-dire g ◦ f(x) = g ◦ f(y). On sait

que g ◦ f est inje
tive, on a don
 x = y.

Ainsi f est inje
tive.

Bastien Marmeth 35 Page 35/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

3. Supposons que g ◦ f est surje
tive et que g est inje
tive, montrons f est surje
tive.

D'après la question 1., 
omme g ◦ f est surje
tive alors g est surje
tive. Puisque g est également inje
tive

par hypothèse on en déduit que g est bije
tive. Soit g−1
sa ré
iproque.

Soit y ∈ F , montrons que y admet un anté
édent par f . Notons z = g(y), 
omme g ◦ f est surje
tive alors

z admet un anté
édent par g ◦ f , il existe don
 x ∈ E tel que g ◦ f(x) = z.

Cet élément x est un bon 
andidat pour être l'anté
édent de y par f , véri�ons que 
'est bien le 
as.

On a g ◦ f(x)) = z = g(y), on 
ompose par g−1
et on obtient

g−1 ◦ g ◦ f(x) = g−1 ◦ g(y)

D'où

f(x) = y

Ainsi f est bien surje
tive.

4. On suppose que g ◦ f est inje
tive et que f est surje
tive, montrons que g est inje
tive.

D'après la question 2., 
omme g ◦ f est inje
tive alors f est inje
tive. Puisque f est également surje
tive

par hypothèse on en déduit que f est bije
tive. Soit f−1
sa ré
iproque.

Soit (x, y) ∈ F 2
, on suppose que g(x) = g(y), montrons qu'alors x = y.

Comme f est bije
tive on peut é
rire x = f ◦ f−1(x) et y = f ◦ f−1(y). D'où

g ◦ ◦f−1(x) = g ◦ ◦f−1(y)

C'est-à-dire

g ◦ f(f−1(x)) = g ◦ f(f−1(y))

Comme g ◦ f est inje
tive on en tire alors f−1(x) = f−1(y) puis, en 
omposant par f , x = y. g est don


bien inje
tive

Réponse de l'exer
i
e 2.18

1. On suppose i
i que f est inje
tive, 
'est-à-dire

∀(x, y) ∈ E2 f(x) = f(y)⇒ x = y

Soit x ∈ E, on a alors f ◦f(x) = f(x), 
'est-à-dire f(f(x)) = f(x). Par inje
tivité de f on a ainsi f(x) = x.

Pour tout x ∈ E, on a don
 f(x) = x, 
'est-à-dire f = IdE.

2. On suppose i
i que f est surje
tive, 
'est-à-dire

∀y ∈ E, ∃x ∈ E, y = f(x)

Soit y ∈ E et soit x ∈ E tel que y = f(x). Alors f(y) = f(f(x)) = f ◦ f(x) = f(x) = y.

Pour tout y ∈ E, on a don
 f(y) = y, 
'est-à-dire f = IdE .

3. Soit f : R → R

x 7→ |x|
. On a alors f ◦ f = f mais f 6= IdR.
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Chapitre 3

Méthodes de 
al
ul, Dénombrements

Exer
i
es

Exer
i
e 3.1

Soit A, B, C trois ensembles �nis tels que

Card(A) = 14 Card(B) = 18 Card(C) = 20

Card(A ∪B) = 26 Card(A ∪ C) = 27 Card(B ∪ C) = 30

Card(A ∪B ∪ C) = 35

Déterminer Card(A ∩B ∩ C).

Exer
i
e 3.2

Une urne 
ontient 20 boules, numérotées de 1 à 20.

1. On tire su

essivement et sans remise 8 boules de 
ette urne (deux tirages obtenant les mêmes boules mais

dans un ordre di�érent seront 
onsidérés 
omme deux tirages di�érents).

� Combien y a t-il de tirages possibles ?

� Combien y a t-il de tirages 
ommençant par la boule 1 ?
� Combien y a t-il de tirages �nissant par la boule 20 ?
� Combien y a t-il de tirages 
ommençant par la boule 1 et �nissant par la boule 20 ?
� Combien y a t-il de tirages 
ommençant par 20, 19, 18, 17 ?
� Combien y a t-il de tirages ne 
omportant que des boules paires ?

� Combien y a t-il de tirages 
omportant la boule numéro 1 ?
� Combien y a t-il de tirages ne 
omportant pas la boule 1 ?

2. Mêmes questions pour un tirage ave
 remise.

Exer
i
e 3.3

Cal
uler les somme suivantes en fon
tion de n ∈ N
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1.

n∑

k=0

(
4

k

)

2.

n∑

k=1

(
n

k

)

3.

n∑

k=0

(
n

k − 1

)

4.

n∑

k=0

(
n

k

)
(−3)n−k

5.

n∑

k=1

(
n− 1

k

)
2k−1

6.

n∑

k=0

(
n

k − 1

)
3k2−k

Exer
i
e 3.4

Soit n ∈ N. On pose

A =
n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
B =

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)

Cal
uler A+B et A−B. En déduire A et B

Exer
i
e 3.5

Cal
uler les sommes suivantes

n∑

k=0

(
n

k

)
k

n∑

k=0

(
n

k

)
1

k + 1

Exer
i
e 3.6

Un enfant dispose de 7 
rayons de 
ouleurs di�érentes et doit 
olorier un dessin 
omposé de 5 zones numérotées

de 1 à 5.

1. Combien y a t-il de manières de 
olorier le dessin ?

2. Combien y a t-il de manières de 
olorier le dessin de sorte que 
haque zone ait une 
ouleur di�érente des

autres ?

Exer
i
e 3.7

Pour sortir, Monsieur Dupont 
hoisit une paire de 
haussures (noires ou marron), un pantalon (bleu, beige, ou

rouge), une veste (en velours ou en toile) et un 
hapeau (de feutre ou en 
uir).

1. Combien de tenues di�érentes monsieur Dupont peut-il 
hoisir ?

2. Quand Monsieur Dupont sort ave
 Madame Dupont, il est ex
lu qu'il porte les 
haussures marrons ave


le pantalon rouge. Combien de tenues di�érentes Monsieur peut-il alors porter ?

Exer
i
e 3.8

1. Combien y a t-il de façons de pla
er huit personnes 
�te à 
�te sur une rangée de huit 
haises ?

2. Combien y a t-il de façons de pla
er huit personnes autour d'une table ronde en ne s'o

upant que de leur

position relative ?

3. Combien y a t-il de façons de pla
er quatre hommes et quatre femmes autour d'une table ronde en

respe
tant l'alternan
e 1 homme-1 femme, et en ne s'o

upant que de leur position relative ?
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Exer
i
e 3.9

Soit n ∈ N. Déterminer le nombre de solutions (x, y, z) ∈ N3
de l'équation : x+ y + z = n

Exer
i
e 3.10

On appelle anagramme d'un mot tout mot (qu'il ait un sens ou non) formé ave
 les mêmes lettres.

1. Combien y a-t-il d'anagrammes du prénom � Martin � ?

2. Combien y a t-il d'anagrammes du prénom � Arnaud � ?

3. Combien y a t-il d'anagrammes du mot � Mississippi � ?

Exer
i
e 3.11

Soit n et p deux entiers tels que 2 6 p 6 n− 2. Montrer que

(
n

p

)
=

(
n− 2

p

)
+ 2

(
n− 2

p− 1

)
+

(
n− 2

p− 2

)

Exer
i
e 3.12

Soit n ∈ N. On pose

C =

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
2k D =

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
2k

Cal
uler C et D

Exer
i
e 3.13

Montrer que

3

√
45 + 29

√
2 +

3

√
45− 29

√
2 = 6

Exer
i
e 3.14

Montrer que, pour tous réels positifs a et b :

(
a2 + a

4
3 b

2
3

) 1
2
+
(
b2 + b

4
3 a

2
3

) 1
2
=
(
a

2
3 + b

2
3

) 3
2

Exer
i
e 3.15

En utilisant la formule du bin�me de Newton, 
al
uler les nombres suivants :

(1 +
√
5)4 (

√
2 +
√
3)5 (2 + i)7

(
1

2
+ i

√
3

2

)6

Exer
i
e 3.16

Soit n ∈ N∗
, en utilisant l'égalité k =

k∑

i=1

1, 
al
uler la somme

n∑

k=1

k2k
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Exer
i
e 3.17

Cal
uler les sommes doubles suivantes

∑

(i,j)∈J1,nK

min(i, j)
∑

(i,j)∈J1,nK

max(i, j)
∑

(i,j)∈J1,nK

|i− j|

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 3.1

On a

Card(A∪B∪C) = Card(A)+Card(B)+Card(C)−Card(A∩B)−Card(A∩C)−Card(B∩C)+Card(A∩B∩C)

Card(A ∪B) = Card(A) + Card(B)− Card(A ∩B)

Card(A ∪ C) = Card(A) + Card(C)− Card(A ∩ C)

Card(B ∪C) = Card(B) + Card(C)−Card(B ∩ C)

Ainsi

Card(A ∩B ∩ C) = Card(A ∪B ∪ C)− Card(A)− Card(B)− Card(C)

+ Card(A ∩B) + Card(A ∩ C) + Card(B ∩ C)

= Card(A ∪B ∪ C)− Card(A)− Card(B)− Card(C) + Card(A) + Card(B)− Card(A ∪B)

+ Card(A) + Card(C)− Card(A ∪ C) + Card(B) + Card(C)− Card(B ∪ C)

= Card(A ∪B ∪ C) + Card(A) + Card(B) + Card(C)− Card(A ∪B)− Card(A ∪ C)− Card(B ∪ C)

= 35 + 14 + 18 + 20− 26− 27− 30

= 4

Réponse de l'exer
i
e 3.2

1. Dans un premier temps il s'agit de tirages sans remise, on ne peut don
 pas tirer deux fois la même boule.

Un tirage 
orrespond don
 à une 8-liste sans répétition.
� Il s'agit i
i simplement de 
ompter les 8-liste sans répétition dans un ensemble à 20 éléments, le résultat

est don


20!

(20− 8)!
=

20!

12!
� La première boule étant �xé, un tirage 
orrespond à la liste sans répétition des 7 autres boules dans

un ensemble à 19 éléments, soit

19!

12!

� C'est exa
tement la même situation que dans la question pré
édente, le résultat est le même

19!

12!
� La première et la dernière boules étant �xés, un tirage 
orrespond à la liste sans répétition des 6 autres

boules dans un ensemble à 18 éléments, soit

18!

12!
� I
i les 4 premières boules sont �xées, un tirage 
orrespond à la liste sans répétition des 4 autres boules

dans un ensemble à 16 éléments, soit

16!

12!

Bastien Marmeth 40 Page 40/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

� Il s'agit i
i simplement de 
ompter les 8-liste sans répétition dans l'ensemble des nombres pairs entre

1 et 20, ensemble qui 
ontient 10 éléments. Le résultat est don


10!

(10− 8)!
=

10!

2!
� Cette question est plut�t 
ompliquée, on va plut�t répondre à la question � Combien y a t-il de tirages

ne 
omportant pas la boule 1 ? �d'abord puis en déduire le résultat à la question � Combien y a t-il de

tirages 
omportant la boule numéro 1 ? �. Compter les tirages ne 
omportant pas la boule 1 est simple,

il s'agit simplement de 
ompter les 8-liste sans répétition dans un ensemble à 19 éléments, le résultat

est don


19!

(19 − 8)!
=

19!

11!
. Ensuite le nombre de tirages 
omportant la boule 1 se 
al
ule en 
omptant

le nombre total de tirages possibles moins 
eux qui ne 
ontiennent pas la boule 1, soit

20!

12!
− 19!

11!
=

20!− 12× 19!

12!
=

20× 19! − 12× 19!

12!
= 8

19!

12!

2. Dans un se
ond temps il s'agit de tirages ave
 remise, on peut alors tirer deux fois la même boule. Un

tirage 
orrespond don
 à une 8-liste d'éléments d'un ensemble à 20 éléments ou de manière équivalente, à

une appli
ation d'un ensemble à 8 éléments dans un ensemble à 20 éléments.

� Il s'agit i
i simplement de 
ompter les 8-liste d'éléments d'un ensemble à 20 éléments, le résultat est

don
 208

� La première boule étant �xé, un tirage 
orrespond à la liste des 7 autres boules dans un ensemble à 20
éléments, soit 207

� C'est exa
tement la même situation que dans la question pré
édente, le résultat est le même 207

� La première et la dernière boules étant �xés, un tirage 
orrespond à la liste des 6 autres boules dans

un ensemble à 20 éléments, soit 206

� I
i les 4 premières boules sont �xées, un tirage 
orrespond à la liste des 4 autres boules dans un ensemble
à 20 éléments, soit 204

� Il s'agit i
i simplement de 
ompter les 8-listes dans l'ensemble des nombres pairs entre 1 et 20, ensemble
qui 
ontient 10 éléments. Le résultat est don
 108

� Cette question est plut�t 
ompliquée, on va plut�t répondre à la question � Combien y a t-il de tirages

ne 
omportant pas la boule 1 ? �d'abord puis en déduire le résultat à la question � Combien y a t-il de

tirages 
omportant la boule numéro 1 ? �. Compter les tirages ne 
omportant pas la boule 1 est simple,

il s'agit simplement de 
ompter les 8-liste sans répétition dans un ensemble à 19 éléments, le résultat

est don
 198. Ensuite le nombre de tirages 
omportant la boule 1 se 
al
ule en 
omptant le nombre

total de tirages possibles moins 
eux qui ne 
ontiennent pas la boule 1, soit 208 − 198.

Réponse de l'exer
i
e 3.3

1.

n∑

k=0

(
4

k

)

Si n > 4 alors

n∑

k=0

(
4

k

)
=

4∑

k=0

(
4

k

)
+

n∑

k=5

(
4

k

)
= 24 + 0 = 16

Sinon alors

n∑

k=0

(
4

k

)
=





1 si n = 0

5 si n = 1

11 si n = 2

15 si n = 3

2.

n∑

k=1

(
n

k

)
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n∑

k=1

(
n

k

)
=

n∑

k=1

(
n

k

)
+

(
n

0

)
−
(
n

0

)

=

n∑

k=0

(
n

k

)
−
(
n

0

)

= 2n − 1

3.

n∑

k=0

(
n

k − 1

)

n∑

k=0

(
n

k − 1

)
=

n−1∑

i=−1

(
n

i

)
en posant i = k − 1

=

n∑

i=0

(
n

i

)
+

(
n

−1

)
−
(
n

n

)

= 2n + 0− 1

= 2n − 1

4.

n∑

k=0

(
n

k

)
(−3)n−k

n∑

k=0

(
n

k

)
(−3)n−k =

n∑

k=0

(
n

k

)
(−3)n−k1k

= (−3 + 1)n

= (−2)n

5.

n∑

k=1

(
n− 1

k

)
2k−1

n∑

k=1

(
n− 1

k

)
2k−1 =

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
2k−1 +

(
n− 1

n

)
2n−1 −

(
0

n− 1

)
20−1

=
n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
2k

2
+ 0− 1

2

=
1

2

n−1∑

k=0

(
n− 1

k

)
2k1n−1−k − 1

2

=
3n−1 − 1

2

6.

n∑

k=0

(
n

k − 1

)
3k2−k

n∑

k=0

(
n

k − 1

)
3k2−k =

n−1∑

i=−1

(
n

i

)
3i+12−i−1

en posant i = k − 1
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=
3

2

n−1∑

i=−1

(
n

i

)(
3

2

)i

=
3

2

(
n∑

i=0

(
n

i

)(
3

2

)i

+

(
n

−1

)(
3

2

)−1

−
(
n

n

)(
3

2

)n
)

=
3

2

((
5

2

)n

−
(
3

2

)n)

=
3(5n − 3n)

2n+1

Réponse de l'exer
i
e 3.4

On a

A+B =

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
+

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)

=

n∑

k=0

(
n

k

)

=

n∑

k=0

(
n

k

)
1k1n−k

= (1 + 1)n

= 2n

et

A−B =

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
−

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)

=

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
+

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
(−1)

=

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
(−1)k +

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
(−1)k

=

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

=

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k1n−k

= (−1 + 1)n

= 0

On a A−B = 0. Ainsi A = B =
A+B

2
= 2n−1

Réponse de l'exer
i
e 3.5
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Pour k > 1 et n ∈ N on sait que

n

k

(
n− 1

k − 1

)
=

(
n

k

)
, d'où

(
n

k

)
k = n

(
n− 1

k − 1

)
. Ainsi

n∑

k=0

(
n

k

)
k =

(
n

0

)
0 +

n∑

k=1

(
n

k

)
k

=

n∑

k=1

(
n− 1

k − 1

)
n

= n
n∑

k=1

(
n− 1

k − 1

)

= n

n−1∑

j=0

(
n− 1

j

)
on fait le 
hangement d'indi
e j = k − 1

= n
n−1∑

j=0

(
n− 1

j

)
1j1n−1−j

= n2n−1

Pour k > 1 et n ∈ N∗
on sait que

n

k

(
n− 1

k − 1

)
=

(
n

k

)
, d'où, pour k > 0 et n ∈ N∗ n+ 1

k + 1

(
n

k

)
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

Ainsi

n∑

k=0

(
n

k

)
1

k + 1
=

1

n+ 1

n∑

k=0

(
n

k

)
n+ 1

k + 1

=
1

n+ 1

n∑

k=0

(
n+ 1

k + 1

)

=
1

n+ 1

n+1∑

j=1

(
n+ 1

j

)
on a fait le 
hangement d'indi
e j = k + 1

=
1

n+ 1


−

(
n+ 1

0

)
+

n+1∑

j=0

(
n+ 1

j

)


=
−1 + 2n+1

n+ 1

Réponse de l'exer
i
e 3.6

1. Colorier le dessin revient à asso
ier une 
ouleur à 
haque zone, 
'est-à-dire à se donner une appli
ation de

l'ensemble des zones dans l'ensemble des 
ouleurs. On sait qu'il y a alors 75 appli
ations d'un ensemble à

5 éléments dans un ensemble à 7 éléments, 
'est-à-dire 75 manières de 
olorier le dessin.

2. On veut i
i se donner une liste de 5 
ouleurs sans répéter deux fois la même 
ouleur, 
'est-à-dire une

5-liste sans répétition dans un ensemble à 7 éléments. D'après le 
ours on sait qu'il y a alors

7!

(7− 5)!
=

7!

2!
possibilités.

Réponse de l'exer
i
e 3.7
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1. Un tenue 
orrespond au 
hoix su

essifs d'une paire de 
haussures (2 
hoix), d'un pantalon (3 
hoix), d'une
veste (2 
hoix) et d'un 
hapeau (2 
hoix), soit 2× 3× 2× 2 = 24 
hoix.

2. On doit i
i ex
lure les tenues qui 
omportent les 
haussures marron ave
 le pantalon rouge, soit 4 tenues,

il reste don
 20 tenues possibles.

Réponse de l'exer
i
e 3.8

1. Un pla
ement 
orrespond à la liste su

essives des personnes assises sur 
haque 
haise, il s'agit évidemment

de listes sans répétition, il y a don


8!

(8− 8)!
= 8! pla
ements possibles.

2. On ne s'o

upe i
i que de la position relative des personnes, � faire tourner �la table ne 
hange alors pas

le pla
ement. Si on appelle alors Mr A la première personne on peut supposer quitte à � faire tourner la

table �qu'il est toujours assis à la pla
e la plus au Nord, on a ensuite 7 
hoix pour son voisin de droite,

puis 6 
hoix pour la personne à droite dudit voisin, et
. Ce qui nous fait 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 7!
pla
ements possibles.

3. La en
ore on peut � faire tourner la table �, on va alors toujours supposer que Mr A est à la pla
e la plus

au nord, on a ensuite 4 
hoix pour sa voisine de droite puis 3 pour le voisin de droite de ladite voisine, en


ontinuant à remplir la table on a su

essivement 3 
hoix puis 2 
hoix, 2 
hoix et 1 
hoix. Au �nal on a

4× 3× 3× 2× 2× 1 = 4!× 3! = 24× 6 = 144 pla
ements possibles.

Réponse de l'exer
i
e 3.9

On va 
ompter le nombre de 
hoix possibles pour le triplet (x, y, z). Si 
ela vous 
onvient mieux, il ne faut

pas hésiter à tra
er un arbre pour représenter les 
hoix possibles pour x, y et z et 
ompter les bran
hes. On peut

dès le début qu'un triplet (x, y, z) tel que x+ y + z = n est en fait le triplet (x, y, n− x− y), on n'a de latitude

que dans le 
hoix de x et y.
Combien de 
hoix pour x ? A priori on peut prendre n'importe quel nombre entier entre 0 et n (
ar x ∈ N et

n− x = y + z ∈ N) 
e qui nous fait (n+ 1) 
hoix. Un fois x 
hoisi, pour y le nombre de 
hoix possibles dépend

de x, on a en e�et toujours y > 0 et y 6 n− x, 
e qui nous fait (n+ 1− x) 
hoix. En�n, une fois x et y 
hoisis

on n'a plus qu'un seul pour z : n− x− y.
Au total on a alors

n∑

x=0

(n+ 1− x) =
n∑

x=0

(n+ 1)−
n∑

x=0

x = (n+ 1)2 − n(n+ 1)

2
=

(n+ 1)(2n + 2− n)
2

=
(n+ 1)(n + 2)

2

solutions à 
ette équation.

Réponse de l'exer
i
e 3.10

1. Il s'agit de 
ompter les listes sans répétition de 6 éléments (les pla
es possibles des lettres) dans un ensemble

à 6 éléments (les lettres du mot Martin). Il y en a don
 6!.

2. On va pro
éder en deux temps, tout d'abord on va distinguer les deux a de Arnaud, on é
rit don
 a1rna2ud.
Maintenant toutes les lettres sont di�érentes il y a don
 6! anagrammes. Par 
ontre si on ne distingue plus

les a il y a des anagramme que l'on a 
ompté deux fois, par exemple na1drua2 et na2dra1. En pratique on

a 
ompté 
haque anagramme exa
tement deux fois (le nombre de manière qu'il y a de permuter les deux

a). Il y a don


6!

2
anagramme du prénom � Arnaud �.
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3. On peut pro
éder de la même manière que pour � Arnaud �, on 
onsidère que toutes les lettres sont

di�érentes, 
e qui nous fait 11! anagrammes et on divise ensuite par le nombre de manière de permuter les

i, les s et les p. Ainsi on a

11!

4!× 4!× 2!
anagrammes du mot � Mississippi �.

Réponse de l'exer
i
e 3.11

On va appliquer la formule du triangle de Pas
al plusieurs fois. Tout d'abord on a

(
n− 2

p

)
+

(
n− 2

p− 1

)
=

(
n− 1

p

)

(
n− 2

p− 1

)
+

(
n− 2

p− 2

)
=

(
n− 1

p− 1

)

Ainsi

(
n− 2

p

)
+ 2

(
n− 2

p− 1

)
+

(
n− 2

p− 2

)
=

(
n− 2

p

)
+

(
n− 2

p− 1

)
+

(
n− 2

p− 1

)
+

(
n− 2

p− 2

)

=

(
n− 1

p

)
+

(
n− 1

p− 1

)

=

(
n

p

)

Ce qui est bien le résultat voulu.

Réponse de l'exer
i
e 3.12

On a

C +D =
n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
2k +

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
2k

=
n∑

k=0

(
n

k

)
2k

=
n∑

k=0

(
n

k

)
2k1n−k

= (2 + 1)n

= 3n

et

C −D =

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
2k −

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
2k

=

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
2k +

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
(−1)× 2k

=

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
(−1)k × 2k +

n∑

k=0
k impair

(
n

k

)
(−1)k × 2k
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=
n∑

k=0

(
n

k

)
(−2)k

=

n∑

k=0

(
n

k

)
(−2)k1n−k

= (−2 + 1)n

= (−1)n

Ainsi C +D = 3n et C −D = (−1)n, d'où

C =
3n + (−1)n

2
D =

3n − (−1)n
2

Réponse de l'exer
i
e 3.13

Notons x =
3

√
45 + 29

√
2 +

3

√
45 − 29

√
2. Alors

x3 =

(
3

√
45 + 29

√
2 +

3

√
45− 29

√
2

)3

=
3

√
45 + 29

√
2
3

+ 3
3

√
45 + 29

√
2
2

3

√
45− 29

√
2 + 3

3

√
45 + 29

√
2

3

√
45− 29

√
2
2

+
3

√
45− 29

√
2
3

= 45 + 29
√
2 + 3

(
3

√
45 + 29

√
2 +

3

√
45− 29

√
2

)(
3

√
45 + 29

√
2

3

√
45− 29

√
2

)
+ 45− 29

√
2

= 90 + 3x
3

√
(45 + 29

√
2)(45 − 29

√
2)

= 90 + 3x
3

√
452 − 292

√
2
2

= 90 + 3x 3
√
2025 − 1682

= 90 + 3x
3
√
323

= 90 + 21x

Ainsi x3 − 21x− 90 = 0. On 
onnait le résultat : x = 6, on va don
 fa
toriser par x− 6 dans 
ette équation.

On a

x3 − 21x− 90 = (x− 6)(x2 + 6x+ 15)

On a don


(x− 6)(x2 + 6x+ 15) = 0

Ce qui équivaut à

x = 6 ou x est une ra
ine réelle du polyn�me x2 + 6x+ 15.

Or le dis
riminant asso
ié à l'équation x2+6x+15 = 0 est ∆ = 36− 60 < 0. Ainsi le polyn�me x2+6x+15
n'admet pas de ra
ines réelles.

La seule possibilité est don
 x = 6.

Réponse de l'exer
i
e 3.14

On a

((
a2 + a

4
3 b

2
3

) 1
2
+
(
b2 + b

4
3a

2
3

) 1
2

)2

=
(
a2 + a

4
3 b

2
3

)
+ 2

(
a2 + a

4
3 b

2
3

) 1
2
(
b2 + b

4
3 a

2
3

) 1
2
+
(
b2 + b

4
3 a

2
3

)
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= a2 + a
4
3 b

2
3 + 2

((
a2 + a

4
3 b

2
3

)(
b2 + b

4
3 a

2
3

)) 1
2
+ b2 + b

4
3 a

2
3

= a2 + a
4
3 b

2
3 + 2

(
a

4
3 b

4
3

(
a

2
3 + b

2
3

)(
b
2
3 + a

2
3

)) 1
2
+ b2 + b

4
3a

2
3

= a2 + a
4
3 b

2
3 + 2

(
a

4
3 b

4
3

(
a

2
3 + b

2
3

)2) 1
2

+ b2 + b
4
3 a

2
3

= a2 + a
4
3 b

2
3 + 2a

2
3 b

2
3

(
a

2
3 + b

2
3

)2
+ b2 + b

4
3a

2
3

=
(
a

2
3

)3
+ 3a

2
3 b

4
3 + 3a

4
3 b

2
3 +

(
b
2
3

)3

=
(
a

2
3 + b

2
3

)3

Ainsi, si on note

u =
(
a2 + a

4
3 b

2
3

) 1
2
+
(
b2 + b

4
3 a

2
3

) 1
2

v =
(
a

2
3 + b

2
3

) 3
2

Alors on a u > 0, v > 0 et u2 = v2. On en déduit don
 que u = v, 
e qui est bien le résultat voulu.

Réponse de l'exer
i
e 3.15

On a

(1 +
√
5)4 =

(
4

0

)
14
√
5
0
+

(
4

1

)
13
√
5
1
+

(
4

2

)
12
√
5
2
+

(
4

3

)
11
√
5
3
+

(
4

4

)
10
√
5
4

= 1 + 4
√
5 + 6× 5 + 4× 5

√
5 + 25

= 56 + 24
√
5

(
√
2 +
√
3)5 =

√
2
5
+ 5
√
2
4√

3 + 10
√
2
3√

3
2
+ 10
√
2
2√

3
2
+ 5
√
2
√
3
4
+
√
3
5

= 4
√
2 + 20

√
3 + 60

√
2 + 60

√
3 + 45

√
2 + 9

√
3

= 109
√
2 + 89

√
3

(2 + i)7 = 27 + 7× 26i+ 21× 25i2 + 35× 24i3 + 35× 23i4 + 21× 22i5 + 7× 2i6 + i7

= 128 + 448i− 672 − 560i + 280 + 84i − 14 − i
= −278− 29i

(
1

2
+ i

√
3

2

)6

=
1

26

(
1 + 6i

√
3 + 15(i

√
3)2 + 20(i

√
3)3 + 15(i

√
3)4 + 6(i

√
3)5 + (i

√
3)6
)

=
1

26

(
1 + 6i

√
3− 45− 60i

√
3 + 135 + 54i

√
3− 27

)

=
1

64
(1− 45 + 135− 27)

= 1
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Réponse de l'exer
i
e 3.16

On a

n∑

k=1

k2k =
n∑

k=1

(
k∑

i=1

1

)
2k

=

n∑

k=1

k∑

i=1

2k

=

n∑

i=1

n∑

k=i

2k

On fait le 
hangement d'indi
e j = k − i

=

n∑

i=1

n−i∑

j=0

2j+i

=

n∑

i=1

2i
n−i∑

j=0

2j

=

n∑

i=1

2i(2n+1−i − 1)

=
n∑

i=1

2n+1 − 2i

= n2n+1 −
n∑

i=1

2i

= n2n+1 − 2(2n − 1)

= (n− 1)2n+1 + 2

Réponse de l'exer
i
e 3.17

I
i on va faire 
e qu'on appelle des sommations par paquets, 
'est-à-dire que l'on va 
ouper des sommes en

plusieurs sommes plus fa
ile à 
al
uler.

Pour la première somme on remarque que min(i, j) = j si j 6 i et i sinon. Ainsi

∑

(i,j)∈J1,nK

min(i, j) =

n∑

i=1

n∑

j=1

min(i, j)

=
n∑

i=1




i∑

j=1

min(i, j) +
n∑

j=i+1

min(i, j)




=

n∑

i=1




i∑

j=1

j +

n∑

j=i+1

i




=
n∑

i=1


 i(i+ 1)

2
+ i

n∑

j=i+1

1



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=
n∑

i=1

(
i(i + 1)

2
+ i(n − i)

)

=

n∑

i=1

(
i(i + 1 + 2n− 2i)

2

)

=
1

2

n∑

i=1

(
−i2 + (2n + 1)i

)

=
1

2

(
−

n∑

i=1

i2 + (2n+ 1)

n∑

i=1

i

)

=
1

2

(
−n(n+ 1)(2n + 1)

6
+ (2n+ 1)

n(n + 1

2

)

=
n(n+ 1)(2n + 1)

4

(
−1

3
+ 1

)

=
n(n+ 1)(2n + 1)

6

Pour la deuxième somme on remarque que max(i, j) = i si j 6 i et j sinon. Ainsi

∑

(i,j)∈J1,nK

max(i, j) =

n∑

i=1

n∑

j=1

max(i, j)

=

n∑

i=1




i∑

j=1

max(i, j) +

n∑

j=i+1

max(i, j)




=
n∑

i=1




i∑

j=1

i+
n∑

j=i+1

j




on fait le 
hangement d'indi
e k = j − i dans la se
onde somme

=
n∑

i=1

(
i2 +

n−i∑

k=1

k + i

)

=

n∑

i=1

(
i2 +

n−i∑

k=1

k + (n− i)i
)

=
n∑

i=1

(
i2 +

(n− i)(n + 1− i)
2

+ (n− i)i
)

=
n∑

i=1

(
2i2 + i2 − in− i(n+ 1) + n(n+ 1) + 2(n − i)i

2

)

=
1

2

n∑

i=1

(
i2 − i+ n(n+ 1)

)

=
1

2

(
n∑

i=1

i2 −
n∑

i=1

i+ n2(n+ 1)

)

=
1

2

(
n(n+ 1)(2n + 1)

6
− n(n+ 1

2
+ n2(n+ 1)

)

=
n(n+ 1)

2

(
2n + 1− 3 + 6n

6

)
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=
n(n+ 1)

2

(
8n − 2

6

)

=
n(n+ 1)(4n − 1)

6

Pour la troisième somme on remarque que |i− j| = i− j si j 6 i et j − i sinon. Ainsi

∑

(i,j)∈J1,nK

|i− j| =
n∑

i=1

n∑

j=1

|i− j|

=
n∑

i=1




i∑

j=1

|i− j|+
n∑

j=i+1

|i− j|




=

n∑

i=1




i∑

j=1

(i− j) +
n∑

j=i+1

(j − i)




=

n∑

i=1


i2 −

i∑

j=1

j +

n∑

j=i+1

(j − i)




on fait le 
hangement d'indi
e k = j − i dans la se
onde somme

=

n∑

i=1

(
i2 − i(i+ 1)

2

n−i∑

k=1

k

)

=

n∑

i=1

(
i2 − i(i+ 1)

2
+

(n− i)(n + 1− i)
2

)

=
1

2

∑

i=1

n
(
2i2 − i2 − i+ i2 − ni− (n+ 1)i+ n(n+ 1)

)

=
1

2

∑

i=1

n
(
2i2 − (2n + 2)i+ n(n+ 1)

)

=
1

2

(
2
∑

i=1

ni2 − (2n+ 2)
∑

i=1

ni+ n(n+ 1)
∑

i=1

n1

)

=
1

2

(
2
n(n+ 1)(2n + 1)

6
− (2n + 2)

n(n+ 1

2
+ n2(n+ 1)

)

=
1

6

(
n(n+ 1)(2n + 1)− 3n(n+ 1)2 + 3n2(n+ 1)

)

=
n(n+ 1)

6
(2n + 1− 3n− 3 + 3n)

=
n(n+ 1)(2n − 2)

6
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Chapitre 4

Nombres réels et 
omplexes, Trigonométrie

Exer
i
es

Exer
i
e 4.1

Soit E ∈ P(R). Traduire à l'aide de quanti�
ateurs les assertions suivantes et, pour 
haque propriété, donner

deux ensembles qui la véri�ent.

� 0 est un majorant de E.
� 1 n'est pas un minorant de E.
� π est le maximum de E.
� E est majoré.

� E n'est pas minoré.

� E est borné.

� E n'est pas borné.

Exer
i
e 4.2

Résoudre dans R les équations suivantes :

(E1) x
2 − 8x+ 11 = 4

(E2) |x− 1| = 2x− 3

(E3) |x− 5| = |4− x2|
(E4)

√
x− 3 +

√
x = 3

(E5) x
4 − 2x2 − 15 = 0

Exer
i
e 4.3

Pour 
ha
une des sous-parties de R suivantes dire

� si elle est majorée. Si 
'est le 
as pré
iser sa borne supérieure et étudier l'existen
e éventuelle d'un

maximum.

� si elle est minorée. Si 
'est le 
as pré
iser sa borne inférieure et étudier l'existen
e éventuelle d'un minimum.

A =]2, e2[∪{10} B =

{
k cos

(
kπ

2

)
, k ∈ N

}

C =

{
1

n2
n > 3

}
D = Q∗

+ E =

{
x ∈ R , ∃n ∈ N∗ , x =

(−1)n√
n

}

F =

{
pq

p2 + q2 + 1
, (p, q) ∈ (N∗)2

}
G =

{
cos(n)

n
, n ∈ N∗

}
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Exer
i
e 4.4

Soit (a, b) ∈ R2
. Montrer que

max(a, b) =
1

2
(a+ b+ |a− b|)

Exer
i
e 4.5

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

(I1) x
2 − x > 2

(I2)
√
x− 1 >

√
4x− 1

(I3)

√
x+ 1

x+ 2
< 1

Exer
i
e 4.6

Tra
er les graphes des fon
tions suivantes sur [0, 2]

f : [0, 2] → Z

x 7→ ⌊x2 + 1⌋
g : [0, 2] → Z

x 7→ ⌊x⌋2 + 1

Exer
i
e 4.7

Mettre 
ha
un des nombres 
omplexes suivants sous forme algébrique :

z = − 2

1− i
√
3

u =
1

(1 + 2i)(3 − i) v =
1 + 2i

1− 2i
w =

5 + i
√
2

1 + i

Exer
i
e 4.8

Soit (z, z′) ∈ C2
. Montrer l'égalité suivante, appelée identité du parallélogramme :

|z + z′|2 + |z − z′|2 = 2|z|2 + 2|z′|2

L'interpréter géométriquement.

Exer
i
e 4.9

Soit n ∈ N. Cal
uler la partie entière de

n3

n+ 1

Exer
i
e 4.10

Soit (x, y) ∈ R2
et n ∈ N∗

, montrer que

0 ≤ ⌊nx⌋ − n⌊x⌋ ≤ n− 1

⌊x⌋+ ⌊x+ y⌋+ ⌊y⌋ 6 ⌊2x⌋+ ⌊2y⌋

Exer
i
e 4.11

Montrer que, pour tout entier n > 0, le nombre 
omplexe (2 + 3i)n + (2 − 3i)n est un nombre entier.
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Exer
i
e 4.12

Soit z ∈ C, donner une 
ondition né
essaire sur z et su�sante pour que

|z + i| = |z − i|

Interpréter géométriquement 
e résultat.

Exer
i
e 4.13

Résoudre le système suivant d'in
onnues (z, ω) ∈ C2

{
iz − 2ω = −4 + 3i

2ω + z = 3

Exer
i
e 4.14

Soit θ ∈ R et z =
1

1− cos(θ)− i sin(θ) . Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z.

Exer
i
e 4.15

Soit z un nombre 
omplexe tel que |z| = 1 et soit ϕ la détermination prin
ipale de l'argument de z. Déterminer

le module et un argument de Z = 1 + z + z2.
En déduire une 
ondition né
essaire et su�sante pour que Z = z2 + z + 1 soit réel, puis une 
ondition

né
essaire et su�sante pour que Z soit imaginaire pur

Exer
i
e 4.16

Soit z ∈ C\{1} ave
 |z| = 1. Montrer que i
1 + z

1− z ∈ R.

Exer
i
e 4.17

Soient a et b deux 
omplexes tels que |a| 6 1 et |b| ≤ 1. Montrer que

|a+ b| ≤
√
2 ou |a− b| ≤

√
2

Exer
i
e 4.18

Soit (a, b) ∈ C2
tel que |a| < 1 et |b| < 1. Montrer que

∣∣∣∣
a− b
1− ab

∣∣∣∣ < 1

Exer
i
e 4.19

Montrer que pour tout (a, b) ∈ C2
, |a+ b|2 6 (1 + |a|2)(1 + |b|2).

Exer
i
e 4.20

Résoudre dans C le système

{
|1 + z| ≤ 1

|1− z| ≤ 1
. Interpréter géométriquement le résultat.
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Exer
i
e 4.21

Du 
al
ul de (1 + i)(
√
3− i), déduire cos

( π
12

)
et sin

( π
12

)

Exer
i
e 4.22

É
rire les nombres suivants sous forme exponentielle

u = 3 + i
√
3 v = (1− i)6 w = −

√
2 +
√
2− i

√
2−
√
2

(on pourra 
al
uler w2
)

Exer
i
e 4.23

Soit θ ∈ R.

1. Linéariser les expressions suivantes

cos6(θ), cos4(θ) sin(θ), cos4(θ) sin2(θ)

2. Exprimer les nombres suivants en fon
tion de cos(θ), sin(θ) et de leurs puissan
es

cos(6θ) sin(4θ), sin(θ) cos(3θ), cos(2θ) sin(2θ)

Exer
i
e 4.24

Soit x ∈ R et n ∈ N. Cal
uler les sommes suivantes :

S1 =

n∑

k=0

(
n

k

)
cos(kx) et S2 =

n∑

k=0

(
n

k

)
sin(kx)

S3 =

n∑

k=0

cos(kx) et S4 =

n∑

k=0

sin(kx)

Indi
ation : on pourra 
al
uler S1 + iS2 et S3 + iS4

Exer
i
e 4.25

Soit a = e
iπ
6
, b = 3e−

iπ
3
et c = i−

√
3. Déterminer les formes exponentielles de

abc,
a

bc
, b2, c6

Exer
i
e 4.26

Simpli�er le nombre 
omplexe z =

(
1 + i

√
3

1− i

)20

Exer
i
e 4.27

Déterminer le module et un argument de z = 1 +
√
2

1− i
1 + i

√
3
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Exer
i
e 4.28

Soit n ∈ N. Simpli�er (1 + i
√
3)n + (1− i

√
3)n.

Exer
i
e 4.29

Trouver tous les entiers n ∈ Z tels que

(√
3 + i

)n
soit réel.

Exer
i
e 4.30

Soit x ∈ R. É
rire cos(x) + 2 cos(2x) + cos(3x) sous forme d'une somme de puissan
e de cos(x).

Exer
i
e 4.31

Soit a ∈ R. Cal
uler cos(5a) en fon
tion de cos(a). En déduire l'expression de cos
( π
10

)
.

Exer
i
e 4.32

Soit x ∈ R. Montrer que sin(3x) = 4 sin(x) sin
(π
3
+ x
)
sin
(π
3
− x
)
.

Exer
i
e 4.33

Soit x ∈ R. Simpli�er l'expression

cos(6x) + 6 cos(4x) + 15 cos(2x) + 10

cos(5x) + 5 cos(3x) + 10 cos(x)

Exer
i
e 4.34

Soit a ∈ R. Cal
uler cos(5a) en fon
tion de cos(a). En déduire l'expression de cos
( π
10

)
.

Exer
i
e 4.35

Résoudre les équations suivantes d'in
onnue z ∈ C

(E1) z
2 = −1 + i

√
3

(E2) z
2 = 7− 7i

(E3) 3z − 2iz = 5− 3i

(E4) 6z2 − 15z + 6 = 0

(E5) z
2 − 2z + 5

(E6) z
2 + z + 1 = 0

(E7) z2 − z + 2 = 0

(E8) z
2(1 + z2) = 12

Exer
i
e 4.36

Résoudre les systèmes suivants d'in
onnues (z1, z2) ∈ C2
:

(S1) :

{
z1 + z2 = −1
z1z2 = 1

(S2) :

{
z1 + z2 = 2

√
3

z1z2 = 4
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Exer
i
e 4.37

Soit α ∈ R, déterminer les solutions de l'équation suivante d'in
onnue z ∈ C

z2 − 2z cos(α) + 1 = 0

Exer
i
e 4.38

Résoudre l'équation cos(x)2 + cos(2x)2 + cos(3x)2 = 1 sur le segment [0, π].

Exer
i
e 4.39

Soit x ∈ R et n ∈ N. Cal
uler les sommes suivantes :

S1 =

n∑

k=0

(
n

k

)
cos(kx) et S2 =

n∑

k=0

(
n

k

)
sin(kx)

Indi
ation : on pourra 
al
uler S1 + iS2

Exer
i
e 4.40

Soit n ∈ N et θ ∈ R. Cal
uler les sommes suivantes

S1 =

n∑

k=1

cos ((2k − 1)θ))

S2 =

n∑

k=1

cos (kθ)2

Exer
i
e 4.41

Soit (a, b) ∈ R2
Simpli�er la somme suivante

S =

n∑

k=0

(
n

k

)
cos(a+ kb)

Exer
i
e 4.42

Soit n ∈ N et θ ∈ R Cal
uler les sommes suivantes

n∑

k=1

cos(θ)k cos(kθ)

n∑

k=0

cos(kθ)

cos(θ)k

n∑

k=−n

exp(ikθ)
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Exer
i
e 4.43

1. Mettre la fon
tion f : R → R

θ 7→ cos(θ) + sin(θ)
sous la forme

f(θ) = r cos(θ − ϕ)

ave
 r et ϕ des 
onstantes à déterminer.

2. En déduire les solutions de l'équation

f(θ) + 1 = 0

3. Résoudre ave
 la même méthode l'équation

√
3 cos(x)− sin(x) = 1

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 4.1

� 0 est un majorant de E.
∀x ∈ E, x 6 0

Par exemple R− ou {−2}
� 1 n'est pas un minorant de E.

∃x ∈ E, x < 1

Par exemple R ou ]0, 2[
� π est le maximum de E.

π ∈ E, ∀x ∈ E, x 6 π

Par exemple ]−∞, π] ou {π}
� E est majoré.

∃M ∈ R, ∀x ∈ E, x 6M

Par exemple {0} ou { 2

n+ 1
, n ∈ N}

� E n'est pas minoré.

∀m ∈ R, ∃x ∈ E, x < m

Par exemple R ou {ln
(
1

n

)
, n ∈ N}

� E est borné.

∃R ∈ R+, ∀x ∈ E, |x| 6 R

Par exemple [0, 1] ou {1, 2, 1099}
� E n'est pas borné.

∀R ∈ R+, ∃x ∈ E, |x| > R

Par exemple Q ou {(−1)n × n , n ∈ N}.

Réponse de l'exer
i
e 4.2
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(E1) x
2 − 8x+ 11 = 4

L'équation x2 − 8x+ 11 = 4 est équivalente à l'équation x2 − 8x+ 7 = 0. On applique la méthode vue en


ours (et en terminale) pour résoudre 
elle-
i

Le dis
riminant de 
ette équation vaut 64− 28 = 36 = 62. Puisque le dis
riminant est positif, on sait que


ette équation admet deux solutions réelles qui sont

8 + 6

2
= 7 et

8− 6

2
= 1

Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation E1 est S1 = {1, 7}.
Remarque de réda
tion : l'énon
é ne mentionne pas de 
oe�
ients a, b et c. Vous êtes don
 fortement priés

de ne pas é
rire de 
hose du style ∆ = b2 − 4ac, x1 =
−b−

√
∆

2a
qui n'ont i
i au
un sens puisque a,b et c

n'ont jamais été dé�nis.

(E2) |x− 1| = 2x− 3

On va raisonner i
i par impli
ation (ou par analyse-synthèse).

Soit x une solution réelle de l'équation |x− 1| = 2x− 3.

Alors (x− 1)2 = (2x− 3). C'est-à-dire x2 − 2x+ 1 = 4x2 − 12x+ 9.

Ainsi x est une solution de l'équation 3x2 − 10x+ 8 = 0. Résolvons 
ette deuxième équation

Son dis
riminant est 102 − 4× 3× 8 = 100 − 96 = 4 = 22. Puisque le dis
riminant est positif, on sait que


ette équation admet deux solutions réelles qui sont

10 − 2

6
=

4

3
et

10 + 2

6
= 2

On en déduit don
 que, si x est un solution de l'équation E2 alors x ∈ {
4

3
, 2}.

Il nous faut maintenant véri�er si

4

3
et 2 sont des solutions de E2.

On a ∣∣∣∣
4

3
− 1

∣∣∣∣ =
1

3
et 2× 4

3
− 3 = −1

3

|2− 1| = 1 et 2× 2− 3 = 1

Ainsi 2 est une solution de E2 et
4

3
n'est pas un solution de E2.

En 
on
lusion, x est une solution de E2 si et seulement si x = 2. L'ensemble des solutions de l'équation

E2 est don
 S2 = {2}.
(E3) |x− 5| = |4− x2|

On va raisonner i
i par impli
ation (ou par analyse-synthèse). Soit x une solution de l'équation E3. Passer

l'égalité au 
arré ferai apparaître une équation de degré 4 beau
oup trop 
ompliqué à résoudre. On va alors

faire une disjon
tion de 
as :

� Si x 6 −2 alors |x− 5| = 5− x et |4− x2| = x2 − 4
Ainsi x véri�e 5− x = x2− 4, 
'est-à-dire x2 + x− 9 = 0. Le dis
riminant de 
ette équation est 37, elle

a don
 deux solutions réelles qui sont

−1 +
√
37

2
et

−1−
√
37

2
.

Remarquons que 37 > 36, ainsi
−1 +

√
37

2
>
−1 +

√
36

2
, 
'est-à-dire

−1 +
√
37

2
>

5

2
> 2. On ne peut

don
 pas avoir x 6 −2 et x =
−1 +

√
37

2
.

Par 
ontre

−1−
√
37

2
<
−1−

√
36

2
,d'où

−1 +
√
37

2
< −7

2
< −2

Ainsi si x 6 −2 alors x =
−1−

√
37

2
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� Si −2 < x 6 2 alors |x− 5| = 5− x et |4− x2| = 4− x2
Ainsi x véri�e 5 − x = 4 − x2, 
'est-à-dire x2 − x + 1 = 0. Le dis
riminant de 
ette équation est −3,
elle n'a don
 pas de solutions réelles. On ne peut don
 pas avoir x solution de E3 et 2 < x < 5

� Si 2 < x < 5 alors |x− 5| = 5− x et |4− x2| = x2 − 4
Ainsi x véri�e 5− x = x2− 4, 
'est-à-dire x2 + x− 9 = 0. Le dis
riminant de 
ette équation est 37, elle

a don
 deux solutions réelles qui sont

−1 +
√
37

2
et

−1−
√
37

2
.

Remarquons que 37 > 36, ainsi
−1−

√
37

2
<
−1−

√
36

2
,d'où

−1 +
√
37

2
< −7

2
< 2. On ne peut don


pas avoir 2 < x < 5 et x =
−1−

√
37

2
.

Par 
ontre

−1 +
√
37

2
>
−1 +

√
36

2
, 
'est-à-dire

−1 +
√
37

2
>

5

2
> 2, et 
omme 37 < 49, on a

−1 +
√
37

2
<
−1 +

√
49

2
, 
'est-à-dire

−1 +
√
37

2
< 3 6 5

Ainsi si 2 < x < 5 alors x =
−1 +

√
37

2
.

� En�n si x > 5 alors |x− 5| = x− 5 et |4− x2| = x2 − 4.
Ainsi x véri�e x − 5 = x2 − 4, 
'est-à-dire x2 − x + 1 = 0. Le dis
riminant de 
ette équation est −3,
elle n'a don
 pas de solutions réelles. On ne peut don
 pas avoir x solution de E3 et x > 5.

En 
on
lusion l'ensemble des solutions de E3 est S3 =

{
−1−

√
37

2
,
−1 +

√
37

2

}
.

(E4)
√
x− 3 +

√
x = 3

On va raisonner i
i par impli
ation (ou par analyse-synthèse). Soit x une solution de l'équation E4, remar-

quons que né
essairement x > 3. Alors

(
√
x− 3 +

√
x)2 = 9

i.e.

x− 3 + x+ 2
√
x2 − 3x = 9

Ainsi

2x− 12 = −2
√
x2 − 3x

Et,par suite

(2x− 12)2 = 4(x2 − 3x)

Ainsi, en développant et regroupant les termes, x véri�e

36x = 144

C'est-à-dire x = 4. Ainsi, si x est une solution de E4 alors x = 4

Véri�ons maintenant que 4 est bien solution de l'équation E4. On a

√
4− 3 +

√
4 = 1 + 2 = 3. 4 est bien

solution de E4. L'ensemble des solutions de l'équation E4 est don
 S4 = {4}
(E5) x

4 − 2x2 − 15 = 0

On va raisonner i
i par impli
ation (ou par analyse-synthèse). Soit x une solution de l'équation E5, et

notons X = x2. X véri�e alors

X2 − 2X − 15 = 0

Le dis
riminant de 
ette équation est 4+60 = 64 = 82. Cette équation admet don
 deux solutions qui sont

2 + 8

2
= 5 et

2− 8

2
= −3
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Ainsi, si x est solution de l'équation E5 alors {x2 ∈ {−3, 5}. Comme x2 > 0 on en déduit que x2 = 5,

'est-à-dire x ∈ {−

√
5,
√
5}

Véri�ons que −
√
5 et

√
5 sont des solutions de E5 :

(−
√
5)4 − 2× (−

√
5)2 − 15 = 25− 10 − 15 = 0

(
√
5)4 − 2× (

√
5)2 − 15 = 25− 10− 15 = 0

En 
on
lusion l'ensemble des solutions de l'équation E5 est S5 = {−
√
5,
√
5}

Réponse de l'exer
i
e 4.3

� A est majorée et minorée. sup(A) = max(A) = 10, inf(A) = 2 A n'a pas de minimum.

� B n'est ni majorée, ni minorée. En e�et si n ∈ N on a 4n cos

(
4nπ

2

)
= 4n et (4n+2) cos

(
(4n + 2)π

2

)
=

−(4n + 2). D'où, pour tout n ∈ N 4n ∈ B et −(4n+ 2) ∈ B
� C est majorée et minorée. sup(C) = max(C) =

1

9
, inf(C) = 0, C n'a pas de minimum.

� D est minorée mais pas majorée. inf(D) = 0. D n'a pas de minimum.

� E est majorée et minoré. sup(E) = max(E) =
1√
2
, inf(E) = min(E) = −1.

� F est majoré et minoré. sup(F ) =
1

2
, inf(F ) = 0. F n'a ni maximum, ni minimum.

� G est majoré et minoré. sup(G) = max(G) =
cos(1)

1
, inf(G) = min(G) =

cos(3)

3
.

Réponse de l'exer
i
e 4.4

Soit (a, b) ∈ R. On a, par dé�nition

max(a, b) =

{
a si a > b

b si a < b

On va alors étudier

1

2
(a+ b+ |a− b|) quand a > b et quand a < b.

� Si a 6 b
Alors a− b 6 0 d'où |a− b| = b− a Ainsi

1

2
(a+ b+ |a− b|) = 1

2
(a+ b+ b− a) = b

� Si a > b
Alors a− b > 0 d'où |a− b| = a− b Ainsi

1

2
(a+ b+ |a− b|) = 1

2
(a+ b+ a− b) = a

On a don
 bien

max(a, b) =
1

2
(a+ b+ |a− b|)

Réponse de l'exer
i
e 4.5
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(I1) x
2 − x > 2

L'inéquation x2 − x > 2 est équivalente à l'inéquation x2 − x− 2 > 0.

Les ra
ines du polyn�me x2 − x− 2 sont 1 et −2. Ainsi x2 − x− 2 = (x− 1)(x + 2). Notre inéquation est

don
 équivalente à

(x− 1)(x + 2) > 0

On sait qu'un produit de deux termes est stri
tement positif si et seulement si les termes sont non-nuls et

de même signe. I
i on a don


(x− 1)(x+ 2) > 0⇔ ((x > 1etx > −2) ou (x < 1etx < −2))

Ainsi l'ensemble des solutions de l'inéquation est S1 =]−∞,−2[∪]1,+∞[.

(I2)
√
x− 1 >

√
4x− 1

Remarquons que si x est solution de 
ette inéquation alors x > 1. Mais, si x > 1 alors 4x > x, d'où
4x− 1 > x− 1 > 0 et, par suite,

√
x− 1 <

√
4x− 1.

Ainsi l'inéquation I2 n'a pas de solutions sur R. L'ensemble des solutions de I2 est don
 S2 = ∅.

(I3)

√
x+ 1

x+ 2
< 1

Remarquons que si x est solution de 
ette inéquation alors x 6= −2 et

x+ 1

x+ 2
> 0, i.e x > −1 ou x < −2.

Soit x une solution de 
ette inéquation, alors x + 1 < x + 2. D'où
x+ 1

x+ 2
< 1 et, par suite

√
x+ 1

x+ 2
< 1.

Ainsi, si x > −1 ou x < −2, on a toujours l'inégalité

√
x+ 1

x+ 2
< 1.

L'ensemble des solutions de l'inéquation I3 est don
 S3 =]−∞,−2[∪]− 1,+∞[.

Réponse de l'exer
i
e 4.6

Figure 4.1 � Graphe de la fon
tion f

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 0  0.5  1  1.5  2

Bastien Marmeth 62 Page 62/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Figure 4.2 � Graphe de la fon
tion g
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Réponse de l'exer
i
e 4.7

z = − 2

1− i
√
3

= −2(1 + i
√
3)

12 +
√
3
2

= −2 + 2i
√
3

4

=
1

2
− i
√
3

2

u =
1

(1 + 2i)(3 − i)

=
(1− 2i)(3 + i)

(12 + 22)(32 + 12)

=
3 + i− 6i+ 2

50

=
5− 5i

50

=
1

10
− i

10

v =
1 + 2i

1− 2i

=
(1 + 2i)2

5

=
−3 + 4i

5

= −3

5
+ i

4

5

w =
5 + i

√
2

1 + i

=
(5 + i

√
2)(1− i)
2

=
5− 5i+ i

√
2 +
√
2

2

=
5 +
√
2

2
+ i

√
2− 5

2

Réponse de l'exer
i
e 4.8
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Soit (a, b, c, d) ∈ R4
tel que z = a+ ib et z′ = c+ id. Alors

|z + z′|2 + |z − z′|2 = (a+ c)2 + (b+ d)2 + (a− c)2 + (b− d)2

= a2 + 2ac+ c2 + a2 − 2ac+ c2 + b2 + 2bd+ d2 + b2 − 2bd+ d2

= 2a2 + 2b2 + 2c2 + 2d2

= 2(a2 + b2) + 2(c2 + d2)

= 2|z|2 + 2|z′|

Comment s'interprète géométriquement 
ette égalité ?

Soit M le point d'a�xe z, M ′
le point d'a�xe z′ et M ′′

le point d'a�xe z + z′. Le quadrilatère OMM ′′M ′

est alors un parallélogramme. En e�et OM = |z| = |z + z′ − z′| =M ′′M ′
et OM ′ = |z′| = |z + z′ − z| =MM ′′

.

Les diagonales de 
e parallélogramme sont [OM ′′] de longueur OM ′′ = |z+z′| et [MM ′] = |z−z′|. L'identité
du parallélogramme signi�e que, dans un parallélogramme, la somme des 
arrés des longueurs des quatre 
�tés

est égale à la somme des 
arrés des longueurs des deux diagonales.

Réponse de l'exer
i
e 4.9

On a

n3

n+ 1
=
n3 + n2 − n2

n+ 1

=
n3 + n2

n+ 1
− n2

n+ 1

= n2 − n2 + n− n− 1 + 1

n+ 1

= n2 − n2 + n

n+ 1
+
n+ 1

n+ 1
− 1

n+ 1

= n2 − n+ 1− 1

n+ 1

Ainsi ⌊
n3

n+ 1

⌋
=

⌊
n2 − n+ 1− 1

n+ 1

⌋
= n2 − n+ 1 +

⌊
− 1

n+ 1

⌋
= n2 − n

Réponse de l'exer
i
e 4.10

Soit (x, y) ∈ R2
et n ∈ N∗

.

On a n⌊x⌋ 6 nx. Ainsi n⌊x⌋ est un entier inférieur à nx, d'où n⌊x⌋ 6 ⌊nx⌋.
De plus on sait que x < ⌊x⌋+ 1, d'où nx < n⌊x⌋+ n.
Ainsi ⌊nx⌋ − n⌊x⌋ < n. Or ⌊nx⌋ − n⌊x⌋ est un entier et on rappelle que, si k est un entier alors l'inégalité

k < n est équivalente à k 6 n− 1. On a don
 ⌊nx⌋ − n⌊x⌋ 6 n− 1.

Si ⌊x⌋ 6 x < ⌊x⌋+ 1

2
et ⌊y⌋ 6 y < ⌊y⌋+ 1

2
alors

⌊x+ y⌋ = ⌊x⌋+ ⌊y⌋, ⌊2x⌋ = 2⌊x⌋ et ⌊2y⌋ = 2⌊y⌋. On en déduit alors l'inégalité re
her
hée

Si ⌊x⌋+ 1

2
6 x < ⌊x⌋+ 1 et ⌊y⌋ 6 y < ⌊y⌋+ 1

2
alors

⌊x+ y⌋ 6 ⌊x⌋+ ⌊y⌋+ 1 ,⌊2x⌋ = 2⌊x⌋ + 1 et ⌊2y⌋ = 2⌊y⌋. On en déduit alors l'inégalité re
her
hée

Si ⌊x⌋ 6 x < ⌊x⌋+ 1

2
et ⌊y⌋+ 1

2
6 y < ⌊y⌋+ 1 on pro
ède de manière similaire au 
as pré
édent

En�n si ⌊x⌋+ 1

2
6 x < ⌊x⌋+ 1 et ⌊y⌋+ 1

2
6 y < ⌊y⌋+ 1 alors

⌊x+ y⌋ = ⌊x⌋+ ⌊y⌋+ 2, ⌊2x⌋ = 2⌊x⌋ + 1 et ⌊2y⌋ = 2⌊y⌋+ 1 On en déduit alors l'inégalité re
her
hée.
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Dans tous les 
as l'inégalité re
her
hée est véri�ée.

Réponse de l'exer
i
e 4.11

On a

(2 + 3i)n + (2− 3i)n =

n∑

k=0

(
n

k

)
2n−k3kik +

n∑

k=0

(
n

k

)
2n−k3kik(−1)k

=
n∑

k=0

(
n

k

)
2n−k3kik(1 + (−1)k)

=
n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
2n−k3kik

=
n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
2n−k3k(−1)k

2

On sait que

(
n

k

)
∈ Z, 2n−k3k(−1)k

2 ∈ Z et que la somme d'un produit de nombre entiers est un nombre

entier. Ainsi (2 + 3i)n + (2− 3i)n est un nombre entier.

Réponse de l'exer
i
e 4.12

Soit z ∈ C. Alors

|z + i| = |Re(z) + i(Im(z) + 1)| =
√

Re(z)2 + Im(z)2 + 2 Im(z) + 1 =
√
|z|2 + 1 + 2 Im(z)

|z + i| = |Re(z) + i(Im(z)− 1)| =
√

Re(z)2 + Im(z)2 − 2 Im(z) + 1 =
√
|z|2 + 1− 2 Im(z)

Ainsi, pour z ∈ C on a |z + i| = |z − i| si et seulement si

√
|z|2 + 1 + 2 Im(z) =

√
|z|2 + 1− 2 Im(z)

Les ra
ines 
arrés de deux nombres réels positifs sont égales si et seulement si 
es deux nobmres sont égaux.

Don
, pour z ∈ C on a |z + i| = |z − i| si et seulement si |z|2 + 1 + 2 Im(z) = |z|2 + 1− 2 Im(z), 
'est-à-dire
si et seulement si Im(z) = 0.

En 
on
lusion, une 
ondition né
essaire et su�sante sur z et su�sante pour que |z+i| = |z−i| est Im(z) = 0,
i.e. z ∈ R.

Que 
ela signi�e-t-il géométriquement ? On sait que |z − i| la distan
e entre le point d'a�xe z noté M et le

point d'a�xe i noté A. De même |z + i| = |z − (−i)| la distan
e entre le point M d'a�xe z et le point d'a�xe

−i noté B.
Ainsi la 
ondition |z + i| = |z − i| s'interprète géométriquement par AM = BM , 
'est-à-dire M appartient

à la médiatri
e du segment [AB], ladite médiatri
e étant l'axe des abs
isses, 
'est-à-dire l'ensemble des points

dont l'a�xe est un nombre réel.

Réponse de l'exer
i
e 4.13

On sait que l'appli
ation de C dans C qui a z asso
ie z est une bije
tion, ainsi, pour z et ω dans C on a

2ω + z = 3⇔ 2ω + z = 3

C'est-à-dire

2ω + z = 3⇔ 2ω + z = 3
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Ainsi le système {
iz − 2ω = −4 + 3i

2ω + z = 3

est équivalent au système {
iz − 2ω = −4 + 3i

2ω + z = 3

Il est maintenant assez fa
ile de le résoudre. En additionnant les deux lignes on obtient

(1 + i)z = −1 + 3i

D'où

z =
−1 + 3i

1 + i
=

(−1 + 3i)(1 − i)
2

= 1 + 2i

Et en faisant l'opération � ligne 2 + i× ligne 1 �, on obtient

(2− 2i)ω = −4i

D'où

ω =
−4i
2− 2i

=
8− 8i

8
= 1− i

L'ensemble des solutions du système est don
 S = {(1 + 2i, 1 − i)}.

Réponse de l'exer
i
e 4.14

Remarquons d'abord que, si θ ∈ 2πZ, alors 1 − cos(θ) − i sin(θ) = 0 et z n'est alors pas dé�ni. On supposera

don
 par la suite que θ 6∈ 2πZ

Soit θ ∈ R et z =
1

1− cos(θ)− i sin(θ) , alors

z =
1

1− cos(θ)− i sin(θ)

=
1− cos(θ) + i sin(θ)

(1− cos(θ))2 + sin(θ)2

=
1− cos(θ) + i sin(θ)

1− 2 cos(θ) + cos(θ)2 + sin(θ)2

=
1− cos(θ) + i sin(θ)

2− 2 cos(θ)

=
1

2
+ i

sin(θ)

2− 2 cos(θ)

Réponse de l'exer
i
e 4.15

Soit z un nombre 
omplexe tel que |z| = 1 et soit ϕ la détermination prin
ipale de l'argument de z. On a alors

z = cos(ϕ) + i sin(ϕ). D'où

1 + z2 = 1 + cos(ϕ)2 − sin(ϕ)2 + 2i sin(ϕ) cos(ϕ)

= 2cos(ϕ)2 + 2i sin(varφ) cos(ϕ)

= 2 cos(ϕ) × z
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Ainsi

1 + z + z2 = (1 + 2 cos(ϕ)) z

On en déduit alors que |Z| = 1 + 2 cos(ϕ) et que ϕ est la détermination prin
ipale de l'argument de Z.
Alors Z est réel si et seulement ϕ = 0 ou ϕ = π ou 1 + 2 cos(ϕ) = 0, 
'est-à-dire si et seulement si z ∈ R ou

z ∈ {j, j2} où j = 1 + i
√
3

2
Et Z est imaginaire pur si et seulement ϕ =

π

2
ou ϕ = −π

2
ou 1 + 2 cos(ϕ) = 0, 
'est-à-dire si et seulement

si z ∈ iR ou z ∈ {j, j2} où j = 1 + i
√
3

2
.

Réponse de l'exer
i
e 4.16

Soit z ∈ C\{1} ave
 |z| = 1, alors il existe θ ∈]0, 2π[ tel que z = cos(θ)+ i sin(θ) (il s'agit de l'é
riture de z sous
forme trigonométrique). On a alors

i
1 + z

1− z = i(1 + cos(θ) + i sin(θ))× 1

1− cos(θ)− i sin(θ)

= i(1 + cos(θ) + i sin(θ))×
(
1

2
+ i

sin(θ)

2− 2 cos(θ)

)

= i
1 + cos(θ)

2
− sin(θ)

2
− (1 + cos(θ)) sin(θ)

2− 2 cos(θ)
− i sin(θ)2

2− 2 cos(θ)

= i

(
1 + cos(θ)

2
− 1− cos(θ)2

2− 2 cos(θ)

)
− sin(θ)

2
− (1 + cos(θ)) sin(θ)

2− 2 cos(θ)

= i

(
1 + cos(θ)

2
− 1 + cos(θ)

2

)
− sin(θ)(1− cos(θ)

2− 2 cos(θ)
− (1 + cos(θ)) sin(θ)

2− 2 cos(θ)

= −sin(θ)− sin(θ) cos(θ) + sin(θ) + cos(θ)) sin(θ)

2− 2 cos(θ)

=
sin(θ)

cos(θ)− 1

On a don
 bien i
1 + z

1− z ∈ R.

Réponse de l'exer
i
e 4.17

Soient a et b deux 
omplexes tels que |a| 6 1 et |b| ≤ 1. Soit u =
a+ b

2
et v =

a− b
2

. Alors u+v = a et u−v = b.

On a

|u+ v|2 + |u− v|2 = 2|u|2 + 2|v|2 + 2Re(uv) + 2Re(u× (−v)) = 2|u|2 + 2|v|2

Ainsi

2|u|2 + 2|v|2 = |a|2 + |b|2 6 3 = 2|
D'où |u|2 + |v|2 6 1.

On a alors |u|2 6 1

2
ou |v|2 6

1

2
. C'est-à-dire

∣∣∣∣
a+ b

2

∣∣∣∣
2

6
1

2
ou

∣∣∣∣
a− b
2

∣∣∣∣
2

6
1

2
.

Puisque |a+ b| > 0 alors

∣∣∣∣
a+ b

2

∣∣∣∣
2

6
1

2
si et seulement si

∣∣∣∣
a+ b

2

∣∣∣∣ 6
1√
2
, 
'est-à-dire |a+ b| 6

√
2.

De même

∣∣∣∣
a− b
2

∣∣∣∣
2

6
1

2
si et seulement si |a− b| 6

√
2.

En 
on
lusion on a bien

|a+ b| ≤
√
2 ou |a− b| ≤

√
2
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Réponse de l'exer
i
e 4.18

Puisque

∣∣∣∣
a− b
1− ab

∣∣∣∣ > 0 il nous su�t de montrer que

∣∣∣∣
a− b
1− ab

∣∣∣∣
2

< 1

On a

∣∣∣∣
a− b
1− ab

∣∣∣∣ =
|a− b|
|1− ab|

=
(a− b)(a− b
(1− ab)(1− ab

=
|a|2 − ba− ab+ |b|2
1− ba− ab+ |ab|2

Nous allons don
 montrer que

|a|2 − ba− ab+ |b|2 < 1− ba− ab+ |ab|2

C'est-à-dire

|a|2 + |b|2 < 1 + |a|2|b|2

Cette inégalité est équivalente à

|a|2 + |b|2 + 2|a||b| < 1 + |a|2|b|2 + 2|a||b|


'est-à-dire

(|a|+ |b|)2 < (1 + |a||b|)2

Comme |a|+ |b| > 0 et 1 + |a||b| > 0, montrer 
ette dernière inégalité revient à montrer que

|a|+ |b| < 1 + |a||b|

On va montrer 
ette inégalité.

On sait que |a| < 1 et |b| < 1. D'où 1− |b| > 0. Ainsi

|a|(1 − |b|) < 1− |b|

C'est-à-dire

|a| − |a||b| < 1− |b|
D'où

|a|+ |b| < 1 + |a||b|
On a don
 bien |a|+ |b| < 1 + |a||b|, ainsi on a montré que

∣∣∣∣
a− b
1− ab

∣∣∣∣
2

< 1
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Réponse de l'exer
i
e 4.19

Soit (a, b) ∈ C2
. On a

|a+ b|2 = (a+ b)× (a+ b) = |a|2 + |b|2 + 2Re(ab

(1 + |a|2)(1 + |b|2) = |a|2 + |b|2 + 1 + |ab|2

Il nous faut don
 montrer que

2Re(ab 6 1 + |ab|2

On sait que Re(ab 6 |ab| =
√
|ab|2

De plus l'inégalité arithméti
o-géométrique (
f DM1) nous dit que, pour tout (x, y) ∈ R2
+,

√
xy 6

x+ y

2

En prenant x = 1 et y = |ab|2 on a alors

√
|ab|2 6 1 + |ab|2

2

D'où

2Re(ab 6 2
√
|ab|2 6 1 + |ab|2

Ce qui implique l'inégalité voulue.

Réponse de l'exer
i
e 4.20

On va utiliser i
i l'inégalité triangulaire. Pour tout z ∈ C, on a

2 = |1− (−1)| = |1 + z + 1− z| 6 |1 + z|+ |1− z|

Ainsi, si z est une solution de notre système on a

2 6 |1 + z|+ |1− z| 6 2

D'où |1 + z| = |1− z| = 1.
En raisonnant de manière similaire à l'exer
i
e 14 on en déduit que z ∈ iR. De plus on a |1 + z| = 1, d'où

z = 0C.
Ainsi l'ensemble des solutions de notre système est S = {0C}.
Résoudre 
e problème de manière géométrique est beau
oup plus simple i
i. On sait que |1 + z| = |z − (−1)

est la distan
e entre le point d'a�xe z noté M et le point d'a�xe −1 noté A. De même |1 − z| = |z − 1| la
distan
e entre le point M d'a�xe z et le point d'a�xe 1 noté B. Ainsi notre système se réinterprète en

{
AM 6 1

BM 6 1

C'est-à-dire M appartient au disque de 
entre A et de rayon 1 et M appartient au disque de 
entre B et de

rayon 1. Ces deux disques ne s'interse
tent qu'en un seul point : O l'origine du repère d'a�xe 0C. 0C est don


l'unique solution de notre système.

Réponse de l'exer
i
e 4.21

On a

1 + i =
√
2

(√
2

2
+

√
2

2
i

)
=
√
2
(
cos
(π
4

)
+ i sin

(π
4

))
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et

√
3− i = 2

(√
3

2
− 1

2
i

)
= 2

(
cos
(
−π
6

)
+ i sin

(
−π
6

))

Alors

(1 + i)(
√
3− i) =

√
2
(
cos
(π
4

)
+ i sin

(π
4

))
× 2

(
cos
(
−π
6

)
+ i sin

(
−π
6

))

= 2
√
2
(
cos
(π
4

)
cos
(
−π
6

)
− sin

(π
4

)
sin
(
−π
6

)
+ i
(
cos
(π
4

)
sin
(
−π
6

)
+ sin

(π
4

)
cos
(
−π
6

)))

= 2
√
2

(
cos

(
π

4
− pi

6

)
+ i sin

(
π

4
− pi

6

))

= 2
√
2
(
cos
( π
12

)
+ i sin

( π
12

))

On a également

(1 + i)(
√
3− i) =

√
3 + 1 + i(

√
3− 1)

Par identi�
ation des parties réelles et imaginaires on en déduit

cos
( π
12

)
=

√
3 + 1

2
√
2

sin
( π
12

)
=

√
3− 1

2
√
2

Réponse de l'exer
i
e 4.22

1. On a |u| =
√
9 + 3 = 2

√
3, d'où

u = 2
√
3

(√
3

2
+
i

2

)

Comme Re(u) > 0 alors arctan

(
Im(u)

Re(u)

)
est un argument de u. Ainsi arctan

(
1√
3

)
=
π

6
est un argument

de u.

On a don
 u = 2
√
3ei

π
6

2. Pour v on va d'abord travailler ave
 1− i. On a |1− i| =
√
2. Par suite 1− i =

√
2

(√
2

2
− i
√
2

2

)
.

Comme Re(1 − i) > 0 alors arctan

(
Im(1− i)
Re(1− i)

)
est un argument de v. Ainsi arctan (−1) =

−π
4

est un

argument de 1− i.
On a don
 1− i =

√
2e−iπ

4
. D'où v = (1− i)6 = 8e−

6iπ
4 = 8e

iπ
2

3. On va suivre l'indi
ation de l'énon
é et 
al
uler w2
.

w2 =

(
−
√
2 +
√
2− i

√
2−
√
2

)2

=

√
2 +
√
2
2

−
√

2−
√
2
2

+ 2i

√
2 +
√
2

√
2−
√
2

= 2
√
2 + 2i

√
(2−

√
2)(2 +

√
2)
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= 2
√
2 + 2i

√
22 −

√
2
2

= 2
√
2 + i2

√
2

Alors |w2| = 4 et, 
omme Re(w2) > 0, arctan

(
Re(w2)

Im(w2)

)
= arctan(1) =

π

4
est un argument de w2

.

Ainsi w2 = 4ei
π
4
. On en déduit que

w ∈
{
2ei

π
8 , 2ei(

π
8
+π)
}

Or Re(w) < 0. D'où w = 2ei(
π
8
+π) = 2ei

9π
8
.

Réponse de l'exer
i
e 4.23

Soit θ ∈ R.

1. On a

cos6(θ) =

(
eiθ + e−iθ

2

)6

=
1

64

(
e6iθ + 6e4iθ + 15e2iθ + 20 + 15e−2iθ + 6e−4iθ + e−6iθ

)

=
1

64
(2 cos(6θ) + 12 cos(4θ) + 30 cos(2θ) + 20)

=
cos(6θ) + 6 cos(4θ) + 15 cos(2θ) + 10

32

cos4(θ) sin(θ) =

(
eiθ + e−iθ

2

)4

×
(
eiθ − e−iθ

2i

)

=
1

32i
(eiθ + e−iθ)3(e2iθ − e−2iθ)

=
1

32i
(eθ + 3eiθ + 3e−iθ + e−3iθ)(e2iθ − e−2iθ)

=
1

32i

(
ei5θ + 3ei3θ + 3eiθ + e−iθ − eiθ − 3e−iθ − 3e−3iθ − e−5iθ

)

=
1

16
(sin(5θ) + 3 sin(3θ) + 2 sin(θ))

cos4(θ) sin2(θ) ==

(
eiθ + e−iθ

2

)4

×
(
eiθ − e−iθ

2i

)2

=
−1
64

(eiθ + e−iθ)2(e2iθ − e−2iθ)2

=
−1
64

(e2iθ + 2 + e−2iθ)(e4iθ − 2 + e−4iθ)

=
−1
64

(
e6iθ + 2e4iθ + e2iθ − 2e2iθ − 4− 2e−2iθ + e−2iθ + 2e−4iθ + e−6iθ

)

=
− cos(6θ)− 2 cos(4θ) + cos(2θ) + 2

32

2.

cos(6θ) = Re
(
e6iθ
)
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= Re
(
(cos(θ) + i sin(θ))6

)

= Re
(
cos(θ)6 + 6i cos(θ)5 sin(θ)− 15 cos(θ)4 sin(θ)2 − 20i cos(θ)3 sin(θ)3 + 15 cos(θ)2 sin(θ)4

+6i cos(θ) sin(θ)5 − sin(θ)6
)

= cos(θ)6 − 15 cos(θ)4 sin(θ)2 + 15 cos(θ)2 sin(θ)4 − sin(θ)6

= cos(θ)6 − 15 cos(θ)4(1− cos(θ)2) + 15 cos(θ)2(1− cos(θ)2)2 − (1− cos(θ)2)3

= cos(θ)6 − 15 cos(θ)4 + 15 cos(θ)6 + 15 cos(θ)2(1− 2 cos(θ)2 + cos(θ)4)− (1− 3 cos(θ)2 + 3cos(θ)4 − cos

= cos(θ)6 − 15 cos(θ)4 + 15 cos(θ)6 + 15 cos(θ)2 − 30 cos(θ)4 + 15 cos(θ)6 − 1 + 3 cos(θ)2 − 3 cos(θ)4 + cos

= 32 cos(θ)6 − 48 cos(θ)4 + 18 cos(θ)2 − 1

sin(4θ) = Im
(
e4iθ
)

= Im
(
(cos(θ) + i sin(θ))4

)

= Im
(
cos(θ)4 + 4i cos(θ)3 sin(θ)− 6 cos(θ)2 sin(θ)2 − 4i cos(θ) sin(θ)3 + sin(θ)4

)

= 4cos(θ)3 sin(θ)− 4 cos(θ) sin(θ)3

cos(3θ) = Re
(
e3iθ
)

= Re
(
(cos(θ) + i sin(θ))3

)

= Re
(
cos(θ)3 + 3i cos(θ)2 sin(θ)− 3 cos(θ) sin(θ)2 − i sin(θ)3

)

= cos(θ)3 − 3 cos(θ) sin(θ)2

D'où

sin(θ) cos(3θ) = sin(θ)
(
cos(θ)3 − 3 cos(θ) sin(θ)2

)
= cos(θ)3 sin(θ)− 3 cos(θ) sin(θ)3

On sait déjà que

cos(2θ) = 2 cos(θ)2 − 1 sin(2θ)2 cos(θ) sin(θ)

Ainsi

cos(2θ) sin(2θ) =
(
2 cos(θ)2 − 1

)
2 cos(θ) sin(θ) = 4 cos(θ)3 sin(θ)− 2 cos(θ) sin(θ)

Réponse de l'exer
i
e 4.24

Comme l'indi
ation nous le suggère on va 
al
uler S1 + iS2.

S1 + iS2 =
n∑

k=0

(
n

k

)
cos(kx) + i

n∑

k=0

(
n

k

)
sin(kx)

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(cos(kx) + i sin(kx))

=
n∑

k=0

(
n

k

)
eikx
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=
n∑

k=0

(
n

k

)(
eix
)k

=
(
1 + eix

)n

=
(
ei

x
2

(
e−ix

2 + ei
x
2

))n

=
(
ei

x
2 2 cos

(x
2

))n

= 2n cos
(x
2

)n
ei

nx
2

= 2n cos
(x
2

)n
cos
(nx

2

)
+ i2n cos

(x
2

)n
sin
(nx

2

)

Ainsi

S1 = Re(S1 + iS2) = 2n cos
(x
2

)n
cos
(nx

2

)

S2 = Im(S1 + iS2) = 2n cos
(x
2

)n
sin
(nx

2

)

On a également, pour x 6∈ {2mπ , m ∈ Z}

S3 + iS4 =
n∑

k=0

cos(kx) + i
n∑

k=0

sin(kx)

=
n∑

k=0

(cos(kx) + i sin(kx))

=

n∑

k=0

eikx

=
1− ei(n+1)x

1− eix

=
ei

(n+1)x
2

(
e−i

(n+1)x
2 − ei (n+1)x

2

)

ei
x
2

(
e−ix

2 − eix2
)

= ei
nx
2

2i sin
(
− (n+1)x

2

)

2i sin
(
−x

2

)

= ei
nx
2

sin
(
(n+1)x

2

)

sin
(
x
2

)

Ainsi

S3 = Re(S3 + iS4) = cos
(nx

2

) sin
(
(n+1)x

2

)

sin
(
x
2

)

S4 = Im(S3 + iS4) = sin
(nx

2

) sin
(
(n+1)x

2

)

sin
(
x
2

)

Si, par 
ontre x ∈ {2mπ , m ∈ Z} alors

S3 =
n∑

k=0

cos(kx) =
n∑

k=0

1 = n+ 1 et S4 =
n∑

k=0

sin(kx) =
n∑

k=0

0 = 0
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Réponse de l'exer
i
e 4.25

On va 
ommen
er par déterminer la forme exponentielle de c. On a |c| = 2 et, 
omme Re(c) < 0, arctan

(
Im(c)

Re(c)

)
+

π =
5π

6
est un argument de c.

D'où c = 2ei
5π
6
.

En 
onséquen
e on a

abc = 6ei(
π
6
−π

3
+ 5π

6 ) = 6ei
2π
3

a

bc
=

1

6
ei(

π
6
+π

3
− 5π

6 ) = 6e−iπ
3

b2 = 9e−
2iπ
3

c6 = 64e5iπ = 64eiπ

Réponse de l'exer
i
e 4.26

On va mettre sous forme exponentielle

1 + i
√
3

1− i .

On a 1 + i
√
3 = 2ei

π
3
et 1− i =

√
2e−iπ

4
.

D'où

1 + i
√
3

1− i =
√
2ei

7π
12

et, par suite

(
1 + i

√
3

1− i

)20

= 210ei
140π
12 = 1024e−iπ

6

Réponse de l'exer
i
e 4.27

L'exer
i
e pré
édent nous apprend que

√
2

1− i
1 + i

√
3
= e−

7i
12
. Ainsi z = 1 + e−

7iπ
12
.

On alors faire apparaître l'ar
 moitié :

z = 1 + e−
7iπ
12 = e−

7π
24

(
e

7π
24 + e−

7π
24

)
= e−

7π
24 × 2 cos

(
7π

24

)

Puisque 0 6
7π

24
6
π

2
on a don
 cos

(
7π

24

)
> 0. Ainsi

|z| = 2cos

(
7π

24

)
et − 7π

24
est un argument de z

Réponse de l'exer
i
e 4.28

On a

1 + i
√
3 = 2ei

π
3

et 1− i
√
3 = 2e−iπ

3

D'où, pour n ∈ N,

(1 + i
√
3)n + (1− i

√
3)n = 2n

(
ei

nπ
3 + e−inπ

3

)
= 2n+1 cos

(nπ
3

)
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Réponse de l'exer
i
e 4.29

On a

√
3 + i = 2ei

π
6
, d'où

(√
3 + i

)n
= 2nei

nπ
6
.

Un nombre 
omplexe z est réel si et seulement si les arguments de z sont des multiple de π. I
i on en déduit

alors que

(√
3 + i

)n
est réel si et seulement

n

6
est un entier, 
'est-à-dire

(√
3 + i

)n
est un réel si et seulement si n est un multiple de 6.

Réponse de l'exer
i
e 4.30

Soit x ∈ R. On a

cos(x) + 2 cos(2x) + cos(3x) = Re
(
eix + 2e2ix + e3ix

)

= Re
(
eix + 2

(
eix
)2

+
(
eix
)3)

= Re
(
cos(x) + i sin(x) + 2 (cos(x) + i sin(x))2 + (cos(x) + i sin(x))3

)

= −3 cos (x) sin (x)2 + 2
(
cos (x)2 − sin (x)2

)
+ cos (x)3 + cos (x)

= cos (x)3 + 2
(
2cos (x)2 − 1

)
− 3 cos (x)

(
1− cos (x)2

)
+ cos (x)

= 4cos (x)3 + 4cos (x)2 − 2 cos (x)− 2

Réponse de l'exer
i
e 4.31

Soit a ∈ R, on a

cos(5a) = Re
(
e5ia

)

= Re (cos(a) + i sin(a))5

= cos(a)5 − 10 cos(a)3 sin(a)2 + 5cos(a) sin(a)4

= cos(a)5 − 10 cos(a)3(1− cos(a)2) + 5 cos(a)(1 − cos(a)2)2

= cos(a)5 − 10 cos(a)3 + 10 cos(a)5 + 5cos(a)− 10 cos(a)3 + 5cos(a)5

= 16 cos(a)5 − 20 cos(a)3 + 5cos(a)

Soit P : R → R

x 7→ 16x5 − 20x3 + 5x

. On a don


∀a ∈ R cos(5a) = P (cos(a))

En parti
ulier, pour a =
π

10
on obtient

P (cos(a)) = cos
(π
2

)
= 0

Or, pour x ∈ R, on a

P (x) = 16x5 − 20x3 + 5x

= x(16x4 − 20x2 + 5)

= x

((
4x2 − 5

2

)2

− 5

4

)
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= x

(
4x2 − 5

2
−
√
5

2

)(
4x2 − 5

2
+

√
5

2

)

= x

(
4x2 − 5 +

√
5

2

)(
4x2 − 5−

√
5

2

)

= x


2x−

√
5 +
√
5

2




2x+

√
5 +
√
5

2




2x−

√
5−
√
5

2




2x+

√
5−
√
5

2




Ainsi les ra
ines de P sont

S =



0,−

√
5 +
√
5

8
,

√
5 +
√
5

8
,−

√
5−
√
5

8
,

√
5−
√
5

8





Puisque P
(
cos
( π
10

))
= 0 alors cos

( π
10

)
appartient à l'ensemble 
i-dessus.

Or, puisque 0 6
π

10
6

π

4
alors 1 > cos

( π
10

)
>

√
2

2
. Le seul élément de S qui véri�e 
es inégalités est

√
5 +
√
5

8
.

On a don


cos
( π
10

)
=

√
5 +
√
5

8

Réponse de l'exer
i
e 4.32

Soit x ∈ R. On a

sin(3x) = Im
(
e3ix

)

= Im
(
(cos(x) + i sin(x))3

)

= Im
(
cos(x)3 + 3i cos(x)2 sin(x)− 3 cos(x) sin(x)2 − i sin(x)3

)

= 3 sin(x)(1 − sin(x)2)− sin(x)3

= −4 sin(x)3 + 3 sin(x)

Et

4 sin(x) sin
(π
3
+ x
)
sin
(π
3
− x
)
= 4 sin(x)

(
sin(x) cos

(π
3

)
+ cos(x) sin

(π
3

))(
− sin(x) cos

(π
3

)
+ cos(x) sin

(π
3

))

= − sin(x)
(
sin(x) + cos(x)

√
3
)(

sin(x)− cos(x)
√
3
)

= − sin(x)
(
sin(x)2 − 3 cos(x)2

)

= − sin(x)(4 sin(x)2 − 3)

= −4 sin(x)3 + 3 sin(x)

On a don
 prouvé l'égalité annon
ée.

Réponse de l'exer
i
e 4.33
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Soit x ∈ R. Soit N(x) = cos(6x) + 6 cos(4x) + 15 cos(2x) + 10. On a

N(x) =
ei6x + e−i6x + 6ei4x + 6e−i4x + 15ei2x15e−i2x + 20

2

=

(
eix
)6

+ 6
(
eix
)5
e−ix + 15

(
eix
)4 (

e−ix
)2

+ 20
(
eix
)3 (

e−ix
)3

+ 15
(
eix
)2 (

e−ix
)4

+ 6
(
eix
)1 (

e−ix
)5

+
(
e−ix

)6

2

=

(
eix + e−ix

)6

2

=
(2 cos(x))6

2

= 32 cos(x)6

De même

cos(5x) + 5 cos(3x) + 10 cos(x) = 16 cos(x)5

Ainsi

cos(6x) + 6 cos(4x) + 15 cos(2x) + 10

cos(5x) + 5 cos(3x) + 10 cos(x)
= 2 cos(x)

Réponse de l'exer
i
e 4.34

Soit a ∈ R, on a

cos(5a) = Re
(
e5ia

)

= Re (cos(a) + i sin(a))5

= cos(a)5 − 10 cos(a)3 sin(a)2 + 5cos(a) sin(a)4

= cos(a)5 − 10 cos(a)3(1− cos(a)2) + 5 cos(a)(1 − cos(a)2)2

= cos(a)5 − 10 cos(a)3 + 10 cos(a)5 + 5cos(a)− 10 cos(a)3 + 5cos(a)5

= 16 cos(a)5 − 20 cos(a)3 + 5cos(a)

Soit P : R → R

x 7→ 16x5 − 20x3 + 5x

. On a don


∀a ∈ R cos(5a) = P (cos(a))

En parti
ulier, pour a =
π

10
on obtient

P (cos(a)) = cos
(π
2

)
= 0

Or, pour x ∈ R, on a

P (x) = 16x5 − 20x3 + 5x

= x(16x4 − 20x2 + 5)

= x

((
4x2 − 5

2

)2

− 5

4

)

= x

(
4x2 − 5

2
−
√
5

2

)(
4x2 − 5

2
+

√
5

2

)

= x

(
4x2 − 5 +

√
5

2

)(
4x2 − 5−

√
5

2

)
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= x


2x−

√
5 +
√
5

2




2x+

√
5 +
√
5

2




2x−

√
5−
√
5

2




2x+

√
5−
√
5

2




Ainsi les ra
ines de P sont

S =



0,−

√
5 +
√
5

8
,

√
5 +
√
5

8
,−

√
5−
√
5

8
,

√
5−
√
5

8





Puisque P
(
cos
( π
10

))
= 0 alors cos

( π
10

)
appartient à l'ensemble 
i-dessus.

Or, puisque 0 6
π

10
6

π

4
alors 1 > cos

( π
10

)
>

√
2

2
. Le seul élément de S qui véri�e 
es inégalités est

√
5 +
√
5

8
.

On a don


cos
( π
10

)
=

√
5 +
√
5

8

Réponse de l'exer
i
e 4.35

(E1) z
2 = −1 + i

√
3

On a

−1 + i
√
3 = 2

(
−1
2

+ i

√
3

2

)
= 2e

2iπ
3

Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation z2 = −1 + i
√
3 est

S1 =
{√

2e
iπ
3 ,−
√
2e

iπ
3

}
=
{√

2e
iπ
3 ,
√
2e

4iπ
3

}

(E2) z
2 = 7− 7i

On a

7− 7i = 7
√
2

(√
2

2
− i
√
2

2

)
= 7
√
2e

−iπ
4

Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation z2 = 7− 7i est

S2 =

{√
7
√
2e

−iπ
8 ,−

√
7
√
2e

−iπ
8

}
=

{√
7
√
2e

−iπ
8 ,

√
7
√
2e

7iπ
8

}

(E3) 3z − 2iz = 5− 3i

Soit z ∈ C et soit (a, b) ∈ R2
tel que z = a + ib. Alors z est solution de (E3) si et seulement si (a, b) est

solution de

3a− 3ib− 2ia+ 2b = 5− 3i

En identi�ant parties réelles et parties imaginaires on obtient le système suivant :

{
3a+ 2b = 5

−3b− 2a = −3
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En faisant les opérations 2×ligne 1 + 3×ligne 2 et 3×ligne 1+ 2×ligne 2 on obtient le système suivant

{
4b− 9b = 10− 9

9a− 4a = 15− 6

D'où b =
−1
5

et a =
9

5
.

Véri�ons maintenant que

9

5
− i

5
est bien une solution de (E3).

3
9

5
− i

5
− 2i

(
9

5
− i

5

)
=

27

5
+

3i

5
− 18i

5
− 2

5
= 5− 3i

Ainsi l'ensemble des solutions de (E3) est

S3 =

{
9

5
− i

5

}

(E4) 6z2 − 15z + 6 = 0

Il s'agit d'une équation polynomiale de degré 2. Son dis
riminant vaut 152 − 4× 6× 6 = 225 − 144 = 81.

Le dis
riminant est positif, on a don
 deux solutions réelles qui sont

15 + 9

12
= 2 et

15− 9

12
=

1

2

Ainsi l'ensemble des solutions de (E4) est

S4 =

{
1

2
, 2

}

(E5) z
2 − 2z + 5 Il s'agit d'une équation polynomiale de degré 2. Son dis
riminant réduit vaut 12 − 5 = −4.
Le dis
riminant est négatif, on a don
 deux solutions 
omplexes qui sont

1 + 2i et 1− 2i

Ainsi l'ensemble des solutions de (E5) est

S5 = {1 + 2i, 1 − 2i}

(E6) z
2 + z + 1 = 0

Il s'agit d'une équation polynomiale de degré 2. Son dis
riminant vaut 12 − 4 = −3.
Le dis
riminant est négatif, on a don
 deux solutions 
omplexes qui sont

−1 + i
√
3

2
et

−1− i
√
3

2

On re
onnait les deux ra
ines 3-ièmes de l'unité j et j2 Ainsi l'ensemble des solutions de (E6) est

S6 =
{
j, j2

}

(E7) z2 − z + 2 = 0

Comme la 
onjugaison 
omplexe est une bije
tion de C dans C, 
ette équation est équivalente à l'équation

z2 − z + 2 = 0. Résolvons 
ette se
onde équation.

Il s'agit d'une équation polynomiale de degré 2. Son dis
riminant vaut 12 − 8 = −7.
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Le dis
riminant est négatif, on a don
 deux solutions 
omplexes qui sont

1 + i
√
7

2
et

1− i
√
7

2

Ainsi l'ensemble des solutions de (E7) est

S7 =

{
1 + i

√
7

2
,
1− i

√
7

2

}

(E8) z
2(1 + z2) = 12

Résoudre 
ette équation revient à résoudre l'équation z4 + z2 − 12 = 0.

Or, pour tout 
omplexe z, on a

z4 + z2 − 12 =

(
z2 +

1

2

)2

− 1

4
− 12

=

(
z2 +

1

2

)2

− 49

4

=

(
z2 +

1

2
− 7

2

)(
z2 +

1

2
+

7

2

)

=
(
z2 − 3

) (
z2 + 4

)

= (z −
√
3)(z +

√
3)(z − 2i)(z + 2i)

Ainsi z est une solution de (E8) si et seulement si

(z −
√
3)(z +

√
3)(z − 2i)(z + 2i) = 0

L'ensemble des solutions de (E8) est don


S8 = {−
√
3,
√
3,−2i, 2i}

Réponse de l'exer
i
e 4.36

D'après les relations 
oe�
ients-ra
ines vues en 
ours on sait que le 
ouple (z1, z2) est solution de S1 si et

seulement si z1 et z2 sont les ra
ines du polyn�me X2 +X + 1. On a déjà obtenu les ra
ines de 
e polyn�me

dans l'exer
i
e pré
édent, il s'agit de j et j2. Ainsi, l'ensemble des solutions de S1 est

Sol1 = {(j, j2), (j2, j)}

De même le 
ouple (z1, z2) est solution de S2 si et seulement si z1 et z2 sont les ra
ines du polyn�me

X2 − (2
√
3)X + 4. On va don
 résoudre l'équation z2 − (2

√
3)z + 4 = 0.

Le dis
riminant de l'équation vaut 12− 16 = −4. Il est négatif, on a don
 deux ra
ines 
omplexes qui sont

2
√
3 + 2i

2
=
√
3 + i et

2
√
3− 2i

2
=
√
3− i

Ainsi, l'ensemble des solutions de S2 est

Sol2 = {(
√
3 + i,

√
3− i), (

√
3− i,

√
3 + i)}
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Réponse de l'exer
i
e 4.37

On pourrait i
i résoudre l'équation de manière 
lassique. On va plut�t utiliser les relations 
oe�
ients-ra
ines.

On sait que z1 et z2 sont les ra
ines du polyn�me z2 − 2z cos(α) + 1 si et seulement si le 
ouple (z1, z2) est
solution du système {

z1 + z2 = 2cos(α)

z1z2 = 1

Les solutions de 
e système apparaissent alors simplement grâ
e aux formules d'Euler, il s'agit des 
ouples(
eiα, e−iα

)
et

(
e−iα, eiα

)
.

Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation z2 − 2z cos(α) + 1 = 0 est

S =
{
eiα, e−iα

}

Réponse de l'exer
i
e 4.38

Notons S(x) = cos(x)2 + cos(2x)2 + cos(3x)2 − 1. On va simpli�er l'expression S(x).

S(x) = cos(x)2 + cos(2x)2 + cos(3x)2 − 1

= cos(x)2 +
(
2 cos(x)2 − sin(x)2

)2
+
(
cos(x)3 − 3 cos(x) sin(x)2

)2 − 1

= cos(x)2 +
(
2 cos(x)2 − 1

)2
+
(
cos(x)3 − 3 cos(x)(1− cos(x)2)

)2 − 1

= cos(x)2 + 4cos(x)4 − 4 cos(x)2 + 1 +
(
4 cos(x)3 − 3 cos(x)

)2 − 1

= cos(x)2 + 4cos(x)4 − 4 cos(x)2 + 1 + 16 cos(x)6 − 24 cos(x)4 + 9cos(x)2 − 1

= 6 cos(x)2 − 20 cos(x)4 + 16 cos(x)6

= 2cos(x)2
(
3− 10 cos(x)2 + 8cos(x)4

)

= 2cos (x)2
(
2cos (x)2 − 1

)(
4cos (x)2 − 3

)

Ainsi S(x) s'annule si et seulement si cos(x) = 0 ou cos(x)2 =
1

2
ou cos(x)2 =

3

4
. C'est-à-dire S(x) s'annule

si et seulement si

cos(x) ∈
{
0,

√
2

2
,−
√
2

2
,

√
3

2
,−
√
3

2

}

On rappelle qu'on ne 
her
he i
i que les solutions sur le segment [0, π]. Alors x ∈ [0, π] est solution de cos(x)2 +
cos(2x)2 + cos(3x)2 = 1 si et seulement si x appartient à l'ensemble

Sol =
{
π

6
,
π

4
,
π

2
,
3π

4
,
5π

6

}

Réponse de l'exer
i
e 4.39

Comme l'indi
ation nous le suggère on va 
al
uler S1 + iS2.

S1 + iS2 =

n∑

k=0

(
n

k

)
cos(kx) + i

n∑

k=0

(
n

k

)
sin(kx)

=

n∑

k=0

(
n

k

)
(cos(kx) + i sin(kx))
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=
n∑

k=0

(
n

k

)
eikx

=

n∑

k=0

(
n

k

)(
eix
)k

=
(
1 + eix

)n

=
(
ei

x
2

(
e−ix

2 + ei
x
2

))n

=
(
ei

x
2 2 cos

(x
2

))n

= 2n cos
(x
2

)n
ei

nx
2

= 2n cos
(x
2

)n
cos
(nx

2

)
+ i2n cos

(x
2

)n
sin
(nx

2

)

Ainsi

S1 = Re(S1 + iS2) = 2n cos
(x
2

)n
cos
(nx

2

)

S2 = Im(S1 + iS2) = 2n cos
(x
2

)n
sin
(nx

2

)

Réponse de l'exer
i
e 4.40

On va pro
éder d'une manière similaire à l'exer
i
e pré
édent.

S1 =

n∑

k=1

cos ((2k − 1)θ))

= Re

(
n∑

k=1

ei(2k−1)θ

)

= Re

(
e−iθ

n∑

k=1

e2ikθ

)

= Re

(
e−iθe2iθ

n−1∑

k=0

e2ikθ

)

= Re

(
eiθ

1− e2inθ
1− e2iθ

)
si θ 6∈ πZ

= Re

(
eiθ
einθ

eiθ
e−inθ − einθ
e−iθ − eiθ

)

= Re

(
einθ
−2i sin(nθ)
−2i sin(θ)

)

=
sin(nθ) cos(nθ)

sin(θ)

On a ex
lu le 
as θ ∈ πZ. Dans 
e 
as, si θ = mπ ave
 m ∈ Z on a

∀k ∈ J1, nK cos ((2k − 1)θ)) = cos (2kmπ −mπ)) = cos(θ) = (−1)m

D'où

S1 =




n cos(θ) si θ ∈ πZ
sin(nθ) cos(nθ)

sin(θ)
sinon

Bastien Marmeth 82 Page 82/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

S2 =

n∑

k=1

cos(kθ)2

=
n∑

k=1

1 + cos(2kθ)

2

=
n

2
+

1

2

n∑

k=1

cos(2kθ)

=
n

2
+

1

2
Re

(
n∑

k=1

e2ikθ

)

=
n

2
+

1

2
Re

(
e2iθ

n−1∑

k=0

e2ikθ

)

=
n

2
+

1

2
Re

(
e2iθ

1− e2inθ
1− e2iθ

)
si θ 6∈ πZ

=
n

2
+

1

2
Re

(
e2iθ

einθ

eiθ
e−inθ − einθ
e−iθ − eiθ

)

=
n

2
+

sin(nθ) cos((n+ 1)θ)

2 sin(θ)

On a ex
lu le 
as θ ∈ πZ. Dans 
e 
as, si θ = mπ ave
 m ∈ Z on a

∀k ∈ J1, nK cos (kθ))2 = cos
(
kmπ2)

)
=
(
(−1)km

)2
= 1

D'où

S1 =




n si θ ∈ πZ
n

2
+

sin(nθ) cos((n+ 1)θ)

2 sin(θ)
sinon

Réponse de l'exer
i
e 4.41

Soit S′ =
n∑

k=0

(
n

k

)
sin(a+ kb)

Alors

S + iS′ =
n∑

k=0

(
n

k

)
cos(a+ kb) + i

n∑

k=0

(
n

k

)
sin(a+ kb)

=

n∑

k=0

(
n

k

)
(cos(a+ kb) + i sin(a+ kb))

=

n∑

k=0

(
n

k

)
ei(a+kb)

= eia
n∑

k=0

(
n

k

)(
eib
)k

= eia
(
1 + eib

)n
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= 2neia cos

(
b

2

)n

ei
nb
2

= 2n cos

(
b

2

)n

ei
2a+nb

2

= 2n cos

(
b

2

)n

cos

(
2a+ nb

2

)
+ i2n cos

(
b

2

)n

sin

(
2a+ nb

2

)

D'où

S = 2n cos

(
b

2

)n

cos

(
2a+ nb

2

)

Réponse de l'exer
i
e 4.42

� Si θ ∈ {2kπ , k ∈ Z} alors
n∑

k=1

cos(θ)k cos(kθ) = n.

Sinon, notons Rn =

n∑

k=1

cos(θ)k cos(kθ), In =

n∑

k=1

cos(θ)k sin(kθ) et Sn = Rn + iIn.

On a alors

Sn = Rn + iIn

=
n∑

k=1

cos(θ)k cos(kθ) + i
n∑

k=1

cos(θ)k sin(kθ)

=
n∑

k=1

cos(θ)k (cos(kθ) + i sin(kθ))

=

n∑

k=1

cos(θ)keikθ

=

n∑

k=1

(
cos(θ)eiθ

)k

= cos(θ)eiθ
1− cos(θ)neinθ

1− cos(θ)eiθ

= cos(θ)eiθ
1− cos(θ)neinθ

1− cos(θ)eiθ
1− cos(θ)e−iθ

1− cos(θ)e−iθ

= cos(θ)(eiθ − cos(θ))
1− cos(θ)neinθ

1− cos(θ)2

= i cos(θ) sin(θ)
1− cos(θ)n cos(nθ)− i cos(θ)n sin(nθ)

sin(θ)2

=
cos(θ)n+1 sin(nθ) + i

(
cos(θ)− cos(θ)n+1 cos(nθ)

)

sin(θ)

Comme Rn = Re(Sn) on a ainsi

Rn =





n si θ ∈ {2kπ , k ∈ Z}
cos(θ)n+1 sin(nθ)

sin(θ)
sinon

� On suppose i
i que θ 6∈
{π
2
+ kπ , k ∈ Z

}
de sorte que cos(θ) 6= 0.
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Si θ ∈ {kπ , k ∈ Z} alors
n∑

k=0

cos(kθ)

cos(θ)k
= n+ 1.

Sinon, notons An =

n∑

k=0

cos(kθ)

cos(θ)k
, Bn =

n∑

k=0

sin(kθ)

cos(θ)k
et Cn = An + iBn.

On a alors

Cn = An + iBn

=

n∑

k=0

eikθ

cos(θ)k

=

n∑

k=0

(
eiθ

cos(θ)

)k

=
1− ei(n+1)θ

cos(θ)n

1− eiθ

cos(θ)

=
1

cos(θ)n
cos(θ)n+1 − ei(n+1)θ

cos(θ)− eiθ

=
cos(θ)n

cos(θ)n+1 − ei(n+1)θ

−i sin(θ)

=
i

cos(θ)n sin(θ)

(
cos(θ)n+1 − cos((n+ 1)θ)− i sin((n+ 1)θ)

)

=
sin((n+ 1)θ)

cos(θ)n sin(θ)
+ i

cos(θ)n+1 − cos((n+ 1)θ)

cos(θ)n sin(θ)

Comme An = Re(Cn) on a ainsi

An =




n+ 1 si θ ∈ {2kπ , k ∈ Z}
sin((n + 1)θ)

cos(θ)n sin(θ)
sinon

� Si θ ∈ {kπ , k ∈ Z} alors
n∑

k=−n

exp(ikθ) = 2n+ 1.

Sinon, on a

n∑

k=−n

exp(ikθ) =
2n∑

j=0

exp(i(j − n)θ)

=
1

einθ

2n∑

j=0

exp(ijθ)

=
1

einθ
1− ei(2n+1)θ

1− exp(iθ)

=
1

einθ
ei

(2n+1)θ
2

ei
θ
2

e−i (2n+1)θ
2 − e−i (2n+1)θ

2

e−i θ
2 − ei θ2

=
−2i sin

(
(2n+1)θ

2

)

−2i sin
(
θ
2

)
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=
sin
(
(2n+1)θ

2

)

sin
(
θ
2

)

Ainsi

n∑

k=−n

exp(ikθ) =





2n+ 1 si θ ∈ {2kπ , k ∈ Z}
sin
(
(2n+1)θ

2

)

sin
(
θ
2

)
sinon

Réponse de l'exer
i
e 4.43

1. On a 1 + i =
√
2ei

π
4
, d'où, pour θ ∈ R,

cos(θ) + sin(θ) =
√
2 cos

(π
4

)
cos(θ) +

√
2 sin

(π
4

)
sin(θ) =

√
2 cos

(
θ − π

4

)

2. D'après la question pré
édente on a

f(θ) + 1 = 0 ⇔
√
2 cos

(
θ − π

4

)
= −1 ⇔ cos

(
θ − π

4

)
= −
√
2

2

On a alors cos
(
θ − π

4

)
= −
√
2

2
si et seulement si

θ − π

4
∈
{
arccos

(
−
√
2

2

)
+ 2kπ , k ∈ Z

}
∪
{
− arccos

(
−
√
2

2

)
+ 2kπ , k ∈ Z

}

C'est-à-dire

θ − π

4
∈
{
3π

4
+ 2kπ , k ∈ Z

}
∪
{
−3π

4
+ 2kπ , k ∈ Z

}

D'où

θ ∈ {π + 2kπ , k ∈ Z} ∪
{
−π
2
+ 2kπ , k ∈ Z

}

3. On a

√
3− i = 2e−iπ

6
, d'où

∀x ∈ R,
√
3cos(x)− sin(x) = 2 cos

(
x+

π

6

)

Ainsi √
3cos(x)− sin(x) = 1 ⇔ cos

(
x+

π

6

)
=

1

2

On a cos
(
x+

π

6

)
=

1

2
si et seulement si

x+
π

6
∈
{
arccos

(
1

2

)
+ 2kπ , k ∈ Z

}
∪
{
− arccos

(
1

2

)
+ 2kπ , k ∈ Z

}

C'est-à-dire

x+
π

6
∈
{π
3
+ 2kπ , k ∈ Z

}
∪
{
−π
3
+ 2kπ , k ∈ Z

}

D'où

x ∈
{π
6
+ 2kπ , k ∈ Z

}
∪
{
−π
2
+ 2kπ , k ∈ Z

}
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Chapitre 5

Fon
tions de référen
e

Exer
i
es

Exer
i
e 5.1

Déterminer l'ensemble de dé�nition, justi�er de la dérivabilité et 
al
uler la dérivée des fon
tions suivantes

a : x 7→ x3 cos(x+ 1)

b : x 7→ ecos(x)


 : x 7→ x ln(x)

d : x 7→ ln(ex + 1)

e : x 7→ ex
3+2x2+3x+4

f : x 7→ e
√
x2+x+1

g : x 7→ x

x2 + 1

h : x 7→ cos(2x)

x2 − 2
i : x 7→ ln(cos(2x))

j : x 7→ x

sin(x)

k : x 7→ ln(x−
√
x2 − 1)

l : x 7→ ln

(√
x+ 1

x− 1

)

m : x 7→ ln(ln(x))

n : x 7→ ln(ln(ln(x)))

o : x 7→ ln(1 + exp(−1

x
))

p : x 7→ ex

x

q : x 7→ cos x(1 + tanx tan
x

2
)

r : x 7→
√

(xx)2x+1

s : x 7→ arctan

(√
a2 − b2 sin(x)
b+ a cos(x)

)
où (a, b) ∈ R2

ave


a > b > 0.

t : x 7→ arctan

(
x√

1− x2

)

u : x 7→ ln(ch(x) +
√

ch(x)2 − 1)

Exer
i
e 5.2

Déterminer l'ensemble de dé�nition et une primitive des fon
tions suivantes. On pourra introduire la fon
tion

auxiliaire u suggérée

a : x 7→ 1

ex + 1
u : x 7→ e−x

b : x 7→ e2x + 3ex + 2


 : x 7→ sin3(x) cos(x) u : x 7→ sin(x)

d : x 7→ x

(4 + x2)3
u : x 7→ 4 + x2
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e : x 7→ sin(x)

cos(x)2
u : x 7→ cos(x)

f : x 7→ x(1 + x2)5 u : x 7→ 1 + x2

g : x 7→ x2
√

1 + x3 u : x 7→ 1 + x3

h : x 7→ sin(x)

cos(x)3
u : x 7→ cos(x)

i : x 7→ 1

x(1 + ln(x))3
u : x 7→ 1 + ln(x)

j : x 7→ 1

x ln(x) ln(ln(x))
u : x 7→ ln(ln(x))

k : x 7→ 1

x3
e−

1
x u : x 7→ −1

x

l : x 7→ ch(x) sin(2x) Cher
her une primitive sous la forme x 7→ αex cos(2x) + βex sin(2x) + γe−x cos(2x) +
δe−x sin(2x)

m : x 7→ (x2+2x+2) cos(2x) Cher
her une primitive sous la forme x 7→ (αx2+βx+γ) sin(2x)+(δx+ǫ) cos(2x).

Exer
i
e 5.3

Montrer que, pour tout x > 0,

x− x3

6
6 sin(x) 6 x− x3

6
+

x5

120

x− x2

2
6 ln(1 + x) 6 x

Exer
i
e 5.4

1. Montrer que la 
omposée de deux fon
tions monotone de même sens (resp. des sens 
ontraires) est 
roissante

(resp. dé
roissante).

2. Montrer que le somme de deux fon
tions 
roissantes est 
roissante.

3. La somme de deux fon
tions monotone est-elle né
essairement monotone ?

4. Le produit de deux fon
tions 
roissantes est-il né
essairement une fon
tion 
roissante ?

Exer
i
e 5.5

Montrer que, pour tout 
ouple (a, b) ∈
(
R∗
+

)2

ln(a) + ln(b)

2
6 ln

(
a+ b

2

)

Exer
i
e 5.6

Résoudre dans R l'équation

ln(x+ 2) + ln(x− 2) = ln(x2 − 4)

Exer
i
e 5.7

1. Déterminer une primitive de f : x 7→ 1

4 + 9x2
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2. Déterminer une primitive de g : x 7→ 6x

4 + 9x2

3. En déduire une primitive de h : x 7→ 3x+ 2

4 + 9x2

4. Déterminer (a, b) ∈ R2
tels que

∀x ∈ R\{−1, 1} 1

1− x2 =
a

1− x +
b

1 + x

En déduire une primitive de p : x 7→ 1

1− x2
5. Déterminer (a, b, c) ∈ R3

tels que

∀x ∈ R\{1, 2, 3} 1

(x− 1)(x − 2)(x− 3)
=

a

x− 1
+

b

x− 2
+

c

x− 3

En déduire une primitive de q : x 7→ 1

(x− 1)(x − 2)(x− 3)

6. Déterminer (a, b, c) tels que

∀x ∈ R\{−2} 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)
=

a

x+ 2
+

bx+ c

x2 + 2x+ 5

En déduire une primitive de r : x 7→ 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)

Exer
i
e 5.8

1. Soit x ∈ R\{π
2
+ kπ , k ∈ Z}. Montrer que

1 + tan(x)2 =
1

cos(x)2

2. Montrer que, pour tout t ∈ R\{π + 2kπ , k ∈ Z}, on a

sin(t) =
2 tan

(
t
2

)

1 + tan
(
t
2

)2 et cos(t) =
1− tan

(
t
2

)2

1 + tan
(
t
2

)2

3. Soit f :
[
0,
π

2

[
→ R

t 7→ 1

cos(t)

En posant u(t) = tan

(
t

2

)
, déterminer une primitive de f sur

[
0,
π

2

[

Exer
i
e 5.9

Déterminer l'ensemble de dé�nition et une primitive des fon
tions suivantes. On pourra introduire la fon
tion

auxiliaire u suggérée

a : x 7→ 1

ex + 1
u : x 7→ e−x

b : x 7→ e2x + 3ex + 2
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 : x 7→ sin3(x) cos(x) u : x 7→ sin(x)

d : x 7→ x

(4 + x2)3
u : x 7→ 4 + x2

e : x 7→ sin(x)

cos(x)2
u : x 7→ cos(x)

f : x 7→ x(1 + x2)5 u : x 7→ 1 + x2

g : x 7→ x2
√

1 + x3 u : x 7→ 1 + x3

h : x 7→ sin(x)

cos(x)3
u : x 7→ cos(x)

i : x 7→ 1

x(1 + ln(x))3
u : x 7→ 1 + ln(x)

j : x 7→ 1

x ln(x) ln(ln(x))
u : x 7→ ln(ln(x))

Exer
i
e 5.10

Soit (a, b, c) ∈
(
R∗
+

)3
. Parmi les relations suivantes, lesquelles sont vraies ?

�

(
ab
)c

= a(b
c)

�

(
ab
)c

= abc

� abac = abc

� a2b =
(
ab
)2

� (ab)c = a
c
2 b

c
2

� (a+ b)c = ac + bc

�

(
ab
)c

= (ac)b

Exer
i
e 5.11

Montrer que, pour tout x > 0,

x− x3

6
6 sin(x) 6 x− x3

6
+

x5

120

x− x2

2
6 ln(1 + x) 6 x

Exer
i
e 5.12

1. Déterminer une primitive de f : x 7→ 1

4 + 9x2

2. Déterminer une primitive de g : x 7→ 6x

4 + 9x2

3. En déduire une primitive de h : x 7→ 3x+ 2

4 + 9x2

4. Déterminer (a, b) ∈ R2
tels que

∀x ∈ R\{−1, 1} 1

1− x2 =
a

1− x +
b

1 + x

En déduire une primitive de p : x 7→ 1

1− x2
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5. Déterminer (a, b, c) ∈ R3
tels que

∀x ∈ R\{1, 2, 3} 1

(x− 1)(x − 2)(x− 3)
=

a

x− 1
+

b

x− 2
+

c

x− 3

En déduire une primitive de q : x 7→ 1

(x− 1)(x − 2)(x− 3)

6. Déterminer (a, b, c) tels que

∀x ∈ R\{−2} 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)
=

a

x+ 2
+

bx+ c

x2 + 2x+ 5

En déduire une primitive de r : x 7→ 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)

Exer
i
e 5.13

Déterminer une primitive des fon
tions suivantes

a : R → R

x 7→ cos(x)3
b : R → R

x 7→ sin(x)4
c : R → R

x 7→ sin(x)3 cos(x)3

On pourra penser à linéariser

Exer
i
e 5.14

1. Soit x ∈ R\{π
2
+ kπ , k ∈ Z}. Montrer que

1 + tan(x)2 =
1

cos(x)2

2. Montrer que, pour tout t ∈ R\{π + 2kπ , k ∈ Z}, on a

sin(t) =
2 tan

(
t
2

)

1 + tan
(
t
2

)2 et cos(t) =
1− tan

(
t
2

)2

1 + tan
(
t
2

)2

3. Soit f :
[
0,
π

2

[
→ R

t 7→ 1

cos(t)

En posant u(t) = tan

(
t

2

)
, déterminer une primitive de f sur

[
0,
π

2

[

Exer
i
e 5.15

Résoudre les équations suivantes

1. x
√
x =

(√
x
)x

2. ex + e1−x = e+ 1

3.

(
x2
)x

= x(x
2)

4.

(
x2
)x

= x(x
2)

5. 22x − 3x−
1
2 = 3x+

1
2 − 22x−1
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Réponses

Réponse de l'exer
i
e 5.1

a : x 7→ x3 cos(x+ 1)

a est dé�nie sur R. Les fon
tions x 7→ x3 et x 7→ cos(x + 1) sont dérivables sur R. a est don
 dérivable sur

R 
omme produit de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R, on a

a′(x) = 3x2 cos(x+ 1)− x3 sin(x+ 1)

b : x 7→ ecos(x)

b est dé�nie sur R. La fon
tion 
osinus est dérivable sur R et à valeurs dans [−1, 1] et la fon
tion exponentielle
est dérivable sur R. b est don
 dérivable sur R 
omme 
omposition de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R, on a

b′(x) = − sin(x)ecos(x)


 : x 7→ x ln(x)

c est dé�nie sur R∗
+. Les fon
tion x 7→ x et x 7→ ln(x) sont dérivables sur R∗

+. c est don
 dérivable sur R
∗
+


omme produit de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R∗
+, on a

c′(x) = ln(x) + 1

d : x 7→ ln(ex + 1)

La fon
tion x 7→ ex +1 est dé�nie sur R à valeurs dans R∗
+ et la fon
tion x 7→ ln(x) est dé�nie sur R∗

+. d est
don
 dé�nie sur R. La fon
tion x 7→ ex + 1 est dérivable sur R à valeurs dans R∗

+ et la fon
tion x 7→ ln(x)
est dérivable sur R∗

+. d est don
 dérivable sur R 
omme 
omposition de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R, on a

d′(x) =
ex

ex + 1
=

1

1 + e−x

e : x 7→ ex
3+2x2+3x+4

e est dé�nie sur R. La fon
tion x 7→ x3 + 2x2 + 3x+ 4 est dérivable sur R et à valeurs dans R et la fon
tion

exponentielle est dérivable sur R. d est don
 dérivable sur R 
omme 
omposition de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R, on a

e′(x) = (3x2 + 4x+ 3)ex
3+2x2+3x+4

f : x 7→ e
√
x2+x+1

La fon
tion x 7→ x2 + x+ 1 est dé�nie sur R à valeurs dans R∗
+, la fon
tion x 7→ √x est dé�nie sur R+ et la

fon
tion x 7→ ex est dé�nie sur R. f est don
 dé�nie sur R. La fon
tion x 7→ x2 + x+ 1 est dérivable sur R

et à valeurs dans R∗
+, la fon
tion x 7→ √x est dérivable sur R∗

+ et la fon
tion x 7→ ex est dérivable sur R. f
est don
 dérivable sur R 
omme 
omposition de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R, on a

f ′(x) =
(2x+ 1) e

√
x2+x+1

2
√
x2 + x+ 1

g : x 7→ x

x2 + 1
La fon
tion x 7→ x2+1 est dé�nie sur R et à valeurs dans R∗

+. La fon
tion x 7→ x est dé�nie sur R. h est alors

dé�nie sur R 
omme quotient de fon
tions dont le dénominateur ne s'annule jamais. La fon
tion x 7→ x2 +1
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est dérivable sur R et à valeurs dans R∗
+. La fon
tion x 7→ x est dérivable sur R. h est alors dérivable sur R


omme quotient de fon
tions dérivables dont le dénominateur ne s'annule jamais.

Pour x ∈ R, on a

h′(x) =
1− x2
1 + x2

h : x 7→ cos(2x)

x2 − 2

La fon
tion x 7→ x2 − 2 est dé�nie sur R et s'annule en

√
2 et −

√
2. La fon
tion x 7→ cos(2x) est dé�nie

sur R. i est alors dé�nie sur R\{−
√
2,
√
2}. La fon
tion x 7→ x2 − 2 est dérivable sur R et s'annule en

√
2

et −
√
2. La fon
tion x 7→ cos(2x) est dérivable sur R. i est alors dérivable sur tout intervalle in
lus dans

R\{−
√
2,
√
2} 
omme quotient de fon
tions dérivables et

En parti
ulier, pour x ∈]
√
2,+∞[, on a

i′(x) = −(2x2 − 4) sin(x) + 2x cos(2x)

(x2 − 2)2

i : x 7→ ln(cos(2x))

La fon
tion x 7→ ln(x) est dé�nie sur R∗
+ x 7→ cos(2x) est dé�nie sur R et à valeurs dans [−1, 1]. On sait

que, pour x ∈ R, cos(2x) est stri
tement positif si et seulement si x est dans un intervalle de la forme]
απ − π

4
, απ

π

4

[
ave
 k un entier relatif. Ainsi j est dé�nie sur

⋃

α∈Z

]
απ − π

4
, απ

π

4

[
. La fon
tion x 7→ ln(x)

est dérivable sur R∗
+ x 7→ cos(2x) est dérivable sur R. j est alors dérivable sur tout intervalle in
lus dans son

ensemble de dé�nition 
omme 
omposée de fon
tion dérivables.

En parti
ulier, pour x ∈
]
−π
4
,
π

4

[
, on a

j′(x) =
−2 sin(2x)
cos(2x)

j : x 7→ x

sin(x)

La fon
tion x 7→ x est dé�nie et dérivable sur R. La fon
tion x 7→ sin(x) est dé�nie et dérivable sur R

et s'annule sur πZ. k est alors dé�nie sur R\πZ et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R\πZ 
omme

quotient de fon
tions dérivables.

En parti
ulier, pour x ∈]0, π[, on a

k′(x) =
sin(x)− x cos(x)

sin(x)2

k : x 7→ ln(x−
√
x2 − 1)

La fon
tion x 7→ x2 − 1 est dé�nie et dérivable sur R mais ne prend des valeurs positives que sur ]−∞, 1] ∪
[1,+∞[. Ainsi la fon
tion x 7→ x−

√
x2 − 1 est dé�nie sur ]−∞, 1]∪ [1,+∞[ et dérivable sur tout intervalle

in
lus dans ] − ∞, 1[∪]1,+∞[. Cette fon
tion ne prend toutefois des valeurs stri
tement positives que sur

[1,+∞[. La fon
tion x mapsto ln(x) est dé�nie et dérivable sur R∗
+ 
omme 
omposée de fon
tions dérivables.

Alors la fon
tion l est dé�nie sur [1,+∞[ et dérivable sur ]1,+∞[ 
omme 
omposition de fon
tions dérivables.

Pour x ∈]1,+∞[, on a

l′(x) =
−1√
x2 − 1

l : x 7→ ln

(√
x+ 1

x− 1

)
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La fon
tion x 7→ x+ 1

x− 1
est dé�nie sur R\{1} et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R\{1}. Elle est

positive sur ]−∞,−1]∪]1,+∞[. Ainsi la fon
tion x 7→ x+ 1

x− 1
est dé�nie sur ]−∞,−1]∪]1,+∞[ et dérivable

sur tout intervalle in
lus dans ]−∞,−1[∪]1,+∞[ 
omme 
omposée de fon
tions dérivables. La fon
tion m
est alors dé�nie sur ]−∞,−1]∪]1,+∞[ et dérivable sur tout intervalle in
lus dans ]−∞,−1[∪]1,+∞[.

En parti
ulier, pour x ∈]1,+∞[, on a

m′(x) =
1

1− x2
m : x 7→ ln(ln(x))

La fon
tion x 7→ ln(x) est dé�nie et dérivable sur R∗
+, elle prend des valeurs stri
tement positives sur ]1,+∞[.

n est alors dé�nie et dérivable sur ]1,+∞ 
omme 
omposée de fon
tions dérivables.

Pour x ∈]1,+∞[, on a

n′(x) =
1

x ln(x)

n : x 7→ ln(ln(ln(x)))

La fon
tion x 7→ ln(ln(x)) est dé�nie et dérivable sur ]1,+∞[, elle prend des valeurs stri
tement positives

sur ]e,+∞[. La fon
tion o est alors dé�nie et dérivable sur ]e,+∞ 
omme 
omposée de fon
tions dérivables.

Pour x ∈]e,+∞[, on a

o′(x) =
1

x ln(x) ln(ln(x))

o : x 7→ ln(1 + exp(−1

x
))

La fon
tion x 7→ −1

x
est dé�nie sur R∗

et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R∗
. Ainsi la fon
tion

x 7→ 1 + exp

(
−1

x

)
est dé�nie sur R∗

et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R∗
. Elle prend des valeurs

toujours stri
tement positives. Don
 p est dé�nie sur R∗
et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R∗


omme


omposée de fon
tions dérivables.

En parti
ulier, pour x ∈ R∗
+, on a

p′(x) =
1

x2
(
1 + exp

(
1
x

))

p : x 7→ ex

x
La fon
tion x 7→ x est dé�nie et dérivable sur R, elle ne s'annule qu'en 0. Ainsi q est dé�nie sur R∗

et

dérivable sur tout intervalle in
lus dans R∗

omme 
omposée de fon
tions dérivables.

En parti
ulier, pour x ∈ R∗
+, on a

q′(x) =
(x− 1)ex

x2

q : x 7→ cos(x)
(
1 + tan(x) tan

(x
2

))

La fon
tion x 7→ cos(x) est dé�nie et dérivable sur R. La fon
tion x 7→ tan(x) est dé�nie sur R\{π
2
+απ , α ∈

Z} et est dérivable sur tout intervalle in
lus dans R\{π
2
+απ , α ∈ Z}. La fon
tion x 7→ tan

(x
2

)
est dé�nie

sur R\{π + 2βπ , β ∈ Z} et est dérivable sur tout intervalle in
lus dans R\{π + 2βπ , β ∈ Z}.
Ainsi r est dé�nie sur R\

(π
2
+ απ , α ∈ Z} ∪ {π + 2βπ , β ∈ Z}

)
et est dérivable sur tout intervalle in
lus

dans son ensemble de dé�nition 
omme produit de fon
tions dérivables.

En parti
ulier, pour x ∈
]
−π
2
,
π

2

[
, on a

r′(x) = 0
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En e�et, si on e�e
tue des simpli�
ations trigonométriques, on peut se rendre 
ompte que, pour tout x ∈
R\
(π
2
+ απ , α ∈ Z} ∪ {π + 2βπ , β ∈ Z}

)
, r(x) = 1

r : x 7→
√

(xx)2x+1

La fon
tion x 7→ xx est dé�nie sur R∗
+ par xx = ex ln(x)

.Elle prend des valeurs stri
tement positives et elle est

dérivable sur R∗
+. Pour x ∈ Rx

+ on peut réé
rire (xx)2x+1 = exp((2x+1) ln(ex ln(x)) = exp((2x2+x) ln(x)). La
fon
tion x 7→ exp((2x2 + x) ln(x)) est dé�nie et dérivable sur R∗

+ et prend des valeurs stri
tement positives.

De plus la fon
tion x 7→ √x est dé�nie sur R+ et dérivable sur R∗
+. Ainsi s est dé�nie et dérivable sur R

∗
+


omme 
omposée de fon
tions dérivables

Pour x ∈ R∗
+, on a

s′(x) =
(xx)2x+1 ((2x+ 1) (ln (x) + 1) + 2 · x · ln (x))

2
√

(xx)2x+1

s : x 7→ arctan

(√
a2 − b2 sin(x)
b+ a cos(x)

)
où (a, b) ∈ R2

ave
 a > b > 0.

Remarquons que, si a < 0 alors, 
omme b < a, a2 − b2 < 0 et don


√
a2 − b2 n'est pas dé�nie. Si b < 0 on

va avoir le même genre de problème si b < −|a|. Pour simpli�er on va supposer a > b > 0.

L'appli
ation x 7→
√
a2 − b2 sin(x) est dé�nie et dérivable sur R. L'appli
ation x 7→ b+ a cos(x) est dé�nie

et dérivable sur R. Elle s'annule sur {arccos
(
− b
a

)
+2απ , α ∈ Z}∪{− arccos

(
− b
a

)
+2βπ , β ∈ Z}. La fon
-

tion x 7→ arctan(x) est dé�nie et dérivable sur R. t est ainsi dé�nie sur R\
(
{arccos

(
− b
a

)
+ 2απ , α ∈ Z} ∪ {− arccos

et dérivable sur tout intervalle in
lus dans son ensemble de dé�nition.

Sur un tel intervalle, on a

t′(x) =

√
a2 − b2

a+ b cos(x)

t : x 7→ arctan

(
x√

1− x2

)

La fon
tion x 7→
√

1− x2 est dé�nie sur [−1, 1], s'annule en −1 et 1 et est dérivable sur ] − 1, 1[. Ainsi

la fon
tion x 7→ x√
1− x2

est dé�nie et dérivable sur ] − 1, 1[ 
omme quotient de fon
tions dérivables. La

fon
tion x 7→ arctan(x)est dé�nie et dérivable sur R. Ainsi u est dé�nie et dérivable sur ] − 1, 1[ 
omme


omposition des fon
tions dérivables.

On a, pour x ∈]− 1, 1[,

u′(x) =
1√

1− x2

u : x 7→ ln(ch(x) +
√

ch(x)2 − 1)

La fon
tion x 7→ ch(x) est dé�nie et dérivable sur R, elle prend des valeurs supérieures ou égales à 1 et ne

prend la valeur 1 qu'en 0. Ainsi la fon
tion x 7→
√

ch(x)2 − 1 est dé�nie sur R et dérivable sur tout intervalle

in
lus dans R∗
. Par suite la fon
tion x 7→ ch(x) +

√
ch(x)2 − 1 est est dé�nie sur R et dérivable sur tout

intervalle in
lus dans R∗
et prend des valeurs supérieures ou égales à 1. La fon
tion x 7→ ln(x) dé�nie et

dérivable sur R∗
+.

Ainsi v est dé�nie sur R et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R∗
.

En parti
ulier, pour x ∈ R∗
+, on a

v′(x) = 1
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et, pour x ∈ R∗
− on a

v′(x) = −1
En e�et, il est possible de montrer que, pour tout réel x, v(x) = |x|.

Réponse de l'exer
i
e 5.2

a : x 7→ 1

ex + 1

d est dé�nie sur R. Pour x ∈ R on a d(x) =
e−x

1 + e−x
. En posant u : x 7→ e−x

on a alors d =
−u′
1 + u

Un

primitive de d est alors − ln(1 + u).

C'est-à-dire,

D 7→ − ln
(
1 + e−x

)

est une primitive de d.

b : x 7→ e2x + 3ex + 2

e est dé�nie sur R.

E : x 7→ e2x

2
+ 2ex + 2x

est une primitive de e.


 : x 7→ sin3(x) cos(x)

f est dé�nie sur R. Posons u : x 7→ sin(x). On alors a = u′u3. Une primitive de f est alors

u4

4
.

C'est-dire,

F : x 7→ sin(x)4

4
est une primitive de f .

d : x 7→ x

(4 + x2)3

g est dé�nie sur R. Posons u : x 7→ 4 + x2. On a alors g =
1

2

u′

u3
. Une primitive de g est alors

1

2

−1
2

1

u2
=
−1
4u2

C'est-à-dire

G : x 7→ −1
4(2 + x2)2

est une primitive de g.

e : x 7→ sin(x)

cos(x)2

h est dé�nie sur R. Posons u = cos(x). On a alors h =
−u′
u2

. Une primitive de h est alors

1

u
C'est-à-dire

H : x 7→ 1

cos(x)

est une primitive de h.

f : x 7→ x(1 + x2)5

i est dé�nie sur R. Posons u : x 7→ 1 + x2. Alors i =
1

2
u′u5. Une primitive de i est alors

1

12
u6

C'est-à-dire

I : x 7→ (1 + x2)6

12
est une primitive de i.
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g : x 7→ x2
√

1 + x3

j est dé�nie sur [−1,+∞[. Posons u : x 7→ 1 + x3. Alors j =
1

3
u′
√
u. Une primitive de j est alors

2

9
u

3
2

C'est-à-dire

J : x 7→ 2(1 + x3)
3
2

9

est une primitive de j.

h : x 7→ sin(x)

cos(x)3

k est dé�nie sur R\{π
2
+ nπ n ∈ Z}.

Posons u : x 7→ cos(x). On a alors k =
−u′
u3

. Une primitive de k est alors

1

2

1

u2
C'est-à-dire

K : x 7→ 1

2 cos(x)2

est une primitive de k.

i : x 7→ 1

x(1 + ln(x))3

l est dé�nie sur R∗
+\{e−1}. Posons u : x 7→ 1 + ln(x). On a alors l =

u′

u3
. Une primitive de l est alors

−1
2

1

u2
C'est-à-dire

L : x 7→ −1
2(1 + ln(x))2

est une primitive de l.

j : x 7→ 1

x ln(x) ln(ln(x))

m est dé�nie sur ]1,+∞[\{e}. On sait, grâ
e à l'exer
i
e 1 que

M : x 7→ ln(ln(ln(x)))

est une primitive de m.

k : x 7→ 1

x3
e−

1
x
.

a est dé�nie sur R∗
. Posons u : x 7→ −1

x
, on a alors a = u′ueu. On va alors 
her
her une primitive sous la

forme (αu+ β)eu. Pour α, beta) ∈ R2
, on a

((αu+ β)eu)′ = αu′eu + αuu′eu + βu′eu = αu′ueu + (β + α)u′eu

En prenant α = 1 et β = −1 on obtient

((u− 1)eu)′ = uu′eu

On en déduit que A : x 7→
(
−1

x
− 1

)
e−

1
x
est un primitive de a sur R∗

+

l : x 7→ ch(x) sin(2x).

b est dé�nie sur R. Pour x ∈ R on a b(x) =
ex − e−x

2
sin(2x). On va 
her
her une primitive de b sous la

forme x 7→ αex cos(2x) + βex sin(2x) + γe−x cos(2x) + δe−x sin(2x). Soit (α, β, γ, δ) ∈ R4
et soit B : x 7→

αex cos(2x) + βex sin(2x) + γe−x cos(2x) + δe−x sin(2x)
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Alors

B′(x) = αex cos(2x) − 2αex sin(2x) + βex sin(2x) + 2βex cos(2x)

− γe−x cos(2x) − 2γe−x sin(2x)− δe−x sin(2x) + 2δe−x cos(2x)

= ex cos(2x)(α + 2β) + ex sin(2x)(β − 2α) + e−x cos(2x)(−γ + 2δ) + e−x sin(2x)(−2γ − δ)

Il nous faut alors trouver (α, β, γ, δ) ∈ R4
tel que B′ = b, 
'est-à-dire tel que

α+ 2β = 0 β − 2α =
1

2
− γ + 2δ = 0 − 2γ − δ = 1

2

On obtient

α = −1

5
β =

1

10
γ = − 1

10
δ = −1

5

De sorte que

B : x 7→ 1

10
ex (sin(2x) − 2 cos(2x)) +

1

10
e(−x) (−sin(2x)− 2 cos(2x))

est une primitive de b.

m : x 7→ (x2 + 2x+ 2) cos(2x).

c est dé�nie sur R. On va 
her
her une primitive de c sous la forme x 7→ (αx2+βx+γ) sin(2x)+(δx+ǫ) cos(2x)
Soit (α, β, γ, δ, ǫ) ∈ R5

et C : x 7→ (αx2 + βx+ γ) sin(2x) + (δx+ ǫ) cos(2x)

Alors, pour x ∈ R on a

C ′(x) = (2αx + β) sin(2x) + (2αx2 + 2βx+ 2γ) cos(2x) + δ cos(2x)− (2δx + 2ǫ sin(2x)

= ((2α − 2δ)x + (β − 2ǫ)) sin(2x) + (2αx2 + 2βx+ 2γ + δ) cos(2x)

Il nous faut alors trouver (α, β, γ, δ, ǫ) ∈ R5
tel que

α = δ β = 2δ 2α = 1 2β = 2 2γ + δ = 2

On trouve alors

α =
1

2
β = 1 γ =

3

4
δ =

1

2
ǫ =

1

2

Ainsi,

C : x 7→ 1

2
x2 sin(2x) +

3

4
sin(2x) +

1

2
x cos(2x) +

1

2
cos(2x) + x sin(2x)

est une primitive de c.

Réponse de l'exer
i
e 5.3

Soit f : R → R

x 7→ sin(x)− x+
x3

6

.

f est dérivable sur R 
ar somme de fon
tions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif x, f(x) > 0.
Pour 
ela dérivons f . Pour x ∈ R on a

f ′(x) = cos(x)− 1 +
x2

2

Le signe de f ′ n'est pas évident, il va falloir 
ontinuer. f ′ est dérivable sur R 
omme somme de fon
tions dérivables

et, pour x ∈ R, on a

f ′′(x) = − sin(x) + x
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On sait que, pour x > 0, on a sin(x) 6 x. Ainsi, pour x > 0, on a f ′′(x) > 0.
f ′ est don
 
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, f

′(x) > f ′(0). Or f ′(0) = 0. Ainsi, pour x > 0,
on a f ′(x) > 0.

f est don
 
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, f(x) > f(0). Or f(0) = 0. Ainsi, pour x > 0, on
a f(x) > 0. C'est-à-dire, pour tout réel positif x,

x− x3

6
6 sin(x)

Soit maintenant g : R → R

x 7→ sin(x)− x+
x3

6
− x5

120

.

g est dérivable sur R 
ar somme de fon
tions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif x, g(x) 6 0.
Pour 
ela dérivons g. Pour x ∈ R on a

g′(x) = cos(x)− 1 +
x2

2
− x4

24

Le signe de g′ n'est pas évident, il va falloir 
ontinuer. g′ est dérivable sur R 
omme somme de fon
tions dérivables

et, pour x ∈ R, on a

g′′(x) = − sin(x) + x− x3

6

On vient de prouver que, pour tout réel positif x, x− x3

6
6 sin(x). Ainsi, pour x > 0, on a g′′(x) 6 0.

g′ est don
 dé
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, g
′(x) 6 g′(0). Or g′(0) = 0. Ainsi, pour x > 0,

on a g′(x) 6 0.
g est don
 dé
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, g(x) 6 g(0). Or g(0) = 0. Ainsi, pour x > 0,

on a g(x) 6 0. C'est-à-dire, pour tout réel positif x,

sin(x) 6 x− x3

6
+

x5

120

Soit h : [0,+∞[ → R

x 7→ x− ln(1 + x)
.

h est dérivable sur R∗
+ 
ar somme de fon
tions dérivables et on a

∀x > 0 h′(x) = 1− 1

x+ 1
=

x

x+ 1
> 0

Ainsi h est 
roissante sur [0,+∞[. On en déduit don
 que

∀x > 0 h(x) > h(0)

Or h(0) = 0. Ainsi
∀x > 0 x > ln(1 + x)

Soit en�n k : R∗
+ → R

x 7→ ln(1 + x)− x+
x2

2
k est dérivable sur R∗

+ 
ar somme de fon
tions dérivables et on a

∀x > 0 k′(x) =
1

x+ 1
− 1 + x =

1− (x+ 1) + x2 + x

x+ 1
=

x2

x+ 1
> 0
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Ainsi k est 
roissante sur [0,+∞[. On en déduit don
 que

∀x > 0 k(x) > k(0)

Or k(0) = 0. Ainsi

∀x > 0 ln(1 + x) > x− x2

2

Réponse de l'exer
i
e 5.4

1. Soit f et g deux fon
tions monotones dé�nies sur I et J ave
 f(I) ⊂ J .
Soit (x, y) ∈ I2 ave
 x 6 y.

� Supposons d'abord que f et g sont 
roissantes toutes les deux.
Alors, par 
roissan
e de f on a f(x) 6 f(y), puis, par 
roissan
e de g, g(f(x)) 6 g(f(y)), 
'est-à-dire
g ◦ f(x) 6 g ◦ f(y).
g ◦ f est don
 
roissante.

� Supposons maintenant que f et g sont dé
roissantes toutes les deux.
Alors, par dé
roissan
e de f on a f(x) > f(y), puis, par dé
roissan
e de g, g(f(x)) 6 g(f(y)), 
'est-à-
dire g ◦ f(x) 6 g ◦ f(y).
g ◦ f est don
 
roissante.

� Supposons maintenant que f est 
roissante et g est dé
roissante.
Alors, par 
roissan
e de f on a f(x) 6 f(y), puis, par dé
roissan
e de g, g(f(x)) > g(f(y)), 
'est-à-dire
g ◦ f(x) > g ◦ f(y).
g ◦ f est don
 dé
roissante.

� Supposons en�n que f est dé
roissante et g est 
roissante.
Alors, par dé
roissan
e de f on a f(x) > f(y), puis, par 
roissan
e de g, g(f(x)) > g(f(y)), 
'est-à-dire
g ◦ f(x) > g ◦ f(y).
g ◦ f est don
 dé
roissante.

2. Soit f et g deux fon
tions 
roissantes dé�nies sur I.

Soit (x, y) ∈ I2 ave
 x 6 y.

Alors

f(x) + g(x) 6 f(y) + g(x) 6 f(y) + g(y)

f + g est don
 
roissante.

3. Soit

f : R+ → R

x 7→ x2
et g : R+ → R

x 7→ −2x
f est 
roissante sur R+ et g est dé
roissante sur R+, elle sont don
 bien monotones.

Soit h = f + g. h n'est alors pas 
roissante 
ar h(0) = 0 > h(1) = −1 et h n'est pas dé
roissante 
ar

h(−1) = −1 6 h(2) = 0. h n'est don
 pas monotone.

Ainsi la somme de deux fon
tions monotone n'est pas né
essairement monotone.

4. Soit

f : R− → R

x 7→ x
et g : R− → R

x 7→ x

f et g sont 
roissantes sur R−.
On a f × g : R− → R

x 7→ x2

f × g n'est don
 pas 
roissante.
Ainsi le produit de deux fon
tions 
roissantes n'est pas né
essairement une fon
tion 
roissante.
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Réponse de l'exer
i
e 5.5

Soit (a, b) ∈
(
R∗
+

)2
. On a

(
√
a−
√
b)2 > 0

D'où √
ab 6

a+ b

2

Ainsi, par 
roissan
e de la fon
tion ln sur ]0,+∞[,

ln(a) + ln(b)

2
=

ln(ab)

2

= ln(
√
ab)

6 ln

(
a+ b

2

)

On aboutit bien au résultat voulu.

Réponse de l'exer
i
e 5.6

La vraie � di�
ulté �de l'exer
i
e est de déterminer pour quelles valeurs de x les expressions 
onsidérées ont un

sens.

La fon
tion x 7→ ln(x+ 2) est dé�nie sur ] − 2,+∞[, la fon
tion x 7→ ln(x− 2) est dé�nie sur ]2,+∞[ et la
fon
tion x 7→ ln(x2 − 4) est dé�nie sur ]−∞,−2[∪]2,+∞[.

On en déduit alors que notre expression n'a de sens que pour x ∈]2,+∞[.
Pour x ∈]2,+∞[ on a

ln(x2 − 4) = ln((x− 2)(x+ 2)) = ln(x− 2) + ln(x+ 2)

Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation

ln(x+ 2) + ln(x− 2) = ln(x2 − 4)

est ]2,+∞[.

Réponse de l'exer
i
e 5.7

Remarquons tout d'abord que, pour tout réel x, 4 + 9x2 > 0.

1. Soit f : x 7→ 1

4 + 9x2

Soit x ∈ R, on a

f(x) =
1

22 + (3x)2
=

1

4

1

1 +
(
3
2x
)2 =

1

6

3
2

1 +
(
3
2x
)2

Posons u : x 7→ 3

2
x. On a alors

f =
1

6

u′

1 + u2

On en déduit que

1

6
arctan(u) est une primitive de f . Ainsi

F : R → R

x 7→ 1

6
arctan

(
3

2
x

)

est une primitive de F .
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2. Soit g : x 7→ 6x

4 + 9x2

Posons v : x 7→ 4 + 9x2, alors on a

g =
1

3

v′

v

On en déduit que

1

3
ln(v) est une primitive de g.

Ainsi

G : R → R

x 7→ 1

3
ln(4 + 9x2)

est une primitive de G.

3. Soit h : x 7→ 3x+ 2

4 + 9x2
.

On a h =
g

2
+ 2f .

G

2
+ 2F est don
 une primitive de h.

Ainsi

H : R → R

x 7→ 1

6

(
ln(4 + 9x2) + 2 arctan

(
3

2
x

))

est une primitive de H.

4. Soit p : x 7→ 1

1− x2
On sait qu'il existe (a, b) ∈ R2

que

∀x ∈ R\{−1, 1} 1

1− x2 =
a

1− x +
b

1 + x

En parti
ulier

∀x ∈ R\{−1, 1} 1

1 + x
= a+

b(1− x)
1 + x

En faisant tendre x vers 1 dans l'égalité pré
édente on obtient

1

2
= a

De même, on a

∀x ∈ R\{−1, 1} 1

1− x =
a(1 + x)

1− x + b

En faisant tendre x vers −1 dans 
ette égalité, on obtient

1

2
= b

Ainsi

∀x ∈ R\{−1, 1} 1

1− x2 =
1

2(1− x) +
1

2(1 + x)

On sait que de plus que x 7→ − ln(|1 − x|) est une primitive de x 7→ 1

1− x et que x 7→ ln(|1 + x|) est une

primitive de x 7→ 1

1 + x
.

D'où

x 7→ 1

2
ln(|1 + x|)− 1

2
ln(|1 − x|)
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est une primitive de x 7→ 1

2(1 − x) +
1

2(1 + x)
Finalement

P : R\{−1, 1} → R

x 7→ 1

2
ln

(∣∣∣∣
1 + x

1− x

∣∣∣∣
)

est une primitive de P .

5. Soit q :7→ 1

(x− 1)(x − 2)(x− 3)
I
i on obtient

∀x ∈ R\{1, 2, 3} 1

(x− 1)(x − 2)(x− 3)
=

1

2 · (x− 1)
− 1

x− 2
+

1

2 · (x− 3)

Par suite

Q : x 7→ ln (x− 1)

2
− ln (x− 2) +

ln (x− 3)

2

est une primitive de q : x 7→ 1

(x− 1)(x − 2)(x − 3)

6. Soit r :7→ 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)
I
i on obtient

∀x ∈ R\{−2} 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)
=

1

5 · (x+ 2)
− x

5 · (x2 + 2 · x+ 5)

D'où

∀x ∈ R\{−2} 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)
==

1

5 · (x+ 2)
− 1

10

2x+ 2

· (x2 + 2 · x+ 5)
− 1

5

1

(x+ 1)2 + 22

Par suite

R : x 7→ ln (x+ 2)

5
− ln

(
x2 + 2 · x+ 5

)

10
+

1

10
arctan

(
x+ 1

2

)

est une primitive de r : x 7→ 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)

Réponse de l'exer
i
e 5.8

1. Soit x ∈ R\{π
2
+ kπ , k ∈ Z}. On a

1 + tan(x)2 = 1 +
sin(x)2

cos(x)2
=

cos(x)2 + sin(x)2

cos(x)2
=

1

cos(x)2

Soit t ∈ R\{π + 2kπ , k ∈ Z}, on a

sin(t) = sin

(
2× t

2

)

= 2cos

(
t

2

)
sin

(
t

2

)

= 2cos

(
t

2

)2

tan

(
t

2

)
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= 2
1

1 + tan
(
t
2

)
)2

sin

(
t

2

)

=
2 tan

(
t
2

)

1 + tan
(
t
2

)2

et

cos(t) = cos

(
2
t

2

)

= cos

(
t

2

)2

− sin

(
t

2

)2

= cos

(
t

2

)(
1− tan

(
t

2

)2
)

=
1

1 + tan
(
t
2

)2

(
1− tan

(
t

2

)2
)

=
1− tan

(
t
2

)2

1 + tan
(
t
2

)2

2. Soit f :
[
0,
π

2

[
→ R

t 7→ 1

cos(t)

On pose u(t) = tan

(
t

2

)
. Soit t ∈

[
0,
π

2

[
, on a alors

f(t) =
1 + u(t)2

1− u(t)2 =
u′(t)

1− u(t)2 = −1

2

−2u′(t)
1− u(t)2

On retrouve la dérivée de −1

2
ln
(
1− u(t)2

)

Ainsi F :
[
0,
π

2

[
→ R

t 7→ −1

2
ln

(
1− tan

(
t

2

)2
)

est une primitive de f sur

[
0,
π

2

[

Réponse de l'exer
i
e 5.9

a : x 7→ 1

ex + 1

d est dé�nie sur R. Pour x ∈ R on a d(x) =
e−x

1 + e−x
. En posant u : x 7→ e−x

on a alors d =
−u′
1 + u

Un

primitive de d est alors − ln(1 + u).

C'est-à-dire,

D 7→ − ln
(
1 + e−x

)

est une primitive de d.
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b : x 7→ e2x + 3ex + 2

e est dé�nie sur R.

E : x 7→ e2x

2
+ 3ex + 2x

est une primitive de e.


 : x 7→ sin3(x) cos(x)

f est dé�nie sur R. Posons u : x 7→ sin(x). On alors a = u′u3. Une primitive de f est alors

u4

4
.

C'est-dire,

F : x 7→ sin(x)4

4

est une primitive de f .

d : x 7→ x

(4 + x2)3

g est dé�nie sur R. Posons u : x 7→ 4 + x2. On a alors g =
1

2

u′

u3
. Une primitive de g est alors

1

2

−1
2

1

u2
=
−1
4u2

C'est-à-dire

G : x 7→ −1
4(2 + x2)2

est une primitive de g.

e : x 7→ sin(x)

cos(x)2

h est dé�nie sur R. Posons u = cos(x). On a alors h =
−u′
u2

. Une primitive de h est alors

1

u
C'est-à-dire

H : x 7→ 1

cos(x)

est une primitive de h.

f : x 7→ x(1 + x2)5

i est dé�nie sur R. Posons u : x 7→ 1 + x2. Alors i =
1

2
u′u5. Une primitive de i est alors

1

12
u6

C'est-à-dire

I : x 7→ (1 + x2)6

12

est une primitive de i.

g : x 7→ x2
√

1 + x3

j est dé�nie sur [−1,+∞[. Posons u : x 7→ 1 + x3. Alors j =
1

3
u′
√
u. Une primitive de j est alors

2

9
u

3
2

C'est-à-dire

J : x 7→ 2(1 + x3)
3
2

9

est une primitive de j.

h : x 7→ sin(x)

cos(x)3

k est dé�nie sur R\{π
2
+ nπ n ∈ Z}.

Posons u : x 7→ cos(x). On a alors k =
−u′
u3

. Une primitive de k est alors

1

2

1

u2
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C'est-à-dire

K : x 7→ 1

2 cos(x)2

est une primitive de k.

i : x 7→ 1

x(1 + ln(x))3

l est dé�nie sur R∗
+\{e−1}. Posons u : x 7→ 1 + ln(x). On a alors l =

u′

u3
. Une primitive de l est alors

−1
2

1

u2
C'est-à-dire

L : x 7→ −1
2(1 + ln(x))2

est une primitive de l.

j : x 7→ 1

x ln(x) ln(ln(x))

m est dé�nie sur ]1,+∞[\{e}. Posons u : x 7→ ln(ln(x)). On a alors m =
u′

u
. Une primitive de m est alors

ln(|u|), C'est-à-dire, 
omme u est positive sur ]1,+∞[\{e},

M : x 7→ ln(ln(ln(x)))

est une primitive de m.

Réponse de l'exer
i
e 5.10

�

(
ab
)c

= a(b
c)
FAUX, on a, par exemple

(
21
)2

= 4 et 2(1
2) = 2.

�

(
ab
)c

= abc VRAI, en e�et

(
ab
)c

= exp(c ln(ab)) = exp(c ln(exp(b ln(a)))) = exp(cb ln(a)) = abc

� abac = abc FAUX, on a, par exemple, 21 × 21 = 4 et 21×1 = 2.

� a2b =
(
ab
)2

VRAI, 
'est un 
as parti
ulier de la deuxième égalité ave
 c = 2

� (ab)c = a
c
2 b

c
2
FAUX, on a, par exemple (2× 2)2 = 16 et 2

2
2 × 2

2
2 = 4.

� (a+ b)c = ac + bc HORRIBLEMENT FAUX, on a, par exemple, (1 + 1)2 = 4 et 12 + 12 = 2.

�

(
ab
)c

= (ac)b VRAI, 
'est une 
onséquen
e de la deuxième égalité, les deux termes étant égaux à abc.

Réponse de l'exer
i
e 5.11

Soit f : R → R

x 7→ sin(x)− x+
x3

6

.

f est dérivable sur R 
ar somme de fon
tions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif x, f(x) > 0.
Pour 
ela dérivons f . Pour x ∈ R on a

f ′(x) = cos(x)− 1 +
x2

2

Le signe de f ′ n'est pas évident, il va falloir 
ontinuer. f ′ est dérivable sur R 
omme somme de fon
tions dérivables

et, pour x ∈ R, on a

f ′′(x) = − sin(x) + x
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On peut s'arrêter là si sait que, pour x > 0, on a sin(x) 6 x. Ainsi, pour x > 0, on a f ′′(x) > 0.
Si pour une raison ou une autre on a oublié que, pour x > 0, on a sin(x) 6 x on peut 
ontinuer à dériver, on

a alors, pour x > 0,
f ′′′(x) = 1− cos(x) > 0

Ainsi f ′′ est 
roissante sur R+ et, 
omme f ′′(0) = 0 on en déduit que, pour tout x ∈ R+, f
′′(x) > 0, i.e. pour

tout x ∈ R+, sin(x) 6 x.
f ′ est don
 
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, f

′(x) > f ′(0). Or f ′(0) = 0. Ainsi, pour x > 0,
on a f ′(x) > 0.

f est don
 
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, f(x) > f(0). Or f(0) = 0. Ainsi, pour x > 0, on
a f(x) > 0. C'est-à-dire, pour tout réel positif x,

x− x3

6
6 sin(x)

Soit maintenant g : R → R

x 7→ sin(x)− x+
x3

6
− x5

120

.

g est dérivable sur R 
ar somme de fon
tions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif x, g(x) 6 0.
Pour 
ela dérivons g. Pour x ∈ R on a

g′(x) = cos(x)− 1 +
x2

2
− x4

24

Le signe de g′ n'est pas évident, il va falloir 
ontinuer. g′ est dérivable sur R 
omme somme de fon
tions dérivables

et, pour x ∈ R, on a

g′′(x) = − sin(x) + x− x3

6

On vient de prouver que, pour tout réel positif x, x− x3

6
6 sin(x). Ainsi, pour x > 0, on a g′′(x) 6 0.

g′ est don
 dé
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, g
′(x) 6 g′(0). Or g′(0) = 0. Ainsi, pour x > 0,

on a g′(x) 6 0.
g est don
 dé
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, g(x) 6 g(0). Or g(0) = 0. Ainsi, pour x > 0,

on a g(x) 6 0. C'est-à-dire, pour tout réel positif x,

sin(x) 6 x− x3

6
+

x5

120

Soit h : [0,+∞[ → R

x 7→ x− ln(1 + x)
.

h est dérivable sur R∗
+ 
ar somme de fon
tions dérivables et on a

∀x > 0 h′(x) = 1− 1

x+ 1
=

x

x+ 1
> 0

Ainsi h est 
roissante sur [0,+∞[. On en déduit don
 que

∀x > 0 h(x) > h(0)

Or h(0) = 0. Ainsi
∀x > 0 x > ln(1 + x)

Soit en�n k : R∗
+ → R

x 7→ ln(1 + x)− x+
x2

2
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k est dérivable sur R∗
+ 
ar somme de fon
tions dérivables et on a

∀x > 0 k′(x) =
1

x+ 1
− 1 + x =

1− (x+ 1) + x2 + x

x+ 1
=

x2

x+ 1
> 0

Ainsi k est 
roissante sur [0,+∞[. On en déduit don
 que

∀x > 0 k(x) > k(0)

Or k(0) = 0. Ainsi

∀x > 0 ln(1 + x) > x− x2

2

Réponse de l'exer
i
e 5.12

Remarquons tout d'abord que, pour tout réel x, 4 + 9x2 > 0.

1. Soit f : x 7→ 1

4 + 9x2

Soit x ∈ R, on a

f(x) =
1

22 + (3x)2
=

1

4

1

1 +
(
3
2x
)2 =

1

6

3
2

1 +
(
3
2x
)2

Posons u : x 7→ 3

2
x. On a alors

f =
1

6

u′

1 + u2

On en déduit que

1

6
arctan(u) est une primitive de f . Ainsi

F : R → R

x 7→ 1

6
arctan

(
3

2
x

)

est une primitive de F .

2. Soit g : x 7→ 6x

4 + 9x2

Posons v : x 7→ 4 + 9x2, alors on a

g =
1

3

v′

v

On en déduit que

1

3
ln(v) est une primitive de g.

Ainsi

G : R → R

x 7→ 1

3
ln(4 + 9x2)

est une primitive de G.

3. Soit h : x 7→ 3x+ 2

4 + 9x2
.

On a h =
g

2
+ 2f .

G

2
+ 2F est don
 une primitive de h.

Ainsi

H : R → R

x 7→ 1

6

(
ln(4 + 9x2) + 2 arctan

(
3

2
x

))

est une primitive de H.
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4. Soit p : x 7→ 1

1− x2
On sait qu'il existe (a, b) ∈ R2

que

∀x ∈ R\{−1, 1} 1

1− x2 =
a

1− x +
b

1 + x

En parti
ulier

∀x ∈ R\{−1, 1} 1

1 + x
= a+

b(1− x)
1 + x

En faisant tendre x vers 1 dans l'égalité pré
édente on obtient

1

2
= a

De même, on a

∀x ∈ R\{−1, 1} 1

1− x =
a(1 + x)

1− x + b

En faisant tendre x vers −1 dans 
ette égalité, on obtient

1

2
= b

Ainsi

∀x ∈ R\{−1, 1} 1

1− x2 =
1

2(1− x) +
1

2(1 + x)

On sait que de plus que x 7→ − ln(|1 − x|) est une primitive de x 7→ 1

1− x et que x 7→ ln(|1 + x|) est une

primitive de x 7→ 1

1 + x
.

D'où

x 7→ 1

2
ln(|1 + x|)− 1

2
ln(|1 − x|)

est une primitive de x 7→ 1

2(1 − x) +
1

2(1 + x)
Finalement

P : R\{−1, 1} → R

x 7→ 1

2
ln

(∣∣∣∣
1 + x

1− x

∣∣∣∣
)

est une primitive de P .

5. Soit q :7→ 1

(x− 1)(x − 2)(x− 3)
I
i on obtient

∀x ∈ R\{1, 2, 3} 1

(x− 1)(x − 2)(x− 3)
=

1

2 · (x− 1)
− 1

x− 2
+

1

2 · (x− 3)

Par suite

Q : x 7→ ln (x− 1)

2
− ln (x− 2) +

ln (x− 3)

2

est une primitive de q : x 7→ 1

(x− 1)(x − 2)(x − 3)
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6. Soit r :7→ 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)
I
i on obtient

∀x ∈ R\{−2} 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)
=

1

5 · (x+ 2)
− x

5 · (x2 + 2 · x+ 5)

D'où

∀x ∈ R\{−2} 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)
==

1

5 · (x+ 2)
− 1

10

2x+ 2

· (x2 + 2 · x+ 5)
− 1

5

1

(x+ 1)2 + 22

Par suite

R : x 7→ ln (x+ 2)

5
− ln

(
x2 + 2 · x+ 5

)

10
+

1

10
arctan

(
x+ 1

2

)

est une primitive de r : x 7→ 1

(x+ 2)(x2 + 2x+ 5)

Réponse de l'exer
i
e 5.13

� Pour x ∈ R on a

cos(x)3 =

(
eix + e−ix

2

)3

=
e3ix + 3eix + 3e−ix + e−3ix

8

=
cos(3x) + 3 cos(x)

4

Ainsi

∀x ∈ R a(x) =
cos(3x) + 3 cos(x)

4

Cette dernière expression est fa
ile à primitiver.

La fon
tion A : R → R

x 7→ sin(3x)

12
+

3 sin(x)

4

est une primitive de a sur R.

� Pour x ∈ R on a

sin(x)4 =

(
eix − e−ix

2i

)4

=
e4ix − 4e2ix + 6− 4e−2ix + e−4ix

16

=
cos(4x)− 4 cos(2x) + 3

8

Ainsi

∀x ∈ R b(x) =
cos(4x)− 4 cos(2x) + 3

8

On en déduit que B : R → R

x 7→ sin(4x)

32
− sin(2x)

4
+

3

8
x

est une primitive de b sur R.
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� Pour x ∈ R on a

sin(x)3 cos(x)3 =

(
eix − e−ix

2i

)3(
eix + e−ix

2

)3

=

(
e2ix − e−2ix

)3

−64i

=
e6ix − 3e2ix + 3e−2ix − e−6ix

−64i
=

3 sin(2x)− sin(6x)

32

Ainsi

∀x ∈ R c(x) =
3 sin(2x)− sin(6x)

32

On en déduit que B : R → R

x 7→ cos(6x)

192
− 3 cos(2x)

64

est une primitive de c sur R.

Réponse de l'exer
i
e 5.14

1. Soit x ∈ R\{π
2
+ kπ , k ∈ Z}. On a

1 + tan(x)2 = 1 +
sin(x)2

cos(x)2
=

cos(x)2 + sin(x)2

cos(x)2
=

1

cos(x)2

Soit t ∈ R\{π + 2kπ , k ∈ Z}, on a

sin(t) = sin

(
2× t

2

)

= 2cos

(
t

2

)
sin

(
t

2

)

= 2cos

(
t

2

)2

tan

(
t

2

)

= 2
1

1 + tan
(
t
2

)
)2

sin

(
t

2

)

=
2 tan

(
t
2

)

1 + tan
(
t
2

)2

et

cos(t) = cos

(
2
t

2

)

= cos

(
t

2

)2

− sin

(
t

2

)2

= cos

(
t

2

)(
1− tan

(
t

2

)2
)
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=
1

1 + tan
(
t
2

)2

(
1− tan

(
t

2

)2
)

=
1− tan

(
t
2

)2

1 + tan
(
t
2

)2

2. Soit f :
[
0,
π

2

[
→ R

t 7→ 1

cos(t)

On pose u(t) = tan

(
t

2

)
. Soit t ∈

[
0,
π

2

[
, on a alors

f(t) =
1 + u(t)2

1− u(t)2 =
u′(t)

1− u(t)2 = −1

2

−2u′(t)
1− u(t)2

On retrouve la dérivée de −1

2
ln
(
1− u(t)2

)

Ainsi F :
[
0,
π

2

[
→ R

t 7→ −1

2
ln

(
1− tan

(
t

2

)2
)

est une primitive de f sur

[
0,
π

2

[

Réponse de l'exer
i
e 5.15

1. x
√
x =

(√
x
)x

Remarquons d'abord que 
ette équation n'a de sens que pour x ∈]0,+∞[. On se limitera don
 à 
et

ensemble.

Soit x > 0, on a alors

x
√
x = exp(

√
x ln(x)) et

√
x
x
= exp(x ln(

√
x) = exp

(x
2
ln(x)

)

La fon
tion exponentielle étant bije
tive, notre équation est alors équivalente à l'équation

√
x ln(x) =

x

2
ln(x)

x étant stri
tement positif, on peut multiplier par

1√
x
de part et d'autre de notre équation. En multipliant

par 2 et en passant tous les termes d'un 
oté on aboutit alors à l'équation

ln(x)
(√
x− 2

)
= 0

C'est-à-dire

ln(x) = 0 ou

√
x = 2

Les solutions de 
ette équation sont 1 et 4.

Finalement l'ensemble des solutions de l'équation x
√
x =

(√
x
)x

est {1, 4}.
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2. ex + e1−x = e+ 1

On va travailler par analyse-synthèse. Soit x ∈ R une solution de 
ette équation. Posons y = exp(x) > 0.

y véri�e alors y +
e

y
= e+ 1. Ainsi, y véri�e y2 − (e+ 1)y + e = 0, 
'est-à-dire (y − e)(y − 1) = 0.

On a don
 x ∈ {1, e}, d'où x ∈ {0, 2}.
Il est ensuite aisé de véri�er que 0 et 1 sont bien des solutions de l'équation ex + e1−x = e+ 1.

Finalement, l'ensemble des solutions de l'équation ex + e1−x = e+ 1 est {0, 1}.
3.

(
x2
)x

= x(x
2)

Remarquons d'abord que 
ette équation n'a de sens que pour x ∈]0,+∞[. On se limitera don
 à 
et

ensemble.

Soit x > 0, on a alors

(
x2
)x

= x2x = exp(2x ln(x)) et x(x
2) = exp(x2 ln(x))

La fon
tion exponentielle étant bije
tive, notre équation est alors équivalente à l'équation

2x ln(x) = x2 ln(x)

C'est-à-dire

x(x− 2) ln(x) = 0

On voit fa
ilement que l'ensemble des solutions de l'équation

(
x2
)x

= x(x
2)

est {1, 2}.
4. 22x − 3x−

1
2 = 3x+

1
2 − 22x−1

Notre équation est équivalente à

22x + 22x−1 = 3x+
1
2 + 3x−

1
2

C'est-à-dire

4x
(
1 +

1

2

)
= 3x

(√
3 +

1√
3

)

Voire en
ore

exp

(
x ln

(
4

3

))
=

4√
3
3
2

Finalement on aboutit à

x ln

(
4

3

)
= ln

(
8

3
√
3

)
= 3 ln

(
2√
3

)
= 3 ln(2)− 3

2
ln(3)

D'où

x =
3 ln(2) − 3

2 ln(3)

2 ln(2) − ln(3)
=

6 ln(2) − 3 ln(3)

4 ln(2) − 2 ln(3)

L'ensemble des solutions de l'équation 22x − 3x−
1
2 = 3x+

1
2 − 22x−1

est don


{
6 ln(2)− 3 ln(3)

4 ln(2)− 2 ln(3)

}
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Chapitre 6

Introdu
tion aux équations di�érentielles

Exer
i
es

Exer
i
e 6.1

Résoudre les problème de Cau
hy suivants :

(P1)

{
y′ = y

y(0) = 1

(P2)

{
y′ = y

y(0) = 0

(P3)

{
y′ + 5y = 0

y(0) = −2

(P4)

{
y′ − 2y = 6

y(0) = 0

(P5)

{
y′ + y + 1 = 0

y(0) = 4

(P6)

{
2y′ − y + 1 = 0

y(0) = 1

Exer
i
e 6.2

Résoudre les problème de Cau
hy suivants :
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(P1)





y′′ = y

y(0) = 1

y′(0) = 1

(P2)





y′′ + 5y′ = y + 2

y(0) = −2
y′(0) = 0

(P3)





y′′ = 6

y(0) = 8

y′(0) = −1

(P4)





y′′ − 6y′ + 13y = 0

y(0) = 4

y′(0) = 4

(P5)





y′′ − 4y′ + 4y = 8

y(0) = 1

y′(0) = 0

(P6)





y′′ + y = 0

y(0) = 1

y′(0) = 1

(P7)





y′′ − 1 = 2y′ + y

y(0) = −1
y′(0) = 1

(P8)





y′′ + y′ − 2y = 3

y(0) = 0

y′(0) = 2

(P9)





y′′ + y′ = 1

y(0) = 3

y′(0) = 2

(P10)





y′′ + 12y′ + 23y = 0

y(0) = 0

y′(0) = 0

Exer
i
e 6.3

Déterminer les solutions sur R du système di�érentiel suivant

{
x′ = 4x− 3y

y′ = 2x− y

Exer
i
e 6.4 Cinétique 
himique d'ordre 1

Considérons un système réa
tionnel fermé, de volume V 
onstant, 
onstitué d'un 
ertain nombre d'espè
es

physi
o
himiques A,B,C, ... ; on note [A](t) (resp. [B](t), et
 ) la 
on
entration.en espè
e A
Une réa
tion d'ordre 1 par rapport à A est une réa
tion de la forme :

αA(+βB + · · · )→ ϕF + γG+ · · ·

Dans 
e 
as la 
on
entration de A véri�e l'équation di�érentielle :

[A]′(t) = −αk[A](t)

où k est la 
onstante de vitesse de la réa
tion, qui ne dépend que de la température.

1. On part d'une 
on
entration initiale en espè
e A de [A]0. Exprimer [A](t) en fon
tion de t.

2. On appelle temps de demi-réa
tion t 1
2
la durée au bout de laquelle la moitié de l'avan
ement �nal est

atteint. I
i il s'agit de la durée né
essaire pour que la quantité de matière du réa
tif limitant [A] soit égale
à la moitié de sa valeur initiale. Déterminer t 1

2
.

Les réa
tions d'ordre 1 sont notamment des réa
tions 
omportant un seul réa
tif (qui subit une dé
omposition,

une isomérisation ...), ou dans lesquelles un soluté réagit ave
 le solvant.

� Dé
omposition du peroxyde d'hydrogène : 2H2O2(aq) = 2H2O(l) +O2(g)

� Dé
omposition du pentoxyde d'azote gazeux : 2N2O5(g) = 4NO2(g) +O2(g)

� Isomérisation du 
y
lopropane en propène : (CH2)3 = CH3 − CH = CH2
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� Hydrolyse d'un 
hlorure organique : R− CL(aq) +H2O(l) = R−OH(aq) +HCl(aq)

Exer
i
e 6.5 Cir
uit R-C

Dans 
et exer
i
e, on s'intéresse au montage suivant :

Figure 6.1 � Cir
uit R-C

L'intensité i(t) du 
ourant à travers le 
ondensateur véri�e

∀t > 0 i(t) = Cu′C(t)

où u(t) est la tension aux bornes du 
ondensateur.

La tension aux bornes de la résistan
e s'é
rit

∀t > 0 uR(t) = Ri(t)

La loi des mailles donne très simplement l'équation di�érentielle 
ara
téristique de 
e montage :

∀t > 0 RCu′C(t) + uC(t) = e(t)

Cette équation fait apparaître la 
onstante 
ara
téristique τ = RC. La quantité τ est homogène à un temps.

On l'appelle 
onstante de temps du 
ir
uit R−C. L'équation di�érentielle véri�ée par la tension aux bornes du


ondensateur est don
 :

∀t > 0 τu′C(t) + uC(t) = e(t)

1. On dit que le 
ir
uit est en évolution libre lorsque ∀t > 0 e(t) = 0 . C'est une situation qui 
orrespond au

montage dans le 
as où la sour
e est éteinte. La tension aux bornes de la 
apa
ité véri�e alors

∀t > 0 τu′(t) + u(t) = 0

On suppose que la tension initiale au borne du 
ondensateur vaut u0. Déterminer l'expression de uC(t) en
fon
tion de t pour t > 0

2. On suppose maintenant que le 
ondensateur est initialement dé
hargé : la tension à ses bornes est nulle.

On se pla
e dans la situation ou le générateur délivre une tension indi
ielle telle que ∀t > 0e(t) = U où U
est 
onstante. Déterminer alors l'expression de de uC(t) en fon
tion de t pour t > 0.

Exer
i
e 6.6 Cir
uit R-L

Dans toute 
ette parte, on s'intéresse au montage suivant :
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Figure 6.2 � Cir
uit R-L

La tension uL(t) aux bornes de la bobine idéale véri�e

∀t > 0 uL(t) = Li′(t)

où i(t) est l'intensité du 
ourant traversant la bobine.

La tension aux bornes de la résistan
e s'é
rit

∀t > 0 uR(t) = Ri(t)

En utilisant la loi des mailles on montre aisément que l'intensité dans le montage véri�e l'équation di�érentielle

∀t > 0
L

R
i′(t) + i(t) =

e(t)

R

Cette équation fait apparaître la 
onstante de temps 
ara
téristique τ =
L

R
.

1. On étudie l'établissement du 
ourant dans le 
ir
uit. On suppose alors que l'intensité initiale du 
ourant

de le 
ir
uit est nulle. On se pla
e dans la situation ou le générateur délivre une tension indi
ielle telle que

∀t > 0e(t) = U où U est 
onstante. Déterminer alors l'expression de de i(t) en fon
tion de t pour t > 0.

2. On dit que le 
ir
uit est en évolution libre lorsque ∀t > 0 e(t) = 0 . C'est une situation qui 
orrespond au

montage dans le 
as où la sour
e est éteinte. On suppose que l'intensité initiale du 
ourant dans le 
ir
uit

vaut i0. Déterminer l'expression de i(t) en fon
tion de t pour t > 0

Exer
i
e 6.7 Cir
uit R-L-C

Dans 
et exer
i
e, on s'intéresse au montage suivant :

Figure 6.3 � Cir
uit R-L-C

On rappelle que :
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� L'intensité i(t) du 
ourant à travers le 
ondensateur véri�e

∀t > 0 i(t) = Cu′C(t)

où uC(t) est la tension aux bornes du 
ondensateur.

� La tension u(t) aux bornes de la bobine idéale véri�e

∀t > 0 uL(t) = Li′(t)

où i(t) est l'intensité du 
ourant traversant la bobine.

� La tension aux bornes de la résistan
e s'é
rit

∀t > 0 uR(t) = Ri(t)

La tension aux bornes du 
ondensateur ,uC(t) véri�e alors l'équation di�érentielle

∀t > 0 uC(t) +RCu′C(t) + LCu′′(t) = e(t)

On peut introduire la pulsation propre ω0 et le fa
teur de qualité Q :

ω0 =
1√
LC

Q =
1

R

√
L

C

1. Réé
rivez l'équation di�érentielle véri�ée par uC en faisant apparaître ω0 et Q.

2. On suppose que le générateur délivre une tension 
onstante ∀t > 0U(t) = U et qu'à l'instant initial t = 0 le

ir
uit se trouve dans l'état uC(0) = 0 et i(0) = 0. Déterminer les expressions de uC(t) et i(t) en fon
tion

du temps t.

Exer
i
e 6.8 Masse reliée à un ressort (Os
illateur harmonique linéaire)

On se pla
e dans un repère orthonormé (O,−→u ,−→v ) et on se donne un ressort de raideur k et de longueur au

repos ℓ0. On atta
he une extrémité de 
e ressort à un repère �xe d'abs
isse 0 et l'autre extrémité à une masse

m qui repose sur le sol.

Figure 6.4 � Masse reliée à un ressort

x(t)
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La masse est alors soumise à la tension du ressort, à la gravité et à la réa
tion du sol. On suppose que les

frottements sont négligeables.

Quand la masse se trouve à une distan
e x(t) du repère �xe verti
al elle subit alors une for
e de rappel

−→
R

telle que −→
R = −k(x(t)− ℓ0)−→u

Le prin
ipe fondamental de la dynamique nous dit alors que

mx′′(t) = −k(x(t)− ℓ0)

1. On suppose que la masse part d'une position initiale x0 =
1

2
ℓ0. Déterminer la position x(t) à tout instant

t > 0.

2. On suppose dans 
ette question que la masse est également soumise à une for
e de frottement visqueux

−→
F = −λx′(t)−→u et, là en
ore, que la masse part d'une position initiale x0 =

1

2
ℓ0. Déterminer la position

x(t) à tout instant t > 0. On prendra λ = 2× 10−4
, m = 4× 10−2

et k = 25.

Exer
i
e 6.9

Déterminer les fon
tions réelles deux fois dérivables f dé�nies sur R véri�ant

∀t ∈ R f ′(t) = f(−t)

Indi
ation : On pourra dériver 
ette relation

Exer
i
e 6.10

Déterminer les solutions f de l'équation

y′′ − 3y′ + 2y = 0

véri�ant

f(1) = max
x∈[0,1]

f(x)

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 6.1

(P1)

{
y′ = y

y(0) = 1

On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E1 y′ − y = 0

D'après le 
ours, les solutions de l'équation E1 sont de la forme y : t 7→ Ket.

Soit alors y : t 7→ Ket. La 
ondition initiale y(0) = 1 impose alors K = 1.

Ainsi la fon
tion y : t 7→ et est l'unique solution du problème de Cau
hy P1

(P2)

{
y′ = y

y(0) = 0

On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E2 y′ − y = 0
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D'après le 
ours, les solutions de l'équation E2 sont de la forme y : t 7→ Ket.

Soit alors y : t 7→ Ket. La 
ondition initiale y(0) = 0 impose alors K = 0.

Ainsi la fon
tion y : t 7→ 0 est l'unique solution du problème de Cau
hy P2

(P3)

{
y′ + 5y = 0

y(0) = −2
On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E3 y′ + 5y = 0

D'après le 
ours, les solutions de l'équation E3 sont de la forme y : t 7→ Ke−5t
.

Soit alors y : t 7→ Ke−5t
. La 
ondition initiale y(0) = −2 impose alors K = −2.

Ainsi la fon
tion y : t 7→ −2e−5t
est l'unique solution du problème de Cau
hy P3

(P4)

{
y′ − 2y = 6

y(0) = 0

On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E4 y′ − 2y = 6

D'après le 
ours, les solutions de l'équation E4 sont de la forme y : t 7→ Ke2t − 3.

Soit alors y : t 7→ Ke2t − 3. La 
ondition initiale y(0) = 0 impose alors K = 3.

Ainsi la fon
tion y : t 7→ 3e2t − 3 est l'unique solution du problème de Cau
hy P4

(P5)

{
y′ + y + 1 = 0

y(0) = 4

On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E5 y′ + y = −1

D'après le 
ours, les solutions de l'équation E5 sont de la forme y : t 7→ Ke−t − 1.

Soit alors y : t 7→ Ke−t − 1. La 
ondition initiale y(0) = 4 impose alors K = 5.

Ainsi la fon
tion y : t 7→ 5e−t − 1 est l'unique solution du problème de Cau
hy P5

(P6)

{
2y′ − y + 1 = 0

y(0) = 1

On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E6 y′ − 1

2
y = −1

2

D'après le 
ours, les solutions de l'équation E6 sont de la forme y : t 7→ Ke
t
2 + 1.

Soit alors y : t 7→ Ke
t
2 + 1. La 
ondition initiale y(0) = 1 impose alors K = 0.

Ainsi la fon
tion y : t 7→ 1 est l'unique solution du problème de Cau
hy P6

Réponse de l'exer
i
e 6.2

(P1)





y′′ = y

y(0) = 1

y′(0) = 1

On sait que le problème de Cau
hy P1 admet une unique solution. On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E1 y′′ − y = 0
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Cette équation est homogène. Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation E1 est P (x) = x2−1 = (x−1)(x+
1).

P admet don
 deux ra
ines réelles distin
tes 1 et −1.
On sait alors que les solutions de E1 sont de la forme

y : t 7→ Aet +Be−t

où (A,B) ∈ R2
.

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A+B

y′(0) = A−B
On en déduit le système {

A+B = 1

A−B = 1

L'unique solution de 
e système est (A,B) = (1, 0).

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P1 est la fon
tion

y : t 7→ et

(P2)





y′′ + 5y′ = y + 2

y(0) = −2
y′(0) = 0

On sait que le problème de Cau
hy P2 admet une unique solution. Si on a de l'intuition on pourrait le

trouver tout de suite et 
on
lure que 
'est la seule. On va faire 
omme si on n'avait au
une intuition à 
e

sujet.

On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E2 y′′ + 5y′ − y = 2

L'équation homogène asso
iée est

H2 y′′ + 5y′ − y = 0

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H2 est P (x) = x2 + 5x− 1.

Déterminons les ra
ines de P . Le dis
riminant de P est 25+4 = 29. P admet deux ra
ines réelles distin
tes

λ =
−5−

√
29

2
µ =

−5 +
√
29

2

L'ensemble des solutions de H2 est

SH2 = {y : t 7→ Aeλt +Beµt , (A,B) ∈ R2}

D'après le théorème de stru
ture de l'espa
e des solutions on sait que, si y0 est une solution de E2 alors

l'ensemble des solutions de E2 est
SE2 = {y + y0 , y ∈ SH2}

Il nous faut don
 trouver une solution parti
ulière de E2. Pour 
ela on va 
ommen
er par essayer de trouver

une solution 
onstante. I
i la fon
tion y0 : t 7→ −2 est une solution de E2.
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Ainsi

SE2 = {t 7→ 2 +Aeλt +Beµt , (A,B) ∈ R2}

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A+B − 2

y′(0) = λA+ µB

On en déduit le système {
A+B − 2 = −2
λA+ µB = 0

L'unique solution de 
e système est (A,B) = (0, 0).

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P2 est la fon
tion

y : t 7→ −2

(P3)





y′′ = 6

y(0) = 8

y′(0) = −1
Ce problème peut très bien être résolu de manière simple sans utiliser la méthode vue en 
ours.

On sait que le problème de Cau
hy P3 admet une unique solution. Soit y 
ette solution.

On a alors y′′ = 6. Ainsi y′ est un primitive de la fon
tion 
onstante égale à 6. C'est don
 une fon
tion de

la forme y′ : t 7→ 6t+K, où K est une 
onstante. On sait que y′(0) = −1, ainsi K = −1.
Par suite y est une primitive de la fon
tion t 7→ 6t− 1. Elle est don
 de la forme y : t 7→ 3t2 − t+C, où C
est une 
onstante. On sait que y(0) = 8, ainsi C = 8.

Finalement l'unique solution du problème de Cau
hy P3 est

y : t 7→ 3t2 − t+ 8

Retrouvons 
e résultat en appliquant la méthode du 
ours

On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E3 y′′ = 6

L'équation homogène asso
iée est

H3 y′′ = 0

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H3 est P (x) = x2. P admet 0 
omme ra
ine double.

l'ensemble des solutions de H3 est don


SH3 = {y : t 7→ Ae0t +Bte0t , (A,B) ∈ R2}

D'après le théorème de stru
ture de l'espa
e des solutions on sait que, si y0 est une solution de E3 alors

l'ensemble des solutions de E3 est
SE3 = {y + y0 , y ∈ SH3}

Il nous faut don
 trouver une solution parti
ulière de E3. On ne peut pas trouver de fon
tions 
onstante ou

a�ne qui fon
tionne. On essaye alors les polyn�mes de degré 2 et on voit alors que t 7→ 3t2 est une solution
de E3 Ainsi

SE3 = {t 7→ 3t2 +A+Bt , (A,B) ∈ R2}
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On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A

y′(0) = B

On en déduit le système {
A = 8

B = −1
L'unique solution de 
e système est (A,B) = (8,−1).
Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P3 est la fon
tion

y : t 7→ 3t2 − t+ 8

(P4)





y′′ − 6y′ + 13y = 0

y(0) = 4

y′(0) = 4

On sait que le problème de Cau
hy P4 admet une unique solution. On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E4 y′′ − 6y′ + 13y = 0

Cette équation est homogène.

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H4 est P (x) = x2 − 6x+ 13.

Déterminons les ra
ines de P . Le dis
riminant de P est 36−4×13 = −16. P admet deux ra
ines 
omplexes


onjuguées

λ = 3 + 2i µ = 3− 2i

L'ensemble des solutions de E4 est don


SH4 = {y : t 7→ e3t (A cos(2t) +B sin(2t)) , (A,B) ∈ R2}

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A

y′(0) = 3A+ 2B

On en déduit le système {
A = 4

3A+ 2B = 4

L'unique solution de 
e système est (A,B) = (4,−4).
Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P4 est la fon
tion

y : t 7→ e3t (4 cos(2t)− 4 sin(2t))

On peut réutiliser 
e que l'on a vu en trigonométrie pour mettre 
ette fon
tion sous une autre forme. Soit

t ∈ R et soit z = 4− 4i = 4
√
2e−iπ

4
. Alors

4 cos(2t)− 4 sin(2t) = Re(ze2it) = 4
√
2 cos

(
2t+

π

4

)

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P4 est la fon
tion

y : t 7→ 4
√
2e3t cos

(
2t+

π

4

)
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(P5)





y′′ − 4y′ + 4y = 8

y(0) = 1

y′(0) = 0

On sait que le problème de Cau
hy P5 admet une unique solution. On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E5 y′′ − 4y′ + 4y = 8

L'équation homogène asso
iée est

H5 y′′ − 4y′ + 4y = 0

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H5 est P (x) = x2 − 4x+ 4 = (x− 2)2.

P admet un ra
ine réelle double 2.

L'ensemble des solutions de H5 est

SH5 = {y : t 7→ Ae2t +Bte2t , (A,B) ∈ R2}

D'après le théorème de stru
ture de l'espa
e des solutions on sait que, si y0 est une solution de E5 alors

l'ensemble des solutions de E5 est
SE5 = {y + y0 , y ∈ SH5}

Il nous faut don
 trouver une solution parti
ulière de E5. Pour 
ela on va 
ommen
er par essayer de trouver

une solution 
onstante. I
i la fon
tion y0 : t 7→ 2 est une solution de E5.
Ainsi

SE5 = {t 7→ Ae2t +Bte2t + 2 , (A,B) ∈ R2}

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A+ 2

y′(0) = 2A+B

On en déduit le système {
A+ 2 = 1

2A+B = 0

L'unique solution de 
e système est (A,B) = (−1, 2).
Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P5 est la fon
tion

y : t 7→ +(2t− 1)e2t + 2

(P6)





y′′ + y = 0

y(0) = 1

y′(0) = 1

On sait que le problème de Cau
hy P6 admet une unique solution. On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E6 y′′ + y = 0

Cette équation est homogène.

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H6 est P (x) = x2 + 1 = (x− i)(x+ i).

P admet deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées

λ = i = 0 + i µ = −i = 0− i
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L'ensemble des solutions de E6 est don


SE6 = {y : t 7→ A cos(t) +B sin(t) , (A,B) ∈ R2}

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A

y′(0) = B

On en déduit le système {
A = 1

B = 1

L'unique solution de 
e système est (A,B) = (1, 1).

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P6 est la fon
tion

y : t 7→ cos(t) + sin(t)

On peut réutiliser 
e que l'on a vu en trigonométrie pour mettre 
ette fon
tion sous une autre forme. Soit

t ∈ R et soit z = 1 + i =
√
2ei

π
4
. Alors, pour t ∈ R, on a

cos(t) + sin(t) =
√
2 cos

(
t− π

4

)

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P6 est la fon
tion

y : t 7→
√
2 cos

(
t− π

4

)

(P7)





y′′ − 1 = 2y′ + y

y(0) = −1
y′(0) = 1

On sait que le problème de Cau
hy P7 admet une unique solution. On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E7 y′′ − 2y′ − y = 1

L'équation homogène asso
iée est

H7 y′′ − 2y′ − y = 0

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H7 est P (x) = x2 − 2x− 1.

Déterminons les ra
ines de P . Le dis
riminant de P est 8. P admet deux ra
ines réelles distin
tes 1−
√
2

et 1 +
√
2.

L'ensemble des solutions de H7 est

SH7 = {y : t 7→ Ae(1−
√
2)t +Be(1+

√
2)t , (A,B) ∈ R2}

D'après le théorème de stru
ture de l'espa
e des solutions on sait que, si y0 est une solution de E7 alors

l'ensemble des solutions de E7 est
SE7 = {y + y0 , y ∈ SH7}

Il nous faut don
 trouver une solution parti
ulière de E7. Pour 
ela on va 
ommen
er par essayer de trouver

une solution 
onstante. I
i la fon
tion y0 : t 7→ −1 est une solution de E7.
Ainsi

SE7 = {t 7→ Ae(1−
√
2)t +Be(1+

√
2)t − 1 , (A,B) ∈ R2}
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On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A+B − 1

y′(0) = (1−
√
2)A+ (1 +

√
2)B

On en déduit le système {
A+B = 0

(1−
√
2)A+ (1 +

√
2)B = 1

L'unique solution de 
e système est (A,B) =

(
−
√
2

4
,

√
2

4

)
.

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P7 est la fon
tion

y : t 7→ −
√
2

4
e(1−

√
2)t +

√
2

4
e(1+

√
2)t − 1

C'est-à-dire

y : t 7→
√
2

4
e(1+

√
2)t
(
2e

√
2t − 1

)
− 1

(P8)





y′′ + y′ − 2y = 3

y(0) = 0

y′(0) = 2

On sait que le problème de Cau
hy P8 admet une unique solution. On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E8 y′′ + y′ − 2y = 3

L'équation homogène asso
iée est

H8 y′′ + y′ − 2y = 0

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H8 est P (x) = x2 + x− 2.

Déterminons les ra
ines de P . Le dis
riminant de P est 9. P admet deux ra
ines réelles distin
tes −2 et 1.
L'ensemble des solutions de H8 est

SH8 = {y : t 7→ Ae−2t +Bet , (A,B) ∈ R2}

D'après le théorème de stru
ture de l'espa
e des solutions on sait que, si y0 est une solution de E8 alors

l'ensemble des solutions de E8 est
SE8 = {y + y0 , y ∈ SH8}

Il nous faut don
 trouver une solution parti
ulière de E8. Pour 
ela on va 
ommen
er par essayer de trouver

une solution 
onstante. I
i la fon
tion y0 : t 7→ −
3

2
est une solution de E8.

Ainsi

SE8 =

{
t 7→ Ae−2t +Bet − 3

2
, (A,B) ∈ R2

}

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A+B − 3

2

y′(0) = B − 2A
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On en déduit le système 


A+B =

3

2
B − 2A = 2

L'unique solution de 
e système est (A,B) =

(
−1

6
,
5

3

)
.

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P8 est la fon
tion

y : t 7→ −1

6
e−2t +

5

3
et − 3

2

(P9)





y′′ + y′ = 1

y(0) = 3

y′(0) = 2

Soit y l'unique solution du problème de Cau
hy P9. Soit z = y′. Alors z véri�e
{
z′ + z = 1

z(0) = 2

Ainsi z : t 7→ e−t + 1. y est alors une primitive de z. D'où

y : t 7→ −e−t + t+ C

où C est une 
onstante.

Comme y(0) = 3 on alors C = 4. Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P9 est

y : t 7→ −e−t + t+ 4

(P10)





y′′ + 12y′ + 23y = 0

y(0) = 0

y′(0) = 0

On sait que le problème de Cau
hy P9 admet une unique solution. On remarque aisément que la fon
tion

y : t 7→ 0 est une solution de P9.
Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P9 est

y : t 7→ 0

Réponse de l'exer
i
e 6.3

On va pro
éder par analyse-synthèse :

Soit (x, y) une solution du système. Alors

x′ = 4x− 3y

D'où

x′′ = 4x′ − 3y′ = 4x′ − 3(2x− y) = 4x′ − 6x+ 3y = 4x′ − 6x+ (4x− x′) = 3x′ − 2x

Ainsi x′′ − 3x′ + 2 = 0.
Le polyn�me 
ara
téristique de 
ette équation est P (t) = t2 − 3t+ 2. Les ra
ines de P sont 1 et 2. Ainsi il

existe deux 
onstantes réelles A et B telles que x : t 7→ Aet +Be2t.
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Par suite on a

y =
4x− x′

3

D'où

y : t 7→ 3Aet + 2Be2t

3

Ainsi, si x et y sont solutions du système alors il existe deux 
onstantes A et B telles que

x : t 7→ Aet +Be2t

y : t 7→ 3Aet + 2Be2t

3

Ré
iproquement il est fa
ile de véri�er que, si x et y sont dé�nies par

x : t 7→ Aet +Be2t

y : t 7→ 3Aet + 2Be2t

3

ave
 A et B deux 
onstantes réelles, alors x et y sont solution de notre système.

Ainsi l'ensemble des solutions du système est

{(
t 7→ Aet +Be2t, t 7→ 3Aet + 2Be2t

3

)
, (A,B) ∈ R2

}

Réponse de l'exer
i
e 6.4

1. La fon
tion t 7→ [A](t) véri�e l'équation di�érentielle

y′ + αky = 0

Ainsi, il existe C ∈ R telle que

∀t > 0 [A](t) = Ce−αkt

La 
ondition initiale [A](0) = [A]0 nous donne alors C = [A]0 et don


∀t > 0 [A](t) = [A]0e
−αkt

2. On 
her
he à déterminer le temps t 1
2
tel que

∀tt 1
2
> [A](t) 6

[A]0
2

Soit t > 0, on a [A](t) 6 [A]0 si et seulement si

e−αkt
6

1

2


'est-à-dire si et seulement si

t >
ln(2)

αk

On a don


t 1
2
=

ln(2)

αk
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Réponse de l'exer
i
e 6.5

1. Dans le 
as de l'évolution libre, uC est une solution de l'équation di�érentielle

y′ +
1

τ
y = 0

Ainsi il existe K ∈ R telle que

∀t > 0 uC(t) = Ke−
t
τ

La 
ondition uC(0) = u0 nous donne alors

∀t > 0 uC(t) = u0e
− t

τ

2. Dans 
e 
as de , uC est une solution de l'équation di�érentielle

y′ +
1

τ
y =

U

τ

Ainsi il existe K ∈ R telle que

∀t > 0 uC(t) = Ke−
t
τ + U

La 
ondition uC(0) = 0 nous donne alors

∀t > 0 uC(t) = U
(
1− e− t

τ

)

Réponse de l'exer
i
e 6.6

1. Dans le premier 
as i est une solution de l'équation

y′ +
1

tau
y =

U

L

Ainsi, il existe K ∈ R tel que

∀t > 0i(t) = Ke−
t
τ +

U

R

La 
ondition i(0) = 0 nous donne alors K et on a

∀t > 0i(t) =
U

R

(
1− e− t

τ

)

2. Dans le 
as de l'évolution libre, alors i est une solution de l'équation

y′ +
1

tau
y = 0

Ainsi, il existe K ∈ R tel que

∀t > 0i(t) = Ke−
t
τ 0

La 
ondition i(0) = i0 nous donne alors K et on a

∀t > 0i(t) = i0e
− t

τ
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Réponse de l'exer
i
e 6.7

1. Ave
 
es nouvelles notations on voit que uC est une solution de l'équation di�érentielle suivante :

y′′ +
ω0

Q
y′ + ω2

0y = ω2
0e(t)

Remarquons que Q est toujours positif.

2. Dans 
ette situation uC est une solution de

y′′ +
ω0

Q
y′ + ω2

0y = ω2
0U

Le polyn�me 
ara
téristique asso
ié est

P (x) = x2 +
ω0

Q
+ ω2

0

On va déterminer les ra
ines de P . Son dis
riminant est

ω2

Q2
(1− 4Q2)

• Ainsi, si Q <
1

2
alors P admet deux ra
ines réelles distin
tes

ω

2Q
(−1−

√
1− 4Q2) = − ω0

2Q
− ω0

√
1− 4Q2

2Q
et

ω0

2Q
(−1 +

√
1− 4Q2) = − ω0

2Q
+
ω0

√
1− 4Q2

2Q

L'ensemble des solutions de l'équation homogène y′′ +
ω0

2Q
y′ + ω2

0y est alors

{
t 7→ e−

ω0
2Q

t
(
Ae−

ω0

√
1−4Q2

2Q
t +Be

−ω0

√
1−4Q2

2Q
t
)
, (A,B) ∈ R2

}

Il nous faut maintenant trouver une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre. La fon
tion


onstante u : t 7→ U 
onvient.

Ainsi, il existe (A,B) ∈ R2
tel que

∀t > 0 uC(t) = U + e−
ω0
2Q

t
(
Ae−

ω0

√
1−4Q2

2Q
t +Be

−ω0

√
1−4Q2

2Q
t
)

De plus, on sait que uCu(0) = 0 et que i(0) = u′C(0) = 0. On en déduit alors




A+B + U = 0
ω

2Q
(−1−

√
1− 4Q2)A+

ω

2Q
(−1 +

√
1− 4Q2)B = 0

D'où 



A+B = −U
B −A =

−U√
1− 4Q2

Ainsi

A = −U−1 +
√

1− 4Q2

2
√

1− 4Q2
B = −U 1 +

√
1− 4Q2

2
√

1− 4Q2

Finalement on obtient

∀t > 0 uC(t) = U

(
1− −1 +

√
1− 4Q2

2
√

1− 4Q2
e

ω
2Q

(−1−
√

1−4Q2)t − 1 +
√

1− 4Q2

2
√

1− 4Q2
e

ω
2Q

(−1+
√

1−4Q2)t

)

La forme exa
te est peu élégante. On 
onstate par 
ontre que la tension uC(t) tend à s'équilibrer en la

valeur U .

Bastien Marmeth 130 Page 130/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

• Si Q =
1

2
alors P admet une ra
ine double −ω0. L'ensemble des solutions de l'équation homogène

y′′ +
ω0

Q
y′ + ω2

0y est alors

{
t 7→ e−ω0t (A+Bt) , (A,B) ∈ R2

}

Il nous faut maintenant trouver une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre. La fon
tion


onstante u : t 7→ U 
onvient.

Ainsi, il existe (A,B) ∈ R2
tel que

∀t > 0 uC(t) = U + e−ω0t (A+Bt)

De plus, on sait que uCu(0) = 0 et que i(0) = u′C(0) = 0. On en déduit alors

{
U +A = 0

−ω0A+B = 0

D'où

A = −U B = −ω0U

Finalement on obtient

∀t > 0 uC(t) = U
(
1− e−ω0t − ω0te

−ω0t
)

On 
onstate de même que la tension uC(t) tend à s'équilibrer en la valeur U .

• En�n si Q >
1

2
alors P admet deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées

ω0

2Q
(−1− i

√
4Q2 − 1 et

ω0

2Q
(−1 + i

√
4Q2 − 1)

L'ensemble des solutions de l'équation homogène y′′ +
ω0

Q
y′ + ω2

0y est alors

{
t 7→ e−

ω0
2Q

t

(
A cos

(
ω0

√
4Q2 − 1

2Q
t

)
+B sin

(
ω0

√
4Q2 − 1

2Q
t

))
, (A,B) ∈ R2

}

Il nous faut maintenant trouver une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre. La fon
tion


onstante u : t 7→ U 
onvient.

Ainsi, il existe (A,B) ∈ R2
tel que

∀t > 0 uC(t) = U + e−
ω0
2Q

t

(
A cos

(
ω0

√
4Q2 − 1

2Q
t

)
+B sin

(
ω0

√
4Q2 − 1

2Q
t

))

De plus, on sait que uCu(0) = 0 et que i(0) = u′C(0) = 0. On en déduit alors





A+ U = 0

− ω0

2Q
A+

ω0

√
4Q2 − 1

2Q
B = 0

D'où {
A = −U
−A+

√
4Q2 − 1B = 0

Ainsi

A = −U B = − U√
4Q2 − 1
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Finalement on obtient

∀t > 0 uC(t) = U

(
1− e−

ω0
2Q

t

(
cos

(
ω0

√
4Q2 − 1

2Q
t

)
+

1√
4Q2 − 1

sin

(
ω0

√
4Q2 − 1

2Q
t

)))

La forme exa
te est peu élégante. On 
onstate par 
ontre que la tension uC(t) tend à s'équilibrer en

os
illant en la valeur U .

Réponse de l'exer
i
e 6.8

1. La position à l'instant t est une solution du problème





y′′ +
k

m
y =

kℓ0
m

y(0) =
ℓ0
2

Le polyn�me 
ara
téristique de 
ette équation est P = X2 +
k

m
qui admet deux ra
ines 
omplexes 
onju-

guées i

√
k

m
et −i

√
k

m
.

La fon
tion 
onstante t 7→ ℓ0 est une solution parti
ulière de l'équation y′′ +
k

m
x =

kℓ0
m

, 
e qui est

physiquement logique, si on part de la position d'équilibre la masse ne bougera pas.

Ainsi, il existe (A,B) ∈ R2
tel que

x : t 7→ A cos

(√
k

m
t

)
+B sin

(√
k

m
t

)
+ ℓ0

On sait que x(0) =
ℓ0
2
, ainsi A = −ℓ0

2
.

Il nous manque une hypothèse sur la vitesse initiale x′(0) pour déterminer entièrement x. Pour simpli�er

supposons que le solide parte sans vitesse initiale, soit x′(0) = 0. On en déduit alors que

x : R → R

t 7→ ℓ0
2

(
2− cos

(√
k

m
t

))

Le solide os
ille don
 entre les positions

ℓ0
2

et

3ℓ0
2

ave
 une période de

2π
√
m√
k

.

2. En prenant en 
ompte le frottement visqueux on aboutit à

mx′′(t) = −k(x(t)− ℓ0)− λx′(t)
D'où au problème 




y′′ +
λ

m
y′ +

k

m
x =

kℓ0
m

y(0) =
ℓ0
2

On prend λ = 2× 10−4
, m = 4× 10−2

et k = 25, 
e qui nous donne le problème





y′′ +
1

200
y′ +

2500

4
y =

2500ℓ0
4

y(0) =
ℓ0
2
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Là en
ore la fon
tion 
onstante t 7→ ℓ0 est une solution parti
ulière de l'équation.

Le polyn�me 
ara
téristique est alors P = X62+
1

200
X+

2500

4
. Son dis
riminant est∆ =

1

40000
−2500 < 0.

On a alors deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées qui sont

−1
400

+ i

√
−∆
2

et

−1
400

+ i

√
−∆
2

.

On peut remarquer que

√
−∆ vaut à peu près 50, plus pré
isément

∣∣∣
√
−∆− 50

∣∣∣ 6 10−6
. On prendra alors

√
−∆ = 50 par la suite pour simpli�er les é
ritures.

On en déduit qu'il existe alors (A,B) ∈ R2
tel que

x : t 7→ e−
t

400 (A cos(25t) +B sin(25t)) + ℓ0

La 
ondition x(0) =
ℓ0
2

nous donne A = −ℓ0
2
. Si on suppose de nouveau que x′(0) = 0, on a alors B = 0,

d'où

x : R → R

t 7→ ℓ0
2

(
2− e− t

400 cos(25t)
)

Le solide os
ille don
 entre les positions

ℓ0
2

et

3ℓ0
2

ave
 une période de

2π

25
et une amplitude qui dé
roit

exponentiellement au 
ours du temps.

Réponse de l'exer
i
e 6.9

On va pro
éder par analyse-synthèse :

Soit f une fon
tion réelle deux fois dérivables telle que

∀t ∈ R f ′(t) = f(−t)

Alors

∀t ∈ R f ′′(t) = −f ′(−t) = −f(t)
Ainsi f est une solution de l'équation di�érentielle y′′+ y = 0. L'ensemble des solutions de 
ette équation est

S = {t 7→ A cos(t) +B sin(t) , (A,B) ∈ R2}

Ainsi il existe (A,B) ∈ R2
tel que

∀t ∈ R f(t) = A cos(t) +B sin(t)

On va utiliser l'équation pour obtenir plus d'information sur A et B. On a

∀t ∈ R f ′(t) = B cos(t)−A sin(t)

∀t ∈ R f(−t) = A cos(t)−B sin(t)

Ainsi, 
omme, pour tout réel t, on a f ′(t) = f(−t) alors B = A et −A = −B, 
'est-à-dire A = B.
On a don
 montré que, si f véri�e

∀t ∈ R f ′(t) = f(−t)
alors il existe A ∈ R telle que

∀t ∈ R f(t) = A(cos(t) + sin(t))

Ré
iproquement, il est aisé de véri�er que, s'il existe A ∈ R telle que

∀t ∈ R f(t) = A(cos(t) + sin(t))
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alors f véri�e

∀t ∈ R f ′(t) = f(−t)
Ainsi l'ensemble des fon
tions réelles deux fois dérivables f dé�nies sur R véri�ant

∀t ∈ R f ′(t) = f(−t)

est

S = {t 7→ A(cos(t) + sin(t)) , A ∈ R}

Réponse de l'exer
i
e 6.10

L'ensemble des solutions de l'équation y′′ − 3y′ + 2y = 0 est

S = {t 7→ Aet +Be2t , (A,B) ∈ R2}

Soit (A,B) ∈ R2
et f : t 7→ Aet +Be2t. On va étudier les variations de f . On a

∀t ∈ R f ′(t) = Aet + 2Be2t = et
(
A+ 2Bet

)

Si B est nul alors f est 
roissante si A est positif et alors max
x∈[0,1]

f(x) = f(1) et si A est négatif alors f est

dé
roissante et max
x∈[0,1]

f(x) = f(0)

Supposons alors B non-nul. Soit t ∈ [0, 1] on a f ′(t) = 0 si et seulement si et = − A

2B
. On en déduit alors

que, si − A

2B
6∈ [1; e], alors f ′ ne s'annule pas sur [0, 1]. Comme f ′ est 
ontinue alors f ′ est de signe 
onstant.

Si A et B sont négatifs alors f est dé
roissante et

max
x∈[0,1]

f(x) = f(0)

Si A et B sont positifs alors f est 
roissante et

max
x∈[0,1]

f(x) = f(1)

SiA est positif et B est négatif alors f est 
roissante sur

]
−∞, ln

(
− A

2B

)]
et dé
roissante sur

[
ln

(
− A

2B

)
,+∞

[
,

on a alors f(1) = max
x∈[0,1]

f(x) si ln

(
− A

2B

)
> 1

SiA est négatif et B est positif alors f est 
roissante sur

]
−∞, ln

(
− A

2B

)]
et dé
roissante sur

[
ln

(
− A

2B

)
,+∞

[
,

en étudiant les variations de f on voit alors que f(1) = max
x∈[0,1]

f(x) si ln

(
− A

2B

)
6 − ln(2(1 − e)).

Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation

y′′ − 3y′ + 2y = 0

qui véri�ent

f(1) = max
x∈[0,1]

f(x)

est

{t 7→ Aet+Be2t , (A,B) ∈ (R+)
2}∪{t 7→ Aet+Be2t , (A,B) ∈ R2

ave
 ln

(
− A

2B

)
∈]−∞,− ln(2(1+e))]∪[1,+∞[}
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Chapitre 7

Suites réelles

Exer
i
es

Exer
i
e 7.1

Déterminer le terme général des suites suivantes en fon
tion de n

1.

{
u0 = −3
∀n ∈ N un+1 = −un

2.

{
u0 = −2
∀n ∈ N un+1 = 3un − 4

3.

{
u3 = 1

∀n ∈ J3,+∞J un+1 = un + 2

4.

{
u1 = 2

∀n ∈ J1,+∞J un+1 = un

5.

{
u1 = 1

∀n ∈ J1,+∞J un+1 = −un + 2

6.

{
u2 = 4

∀n ∈ J2,+∞J un+1 = 5un + 1

Exer
i
e 7.2

Déterminer le terme général des suites suivantes en fon
tion de n

1.





u0 = −1
u1 = 2

∀n ∈ N un+2 = 2un+1 − un

2.





u1 = 3

u2 = 17

∀n ∈ N∗ un+2 = 3un+1 + 4un

3.





u0 = 1

u1 = −2
∀n ∈ N

1

2
un+2 − 3un+1 + 6un = 0

4.





u0 = 1

u1 = 0

∀n ∈ N un+2 + 5un+1 + 6un = 0

5.





u0 = 2

u1 = 2

∀n ∈ N un+2 + 13un = 6un+1

6.





u0 = 0

u1 = 0

∀n ∈ N un+2 = −12un+1 − 23un

Exer
i
e 7.3

Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justi�ez.

1. Si une suite est bornée à partir d'un 
ertain rang, alors elle est bornée.
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2. Si la suite (un)n∈N est bornée, alors elle 
onverge.

3. Si (un)n∈N 
onverge, alors (un)n∈N est bornée.

4. Si, pour tout n ∈ N, un > 0 et si (un)n∈N 
onverge vers L, alors L > 0.

5. La suite

(
cos(n3)

n+ 1

)
est 
onvergente.

6. Si, pour tout n ∈ N, un 6 vn, et si lim
n→∞

vn = L, alors lim
n→∞

un 6 L.

Exer
i
e 7.4

On 
onsidère la fon
tion

f : R\{3} → R

x 7→ x− 4

x− 3

et la suite (un)n∈N dé�nie par u0 = 1 et

∀n ∈ N un+1 = f(un) =
un − 4

un − 3

1. Montrer que, pour tout x ∈]−∞, 2], f(x) 6 2.

2. Montrer que la suite est bien dé�nie et que, pour tout n ∈ N un 6 2.

3. Montrer que l'équation f(x) = x admet une unique solution α sur R ∈ \{3}.
4. On dé�nit la suite (vn)n∈N par

∀n ∈ N vn =
1

un − α
Montrer que (vn)n∈N est une suite arithmétique.

5. En déduire une expression de un en fon
tion de n.

Exer
i
e 7.5

Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles véri�ant

∀n ∈ N

{
un+1 = −10un − 28vn

vn+1 = 6un + 16vn

u0 = 1 v0 = 1

1. Soit n ∈ N, exprimer un+2 en fon
tion de un+1 et un.

2. En déduire une expression de un en fon
tion de n.

Exer
i
e 7.6

1. Déterminer toutes les suites (un)n∈N telles que

∀n ∈ N un+1 = un + n2

2. Déterminer toutes les suites (un)n∈N telles que

∀n ∈ N un+1 = un + 2n
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3. Déterminer toutes les suites (un)n∈N telles que

∀n ∈ N un+1 = (n+ 1)2un

4. Déterminer toutes les suites (un)n∈N telles que

∀n ∈ N un+1 = 2nun

Exer
i
e 7.7

Soit (un)n∈N la suite dé�nie par ré
urren
e par

{
u0 = 1

∀n ∈ N, un+1 =
√
2un

Déterminer une expression de un en fon
tion de n.

Exer
i
e 7.8

Soit (un)n∈N la suite dé�nie par ré
urren
e par





u0 = −1
u1 = 2

∀n ∈ N un+2 = 6un+1 − 13un + 16

Déterminer le terme général de la suite (un)n∈N en fon
tion de n. On pourra 
onsidérer K l'unique solution de

l'équation x = 6x− 13x+ 16 et étudier la suite (vn)n∈N dé�nie par

∀n ∈ N vn = un −K

Exer
i
e 7.9

On 
onsidère la 
roissan
e d'un amas de ba
térie dans une boîte de Pétri. L'amas 
roît uniformément dans toutes

les dire
tions. On suppose que le taux de reprodu
tion des ba
téries est proportionnel à la surfa
e de 
onta
t

entre l'amas et le milieu nutritif. On note un le nombre de ba
téries au jour n. Une modélisation mathématique

mène au modèle suivant :

∀n ∈ N un+1 = ru
5
3
n

où r > 0.
Déterminer le terme général de la suite (un)n∈N en fon
tion de n et de u0. On pourra par exemple 
onsidérer

la suite (vn)n∈N dé�nie par

∀n ∈ N vn = ln(un)

Exer
i
e 7.10 (Oral Agro-Véto 2016)

Un s
ienti�que étudie une population de souris femelles uniquement. Il note les propriétés suivantes :

� Cha
une des souris donne naissan
e en moyenne à une femelle pendant sa première année de vie et à 8
femelles pendant sa deuxième année

� La probabilité pour qu'une souris femelle survive une deuxième année est de 0.25 et il n'y a au
une 
han
e
qu'elle survive au-delà de la deuxième année.
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On distingue don
 deux 
atégories de souris femelles : les jeunes, âgées de moins d'un an et les adultes dont l'âge

est 
ompris entre un et deux ans. Notons pour tout entier naturel n, après n années, jn le nombre de jeunes

souris femelles et an le nombre de souris adultes femelles.

1. Soit n ∈ N. Expliquer pourquoi les hypothèses 
i-dessus peuvent se traduire par le système suivant :

{
jn+1 = jn + 8an

an+1 = 0, 25jn

On 
onsidère que la population initiale est 
omposée de 20 jeunes souris femelles et d'au
une souris adulte

femelle.

2. Exprimer jn et an en fon
tion de n

Exer
i
e 7.11

Déterminer si les suites suivantes ont une limite et, si oui, la 
al
uler

1.

(
n+ 2

n+ 1

)

n∈N
2.

(
ln(n2 + 2)

)
n∈N

3.

(
en−

√
n
)
n∈N

4.

(
1 +

(−1)n
n+ 1

)

n∈N

5.

(
(−1)n +

1

ln(n+ 4)

)

n∈N

6.

(
en+(−1)n

)
n∈N

7.

(
e2n

e3n

)

n∈N
8.

(
e2n − e3n

)
n∈N

9.

(
e−2n − e−3n

)
n∈N

10.

(
(en)n

e2n+1

)

n∈N

11. (exp(2 + ln(3 + n)))n∈N
12.

(
exp(2n)3 − exp(3n)2

)
n∈N

13.

((
ne2n

)3 −
(
2ne3n

)2)
n∈N

14.

(
50n4 + 8n3

n2 + 1

)

n∈N

15.

(
2n3 + n sin(n)

n3 + 3

)

n∈N

16.

(
ln(n3 + 1)− 3 ln(n+ 2)

)
n∈N

17.

(
(−1)2n + 2n

(−1)3n + 3n

)

n∈N

18.

(
(−1)nn2 + 3n+ 1

10n2 + 10

)

n∈N

19.

(⌊
4n
5

⌋

n

)

n∈N

20.

(⌊n
2

⌋
− n

2

)

n∈N

21.

(
ln

(
1 +

1

n

))

n∈N

22.

(
(−1)n ln

(
1 +

1

n+ 1

))

n∈N

23.

(
ln(
√
n)− ln(n)

)
n∈N

24. (ln(n+ 1)− ln(n))n∈N

25.

(
3n − 2n

3n+2

)

n∈N

26.

(
5n − 5−n

)
n∈N

27.

(
32n − 62n + 2−3n

)
n∈N

28.

(⌊
n3 + 1

n2

⌋)

n∈N

Exer
i
e 7.12

Soit (un)n∈N la suite dé�nie par {
u0 > 1

un+1 = 1 + ln(un)

1. Montrer que (un)n∈N est bien dé�nie et est minorée par 1.

2. Montrer que (un)n∈N est dé
roissante et étudier sa 
onvergen
e.

Exer
i
e 7.13

Soit (un)n∈N la suite dé�nie par 


u0 =

1

2
un+1 =

√
2− un
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1. Justi�er que, pour tout entier n, un ∈ [0, 2]. Cal
uler u1 et u2. (un)n∈N est-elle monotone ?

2. Soit f : [0, 2] → [0, 2]

x 7→
√
2− x

. Montrer que f ◦ f est 
roissante.

3. En déduire la monotonie des suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N
4. Montrer que 
es deux suites 
onvergent et déterminer leurs limites.

5. La suite (un)n∈N est-elle 
onvergente ?

Exer
i
e 7.14

Soit (un)n∈N la suite dé�nie par

u0 = 0 ∀n ∈ N un+1 =
√
2 + un

1. Montrer que la suite (un)n∈N est bien dé�nie

2. Montrer que, pour tout entier n, |un+1 − 2| 6 1

2
|un − 2|.

3. En déduire que, pour tout entier n, |un − 2| 6 1

2n−1

4. La suite (un)n∈N 
onverge-t-elle ? Si oui, quelle est sa limite ?

Exer
i
e 7.15

Pour n ∈ J3,+∞J on dé�nit l'équation

(En) xn + x2 + 2x− 1 = 0

1. Montrer que, pour tout entier n > 3, (En) admet une unique solution sur R+. On notera xn 
ette solution

2. Montrer que, pour tout entier n > 3, xn ∈]0, 1[
3. Montrer que la suite (xn)n>3 est 
roissante et majorée par

1

2
.

4. Montrer que la suite (xn)n>3 
onverge et déterminer sa limite

Exer
i
e 7.16

Déterminer les limites des suites (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N dé�nies par

∀n ∈ N∗ un =

n∑

k=1

1√
k

vn =

n∑

k=1

1

n2 + k2
wn =

n∑

k=1

1√
n2 + k

Exer
i
e 7.17

Pour n ∈ N on pose

Sn =

n∑

k=1

(−1)k
k

Montrer que les suites (S2n)n∈N et (S2n+1)n∈N sont adja
entes. Que peut-on en 
on
lure ?

Exer
i
e 7.18

Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b. On dé�nit deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N par

a0 = a b0 = b ∀n ∈ N




an+1 =

√
anbn

bn+1 =
an + bn

2
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1. Montrer que 
es deux suites sont bien dé�nies.

2. Montrer que, pour tout entier n, an 6 bn.

3. Montrer que (an)n∈N est 
roissante et (bn)n∈N est dé
roissante.

4. Montrer que 
es deux suites sont 
onvergentes.

5. En déduire qu'elles sont adja
entes.

Exer
i
e 7.19

On dé�nit deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N par

∀n ∈ N un =
n∑

k=0

1

k!
vn = un +

1

n× n!

1. Montrer que (un)n∈N et (vn)n∈N sont adja
entes. On note L leur limite 
ommune.

2. Donner un en
adrement de L d'amplitude inférieure à 0, 01.

3. Que pensez-vous alors de L ?

Exer
i
e 7.20

On dé�nit deux suites (un)n∈N et (un)n∈N par u0 = 1, v0 = 2 et

∀n ∈ N, un+1 =
2un × vn
un + vn

, vn+1 =
un + vn

2

Montrer que les suites (un)n∈N et (un)n∈N 
onvergent et donner leurs limites respe
tives.

Exer
i
e 7.21

A toute suite (un)n∈N ∈ RN
on asso
ie la suite (vn)n∈N dé�nie par

∀n ∈ N∗ vn =
u1 + . . .+ un

n

On appelle v la moyenne de Césaro de u.

1. On suppose que (un)n∈N 
onverge. Prouver qu'alors (vn)n∈N 
onverge et 
e vers la même limite.

2. Étudier la ré
iproque.

3. On suppose que la suite (un)n∈N véri�e lim(un+1 − un) = l ∈ R. Prouver qu'alors lim
(un
n

)
= l.

4. Soit (wn)n∈N dé�nie par w0 > 0 et par, pour tout n ∈ N, wn+1 = wn +
1

wn
.

(a) Prouver que 
ette suite est 
roissante et tend vers +∞.

(b) En déduire que lim(w2
n+1 − w2

n) = 2.

Exer
i
e 7.22

Soit (un)n∈N la suite dé�nie par ré
urren
e par

{
u0 > −1
∀n ∈ N un+1 =

√
1 + un

1. Montrer que la suite (un)n∈N est bien dé�nie
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2. Soit f : ]− 1,+∞[ → R

x 7→
√
1 + x

.

Déterminer l'unique point �xe α de f sur ]− 1,+∞[.

3. Montrer que, si −1 < u0 < α alors (un)n∈N est 
roissante et, si u0 > α alors (un)n∈N est dé
roissante.

4. En déduire que, quel que soit u0 > −1, la suite (un)n∈N est 
onvergente.

Exer
i
e 7.23

On 
onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par

u0 ∈ [−1, 1] et un+1 = 1− µ× u2n, où µ ∈]0, 1]

1. Montrer que

∀n ∈ N, un ∈ [−1, 1].

2. Montrer que la suite 
onverge si, et seulement si,

µ ∈
]
0,

3

4

]

3. Montrer que, pour tout µ ∈ ]0, 1], les suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N 
onvergent.

Exer
i
e 7.24

On dé�nit la suite (un)n∈N par {
u0 ∈ R

un+1 = sin(un)

1. Si u0 ∈
[
0,
π

2

]
, montrer que (un)n∈N est une suite dé
roissante. (Dans 
ette question et les suivantes, il est

important de faire un dessin)

2. Si u0 ∈
[
−π
2
, 0
]
, montrer que (un)n∈N est une suite 
roissante.

3. Pour u0 réel quel
onque, montrer que (un)n∈N est une suite 
onvergente et donner sa limite.

Exer
i
e 7.25

Étudier la nature de la suite (un)n∈N dé�nie par

{
u0 = a

un+1 = un − u2n

en fon
tion du paramètre a.

Exer
i
e 7.26

1. Montrer que, pour tout n ∈ N∗
l'équation

x+ lnx = n

admet une unique solution que l'on notera xn.

2. Montrer que la suite (xn)n∈N est stri
tement 
roissante.

3. Montrer que lim
n→+∞

xn = +∞.
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Exer
i
e 7.27

Pour 
ha
une des suites suivantes donner un équivalent et sa limite.

1.

(
ln(n2 + 2n+ 5)

)
n∈N

2.

(
ln

(
n

n+ 1

))

n∈N

3.

(
ln

(
2n + 5

7n2 + 3n

))

n∈N

4.

(
sin
(
1
n

)

e
2
n − 1

)

n∈N

5.

(
n2 ln

(
n+ 1

2

))

n∈N
6.

(
n ln

(
1 + e−n

))
n∈N

7.

(
4n−

√
n2 + 1

)
n∈N

8.

(√
n2 + 1

n+ 3

)

n∈N

9.

(
(n− 3)

√
n3 + 1

n2 + 3

)

n∈N

10.

(
cos(n) + lnn

(n+ 3)2 − e
√
n

)

n∈N

11.

(
n
√

2 + (−1)n
)
n∈N

12.

(
n2 ln

(
cos

1

n

))

n∈N

13.

(
n+ (−1)n
n− ln(n)3

)

n∈N

14.

(
ln(n2 + n)

n+
√
n

)

n∈N

15.

( √
n3 + n+ 1

3
√
n3 − 3n+ 1

)

n∈N

Exer
i
e 7.28

Déterminer la limite de la suite (un)n∈N dé�nie par

∀n ∈ N un =
sin
(

1
n2

)
tan

(
2
n

)
(
e

1
n − 1

)√
2
n

√
ln
(
1 + 1

n3

)

Exer
i
e 7.29

Soit x ∈ R. Déterminer la limite de la suite

((
1 +

x

n

)n)

n∈N

Exer
i
e 7.30

Soit α ∈ R∗
+ Montrer que ⌊αn⌋ ∼ αn

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 7.1

1.

{
u0 = −3
∀n ∈ N un+1 = −un
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Cette suite est géométrique de raison −1. Ainsi il existe un réel A tel que

∀n ∈ N un = A(−1)n

On a, en parti
ulier u0 = A = −3.
Ainsi

∀n ∈ N un = −3× (−1)n

2.

{
u0 = −2
∀n ∈ N un+1 = 3un − 4

Il s'agit d'une suite arithméti
o-géométrique. Soit c l'unique réel véri�ant

c = 3c− 4

C'est-à-dire c = 2.

On a alors {
∀n ∈ N un+1 = 3un − 4

c = 3c− 4

En soustrayant la se
onde ligne de la première on a alors

∀n ∈ N un+1 − c = 3(un − c)

La suite (un − 2)n∈N est don
 une suite géométrique de raison 3. Il existe alors un réel A tel que

∀n ∈ N un − 2 = A3n

On a, en parti
ulier,

u0 − 2 = A = −4

Ainsi

∀n ∈ N un = 2 + (−4)× 3n

3.

{
u3 = 1

∀n ∈ J3,+∞J un+1 = un + 2

Il s'agit i
i d'une suite arithmétique de raison 2. Ainsi, il existe un réel A tel que

∀n ∈ J3,+∞J un = A+ 2n

On a, en parti
ulier, u3 = A+ 6 = 1, d'où A = −5
Ainsi

∀n ∈ J3,+∞J un = −5 + 2n

4.

{
u1 = 2

∀n ∈ J1,+∞J un+1 = un

Il s'agit i
i d'une suite 
onstante. On a, de plus u1 = 1.

Ainsi,

∀n ∈ N∗ un = 1
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5.

{
u1 = 1

∀n ∈ J1,+∞J un+1 = −un + 2

Il s'agit d'une suite arithméti
o-géométrique. Soit c l'unique réel véri�ant

c = −c+ 2

C'est-à-dire c = 1.

On a alors {
∀n ∈ NJ1,+∞J un+1 = −un + 2

c = −c+ 2

En soustrayant la se
onde ligne de la première on a alors

∀n ∈ J1,+∞J un+1 − c = −(un − c)

La suite (un − 1)n∈J1,+∞J est don
 une suite géométrique de raison −1. Il existe alors un réel A tel que

∀n ∈ J1,+∞J un − 1 = A(−1)n

On a, en parti
ulier,

u1 − 1 = −A = 0

Ainsi

∀n ∈ N un = 1

6.

{
u2 = 4

∀n ∈ J2,+∞J un+1 = 5un + 1

Il s'agit d'une suite arithméti
o-géométrique. Soit c l'unique réel véri�ant

c = 5c+ 1

C'est-à-dire c = −1

4
.

On a alors {
∀n ∈ J2,+∞J un+1 = 5un + 1

c = 5c+ 1

En soustrayant la se
onde ligne de la première on a alors

∀n ∈ J2,+∞J un+1 − c = 5(un − c)

La suite

(
un +

1

4

)

n∈J2,+∞J

est don
 une suite géométrique de raison 5. Il existe alors un réel A tel que

∀n ∈ J2,+∞J un +
1

4
= A5n

On a, en parti
ulier,

u2 +
1

4
= 25A =

17

4

D'où A =
17

100
Ainsi

∀n ∈ N un = −1

4
+

17

100
× 5n =

17× 5n − 25

100
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Réponse de l'exer
i
e 7.2

1.





u0 = −1
u1 = 2

∀n ∈ N un+2 = 2un+1 − un
Soit P (x) = x2−2x+1 le polyn�me 
ara
téristique de la suite (un)n∈N. Pour x ∈ R, on a P (x) = (x−1)2,
ainsi P admet une ra
ine double qui est 1.

On en déduit qu'il existe (A,B) ∈ R2
tel que

∀n ∈ N un = A× 1n +Bn× 1n = A+Bn

On sait de plus que

u0 = A = −1 et u1 = A+B = 2

D'où (A,B) = (−1, 3) et
∀n ∈ N un = 3n− 1

2.





u1 = 3

u2 = 17

∀n ∈ N∗ un+2 = 3un+1 + 4un

Soit P (x) = x2− 3x− 4 le polyn�me 
ara
téristique de la suite (un)n∈N. Déterminons les ra
ines de P . Le
dis
riminant de P vaut 25, il admet don
 deux ra
ines réelles simples qui sont 4 et −1.
On en déduit qu'il existe (A,B) ∈ R2

tel que

∀n ∈ N∗ un = A× 4n +B(−1)n

On sait de plus que

u1 = 4A−B = 3 et u2 = 16A +B = 17

D'où (A,B) = (1, 1) et
∀n ∈ N∗ un = 4n + (−1)n

3.





u0 = 1

u1 = −2
∀n ∈ N

1

2
un+2 − 3un+1 + 6un = 0

Soit P (x) =
1

2
x2 − 3x+ 6 le polyn�me 
ara
téristique de la suite (un)n∈N∗

. Déterminons les ra
ines de P .

Le dis
riminant de P vaut −3, P admet don
 deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées qui sont

3 + i
√
3 = 2

√
3ei

π
6

et 3− i
√
3 = 2

√
3e−iπ

6

Ainsi, il existe (A,B) ∈ R2
tel que

∀n ∈ N un =
(
2
√
3
)n (

A cos
(nπ

6

)
+B sin

(nπ
6

))

On sait de plus que

u0 = A = 1 et u1 = 3A+B
√
3 = −2

D'où (A,B) =

(
1,
−5√
3

)
et

∀n ∈ N un =
(
2
√
3
)n(

cos
(nπ

6

)
− 5√

3
sin
(nπ

6

))
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4.





u0 = 1

u1 = 0

∀n ∈ N un+2 + 5un+1 + 6un = 0

Soit P (x) = x2 +5x+6 le polyn�me 
ara
téristique de la suite (un)n∈N. Déterminons les ra
ines de P . Le
dis
riminant de P vaut 1, P admet don
 deux ra
ines simples réelles qui sont −3 et −2.
Ainsi, il existe (A,B) ∈ R2

tel que

∀n ∈ N un = A(−2)n +B(−3)n

On sait de plus que

u0 = A+B = 1 et u1 = −2A− 3B = 0

D'où (A,B) = (3,−2)
Ainsi

∀n ∈ N un = 3× (−2)n + 2× (−3)n

5.





u0 = 2

u1 = 2

∀n ∈ N un+2 + 13un = 6un+1

Soit P (x) = x2 − 6x + 13 le polyn�me 
ara
téristique de la suite (un)n∈N. Déterminons les ra
ines de P .
Le dis
riminant de P vaut −16, P admet don
 deux ra
ines 
omplexes 
onjuguées qui sont 3+2i et 3−2i.

Notons z = 3 + 2i, puisque Re(z) > 0 on sait que arctan

(
Im(z)

Re(z)

)
est un argument de z. Ainsi

3 + 2i =
√
13ei arctan(

2
3)

et 3− 2i =
√
13e−i arctan( 2

3)

Ainsi, il existe (A,B) ∈ R2
tel que

∀n ∈ N un =
(√

13
)n(

A cos

(
n arctan

(
2

3

))
+B sin

(
n arctan

(
2

3

)))

On sait de plus que u0 = A = 2 et

u1 = A
√
13 cos

(
arctan

(
2

3

))
+B
√
13 sin

(
n arctan

(
2

3

))

= ARe
(√

13ei arctan(
2
3)
)
+B Im

(√
13ei arctan(

2
3)
)

= ARe(3 + 2i) +B Im(3 + 2i)

= 3A+ 2B

D'où 3A+ 2B = 2. On obtient don
 (A,B) = (2,−2)
Ainsi

∀n ∈ N un =
(√

13
)n(

2 cos

(
n arctan

(
2

3

))
− 2 sin

(
n arctan

(
2

3

)))

6.





u0 = 0

u1 = 0

∀n ∈ N un+2 = −12un+1 − 23un

Bastien Marmeth 146 Page 146/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

I
i il est tout à fait possible d'appliquer la méthode pré
édente pour obtenir le résultat mais 
e serait une

perte de temps. En e�et, on sait qu'il existe une unique suite (un)n∈N véri�ant





u0 = 0

u1 = 0

∀n ∈ N un+2 = −12un+1 − 23un

On peut 
onstater que la suite 
onstante (cn)n∈N dé�nie par

∀n ∈ N cn = 0

véri�e 
es 
onditions. Ainsi

∀n inN un = 0

Il est également possible (voire souhaitable) de pro
éder par ré
urren
e pour montrer que, pour tout entier

n ∈ N, un = 0.

Réponse de l'exer
i
e 7.3

1. Si une suite est bornée à partir d'un 
ertain rang, alors elle est bornée. VRAI

Soit (un)n∈N une suite bornée à partir d'un 
ertain rang. Soit alorsM > 0 et N ∈ N tels que

∀n > N |un| 6M

La famille (u0, · · · uN−1) est une famille �nie. Elle est don
 bornée, soit alors M ′
tel que

∀n ∈ J0, N − 1K |un| 6M ′

On a alors

∀n ∈ N |un| 6 max(M,M ′)

La suite (un)n∈N est don
 bornée

2. Si la suite (un)n∈N est bornée, alors elle 
onverge. FAUX

La suite (vn)n∈N dé�nie par

∀n ∈ N vn = (−1)n

est bornée mais ne 
onverge pas

3. Si (un)n∈N 
onverge, alors (un)n∈N est bornée. VRAI

Il s'agit d'un résultat du 
ours

4. Si, pour tout n ∈ N, un > 0 et si (un)n∈N 
onverge vers L, alors L > 0. FAUX

La suite (un)n∈N dé�nie par

∀n ∈ N un =
1

n

véri�e bien que, pour tout n ∈ N, un > 0 mais (un)n∈N 
onverge vers 0.

5. La suite

(
cos(n3)

n+ 1

)
est 
onvergente. VRAI

Considérons les suites (un)n∈N et (vn)n∈N dé�nies par

∀n ∈ N un =
−1
n+ 1

vn =
1

n+ 1
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On a alors

∀n ∈ Nun 6
cos(n3)

n+ 1
6 vn

De plus (un)n∈N et (vn)n∈N 
onvergent toutes les deux vers 0. Le théorème des gendarmes nous assure

alors que la suite

(
cos(n3)

n+ 1

)

onverge vers 0.

6. Si, pour tout n ∈ N, un 6 vn, et si lim
n→∞

vn = L, alors lim
n→∞

un 6 L. FAUX

A priori rien ne nous assure que la suite (un)n∈N admet une limite. Par exemple, on a, pour tout n ∈ N,

(−1)n 6 1 +
1

n
, et si lim

n→∞
1 +

1

n
= 1. Mais la suite (un)n∈N n'admet pas de limite.

Réponse de l'exer
i
e 7.4

1. Montrer que, pour tout x ∈]−∞, 2], f(x) 6 2.

La fon
tion f est dérivable sur ]−∞, 2] en tant que quotient de fon
tions dérivables

Sa dérivée est

∀x ∈]−∞, 2] f ′(x) =
(x− 3)− (x− 4)

(x− 3)2
=

1

(x− 3)2

f est don
 
roissante sur ]−∞, 2]. On en déduit don
 que, pour tout x ∈]−∞, 2], f(x) 6 f(2). De plus
f(2) = 2. Ainsi

∀x ∈]−∞, 2] f(x) 6 2

2. Montrer que la suite est bien dé�nie et que, pour tout n ∈ N un 6 2.

On va montrer par ré
urren
e que, pour tout entier n, un est bien dé�ni et véri�e un 6 2.

Initialisation :

u0 est bien dé�nie et véri�e u0 6 2

Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que un est bien dé�ni et véri�e un 6 2.

Ainsi, puisque un 6= 3, f(un) est bien dé�ni. De plus, 
omme un 6 2 alors, d'après la question pré
édente,

f(un) 6 2

Ainsi, un+1 est bien dé�ni et véri�e un+1 6 2.

On a don
 montré par ré
urren
e que, pour tout entier n, un est bien dé�ni et véri�e un 6 2.

3. Montrer que l'équation f(x) = x admet une unique solution α sur R ∈ \{3}.
On va résoudre l'équation f(x) = x sur R ∈ \3. On pro
ède par analyse-synthèse.

Soit x ∈ R ∈ \{3} tel que f(x) = x. Alors

x =
x− 4

x− 3

D'où

x2 − 3x = x− 4

Ainsi x est une ra
ine du polyn�me P (x) = x2 − 4x+ 4 = (x− 2)2. D'où x = 2.

Ainsi, si x ∈ R ∈ \{3} véri�e f(x) = x alors né
essairement x = 2.

Ré
iproquement, il est aisé de véri�er que f(2) = 2.

Ainsi on a montré que, pour x ∈ R ∈ \{3}, f(x) = x si et seulement si x = 2. C'est-à-dire, on a montré

f(x) = x admet une unique solution sur R ∈ \{3} et 
ette solution est 2.
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4. On dé�nit la suite (vn)n∈N par

∀n ∈ N vn =
1

un − α
Montrer que (vn)n∈N est une suite arithmétique.

Soit n ∈ N, on a

vn+1 =
1

un+1 − 2

=
1

un−4
un−3 − 2

=
un − 3

un − 4− 2(un − 3)

=
un − 3

2− un
=
un − 2− 1

2− un
=
un − 2

2− un
+

1

un − 2

= −1 + vn

Ainsi, la suite (vn)n∈N est une suite arithmétique est une suite arithmétique de raison −1.
5. En déduire une expression de un en fon
tion de n.

On sait que (vn)n∈N est une suite arithmétique est une suite arithmétique de raison −1. Ainsi, il existe
A ∈ R tel que

∀n ∈ N vn = A+ (−1)n = A− n
Alors

∀n ∈ N un =
1

vn
+ 2 =

1

A− n + 2

De plus u0 = 1, d'où A = −1. on en déduit que

∀n ∈ N un = 2− 1

n+ 1

Réponse de l'exer
i
e 7.5

On sait que (un)n∈N et (vn)n∈N véri�ent

∀n ∈ N

{
un+1 = −10un − 28vn

vn+1 = 6un + 16vn

D'où (un)n∈N et (vn)n∈N véri�ent

∀n ∈ N





un+1 = −10un − 28vn

un+2 = −10un+1 − 28vn+1

vn+1 = 6un + 16vn

Ainsi, pour n ∈ N, on a

un+2 = −10un+1 − 28vn+1
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= −10un+1 − 28 (6un + 16vn)

= −10un+1 − 168un + 16 × (−28vn)
= −10un+1 − 168un + 16(un+1 + 10un)

= −10un+1 − 168un + 16un + 1 + 160un

= 6un+1 − 8un

Ainsi la suite (un)n∈N véri�e

∀n ∈ N un+2 = 6un+1 − 8un

Soit alors P (x) = x2− 6x+8 le polyn�me 
ara
téristique de la suite (un)n∈N. P admet deux ra
ines simples

réelles qui sont 2 et 4. Ainsi, il existe (A,B) ∈ N tel que

∀n ∈ N un = A× 2n +B × 4n

on sait de plus que u0 = A+B = 1 et

u1 = −10u0 − 28v0 = −38 = 2A+ 4B

D'où (A,B) = (21,−20)
Ainsi

∀n ∈ N un = 21× 2n − 20× 4n

Par suite on a

∀n ∈ N vn =
−un+1 − 10un

28
=

(−42− 210)2n + (80 + 200)4n

28
= −9× 2n + 10× 4n

Réponse de l'exer
i
e 7.6

1. Soit (un)n∈N une suite telle que

∀n ∈ N un+1 = un + n2

Pour n ∈ N on a alors

un = u0 + 02 + 12 + · · ·+ (n− 1)2

= u0 +
n−1∑

k=0

k2

= u0 +
(n− 1)n(2n − 1)

6

Ainsi, les suites (un)n∈N telles que

∀n ∈ N un+1 = un + n2

sont les suites de la forme

(
K +

(n− 1)n(2n − 1)

6

)

n∈N
ave
 K ∈ R.

2. Soit (un)n∈N une suite telle que

∀n ∈ N un+1 = un + 2n

Pour n ∈ N on a alors

un = u0 + 20 + 21 + · · · + 2n−1
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= u0 +
n−1∑

k=0

2k

= u0 +
1− 2n

1− 2

= u0 + 2n − 1

Ainsi, les suites (un)n∈N telles que

∀n ∈ N un+1 = un + 2n

sont les suites de la forme (K + 2n − 1)n∈N ave
 K ∈ R, 
'est-à-dire les suites de la forme (C + 2n)n∈N
ave
 C ∈ R.

3. Soit (un)n∈N une suite telle que

∀n ∈ N un+1 = (n+ 1)2un

Pour n ∈ N on a alors

un = u0 × 12 × 22 × · · · × (n− 1 + 1)2

= u0 ×
n∏

k=1

k2

= u0 ×
(

n∏

k=1

k

)2

= u0 × (n!)2

Ainsi, les suites (un)n∈N telles que

∀n ∈ N un+1 = (n+ 1)2un

sont les suites de la forme

(
K × (n!)2

)
n∈N ave
 K ∈ R.

4. Soit (un)n∈N une suite telle que

∀n ∈ N un+1 = 2nun

Pour n ∈ N on a alors

un = u0 × 20 × 21 × · · · × 2n−1

= u0 ×
n−1∏

k=0

2k

= u0 × 2
∑n−1

k=0 k

= u0 × 2
(n−1)n

2

= u0
√
2
n(n−1)

Ainsi, les suites (un)n∈N telles que

∀n ∈ N un+1 = 2nun

sont les suites de la forme

(
K ×

√
2
n(n−1)

)
n∈N

ave
 K ∈ R.
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Réponse de l'exer
i
e 7.7

Commençons prouver que la suite est bien dé�nie et véri�e

∀n ∈ N un > 0

Initialisation :

u0 est bien dé�ni et on a u0 > 0.
Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que un est bien dé�ni et véri�e un > 0.
Comme un > 0 alors

√
2un est bien dé�ni. Ainsi un+1 est bien dé�ni et on a un+1 =

√
2un > 0. Ce qui

prouve la propriété au rang n+ 1 et a
hève la ré
urren
e.

On sait que, pour tout n ∈ N, un > 0, on peut alors dé�nir la suite (vn)n∈N = (ln(un))n∈N.
Pour n ∈ N on a

vn+1 = ln(un+1)

= ln(
√
2un)

=
1

2
ln(2un)

=
1

2
ln(un) +

ln(2)

2

=
1

2
vn +

ln(2)

2

La suite (vn)n∈N est don
 arithméti
o-géométrique. Soit c tel que c =
1

2
c+

ln(2)

2
, 
'est-à-dire c = ln(2).

La suite (vn − c)n∈N est géométrique de raison

1

2
, on en déduit que

∀n ∈ N, vn = ln(2) +
1

2n
(v0 − ln(2)) = ln(2) − ln(2)

2n

Ainsi

∀n ∈ N, un = exp(vn) = exp

(
ln(2) − ln(2)

2n

)
= 21−

1
2n

Réponse de l'exer
i
e 7.8

Soit K l'unique réel tel que K = 6K − 13K + 16, 
'est-à-dire K = 2. On a alors

{
∀n ∈ N un+2 = 6un+1 − 13un + 16

K = 6K − 13K + 16

En soustrayant la se
onde ligne de la première, on obtient alors

∀n ∈ Nun+2 −K = 6(un+1 −K)− 13(un −K)

Soit (vn)n∈N la suite dé�nie par

∀n ∈ vn = un − 2

La suite (vn)n∈N véri�e alors 



v0 = −3
v1 = 0

∀n ∈ N vn+2 = 6vn+1 − 13vn
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Ainsi, il existe (A,B) ∈ R2
tel que

∀n ∈ N vn =
√
13

n
(
A cos

(
n arctan

(
2

3

))
+B sin

(
n arctan

(
2

3

)))

On a, en parti
ulier,

v0 = A = −3 et v1 = A
√
13 cos

(
arctan

(
2

3

))
+B
√
13 sin

(
arctan

(
2

3

))
= 0

D'où

A = −3 et 3A+ 2B = 0

Ainsi (A,B) =

(
−3, 9

2

)

On en déduit que

∀n ∈ N un = 2 +
√
13

n
(
−3 cos

(
n arctan

(
2

3

))
+

9

3
sin

(
n arctan

(
2

3

)))

Réponse de l'exer
i
e 7.9

Il est aisé de monter que, pour tout entier n, un > 0. On dé�nit alors la suite (vn)n∈N par

∀n ∈ N vn = ln(un)

On a

vn+1 = ln(un+1) = ln

(
ru

5
3
n

)
= ln(r) +

5

3
ln(un) = ln(r) +

5

3
vn

Si r = 1 alors la suite vn est géométrique de raison

5

3
. Dans 
e 
as ; il existe A ∈ R tel que

∀n ∈ N vn = v0

(
5

3

)n

D'où

∀n ∈ N un = exp

(
ln(u0)

(
5

3

)n)

Si r 6= 1 alors la suite (vn)n∈N est arithméti
o-géométrique

Soit c l'unique réel tel que c = ln(r) +
5

3
c, 
'est-à-dire c = −3 ln(r))

2
.

La suite (vn − c)n∈N est alors géométrique de raison

5

3
. Ainsi

∀n ∈ N vn = c+ (v0 − c)
(
5

3

)n

D'où

∀n ∈ N un = exp

(
c+ (v0 − c)

(
5

3

)n)

C'est-à-dire

∀n ∈ N un =
1

r
3
2

exp

(
ln
(
u0r

3
2

)(5

3

)n)
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Réponse de l'exer
i
e 7.10

1. La modélisation i
i est assez transparente. Il peut être bon de signaler que l'on suppose que la population

modélisée se 
omporte selon l'évolution moyenne observée, 
e qui est une hypothèse a

eptable quand on

travaille ave
 des populations de tailles assez grandes.

Soit n un entier. A la génération n+ 1 
ombien a-t-on de souris adultes ? Puisqu'au
une souris adulte ne

peut survivre deux ans, les adultes de la génération n+1 ne peuvent être que des jeunes de la génération n,

eux-
i ont une 
han
e sur quatre de survivre, on va alors modéliser 
ela par exa
tement un quart d'entre

eux survivent.

Et 
ombien de jeunes souris à la génération n ? Il s'agit des souris nées lors de la dernière génération. On

va supposer que 
haque souris de la génération n se 
omporte exa
tement 
omme la moyenne et donne

naissan
e à exa
tement une femelle si elle est jeune et à exa
tement 8 femelles si elle est adulte.

En notant, pour tout entier naturel n, après n années, jn le nombre de jeunes souris femelles et an le

nombre de souris adultes femelles.On tire le système suivant

∀n ∈ N

{
jn+1 = jn + 8an

an+1 = 0, 25jn

2. On sait que (jn)n∈N et (an)n∈N véri�ent

∀n ∈ N

{
jn+1 = jn + 8an

an+1 = 0, 25jn

D'où (jn)n∈N et (an)n∈N véri�ent

∀n ∈ N

{
jn+2 = jn+1 + 8an+1

an+1 = 0, 25jn

Ainsi, la suite (jn)n∈N véri�e

∀n ∈ N jn+2 = jn+1 + 2jn

Soit P (x) = x2 − x− 2 le polyn�me 
ara
téristique de la suite (jn)n∈N. P admet deux ra
ines simples qui

sont 2 et −1. Ainsi, il existe (A,B) ∈ R2
tel que

∀n ∈ N jn = A× 2n +B × (−1)n

On sait que j0 = 20 = A+B et j1 = j0 + 8a0 = 20 = 2A−B. D'où (A,B) =

(
40

3
,
20

3

)

On obtient alors

∀n ∈ N jn =
40× 2n + 20× (−1)n

3

et

∀n ∈ N an =
jn+1 − jn

8
=

40× 2n − 40× (−1)n
24

Réponse de l'exer
i
e 7.11
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1.

(
n+ 2

n+ 1

)

n∈N
Pour n ∈ N, on a

n+ 2

n+ 1
= 1 +

1

n+ 1

Ainsi la suite

(
n+ 2

n+ 1

)

n∈N

onverge vers 1

2.

(
ln(n2 + 2)

)
n∈N

La suite

(
ln(n2 + 2)

)
n∈N tend vers +∞.

3.

(
en−

√
n
)
n∈N

Pour n ∈ N, on a

en−
√
n = e

n
(

1− 1√
n

)

Ainsi, 
omme

(
1− 1√

n

)
tend vers 1, n−√n tend vers +∞, d'où en−

√
n
tend vers +∞.

4.

(
1 +

(−1)n
n+ 1

)

n∈N
Pour n ∈ N on a

1− 1

n+ 1
6 1 +

(−1)n
n+ 1

6 1 +
1

n+ 1

D'après le théorème des gendarmes on en déduit que la suite

(
1 +

(−1)n
n+ 1

)

n∈N

onverge vers 1.

5.

(
(−1)n +

1

ln(n+ 4)

)

n∈N
Pour n ∈ N, notons

un = (−1)n +
1

ln(n + 4)

On a alors

u2n = 1 +
1

ln(2n+ 4)
u2n+1 = −1 +

1

ln(2n+ 5)

On voit alors que la suite (u2n)n∈N 
onverge vers 1 tandis que la suite (u2n+1)n∈N 
onverge vers −1. Comme

les suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N ne 
onvergent pas vers la même limite,la suite (un)n∈N diverge.

6.

(
en+(−1)n

)
n∈N

Pour n ∈ N on a

en−1
6 en+(−1)n

Puisque la suite

(
en−1

)
n∈N tend vers +∞ on en déduit que la suite

(
en+(−1)n

)
n∈N

tend vers +∞.

7.

(
e2n

e3n

)

n∈N
Pour n ∈ N on a

e2n

e3n
=

1

en

Ainsi la suite

(
e2n

e3n

)

n∈N
tend vers 0.
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8.

(
e2n − e3n

)
n∈N

Pour n ∈ N on a

e2n − e3n = −e3n
(
1− 1

en

)

Ainsi la suite

(
e2n − e3n

)
n∈N tend vers −∞.

9.

(
e−2n − e−3n

)
n∈N

Il n'y a pas forme indéterminée i
i, les deux termes tendent vers 0. La suite

(
e−2n − e−3n

)
n∈N tend don


vers 0.

10.

(
(en)n

e2n+1

)

n∈N
Pour n ∈ N on a

(en)n

e2n+1
= en

2−2n−1 = e
n2
(

1−2 2
n
− 1

n2

)

Ainsi la suite

(
(en)n

e2n+1

)

n∈N
tend vers +∞.

11. (exp(2 + ln(3 + n)))n∈N
Pour n ∈ N on a

exp(2 + ln(3 + n)) = (3 + n)2

La suite (exp(2 + ln(3 + n)))n∈N tend don
 vers +∞.

12.

(
exp(2n)3 − exp(3n)2

)
n∈N

Pour n ∈ N on a

exp(2n)3 − exp(3n)2 = exp(6n)− exp(6n) = 0

La suite

(
exp(2n)3 − exp(3n)2

)
n∈N tend don
 vers 0.

13.

((
ne2n

)3 −
(
2ne3n

)2)
n∈N

Pour n ∈ N on a

(
ne2n

)3 −
(
2ne3n

)2
= (n3 − 4n2)e6n = n3

(
1− 4

n

)
e6n

La suite

((
ne2n

)3 −
(
2ne3n

)2)
n∈N

tend don
 vers +∞.

14.

(
50n4 + 8n3

n2 + 1

)

n∈N
Pour n ∈ N

50n4 + 8n3

n2 + 1
=
n4

n2
50 + 8

n

1 + 1
n2

= n2
50 + 8

n

1 + 1
n2

La suite

(
50n4 + 8n3

n2 + 1

)

n∈N
tend don
 vers +∞.

15.

(
2n3 + n sin(n)

n3 + 3

)

n∈N
Pour n ∈ N on a

2n3 + n sin(n)

n3 + 3
=
n3

n3
2 + sin(n)

n2

1 + 3
n3

=
2 + sin(n)

n2

1 + 3
n3

La suite

(
2n3 + n sin(n)

n3 + 3

)

n∈N
tend don
 vers 2.
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16.

(
ln(n3 + 1)− 3 ln(n+ 2)

)
n∈N

Pour n ∈ N on a

ln(n3 + 1)− 3 ln(n + 2) = ln

(
n3 + 1

(n+ 2)3

)
= ln

(
1 + 1

n3

1 + 6 1
n + 12 1

n2 + 8
n3

)

La suite

(
ln(n3 + 1)− 3 ln(n+ 2)

)
n∈N 
onverge don
 vers ln(1), 
'est-à-dire 0.

17.

(
(−1)2n + 2n

(−1)3n + 3n

)

n∈N
Pour n ∈ N on a

(−1)2n + 2n

(−1)3n + 3n
=

2 + 1
n

3 + (−1)3n

n

Ainsi la suite

(
(−1)2n + 2n

(−1)3n + 3n

)

n∈N

onverge vers

2

3
.

18.

(
(−1)nn2 + 3n+ 1

10n2 + 10

)

n∈N
Pour n ∈ N on a

(−1)nn2 + 3n + 1

10n2 + 10
=

(−1)n + 3
n + 1

n2

10 + 10 1
n2

Pour n ∈ N on note un =
(−1)n + 3

n + 1
n2

10 + 10 1
n2

. On voit alors que la suite (u2n)n∈N tend vers

1

10
et la suite

(u2n)n∈N tend vers

−1
10

. Comme les suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N ne 
onvergent pas vers la même limite,la

suite (un)n∈N diverge.

19.

(⌊
4n
5

⌋

n

)

n∈N
Pour n ∈ N on a

4n

5
− 1 6

⌊
4n

5

⌋
6

4n

5

D'où

4

5
− 1

n
6

⌊
4n
5

⌋

n
6

4

5

D'après le théorème des gendarmes on en déduit que la suite

(⌊
4n
5

⌋

n

)

n∈N

onverge vers

4

5
.

20.

(⌊n
2

⌋
− n

2

)

n∈N
Pour n ∈ N on a ⌊

2n

2

⌋
− 2n

2
= 0

⌊
2n+ 1

2

⌋
− 2n+ 1

2
= n− (n+

1

2
) = −1

2

On voit alors que les suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N ne 
onvergent pas vers la même limite,la suite (un)n∈N
diverge.
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21.

(
ln

(
1 +

1

n

))

n∈N

La suite

(
1 +

1

n

)
tend vers 1. De plus la fon
tion ln est 
ontinue. Ainsi la suite

(
ln

(
1 +

1

n

))

n∈N

onverge

vers ln(1) = 0.

22.

(
(−1)n ln

(
1 +

1

n+ 1

))

n∈N
Pour n ∈ N on a

− ln

(
1 +

1

n+ 1

)
6 (−1)n ln

(
1 +

1

n+ 1

)
6 ln

(
1 +

1

n+ 1

)

D'après le théorème des gendarmes et la question pré
édente on voit que la suite

(
(−1)n ln

(
1 +

1

n+ 1

))

n∈N

onverge vers 0.

23.

(
ln(
√
n)− ln(n)

)
n∈N

Pour n ∈ N on a

ln(
√
n)− ln(n) = ln

(√
n

n

)
= ln

(
1√
n

)
= −1

2
ln(n)

Ainsi la suite

(
ln(
√
n)− ln(n)

)
n∈N tend vers −∞.

24. (ln(n+ 1)− ln(n))n∈N
Pour n ∈ N on a

ln(n+ 1)− ln(n) = ln

(
n+ 1

n

)
= ln

(
1 +

1

n

)

Ainsi la suite (ln(n+ 1)− ln(n))n∈N 
onverge vers 0.

25.

(
3n − 2n

3n+2

)

n∈N
Pour n ∈ N on a

3n − 2n

3n+2
=

3n

3n
1−

(
2
3

)n

9
=

1−
(
2
3

)n

9

Ainsi la suite

(
3n − 2n

3n+2

)

n∈N

onverge vers

1

9
.

26.

(
5n − 5−n

)
n∈N

Il n'y a pas de forme indéterminée i
i, la suite de terme général 5n tend vers +∞ et la suite de terme

général 5−n
tend vers 0. Ainsi la suite

(
5n − 5−n

)
n∈N tend vers +∞.

27.

(
32n − 62n + 2−3n

)
n∈N

Pour n ∈ N on a

32n − 62n + 2−3n = 9n − 36n +
1

8n
= 36n

(
−1 + 1

4n
+

1

8n

)

Ainsi la suite

(
32n − 62n + 2−3n

)
n∈N tend vers −∞.

28.

(⌊
n3 + 1

n2

⌋)

n∈N
Pour n ∈ N on a

n3 + 1

n2
− 1 6

⌊
n3 + 1

n2

⌋

D'où

n

(
1 +

1

n3
− 1

n

)
6

⌊
n3 + 1

n2

⌋

Ainsi la suite

(⌊
n3 + 1

n2

⌋)

n∈N
tend vers +∞.
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Réponse de l'exer
i
e 7.12

1. On peut pro
éder de deux manières :

� Par une étude de fon
tion

Soit F : ]0,+∞ → R

x 7→ 1 + ln(x)
et I = [1,+∞[. On montre que

{
u0 ∈ I
∀x ∈ I, F (x) ∈ I

On 
lairement u0 ∈ I.
Soit x ∈ I, on a don
 ln(x) > 0, d'où 1 + ln(x) > 1, 
'est-à-dire F (x) ∈ I.
On a alors montré que (un)n∈N est bien dé�nie et que

∀n ∈ N, un ∈ I

C'est-à-dire

∀n ∈ N, un > 1

� Par ré
urren
e

On va montrer par ré
urren
e que, pour tout n ∈ N un est bien dé�nie et est minoré par 1.
Initialisation :

Pour n = 0 u0 est bien dé�ni et est minoré par 1.
Hérédité :

Soit n ∈ N. On suppose que un est bien dé�nie et est minoré par 1. Alors 1 + ln(un) est bien dé�ni.

C'est-à-dire un+1 est bien dé�ni.

De plus, par 
roissan
e de la fon
tion ln on a

un+1 = 1 + ln(un) > 1 + ln(1) > 1

Ainsi, un+1 est bien minoré par 1.
On a don
 montré par ré
urren
e que, pour tout n ∈ N un est bien dé�nie et est minoré par 1.

2. Montrons que, pour tout x ∈ R∗
+ on a

ln(x) 6 x− 1

Pour 
ela posons f : R∗
+ → R

x 7→ ln(x)− x+ 1

f est dérivable sur R∗
+ en tant que somme de fon
tions dérivables et on a

∀x ∈ R∗
+ f ′(x) =

1

x
− 1

f est don
 stri
tement dé
roissante sur ]0, 1] et stri
tement 
roissante sur [1,+∞[. De plus on a f(1) = 0
On en déduit que

∀x ∈ R∗
+ f(x) > 0

et que f(x) = 0 si et seulement si x = 1.

Ainsi, pour n ∈ N on a

1 + ln(un) 6 un


'est-à-dire un+1 6 un
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La suite (un)n∈N est bien dé
roissante. De plus elle est minorée, elle 
onverge don
. Notons l sa limite. l
véri�e alors

l = 1 + ln(l)


'est-à-dire f(l) = 0. On en déduit que l = 1.

En 
on
lusion la suite (un)n∈N 
onverge vers 1.

Figure 7.1 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N
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Réponse de l'exer
i
e 7.13

1. On peut pro
éder de deux manières :

� Par une étude de fon
tion

Soit F : ]−∞, 2] → R

x 7→
√
2− x

et I = [0, 2]. On montre que

{
u0 ∈ I
∀x ∈ I, f(x) ∈ I

On 
lairement u0 ∈ I.
Soit x ∈ I, on a don
 0 6 x 6 2, d'où 2 > 2− x > 0, puis, par 
roissan
e de la fon
tion ra
ine 
arrée

sur R+, 2 >
√
2 >
√
2− x > 0, 
'est-à-dire f(x) ∈ I.
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On a alors montré que (un)n∈N est bien dé�nie et que

∀n ∈ N, un ∈ I

C'est-à-dire

∀n ∈ N, 0 6 un 6 2

� Par ré
urren
e

On va montrer par ré
urren
e que un est bien dé�nie et véri�e un ∈ [0, 2].
Initialisation :

Pour n = 0 u0 est bien dé�ni et véri�e u0 ∈ [0, 2].
Hérédité :

Soit n ∈ N. On suppose que un est bien dé�nie et véri�e un ∈ [0, 2]. Alors
√
2− un est bien dé�ni.

C'est-à-dire un+1 est bien dé�ni.

De plus, par dé
roissan
e de la fon
tion x 7→
√
2− x on a

√
2− 2 6 un+1 6

√
2− 0

Ainsi, un+1 ∈ [0,
√
2], or

√
2 < 2, ainsi on a bien un+1 ∈ [0, 2].

On a don
 montré par ré
urren
e que, pour tout n ∈ N un est bien dé�nie et véri�e un ∈ [0, 2].

On a u0 =
1

2
, u1 =

√
2− 1

2
=

√
3

2
> 1 et u2 =

√

2−
√

3

1
∈]u0, 1]. La suite (un)n∈N n'est manifestement

pas monotone.

2. f est dé
roissante don
 f ◦ f est 
roissante. En e�et, soit (x, y) ∈ [0, 2] ave
 x 6 y, alors on a f(y) 6 f(x)
puis f(f(x)) 6 f(f(y)).

3. Pour n ∈ N notons vn = u2n. On a alors v0 =
1

2
et v1 = u2 >

1

2
. Montrons par ré
urren
e que, pour tout

n ∈ N on a vn+1 > vn.

Initialisation :

On a bien v1 > v0.

Hérédité :

Soit n ∈ N. On suppose que l'on a vn+1 > vn.

Alors f ◦ f(vn+1) > f ◦ f(vn), 
'est-à-dire vn+2 > vn+1.

On a don
 montré par ré
urren
e que la suite (vn)n∈N est 
roissante

De la même manière on peut prouver que la suite (u2n+1)n∈N est dé
roissante.

4. La suite (u2n)n∈N est 
roissante et majorée par

√
2. Elle 
onverge don
 vers une limite L1. De plus L1

véri�e f ◦ f(L1) = L1

D'où √
2−

√
2− L1 = L1

On en déduit que

L2
1 − 2 = −

√
2− L1

et par suite

(L2
1 − 2)2 = 2− L1

L1 est don
 une ra
ine du polyn�me P (x) = x4 − 4x2 + 4− 2 + x

Or, pour x ∈ R on a

P (x) = x4 − 4x2 + x+ 2

= (x− 1)(x3 + x−3x− 2)
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= (x− 1)(x+ 2)(x2 − x− 1)

Le polyn�me x2 − x− 1 admet deux ra
ines qui sont

1 +
√
5

2
et

1−
√
2

2
. On en déduit alors que

L1 ∈
{
1,−2, 1 +

√
5

2
,
1−
√
2

2

}

Or L1 ∈ [0,
√
2] d'où

L1 ∈
{
1,−2, 1 +

√
5

2
,
1−
√
2

2

}
∩ [0
√
2] = {1}

Ainsi L1 = 1.

De la même manière la suite (u2n+1)n∈N est dé
roissante et minorée par 0, elle 
onverge don
 vers une

limite L2 qui véri�e également f ◦ f(L2) = L2 et L2 ∈ [0,
√
2]. D'où L2 = 1

Les deux (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N 
onvergent don
 toutes les deux vers 1.

5. On vient de prouver que les suites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N 
onvergent toutes les deux vers la limite 1. Ainsi
la suite (un)n∈N 
onverge vers 1.

Figure 7.2 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N
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Réponse de l'exer
i
e 7.14
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1. On peut pro
éder de deux manières :

� Par une étude de fon
tion

Soit f : [−2,+∞ → R

x 7→
√
2 + x

et I = [0,+∞[. On montre que

{
u0 ∈ I
∀x ∈ I, f(x) ∈ I

On 
lairement u0 ∈ I.
Soit x ∈ I, on a don
 2 + x > 0, ainsi

√
2 + x est bien dé�ni et on a

√
2 + x > 0, 
'est-à-dire f(x) ∈ I.

On a alors montré que (un)n∈N est bien dé�nie et que

∀n ∈ N, un ∈ I

C'est-à-dire

∀n ∈ N, un > 0

� Par ré
urren
e

On va montrer par ré
urren
e que, pour tout entier n, un est bien dé�ni et positif.

Initialisation :

u0 est bien dé�ni et positif.

Hérédité :

Soit n ∈ N, supposons que un est bien dé�ni et positif. Alors

√
2 + un est bien dé�ni et positif, 
'est-

à-dire un+1 est bien dé�ni et positif.

On a don
 montré par ré
urren
e que, pour tout entier n, un est bien dé�ni et positif.

2. Soit n ∈ N, on a

|un+1 − 2| =
∣∣√2 + un − 2

∣∣

=

∣∣∣∣
(
√
2 + un − 2)(

√
2 + un + 2√

2 + un + 2

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
2 + un − 4√
2 + un + 2

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
un − 2√
2 + un + 2

∣∣∣∣

6

∣∣∣∣
un − 2

2

∣∣∣∣

3. On va prouver par ré
urren
e que, pour tout entier n, |un − 2| 6 1

2n−1
.

Initialisation :

On a bien |u0 − 2| 6 2.

Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que |un − 2| 6 1

2n−1
.

On a alors

|un+1 − 2| 6 1

2
|un − 2| 6 1

2n

Ce qui est l'inégalité voulue.

On a ainsi prouvé par ré
urren
e que, pour tout entier n, |un − 2| 6 1

2n−1
.
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4. Pour n ∈ N on a

2− 1

2n−1
6 un 6 2 +

1

2n−1

Les suites

(
2− 1

2n−1

)

n∈N
et

(
2 +

1

2n−1

)

n∈N

onvergent toutes deux vers 2. Ainsi d'après le théorème

des gendarmes, la suite

(un)n∈N 
onverge vers 2.

Figure 7.3 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N
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Réponse de l'exer
i
e 7.15

1. Soit n ∈ J3,+∞J et soit fn : R+ → R

x 7→ xn + x2 + 2x− 1

f est dérivable en tant que somme de fon
tions 
ontinues et on

∀x ∈ R+ f ′n(x) = nxn−1 + 2x+ 2 > 0

fn est stri
tement 
roissante sur R+ et don
 est inje
tive sur R+. De plus on a fn(0) = −1 et fn(1) = 3.
Ainsi, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe xn ∈]0, 1[ tel que fn(xn) = 0. Par inje
tivité
de fn sur R+, xn est unique.

3 Soit n ∈ J3,+∞J on a

fn+1(xn) = xn+1
n + x2n + 2xn − 1 = xn+1

n − xnn = xnn(xn − 1) < 0
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fn+1

(
1

2

)
=

1

2n
+

1

4
+ 1− 1 =

1

2n
+

1

4
> 0

Ainsi fn+1(xn) < 0 et fn+1

(
1

2

)
> 0, on a don
, d'après le théorème des valeurs intermédiaires et l'uni
ité

de xn+1,

∀n ∈ J3,+∞J xn+1 ∈]xn, 1[

La suite (xn)n>3 est 
roissante et majorée par

1

2
.

2. La suite (xn)n>3 est 
roissante et majorée, elle 
onverge don
. Notons l sa limite

Pour n ∈ J3,+∞J on a 0 < xn <
1

2
, ainsi 0 < xnn <

1

2n
. D'après le théorème des gendarmes on peut en

déduire que La suite (xnn)n>3 
onverge vers 0.

Alors on a

lim
n→∞

xnn + x2n + 2xn − 1 = 0 + l2 + 2l − 1 = 0

l véri�e don
 l2 + 2l − 1 = 0. Les solutions de 
ette équation sont −1 +
√
2 et −1−

√
2.

Comme on a, pour tout n ∈ J3,+∞J 0 < xn <
1

2
alors 0 6 l 6

1

2
. La seule possibilité est l =

√
2− 1.

Réponse de l'exer
i
e 7.16

Soit n ∈ N, pour k ∈ J1, nK on a

1√
k
>

1√
n

Ainsi

un =
n∑

k=1

1√
k
>

n∑

k=1

1√
n
>

n√
n
>
√
n

On en déduit alors que la suite (un)n∈N tend vers +∞.

De même, pour k ∈ J1, nK on a

0 6
1

n2 + k2
6

1

n2

Ainsi vn > 0

vn =
n∑

k=1

1

n2 + k2
6

n∑

k=1

1

n2
6

1

n

D'après le théorème de gendarmes la suite (vn)n∈N 
onverge vers 0.
En�n, pour k ∈ J1, nK on a

1√
n2 + n

6
1√

n2 + k
6

1√
n2

On en déduit que

n∑

k=1

1√
n2 + n

6 wn 6

n∑

k=1

1

n


'est-à-dire

1√
1 + 1

n

6 wn 6 1

D'après le théorème de gendarmes la suite (wn)n∈N 
onverge don
 vers 1.

Bastien Marmeth 165 Page 165/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Réponse de l'exer
i
e 7.17

Pour n ∈ N on pose

Sn =

n∑

k=1

(−1)k
k

un = S2n vn = S2n+1

Alors, pour n ∈ N, on a

un+1 =

2n+2∑

k=1

(−1)k
k

= un +
(−1)2n+1

2n+ 1
+

(−1)2n+2

2n + 2

= un −
1

2n+ 1
+

1

2n + 2

= un −
1

(2n+ 1)(2n + 2)

La suite (un)n∈N est don
 dé
roissante.

Pour n ∈ N, on a également

vn+1 =

2n+3∑

k=1

(−1)k
k

= vn +
(−1)2n+2

2n+ 2
+

(−1)2n+3

2n + 3

= vn +
1

2n+ 2
− 1

2n + 3

= vn +
1

(2n+ 2)(2n + 3)

La suite (vn)n∈N est don
 
roissante.

En�n, pour n ∈ N on a

un − vn = −(−1)2n+1

2n+ 1
=

1

2n+ 1

On voit don
 que la suite (un − vn)n∈N 
onverge 0.
Ainsi les suites (S2n)n∈N et (S2n+1)n∈N sont adja
entes. Elles 
onvergent don
 vers la limite L. On en déduit

que la suite (Sn)n∈N 
onverge vers L (en pratique L vaut − ln(2)).

Réponse de l'exer
i
e 7.18

1. On va montrer par ré
urren
e que, pour tout entier n, an et bn sont bien dé�nis et stri
tement positifs.

Initialisation : a0 et b0 sont bien dé�nis et sont stri
tement positifs.

Hérédité :

Soit n ∈ N, supposons que an et bn sont bien dé�nis et stri
tement positifs.

Alors

√
anbn est bien dé�ni et est stri
tement positif et de même

an + bn
2

est bien dé�ni est stri
tement

positif. Ainsi an+1 et bn+1 sont bien dé�nis et stri
tement positifs.

On a don
 prouvé par ré
urren
e que, pour tout entier n, an et bn sont bien dé�nis et stri
tement positifs.
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2. On sait que, pour tout réels (u, v) on a

u2 + v2

2
> uv

Soit n ∈ N, en appliquant 
ette inégalité à

√
an et

√
bn on obtient

an + bn
2

>
√
anbn

Ainsi, pour tout entier n, on a bn+1 > an+1, d'où

∀n > 1 bn > an

Comme b0 > a0 on a don
 bien,

∀n ∈ N bn > an

3. Soit n ∈ N, on a

an+1

an
=

√
anbn
an

=

√
bn
an

> 1

Ainsi, pour tout entier n on a an+1 > an, la suite (an)n∈N est don
 
roissante.

Pour n ∈ N on a également

bn+1 − bn =
an − bn

2
> 0

Ainsi la suite (bn)n∈N est dé
roissante.

4. Pour n ∈ N on a

a0 6 an 6 bn 6 b0

On voit alors que la suite (an)n∈N est 
roissante et majorée par b0. Elle est don
 
onvergente vers une

limite L1.

De même la suite (bn)n∈N est dé
roissante minorée par a0. Elle est don
 
onvergente vers une limite L2.

On sait que, pour tout entier n, on a

bn+1 =
an + bn

2

Le terme de gau
he tend vers L2 et le terme de droite tend vers

L1 + L2

2
. Par uni
ité de la limite on a

don
 L2 =
L1 + L2

2
, d'où L1 = L2.

5. D'après la question pré
édente la suite (an − bn)n∈N 
onverge vers L1 − L2 = 0. Les suites (an)n∈N et

(bn)n∈N sont don
 bien adja
entes.

Réponse de l'exer
i
e 7.19

1. Pour n ∈ N on a

un+1 = un +
1

(n+ 1)!
> un

La suite (un)n∈N est don
 
roissante.

Con
ernant vn, on a, pour n ∈ N :

bn+1 − bn =
1

(n+ 1)× (n+ 1)!
− 1

n× n! +
1

(n + 1)!

=
1

n!

(
1

(n+ 1)2
− 1

n
+

1

n+ 1

)
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=
−1

n!× n× (n + 1)2

6 0

La suite (vn)n∈N est don
 dé
roissante.

En�n, pour n ∈ N on a

vn − un =
1

n× n!
Ainsi la suite (vn − un)n∈N 
onverge vers 0. Les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont don
 adja
entes.

2. On sait que la suite (un)n∈N est 
roissante et majorée, elle 
onverge don
 vers sa borne supérieure. De

même la suite (vn)n∈N 
onverge vers sa borne inférieure.

Ainsi, pour n ∈ N on a l'en
adrement suivant

un 6 L 6 vn

dont l'amplitude est

1

n× n!
Ainsi pour n = 5 on a

1

n× n! =
1

600

u5 = 1 +
1

2
+

1

6
+

1

24
+

1

120
=

1630

600

v5 = u5 +
1

5× 120
=

1631

600

On a don


1630

600
6 L 6

1631

600

3. On a

1630

600
≃ 2.72. Ainsi L est à peu près égale à 2.72 
e qui nous 
onduit à penser que L = e.

C'est e�e
tivement le 
as mais nous ne pouvons pas en
ore le prouver ave
 les outils de 
e 
hapitre.

Réponse de l'exer
i
e 7.20

Une ré
urren
e immédiate montre que pour tout n ∈ N, un et vn sont bien dé�nis et stri
tement positifs. Soit

n ∈ N, on a

vn+1 − un+1 =
(un + vn)

2 − 4un × vn
2(un + vn)

=
(un − vn)2
2(un + vn)

≥ 0.

Don
 pour tout n ≥ 1, un ≤ vn et 
ette inégalité est aussi vraie pour n = 0. Pour n ∈ N, on en déduit :

un+1

un
=

2vn
un + vn

≥ 1,

vn+1 − vn =
un − vn

2
≤ 0.

Don
 la suite (un) est 
roissante et la suite (vn) est dé
roissante. Pour tout n ∈ N on a don
 :

u0 ≤ un ≤ vn ≤ v0.

La suite (un) est 
roissante et majorée par v0, don
 elle 
onverge. Notons λ sa limite. La suite (vn) est dé
roissante
et minorée par u0, don
 elle 
onverge. Notons ℓ sa limite. Pour tout n ∈ N, on a un+1 × vn+1 = un × vn. On en

déduit par ré
urren
e que un × vn = u0 × v0 = 2. En passant à la limite lorsque n tend vers l'in�ni, on obtient

λ × ℓ = 2. En passant à la limite dans l'égalité vn+1 =
un + vn

2
on obtient ℓ =

λ+ ℓ

2
. On déduit de 
es deux

équations que λ = ℓ =
√
2.
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Réponse de l'exer
i
e 7.21

1. Notons λ la limite de u. Soit ǫ > 0.

∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N ⇒ |un − λ| ≤ ǫ.

Soit n ≥ N . On a

|vn − λ| =
∣∣∣∣
∑n

k=1 uk − n× λ
n

∣∣∣∣

=
1

n

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

(uk − λ)
∣∣∣∣∣

≤ 1

n

n∑

k=1

|uk − λ|

≤ 1

n

N−1∑

k=1

|uk − λ|+
1

n

n∑

k=N

|uk − λ|

Or

N−1∑

k=1

|uk − λ| ne dépend pas de n.

Don
 lim
n→+∞

1

n

N−1∑

k=1

|uk − λ| = 0.

Il existe ainsi N ′ ≥ N tel que pour n ≥ N ′
, on ait

1

n

N−1∑

k=1

|uk − λ| ≤ ǫ.

Pour n ≥ N ′
on a don


|vn − λ| ≤ ǫ+
1

n

n∑

k=N

ǫ

≤ 2ǫ

Ainsi v 
onverge et sa limite est λ.

2. La ré
iproque est fausse. Par exemple la suite u dé�nie par un = (−1)n ne 
onverge pas, mais sa moyenne

de Césaro 
onverge.

3. Pour tout n ∈ N∗
, on poste an = un − un−1.

La suite a est 
onvergente de limite ℓ. D'après la question 1, sa limite de Césaro est aussi 
onvergente de

limite ℓ. Or pour tout n ∈ N,

a1 + · · ·+ an
n

=
1

n

n∑

k=1

(uk − uk−1) =
1

n
(un − u0).

On en déduit que

un
n

=
1

n
(un − u0) +

u0
n
−−−−−→
n→+∞

ℓ+ 0 = ℓ.

4. On va 
ommen
er par prouver que la suite (wn)n∈N est bien dé�nie.
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(a) On montre par ré
urren
e que pour tout n ∈ N, wn est bien dé�ni et véri�e wn > 0 :

Initialisation : w0 est bien dé�nie et on a w0 > 0.

Hérédité : Soit n ∈ N, on suppose que wn existe et véri�e wn > 0. Alors
1

wn
> 0. D'où wn+1 = wn+

1

wn
est bien dé�ni et véri�e wn+1 > 0

On a don
 montré par ré
urren
e que pour tout n ∈ N, wn est bien dé�ni et véri�e wn > 0.

De plus on a

∀n ∈ N, wn+1 − wn =
1

wn
> 0

La suite (wn) est don
 
roissante.

On va montrer qu'elle tend vers +∞ en montrant qu'elle n'est pas majorée. Supposons par l'absurde

que (wn)n∈N est majorée.

Alors la suite (wn)n∈N 
onverge vers une limite L qui véri�e L = L+
1

L
, 
e qui est impossible. Don


(wn)n∈N tend vers +∞.

(b) On a

∀n ∈ N w2
n+1 − w2

n = 2 +
1

w2
n

Ainsi la suite (w2
n+1 − w2

n)n∈N 
onverge vers 2.

On peut en déduire alors que lim
n→+∞

w2
n

n
= 2.

Réponse de l'exer
i
e 7.22

1. On va montrer par ré
urren
e que, pour tout entier n, un est bien dé�ni et véri�e un > −1.
Initialisation :

u0 est bien dé�ni et véri�e bien u0 > −1.
Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que un est bien dé�ni et véri�e un > −1. Alors
√
1 + un est bien dé�ni et véri�e√

1 + un > 0 > −1.
Ainsi un+1 est bien dé�ni et véri�e un+1 > −1.
On a don
 montré par ré
urren
e que, pour tout entier n, un est bien dé�ni et véri�e un > −1.

2. On veut i
i résoudre sur ]− 1,+∞[,l'équation

√
1 + x = x

On pro
ède par analyse-synthèse :

Analyse :

Soit x ∈]− 1,+∞[ tel que
√
1 + x = x.

Alors on a

1 + x = x2

x est don
 une solution de l'équation x2 − x− 1 = 0.

Les deux solutions réelles de 
ette équation sont

1−
√
5

2
et

1 +
√
5

2
.

Ainsi, on a montré que, si x est un point �xe de f alors x ∈
{
1−
√
5

2
,
1 +
√
5

2

}
.
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Synthèse :

On va maintenant véri�er si les deux réels obtenus plus t�t sont bien des points �xes de f . On a

f

(
1−
√
5

2

)
=

√

1 +
1−
√
5

2
=

√
5− 1

2
6= 1−

√
5

2

et

f

(
1 +
√
5

2

)
=

1 +
√
5

2

Ainsi

1−
√
5

2
n'est pas un point �xe de f . f n'admet qu'un seul point �xe qui est

α =
1 +
√
5

2

3. On va étudier le signe de f(x)− x. La fon
tion f(x)− x est 
ontinue et ne s'annule qu'en α. Ainsi elle est
de signe 
onstant sur ]− 1, α[. Or 0 ∈]− 1, α[ et f(0)− 0 = 1 > 0.

On a don


∀x ∈]− 1, α[ f(x) > x

On va alors montrer par ré
urren
e que, si −1 < u0 < α alors, pour tout entier n, on a

u0 6 un 6 un+1 6 α

Initialisation

On a u0 6 α. De plus f est 
roissante, d'où f(u0) 6 f(α), 
'est-à-dire u1 6 α.

On sait également que ∀x ∈]− 1, α[ f(x) > x. Ainsi f(u0) > u0, 
'est-à-dire u1 > u0.

Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que u0 6 un 6 un+1 6 α.

Par 
roissan
e de f on a alors

f(u0) 6 f(un) 6 f(un+1) 6 f(α)

C'est-à-dire

u1 6 un+1 6 un+2 6 α

Or u1 > u0. On a ainsi

u0 6 un+1 6 un+2 6 α


e qui l'inégalité voulue.

On a don
 montré par ré
urren
e que, si −1 < u0 < α alors, pour tout entier n, on a

u0 6 un 6 un+1 6 α

On pro
ède de même dans le 
as où u0 > α.

4. On montré que, si −1 < u0 < α alors la suite (un)n∈N est 
roissante et majorée par α. Elle 
onverge don

et ne peut 
onverger que vers un point �xe de f . Or α est le seul point �xe de f . Ainsi si −1 < u0 < α
alors la suite (un)n∈N 
onverge vers α.

De même si, u0 > α alors la suite (un)n∈N est dé
roissante et minorée par α. Elle 
onverge don
 et ne

peut 
onverger que vers un point �xe de f . Or α est le seul point �xe de f . Ainsi si u0 > α alors la suite

(un)n∈N 
onverge vers α.

Si u0 = α alors la suite (un)n∈N est 
onstante et 
onverge don
 aussi vers α.
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Dans tous les 
as, la suite (un)n∈N 
onverge vers α.

Figure 7.4 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N
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Réponse de l'exer
i
e 7.23

1. On raisonne par ré
urren
e.

� Initialisation : u0 ∈ [−1, 1].
� Hérédité. On suppose un ∈ [−1, 1]. On a alors u2n ∈ [0, 1]. Comme µ ∈]0, 2], on en déduit :

−1 = 1− 2 ≤ 1− µ× u2n ≤ 1.

D'où un+1 ∈ [−1, 1].
� Con
lusion : pour tout n ∈ N, un ∈ [−1, 1].

2. Soit f la fon
tion dé�nie sur [−1, 1] par f(x) = 1− µ× x2. f([−1, 1]) ⊂ [−1, 1]
f est dérivable et on a pour tout x ∈ [−1, 1], f ′(x) = −2µx.
Pour µ 6 1, on a f([−1, 1]) ⊂ [0, 1], don
 pour tout n ∈ N∗

, un ∈ [0, 1].

Or f est dé
roissante sur [0, 1]. Les suites (u2n) et (u2n+1) sont don
 monotones (
f exer
i
es pré
édents

pour 
omment le prouver)

Comme elles sont bornées (
ar à valeurs dans [0, 1]), elles sont 
onvergentes. Nous allons étudier leurs

limites respe
tives. Si elles ont la même limite, alors on 
on
lura que (un) 
onverge. Si elles n'ont pas la
même limite, alors on 
on
lura que (un) diverge.
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Par 
ontinuité de f ◦ f , les limites possibles de 
es deux sous-suites sont les points �xes de f ◦ f . On a :

∀x ∈ [−1, 1], f ◦ f(x) = 1− µ× (1− µ× x2)2

= 1− µ+ 2µ2 × x2 − µ3 × x4

Don


∀x ∈ [−1, 1], f ◦ f(x)− x = 1− µ− x+ 2µ2 × x2 − µ3 × x4

Il nous faut trouver les ra
ines d'un polyn�me de degré 4 ! Comment faire ? Il faut remarquer que si x est

solution de f(x)− x, alors x est solution de f ◦ f(x) = x. Étudions d'abord les solutions de f(x) = x, 
e
sont les limites potentielles de (un).

∀x ∈ [−1, 1], f(x)− x = 1− x− µ× x2
= −µ× (x− ℓ1)× (x− ℓ2)

où on a posé ℓ1 =
−1−√1 + 4µ

2µ
et ℓ2 =

−1 +√1 + 4µ

2µ
. On a ℓ1 < −1 et 0 < ℓ2 < 1. ℓ2 est don
 la

seule limite possible de la suite (un). Revenons à l'étude des ra
ines de f ◦ f(x)− x :

∀x ∈ [−1, 1], f ◦ f(x)− x = (1− x− µ× x2)× (1− µ− µ× x+ µ2 × x2)
= −µ(x− ℓ1)(x− ℓ2)(1 − µ− µ× x+ µ2 × x2)

Le dis
riminant du dernier fa
teur vaut ∆ = µ2(4µ − 3).

� Si µ <
3

4
, alors ∆ < 0. La seule solution de l'équation f ◦f(x)−x = 0 dans [0, 1] est ℓ2. Don
 les suites

(u2n) et (u2n+1) 
onvergent vers ℓ2. Don
 (un) 
onverge vers ℓ2.

Si µ <
3

4
, (un) 
onverge vers ℓ2.

� Si µ =
3

4
, alors ∆ = 0. On trouve la ra
ine double

2

3
qui n'est autre que ℓ2. De même que pré
édemment,

on 
on
lue :

Si µ =
3

4
, (un) 
onverge vers ℓ2 =

2

3
.
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Figure 7.5 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N dans le 
as µ <
3

4
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� Si µ >
3

4
, alors∆ > 0. On trouve deux ra
ines supplémentaires de f◦f(x)−x : r1 =

1−√4µ− 3

2µ
et r2 =

1−√

2
.

On peut montrer fa
ilement que −1 < 0 ≤ r1 < ℓ2 < r2 ≤ 1. On a le tableau suivant :

x

f ◦ f(x) − x

0 r1 ℓ2 r2 1

+ 0 − 0 + 0 −

Par ailleurs f ◦ f est 
roissante. Et les intervalles [0, r1], [r1, ℓ2[, ]ℓ2, r2] et [r1, 1] sont stables par f ◦ f .
� Si u0 = ℓ2, alors pour tout n ∈ N, un = ℓ2. Don
 la suite (un) 
onverge.
� Si u0 ∈ [0, r1], alors pour tout n ∈ N, u2n ∈ [−1, r1]. Pour tout x dans 
et intervalle, on a f ◦

f(x) − x ≥ 0. Don
 la suite (u2n) est 
roissante. Comme elle est majorée par r1, elle 
onverge.

Sa limite étant né
essairement un point �xe de f ◦ f dans [0, r1], 
'est r1. Par ailleurs, puisque

f ◦ f(f(r1)) = f (f ◦ f(r1)) = f(r1) et que r1 n'est pas un point �xe de f , on a f(r1) = r2. De
même, f(r2) = r1. En passant à la limite dans l'égalité u2n+1 = f(u2n) on en déduit que (u2n+1)

onverge vers r2. (u2n) et (u2n+1) ayant des limites di�érentes, (un) ne 
onverge pas.

� Si u0 ∈ [r1, ℓ2[, la suite (u2n) est à valeurs dans [r1, ℓ2[. Elle est dé
roissante, minorée par r1. On
montre alors qu'elle 
onverge vers r1 et que (u2n+1) 
onverge vers r2. Ainsi (un) ne 
onverge pas.

� On montre de même que si u0 ∈]ℓ2, r2] ou u0 ∈ [r2, 1], la suite (u2n)
onverge vers r2 et et la suite

(u2n+1) 
onverge vers r1. Ainsi (un) ne 
onverge pas.
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Finalement

Si µ >
3

4
, (un) ne 
onverge pas, sauf si u0 = ℓ2.

Figure 7.6 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N dans le 
as µ >
3

4
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3. On a répondu à 
ette question dans notre réponse à la question pré
édente.

Réponse de l'exer
i
e 7.24

1. I
i u0 ∈
[
0,
π

2

]
. On sait que, pour x > 0 on a sin(x) 6 x. Montrons par ré
urren
e que, pour tout entier n

on a 0 6 un+1 6 un.

Initialisation :

On a u0 ∈
[
0,
π

2

]
d'où sin(u0) > 0 et sin(u0) 6 u0. C'est-à-dire

0 6 u1 6 u0

Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que 0 6 un+1 6 un. Alors un+1 ∈
[
0,
π

2

]
, d'où sin(un+1) > 0 et sin(un+1) 6 un+1.

C'est-à-dire

0 6 un+2 6 un+1

On a don
 prouvé par ré
urren
e que, si u0 ∈
[
0,
π

2

]
, alors la suite (un)n∈N est dé
roissante et minorée par

0. Elle 
onverge don
 vers une limite L qui véri�e L = sin(L), 
e qui n'est possible que pour L = 0. Ainsi

si u0 ∈
[
0,
π

2

]
, alors la suite (un)n∈N 
onverge vers 0.
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Figure 7.7 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N dans le 
as u0 ∈
[
0,
π

2

]
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2. I
i u0 ∈
[
−π
2
, 0
]
. On sait que, pour x 6 0 on a sin(x) > x.

Montrons par ré
urren
e que, pour tout entier n on a 0 > un+1 > un.

Initialisation :

On a u0 ∈
[
−π
2
, 0
]
d'où sin(u0) 6 0 et sin(u0) > u0. C'est-à-dire

0 > u1 > u0

Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que 0 > un+1 > un. Alors un+1 ∈
[
−π
2
, 0
]
, d'où sin(un+1) 6 0 et sin(un+1) > un+1.

C'est-à-dire

0 > un+2 > un+1

On a don
 prouvé par ré
urren
e que, si u0 ∈
[
−π
2
, 0
]
, alors la suite (un)n∈N est 
roissante et majorée par

0. Elle 
onverge don
 vers une limite L qui véri�e L = sin(L), 
e qui n'est possible que pour L = 0. Ainsi

si u0 ∈
[
−π
2
, 0
]
, alors la suite (un)n∈N 
onverge vers 0.
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Figure 7.8 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N dans le 
as u0 ∈
[
0,
π

2

]
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3. On vient de montrer que, si u0 ∈
[
−π
2
,
π

2

]
alors la suite (un)n∈N 
onverge vers 0.

Si u0 ∈ R quel
onque alors u1 ∈ [−1, 1] ⊂
[
−π
2
,
π

2

]
et il su�t de reprendre l'argument pré
édent à partir

du rang 1 pour prouver qu'alors la suite (un)n∈N 
onverge vers 0.
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Figure 7.9 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N dans le 
as général (i
i u0 = 2)
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Réponse de l'exer
i
e 7.25

La fon
tion f : R → R

x 7→ x− x2
est 
roissante sur

]
−∞, 1

2

]
, dé
roissante sur

[
1

2
,+∞

[
, positive sur [0, 1] et

négative sur R\[0, 1]. Ce
i nous in
ite à 
onsidérer les 
as a < 0, a ∈ [0, 1] et a > 1.

� Si a ∈ [0, 1] alors u1 ∈
[
0,

1

4

]
(en e�et max

x∈[0,1]
f(x) =

1

4
). On montre alors par ré
urren
e que, pour tout

entier n ∈ N∗
on a un ∈ [0,

1

4
]. De plus, pour n ∈ N on a un+1− un = −u2n 6 0, la suite (un)n∈N est don


dé
roissante.

Puisqu'elle est dé
roissante et minorée elle 
onverge vers une limite l. l véri�e l = l − l2, d'où l = 0.
Ainsi, si a ∈ [0, 1] alors la suite (un)n∈N 
onverge vers 0.
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Figure 7.10 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N dans le 
as a ∈ [0, 1]
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� Si a < 0 alors, pour n ∈ N, on a en
ore un+1 − un = −u2n 6 0, la suite (un)n∈N est don
 dé
roissante.

Elle véri�e don
 ∀n ∈ Nun 6 a < 0.
Supposons par l'absurde qu'elle soit minorée, alors elle 
onverge vers l'unique point �xe de f qui est 0.
Or on a ∀n ∈ Nun 6 a < 0, d'où, en passant à la limite dans l'inégalité

l 6 a < 0


e qui est absurde.

La suite (un)n∈N est don
 dé
roissante non minorée, ainsi lim
n→∞

un = −∞

Figure 7.11 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N dans le 
as a < 0
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� Si a > 1 alors u1 = a− a2 < 0 et on se ramène à l'étude du 
as a < 0
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Figure 7.12 � Tra
é en es
alier de (un)n∈N dans le 
as a > 1
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Réponse de l'exer
i
e 7.26

1. Soit f la fon
tion

f : R∗
+ → R

x 7→ x+ ln(x)

On remarque que f est 
ontinue et véri�e f(1) = 1 et lim
x→∞

f(x) = +∞.

Soit n ∈ N∗ Alors, d'après le théorème des valeurs intermédiaires il existe xn ∈ R∗
+ tel que f(xn) = n.

Montrons qu'un tel xn est unique.

Pour 
ela remarquons que f est stri
tement 
roissante sur R∗
+ et don
 inje
tive Par l'absurde supposons

qu'il existe x′n 6= xn tel que f(x′n) = n = f(xn). Alors, par inje
tivité de f on a xn = x′n 
e qui est absurde.

Ainsi , pour tout n ∈ N∗
l'équation

x+ lnx = n

admet une unique solution xn.

2. Soit n ∈ N, supposons par l'absurde que xn+1 6 xn. Alors, par 
roissan
e de f , on a

f(xn+1) 6 f(xn)

C'est-à-dire

n+ 1 6 n
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Ce qui est absurde. Ainsi, pour tout entier n ∈ N on a xn+1 > xn. La suite (xn)n∈N est bien stri
tement


roissante.

3. On va montrer que la suite (xn)n∈N n'est pas majorée. Pour 
ela supposons par l'absurde qu'elle soit

majorée par un réel M .

Soit N ∈ N tel que N > M + ln(M). On a alors xN 6M et f(xN ) = N > M + ln(M) = f(M) 
e qui est
absurde de par la 
roissan
e de la fon
tion f .

La suite (xn)n∈N est ainsi 
roissante et n'est pas majorée. On a don
 bien lim
n→+∞

xn = +∞.

Réponse de l'exer
i
e 7.27

1.

(
ln(n2 + 2n+ 5)

)
n∈N

On sait que n2 + 2n+ 5 ∼ n2. De plus lim
n→∞

n2 = +∞ 6= 1. Ainsi

ln(n2 + 2n+ 5) ∼ ln(n2) = 2 ln(n)

2.

(
ln

(
n

n+ 1

))

n∈N

Pour n ∈ N∗
on a

n

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
, ainsi

ln

(
n

n+ 1

)
= ln

(
1− 1

n+ 1

)
∼ − 1

n+ 1
∼ − 1

n

3.

(
ln

(
2n + 5

7n2 + 3n

))

n∈N

On sait que

2n+ 5

7n2 + 3n
∼ 2

7n
. De plus lim

n→∞
2

7n
. Ainsi

ln

(
2n+ 5

7n2 + 3n

)
∼ ln

(
2

7n

)
= ln(2) − ln(7) − ln(n) ∼ − ln(n)

4.

(
sin
(
1
n

)

e
2
n − 1

)

n∈N
sin
(
1
n

)

e
2
n − 1

∼
1
n
2
n

=
1

2

5.

(
n2 ln

(
n+ 1

2

))

n∈N

n2 ln

(
n+ 1

2

)
∼ n2 ln(n)

6.

(
n ln

(
1 + e−n

))
n∈N

n ln
(
1 + e−n

)
∼ ne−n

7.

(
4n−

√
n2 + 1

)
n∈N

On a, pour n ∈ N, 4n−
√
n2 + 1 = n

(
4−

√
1 +

1

n2

)
et 4−

√
1 +

1

n2
∼ 3. D'où

4n−
√
n2 + 1 ∼ 3n
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8.

(√
n2 + 1

n+ 3

)

n∈N √
n2 + 1

n+ 3
∼
√
n2n ∼ √n

9.

(
(n− 3)

√
n3 + 1

n2 + 3

)

n∈N

(n− 3)

√
n3 + 1

n2 + 3
∼ n

√
n3

n2
∼ n√n

10.

(
cos(n) + lnn

(n+ 3)2 − e
√
n

)

n∈N
cos(n) + lnn

(n+ 3)2 − e
√
n
∼ − ln(n)

e
√
n

11.

(
n
√

2 + (−1)n
)
n∈N

Pour n ∈ N on a

n
√

2 + (−1)n = e
1
n
ln(2+(−1)n)

D'où

e
1
n
ln(2−1)

6
n
√

2 + (−1)n 6 e
1
n
ln(2+1)

Ainsi

1 6
n
√

2 + (−1)n 6 e
1
n
ln(3)

D'après le théorème des gendarmes on a don


lim
n→∞

n
√

2 + (−1)n = 1

Ainsi

n
√
2 + (−1)n ∼ 1

12.

(
n2 ln

(
cos

1

n

))

n∈N

n2 ln

(
cos

1

n

)
= n2 ln

(
1 +

(
cos

(
1

n

)
− 1

))
∼ n2

(
cos

(
1

n

)
− 1

)
∼ n2

(
− 1

2n2

)
∼ −1

2

13.

(
n+ (−1)n
n− ln(n)3

)

n∈N
n+ (−1)n
n− ln(n)3

∼ n

n
= 1

14.

(
ln(n2 + n)

n+
√
n

)

n∈N
ln(n2 + n)

n+
√
n
∼ ln(n2)

n
∼ 2

ln(n)

n

15.

( √
n3 + n+ 1

3
√
n3 − 3n+ 1

)

n∈N √
n3 + n+ 1

3
√
n3 − 3n+ 1

∼
√
n3

3
√
n3
∼ √n
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Réponse de l'exer
i
e 7.28

On a

sin
(

1
n2

)
tan

(
2
n

)
(
e

1
n − 1

)√
2
n

√
ln
(
1 + 1

n3

) ∼
1
n2

2
n

1
n

√
2
n

√
1
n3

∼
2
n3
√
2

n3

∼
√
2

Ainsi

lim
n→∞

sin
(

1
n2

)
tan

(
2
n

)
(
e

1
n − 1

)√
2
n

√
ln
(
1 + 1

n3

) =
√
2

Réponse de l'exer
i
e 7.29

Pour n ∈ N∗
notons un =

(
1 +

x

n

)n
. Alors on a

ln(un) ∼ n ln
(
1 +

x

n

)
∼ nx

n
= x

Ainsi lim
n→∞

un = x. D'où lim
n→∞

un = ex

Réponse de l'exer
i
e 7.30

Pour n ∈ N on a

αn− 1 6 ⌊αn⌋ 6 αn

D'où

1− 1

αn
6
⌊αn⌋
αn

6 1

D'après le théorème des gendarmes, on a don
 lim
n→∞

⌊αn⌋
αn

= 1, 
'est-à-dire ⌊αn⌋ ∼ αn
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Chapitre 8

Systèmes d'équations linéaires

Exer
i
es

Exer
i
e 8.1

Les a�rmations suivantes sont-elles vraies ?

1. Si un système a plus d'in
onnues que d'équations, alors il a une in�nité de solutions

2. Si un système a plus d'équations que d'in
onnues alors il n'a pas de solutions

3. Si un système a tous ses se
ond membres nuls alors il possède au moins une solution

4. Si un système ne possède pas de solution alors tous ses se
onds membres sont non-nuls

5. Si un système a une unique solution alors il a autant d'équations que d'in
onnues

6. Si un système a une solution unique alors son rang est égal au nombre d'in
onnues

Exer
i
e 8.2

Résoudre les systèmes suivants

(S1)





3x +4y −5z +6t +u = 0
2x −3y +3z −3t = 0
4x +11y −13z +16t −u = 0
7x −2y +z +t −2u = 0

(S2)





x −2y −2z = −1
2x −2y −2z = −2
2x +y +3z = −3

(S3)





3x +2z = 0
3y +z +3t = 0

x +y +z +t = 0
2x −y +z −t = 0

(S4)





x +3z = 1
3x −y +2z = 1
4x +2z = 1

(S5)





2x +5y +2z = 0
x +2y −z = 0
x +4y +7z = 0
x +3y +3z = 0

(S6)





x −3y +4z −2t = 5
−x +5y −6z +3t = −3
x −2y +

7

2
z −2t = 9

(S7)





x +y +2z = 3
x +2y +z = 2
2x +3y +3z = 6

(S8)





iy +z = 1
ix +y = 0
x +iz = 1

(S9)





12x1 +12x2 −24x3 +36x4 −48x5 = 0
x3 +x4 +x5 = 0

3x1 +3x2 −3x3 +x4 +x5 = 0
3x1 +3x2 −5x3 −x4 −x5 = 0
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Exer
i
e 8.3

Soient λ ∈ R. Déterminer, selon la valeur de λ, si le système linéaire suivant admet 0, 1 ou une in�nité de

solutions.

(S)





(1 + λ)x + y + z + t = 1
x + (1 + λ)y + z + t = 1
x + y + (1 + λ)z + t = 1
x + y + z + (1 + λ)t = 1

Exer
i
e 8.4

Résoudre le système suivant en fon
tion du paramètre m

(S)





x +my +z = 1
mx +y +(m− 1)z = m
x +y +z = m+ 1

Exer
i
e 8.5

Soient a, b, c ∈ C et j = e
2iπ
3
. Résoudre le système

(S)





x +y +z = a

x +jy +j2z = b

x +j2y +jz = c

Donner une 
ondition né
essaire et su�sante sur a, b, c pour que les solutions soient réelles.

Exer
i
e 8.6

Résoudre le système suivant

(S)





x1 + x2 + x3 + · · · + xn = 1
x1 + 2x2 + 2x3 + · · · + 2xn = 1
x1 + 2x2 + 3x3 + · · · + 3xn = 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x1 + 2x2 + 3x3 + · · · + nxn = 1

Exer
i
e 8.7

Résoudre le système linéaire d'in
onnues (x, y, z, t) dans R4

(S) :





2x − 4y + 5z + 3t = 8
4x − 8y + 17z − 11t = 6
3x − 6y + 4z + 2t = 6

Exer
i
e 8.8

Étudier, en fon
tion de a et b, l'existen
e de solutions du système suivant (on ne demande pas l'expression des

éventuelles solutions

(S)





ax +by +z = 1
x +aby +z = b
x +by +az = 1
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Exer
i
e 8.9

Trouver des 
onstantes α, β et γ telles que l'égalité

∫ 1

0
P (x) dx = αP (1) + βP (2) + γP (3)

ait lieu pour tout polyn�me P de degré inférieur ou égal à 2

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 8.1

1. Si un système a plus d'in
onnues que d'équations, alors il a une in�nité de solutions : FAUX

Par exemple le système suivant a plus d'in
onnues que d'équations mais n'a pas de solutions

{
x+ y + z = 0

x+ y + z = 1

2. Si un système a plus d'équations que d'in
onnues alors il n'a pas de solutions : FAUX

Par exemple le système suivant a plus d'équations que d'in
onnues et admet une in�nité de solutions





x+ y = 0

2x+ 2y = 0

3x+ 3y = 0

3. Si un système a tous ses se
ond membres nuls alors il possède au moins une solution : VRAI

Si tous les se
ond membre sont nuls alors le p-uplet nul (0, · · · , 0) est toujours solution.
4. Si un système ne possède pas de solution alors tous ses se
onds membres sont non-nuls : FAUX

Le système suivant n'admet pas de solutions mais n'a pas tous ses se
onds membres sont non-nuls.

{
x+ y + z = 0

x+ y + z = 1

5. Si un système a une unique solution alors il a autant d'équations que d'in
onnues : FAUX

Le système suivant a une unique solution mais n'a pas autant d'équations que d'in
onnues





x+ y = 0

y + z = 0

x+ z = 0

x+ y + z = 0

6. Si un système a une solution unique alors son rang est égal au nombre d'in
onnues : VRAI

Il s'agit d'un résultat du 
ours

Ce qu'il faut retenir de 
et exer
i
e 
'est que le nombre d'in
onnues et le nombre d'équations ne donnent pas

d'informations �ables sur le nombre de solutions du système. C'est le rang qui est l'information dé
isive.
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Réponse de l'exer
i
e 8.2

(S1)





3x +4y −5z +6t +u = 0
2x −3y +3z −3t = 0
4x +11y −13z +16t −u = 0
7x −2y +z +t −2u = 0

Commençons par amener un pivot plus simple sur la première ligne, on fait

L1 ← L1 − L2

(S1)⇔





1x +7y −8z +9t +u = 0
2x −3y +3z −3t = 0
4x +11y −13z +16t −u = 0
7x −2y +z +t −2u = 0

On va maintenant éliminer les termes en x des lignes 2 à 4 :

L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 4L1

L4 ← L4 − 7L1

Alors

(S1)⇔





1x +7y −8z +9t +u = 0
−17y +19z −21t −2u = 0
−17y +19z −20t −5u = 0
−51y +57z +− 62t −9u = 0

On élimine maintenant les termes en y.

L3 ← L3 − L2

L4 ← L4 − 3L2

Alors

(S1)⇔





1x +7y −8z +9t +u = 0
−17y +19z −21t −2u = 0

t −3u = 0
t −3u = 0

Il ne reste plus qu'à faire L4 ← L4 − L3 et on a

(S1)⇔





1x +7y −8z +9t +u = 0
−17y +19z −21t −2u = 0

t −3u = 0
0 = 0

L'ensemble des solutions de S1 est alors

S1 =
{(
−21u− 3z

17
,−65u− 19z

17
, z, 3u, u

)
, (z, u) ∈ R2

}

(S2)





x −2y −2z = −1
2x −2y −2z = −2
2x +y +3z = −3

On élimine les termes en x : L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 2L1
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(S2)⇔





x −2y −2z = −1
2y +2z = 0
5y +7z = −1

On fait ensuite

L2 ←
1

2
L2

puis

L3 ← L3 − 5L2

(S2)⇔





x −2y −2z = −1
y +z = 0

2z = −1
L'ensemble des solutions de (S2) est alors

S2 =
{(
−1, 1

2
,−1

2

)}

(S3)





3x +2z = 0
3y +z +3t = 0

x +y +z +t = 0
2x −y +z −t = 0

On 
ommen
e par permuter les lignes 1 et 3 pour amener un pivot simple

L1 ↔ L3

(S3)⇔





x +y +z +t = 0
3y +z +3t = 0

3x +2z = 0
2x −y +z −t = 0

On élimine les termes en x

L3 ← L3 − 3L1

L4 ← L4 − 2L1

(S3)⇔





x +y +z +t = 0
3y +z +3t = 0
−3y −z −3t = 0
−3y −z −3t = 0

Ensuite on e�e
tue les opérations

L3 ← L3 + L2

L4 ← L4 + L2

(S3)⇔





x +y +z +t = 0
3y +z +3t = 0

0 = 0
0 = 0

L'ensemble des solutions de (S3) est alors

S3 =
{(
−2z

3
,−z + 3t

3
, z, t

)
, (z, t) ∈ R2

}
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(S4)





x +3z = 1
3x −y +2z = 1
4x +2z = 1

On e�e
tue les opérations suivantes

L2 ← L2 − 3L1

L3 ← L3 − 4L1

Alors

(S4)⇔





x +3z = 1
−y −7z = −2

−10z = −3

L'ensemble des solutions de (S4) est alors

S4 =
{(

1

10
,− 1

10
,
3

10

)}

(S5)





2x +5y +2z = 0
x +2y −z = 0
x +4y +7z = 0
x +3y +3z = 0

On permute L1 et L2

L1 ↔ L2

(S5)⇔





x +2y −z = 0
2x +5y +2z = 0
x +4y +7z = 0
x +3y +3z = 0

On e�e
tue les opérations suivantes

L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − L1

L4 ← L4 − L1

(S5)⇔





x +2y −z = 0
y +4z = 0
2y +8z = 0
y +4z = 0

On e�e
tue les opérations suivantes

L3 ← L3 − 2L2

L4 ← L4 − L2

(S5)⇔





x +2y −z = 0
y +4z = 0

0 = 0
0 = 0

L'ensemble des solutions de (S5) est alors

S5 = {(9z,−4z, z) , z ∈ R}
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(S6)





x −3y +4z −2t = 5
−x +5y −6z +3t = −3
x −2y +

7

2
z −2t = 9

On e�e
tue les opérations suivantes

L2 ← L2 + L1

L3 ← L3 − L1

(S6)⇔





x −3y +4z −2t = 5
2y −2z +t = 2

y −1

2
z = 4

On e�e
tue les opérations suivantes

L3 ← 2L3

L3 ← L3 − L2

(S6)⇔





x −3y +4z −2t = 5
2y −2z +t = 2

z −t = 6

L'ensemble des solutions de (S6) est alors

S6 =
{(
− t− 4

2
,
t+ 14

2
, t+ 6, t

)
, t ∈ R

}

(S7)





x +y +2z = 3
x +2y +z = 2
2x +3y +3z = 6

On e�e
tue les opérations suivantes

L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − 2L1

(S7)⇔





x +y +2z = 3
y −z = −1
y −z = 0

Puis

L3 ← L3 − L2

(S7)⇔





x +y +2z = 3
y −z = −1

0 = −1

La dernière équation est impossible, ainsi l'ensemble des solutions de (S7) est alors

S7 = ∅

(S8)





iy +z = 1
ix +y = 0
x +iz = 1

On permute les lignes 1 et 3

L1 ↔ L3
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(S8)⇔





x +iz = 1
ix +y = 0

iy +z = 1

On e�e
tue les opérations suivantes

L2 ← L2 − iL1

(S8)⇔





x +iz = 1
y +z = −i
iy +z = 1

L3 ← L3 − iL2

(S8)⇔





x +iz = 1
y +z = −i

(1− i)z = 0

L'ensemble des solutions de (S8) est alors

S8 = {(1,−i, 0)}

(S9)





12x1 +12x2 −24x3 +36x4 −48x5 = 0
x3 +x4 +x5 = 0

3x1 +3x2 −3x3 +x4 +x5 = 0
3x1 +3x2 −5x3 −x4 −x5 = 0

L1 ←
1

12
L1

(S9)⇔





x1 +x2 −2x3 +3x4 −4x5 = 0
x3 +x4 +x5 = 0

3x1 +3x2 −3x3 +x4 +x5 = 0
3x1 +3x2 −5x3 −x4 −x5 = 0

L3 ← L3 − 3L1

L4 ← L4 − 3L1

(S9)⇔





x1 +x2 −2x3 +3x4 −4x5 = 0
x3 +x4 +x5 = 0
3x3 −8x4 +13x5 = 0
x3 −10x4 +11x5 = 0

L3 ← L3 − 3L2

L4 ← L4 − L2

(S9)⇔





x1 +x2 −2x3 +3x4 −4x5 = 0
x3 +x4 +x5 = 0

−11x4 +10x5 = 0
−11x4 +10x5 = 0

L4 ← L4 − L3

L3 ← −
1

11
L3
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(S9)⇔





x1 +x2 −2x3 +3x4 −4x5 = 0
x3 +x4 +x5 = 0

x4 −10

11
x5 = 0

0 = 0

L2 ← L2 − L3

L1 ← L1 − 3L3

(S9)⇔





x1 +x2 −2x3 −14

11
x5 = 0

x3 +
21

11
x5 = 0

x4 −10

11
x5 = 0

L1 ← L1 + 2L2

(S9)⇔





x1 +x2 +
28

11
x5 = 0

x3 +
21

11
x5 = 0

x4 −10

11
x5 = 0

L'ensemble des solutions de S9 est alors

S9 =
{(
−x2 −

28

11
x5, x2,−

21

11
x5,

10

11
x5, x5

)
, (x2, x5) ∈ K2

}

Réponse de l'exer
i
e 8.3

Pour répondre à la question il nous faut 
al
uler le rang de (S). On utilise la méthode du pivot de Gauss.

L1 ↔ L4

(S)⇔





x +y +z +(1 + λ)t = 1
x +(1 + λ)y +z +t = 1
x +y +(1 + λ)z +t = 1

(1 + λ)x +y +z +t = 1

L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

L4 ← L4 − (1 + λ)L1

(S)⇔





x +y +z +(1 + λ)t = 1
λy −λt = 0

λz −λt = 0

−λy −λz +(1− (λ+ 1)2)t = −λ
L4 ← L4 + L2

L4 ← L4 + L3

(S)⇔





x +y +z +(1 + λ)t = 1
λy −λt = 0

λz −λt = 0
−λ(λ+ 4)t = −λ
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Si λ = 0 alors (S) est 
ompatible et de rang 1. Il admet don
 une in�nité de solutions.

Si λ = −4 alors (S) est in
ompatible, il n'admet don
 au
une solution.

En�n si λ 6∈ {0,−4}, (S) est un système de Cramer et admet don
 une unique solution.

Réponse de l'exer
i
e 8.4

L2 ← L2 −mL1

L3 ← L3 − L1

(S)





x +my +z = 1

(1−m2)y −z = 0
(1−m)y = m

L2 ↔ L3

(S)





x +my +z = 1
(1−m)y = m

(1−m2)y −z = 0

L3 ← L3 − (1 +m)L2

(S)





x +my +z = 1
(1−m)y = m

−z = −m2 −m
On voit alors que, si m 6= 1 alors le système est 
ompatible et de rang 3 et admet don
 une unique solution

qui est (
−m

3 −m2 − 2 ·m+ 1

m− 1
,− m

m− 1
,m2 +m

)

Si m = 1 alors (S) devient

(S)





x +y +z = 1
0 = 1
−z = −2

Ce système est in
ompatible et n'admet don
 au
une solution.

Réponse de l'exer
i
e 8.5

On va essayer de simpli�er le système via des opérations élémentaires

L1 ← L1 + L2

L1 ← L1 + L3

L1 ←
1

3
L1

(S)⇔





x =
a+ b+ c

3
x +jy +j2z = b

x +j2y +jz = c

L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

Bastien Marmeth 193 Page 193/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

(S)⇔





x =
a+ b+ c

3

jy +j2z =
2b− a− c

3

j2y +jz =
2c− a− b

3

L3 ← L3 − jL2

(S)⇔





x =
a+ b+ c

3

jy +j2z =
2b− a− c

3

+(j − 1)z =
2c− a− b

3
− j 2b− a− c

3

L2 ← L2 −
j2

j − 1
L3

L2 ← j2L2

L3 ←
1

j − 1
L3

(S)⇔





x =
a+ b+ c

3

y =
a+ bj2 + cj

3

z =
a+ bj + cj2

3

Ainsi l'ensemble des solutions de (S) est

S =

{(
a+ b+ c

3
,
a+ bj2 + cj

3
,
a+ bj + cj2

3

)}

Pour trouver une 
ondition né
essaire et su�sante sur a, b, c pour que les solutions soient réelles on va

pro
éder par analyse-synthèse.

Supposons dans un premier temps que A =
a+ b+ c

3
, B =

a+ bj2 + cj

3
et C =

a+ bj + cj2

3
sont réels.

Alors A+B + C = a est réel. De plus B − C =
i
√
3

(
c− b) est réel et A− a

3
=
b+ c

3
est réel.

Ainsi a ∈ R, b+ c ∈ R, c− b ∈ iR, 
'est-à-dire a ∈ R, Im(c) = − Im(b) et Re(c) = Re(b).
On obtient don
 a ∈ R, c = b.
On a don
 prouvé que, si les solutions sont réelles, alors a ∈ R et c = b.
Ré
iproquement, supposons que a ∈ R et c = b alors

a+ b+ c

3
=
a+ 2Re(b)

3
∈ R

a+ bj2 + cj

3
=
a− 1

2(b+ c) + i
√
3

2 (b− c)
3

=
a− Re(b) +

√
3 Im(b)

3
∈ R

a+ bj + cj2

3
= a− a+ b+ c

3
− a+ bj2 + cj

3
∈ R

On a don
 obtenu la 
ondition né
essaire et su�sante suivante :

Les solutions sont réelles si et seulement si a ∈ R et c = b
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Réponse de l'exer
i
e 8.6

L'astu
e i
i est de 
ommen
er par la �n en faisant : Ln ← Ln−Ln−1 puis Ln−1 ← Ln−2, et
 jusqu'à L2 ← L2−L1.

On obtient alors

(S)↔





x1 + x2 + x3 + x4 + · · · + xn = 1
0 + x2 + x3 + x4 + · · · + xn = 0
0 + 0 + x3 + x4 + · · · + xn = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 + 0 + 0 + 0 + · · · + xn = 0

On fait ensuite L1 ← L1 − L2, puis L2 ← L2 − L3 et
 jusqu'à Ln−1 ← Ln−1 − Ln. On obtient alors

(S)↔





x1 + 0 + 0 + 0 + · · · + 0 = 1
0 + x2 + 0 + 0 + · · · + 0 = 0
0 + 0 + x3 + 0 + · · · + 0 = 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 + 0 + 0 + 0 + · · · + xn = 0

L'ensemble des solutions de (S) est alors

S = {(1, 0, 0, · · · , 0)}

Réponse de l'exer
i
e 8.7

L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 −
3

2
L1

(S)⇔





2x − 4y + 5z + 3t = 8
+ 7z − 17t = −10
− 7

2
z − 5

2
t = −6

L3 ← L3 +
1

2
L2

(S)⇔





2x − 4y + 5z + 3t = 8
+ 7z − 17t = −10

− 11t = −11
Le système (S) est de rang 3. L'ensemble des 4-uplets solutions de (S) est

{(2y, y, 1, 1) y ∈ R}

Réponse de l'exer
i
e 8.8

L1 ↔ L3

(S)





x +by +az = 1
x +aby +z = b
ax +by +z = 1

L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − aL1
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(S)





x +by +az = 1
(ab− b)y +(1− a)z = b− 1

(b− ab)y +(1− a2)z = 1− a
L3 ← L3 + L2

(S)





x +by +az = 1
b(a− 1)y +(1− a)z = b− 1

(2 + a)(1− a)z = b− a
Si a = 1 et b 6= 1 alors la deuxième ligne est 0 = b − 1, le système est in
ompatible, il n'a don
 pas de

solutions.

Si a = 1 et b = 1 alors le système est 
ompatible et de rang 1, il admet don
 une in�nité de solutions.

Si a = −2 et b 6= a alors la troisième ligne est 0 = b − a, le système est in
ompatible, il n'a don
 pas de

solutions.

Si a = −2 et b = −2 alors le système est 
ompatible et de rang 2, il admet don
 une in�nité de solutions.

En�n, si a 6∈ {−2, 1} alors le système est 
ompatible et de rang 3, il admet don
 une unique solution.

Réponse de l'exer
i
e 8.9

Soit P ∈ R2[X], on é
rit P (x) = ax2 + bx+ c.
Il nous faut i
i trouver α, β et γ telles que, pour tout (a, b, c) ∈ R3

on ait

∫ 1

0
ax2 + bx+ cdx = α(a+ b+ c) + β(4a+ 2b+ c) + γ(9a+ 3b+ c)

Or ∫ 1

0
ax2 + bx+ cdx =

a

3
+
b

2
+ c

et

α(a + b+ c) + β(4a + 2b+ c) + γ(9a+ 3b+ c) = (α+ 4β + 9γ)a+ (α+ 2β + 3γ)b+ (α+ β + γ)c

Il nous faut i
i trouver α, β et γ telles que, pour tout (a, b, c) ∈ R3
on ait

a

3
+
b

2
+ c = (α+ 4β + 9γ)a+ (α+ 2β + 3γ)b+ (α+ β + γ)c

C'est-à-dire (α, β, γ) véri�e

(S) :





α+ 4β + 9γ =
1

3

α+ 2β + 3γ =
1

2
α+ β + γ = 1

Il nous faut don
 résoudre 
e système, on utilise pour 
ela la méthode du pivot de Gauss

L1 ↔ L3

(S)⇔





α+ β + γ = 1

α+ 2β + 3γ =
1

2

α+ 4β + 9γ =
1

3

L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1
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(S)⇔





α+ β + γ = 1

β + 2γ = −1

2

3β + 8γ = −2

3

L3 ← L3 − 3L2

(S)⇔





α+ β + γ = 1

β + 2γ = −1

2

2γ =
5

6

Ainsi (α, β, γ) =

(
23

12
,−4

3
,
5

12

)
.
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Chapitre 9

Polyn�mes

Exer
i
es

Exer
i
e 9.1

Donner les 
oe�
ients dominants, 
onstant et le degré des polyn�mes suivants

(X − 1)n − (X + 1)n , (1−X4)5 + (X4 − 1)4 , (1−X3)5 + (X5 − 1)3 , (X2 + 1)3n+1 − (X2 − 1)3n+1

Exer
i
e 9.2

Trouver la multipli
ité de −1 dans P = X4 + 2X3 + 2X2 + 2X + 1 puis fa
toriser P sur R et C.

Exer
i
e 9.3

Déterminer l'ordre de multipli
ité de la ra
ine 1 des polyn�mes :

1. (n− 4)Xn − nXn−2 + nX2 − (n− 4) ave
 n ≥ 5.

2. X2n+1 − (2n+ 1)Xn+1 + (2n+ 1)Xn − 1 ave
 n ≥ 2.

Exer
i
e 9.4

Soit λ ∈ C, déterminer les polyn�mes P ∈ C[X] véri�ant ∀n ∈ N, P (n) = λ. En déduire l'ensemble des

polyn�mes de C[X] véri�ant P (X + 1) = P (X).

Exer
i
e 9.5

Déterminer tous les polyn�mes P à 
oe�
ients réels véri�ant la relation P (X2) = (X2 + 1)P (X).
Indi
ation : Étudier le degré de P

Exer
i
e 9.6

Soit P une fon
tion polynomiale paire. Montrer que P n'a que des termes de degré pair.

Exer
i
e 9.7

A quelle 
ondition sur (a, b, c) ∈ C3
le polyn�me X4 + aX2 + bX + c est-il divisible par X2 +X + 1 ?
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Exer
i
e 9.8

Déterminer λ ∈ R pour que l'une des ra
ines de X2 − 7X + λ soit le double de l'autre.

Exer
i
e 9.9

Fa
toriser en produit d'irrédu
tibles dans R[X] les polyn�mes

X6 + 1, X9 +X6 +X3 + 1 et X6 − 2 cosφX3 + 1

Exer
i
e 9.10

Soit P = X5 + aX2 + 15X − 6i Trouver a ∈ C tel que P ait une ra
ine triple dans C. Fa
toriser alors P .

Exer
i
e 9.11

Résoudre x3 − 6x2 + 11x+ λ = 0, sa
hant qu'il y a deux solutions x1 et x2 véri�ant x1x2 = 2. En déduire λ.

Exer
i
e 9.12

Soient x1, x2 et x3 les trois ra
ines 
omplexes du polyn�me X3 + pX + q. Trouver le polyn�me unitaire du

troisième degré dont les ra
ines sont x1x2, x2x3 et x1x3.

Exer
i
e 9.13

Pour n ∈ N, déterminer l'ordre de multipli
ité de 2 
omme ra
ine de

nXn+2 − (4n+ 1)Xn+1 + 4(n+ 1)Xn − 4Xn−1

Exer
i
e 9.14

1. Montrer qu'il existe un unique polyn�me P ∈ C[X] tel que ∀n ∈ N, P (n) = n.

2. Montrer qu'il n'existe pas de polyn�me P ∈ C[X] tel que ∀z ∈ C, P (z) = z.

Exer
i
e 9.15

Déterminer tous les polyn�mes P à 
oe�
ients réels véri�ant la relation P (X) = XP ′(X).

Exer
i
e 9.16

1. Trouver P ∈ R4[X] tel que
∀θ ∈ R cos(4θ) = P (cos(θ))

2. On pose Q = P −X. Cal
uler

Q(cos(0)), Q

(
cos

(
2π

3

))
, Q

(
cos

(
2π

5

))
, Q

(
cos

(
4π

5

))

3. Fa
toriser Q.

4. En déduire un expression de cos

(
2π

5

)
et cos

(
4π

5

)
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Exer
i
e 9.17

1. Soit (x0, x1) ∈ R2
ave
 x0 6= x1. Soit (a0, a1) ∈ R2

. Déterminer un polyn�me P1 de degré inférieur ou égal

à 1 tel que P1(x0) = a0 et P1(x1) = a1.

2. Soit (x0, x1, x2) trois réels distin
ts. Soit (a0, a1, a2) ∈ R3
. Déterminer un polyn�me P2 de degré inférieur

ou égal à 2 tel que P2(x0) = a0, P2(x1) = a1 et P2(x2) = a2.

3. Soit n ∈ N. Soit (x0, · · · , xn) n + 1 réels distin
ts et (a0, · · · , an) ∈ Rn+1
. On suppose qu'il existe un

polyn�me Pn de degré inférieur ou égal à n tel que

∀k ∈ J0, nK Pn(xk) = ak

Montrer qu'alors, s'il existe un polyn�me Q de degré inférieur ou égal à n tel que ∀k ∈ J0, nK Q(xk) = ak
alors Q = Pn

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 9.1

La manière la plus simple de déterminer le 
oe�
ient 
onstant d'un polyn�me est de l'évaluer en 0.

1. (X − 1)n − (X + 1)n

(X − 1)n − (X + 1)n =

n∑

k=0

(
n

k

)
Xk(−1)n−k −

n∑

k=0

(
n

k

)
Xk

=

n∑

k=0

(
n

k

)
Xk
(
(−1)n−k − 1

)

= 0Xn − 2nXn−1 + · · · + (−1)n − 1

Ainsi le degré de (X − 1)n − (X + 1)n est n− 1, le 
oe�
ient dominant est −2n et le 
oe�
ient 
onstant

est (−1)n − 1.

2. (1−X4)5 + (X4 − 1)4

(1−X4)5 + (X4 − 1)4 = −X20 + 6X16 − 14X12 + 16X8 − 9X4 + 2

Ainsi le degré de (1−X4)5 + (X4 − 1)4 est 20, le 
oe�
ient dominant est −1 et le 
oe�
ient 
onstant est

2.

3. (1−X3)5 + (X5 − 1)3

5X12 − 3X10 − 10X9 + 10X6 + 3 ·X5 − 5 ·X3

Ainsi le degré de (1−X3)5 +(X5− 1)3 est 12, le 
oe�
ient dominant est 5 et le 
oe�
ient 
onstant est 0.

4. (X2 + 1)3n+1 − (X2 − 1)3n+1

(X2 + 1)3n+1 − (X2 − 1)3n+1 =

3n+1∑

k=0

(
3n+ 1

k

)
X2k −

3n+1∑

k=0

(
3n+ 1

k

)
X2k(−1)3n+1−k

=

3n+1∑

k=0

(
3n+ 1

k

)
X2k

(
1− (−1)3n+1−k

)

= 0X6n+2 + 2(3n + 1)X6n + · · ·+ 1− (−1)3n+1

Ainsi le degré de (X2 + 1)3n+1 − (X2 − 1)3n+1
est 6n, le 
oe�
ient dominant est 6n + 2 et le 
oe�
ient


onstant est 1− (−1)3n+1
.
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Réponse de l'exer
i
e 9.2

On 
al
ule P (−1) = 0. Puis
P ′(X) = 4X3 + 6X2 + 4X + 2

D'où P ′(−1) = 0.
P ′′(X) = 12X2 + 12X + 4

D'où P ′′(−1) 6= 0. La multipli
ité de −1 est don
 2.

On peut don
 fa
toriser P par (X + 1)2. Le quotient Q est de degré 2. On trouve

P = (X + 1)2(X2 + 1) = (X + 1)2(X − i)(X + i)

Réponse de l'exer
i
e 9.3

1. Soit P = (n− 4)Xn − nXn−2 + nX2 − (n− 4) ave
 n ≥ 5. On a P (1) = 0.

P ′ = n(n− 4)Xn−1 − n(n− 2)Xn−3 + 2nX

D'où P ′(1) = n(n− 4− (n− 2) + 2) = 0.

P ′′ = n(n− 1)(n − 4)Xn−2 − n(n− 2)(n − 3)Xn−4 + 2n

D'où P ′′(1) = n(n2 − 5n+ 4− (n2 − 5n + 6) + 2) = 0.

P (3) = n(n− 1)(n − 2)(n − 4)Xn−3 − n(n− 2)(n − 3)(n − 4)Xn−5

P (3)(1) = n(n− 2)(n − 4)(n − 1− (n− 3)) = 2n(n− 2(n− 4) 6= 0. Don
 1 est de multipli
ité 3.

2. Soit Q = X2n+1 − (2n+ 1)Xn+1 + (2n+ 1)Xn − 1 ave
 n ≥ 2. On a Q(1) = 0.

Q′ = (2n + 1)X2n − (n+ 1)(2n + 1)Xn + n(2n+ 1)Xn−1

D'où Q′(1) = (2n + 1)(1 − (n+ 1) + n) = 0.

Q′′ = (2n + 1)
(
2nX2n−1 − n(n+ 1)Xn−1 + n(n− 1)Xn−2

)

D'où Q′′(1) = (2n + 1)(2n − n(n + 1) + n(n − 1)) = 0. Pour la dérivée troisième, il faut distinguer le 
as

n = 2. Si n = 2 alors

Q(3) = 60X2 − 30X

D'où Q(3)(1) 6= 0.

Si n 6= 2 alors

Q′′ = (2n + 1)n
(
(4n − 2)X2n−2 − (n2 − 1)Xn−2 + (n− 1)(n − 2)Xn−3

)

D'où Q(3)(1) = n(2n+ 1)(4n − 2− n2 + 1 + n2 − 3n+ 2) = n2(2n+ 1) 6= 0.

Dans tous les 
as 1 est de multipli
ité 3.
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Réponse de l'exer
i
e 9.4

Soit P ∈ C[X] véri�ant ∀n ∈ N, P (n) = λ. Alors le polyn�me P − λ admet une in�nité de ra
ines, 
'est don


le polyn�me nul. D'où P = λ.
Ré
iproquement il est aisé de véri�er que le polyn�me 
onstant égal à λ véri�e bien ∀n ∈ N, P (n) = λ.

Soit P ∈ C[X] véri�ant P (X + 1) = P (X). Alors, en parti
ulier, pour tout entier n ∈ N on a P (n) = P (0).
Ainsi P est un polyn�me 
onstant (qui vaut toujours P (0)).

Ré
iproquement il est aisé de véri�er que les polyn�mes 
onstants véri�ent bien P (X + 1) = P (X).

Réponse de l'exer
i
e 9.5

Soit P ∈ R[X] de degré d tel que P (X2) = (X2+1)P (X), en parti
ulier on a deg(P (X2)) = deg
(
(X2 + 1)P (X)

)
,

i.e. 2d = d+ 2, d'où d = 2. On peut don
 é
rire P = aX2 + bX + c ave
 (a, b, c) ∈ R3
.

Par suite on a

P (X2) = aX4 + bX2 + c = (X2 + 1)P (X) = aX4 + bX3 + (a+ c)X2 + bX + c

D'où 



a = a

b = 0

a+ c = b

b = 0

c = c


'est-à-dire P = a(X2 − 1) ave
 a ∈ R.

Ré
iproquement il est aisé de véri�er que, si P = a(X2 − 1) ave
 a ∈ R, alors P (X2) = (X2 + 1)P (X).

Réponse de l'exer
i
e 9.6

É
rivons P =

d∑

k=0

akX
k
. Soit alors Q =

d∑

k=0

(−1)kakXk
. Pour x ∈ R on a P (−x) = Q(x).

Comme P est paire, on a alors P = Q, ainsi, pour tout entier k ∈ J0, dK

ak = (−1)kak
Si k est pair on a don
 ak = ak et si k est impair on a ak = −ak d'où ak = 0.
Tous les termes de degré impair de P sont ainsi nuls. P n'a don
 bien que des termes de degré pair.

Réponse de l'exer
i
e 9.7

X4 + aX2 + bX + c est divisible par X2 +X + 1 s'il existe un polyn�me dX2 + eX + f tel que

X4 + aX2 + bX + c = (X2 +X + 1)(dX2 + eX + f)

C'est-à-dire

X4 + aX2 + bX + c = dX4 + (e+ d)X3 + (d+ e+ f)X2 + (e+ f)X + f

Il nous faut don
 déterminer si le système suivant admet des solutions





d = 1

e+ d = 0

a− d− e− f = 0

b− e− f = 0

c− f = 0
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Ce système est équivalent à 



d = 1

e = −1
a− f = 0

b+ 1− f = 0

c− f = 0

On voit que 
e système a des solutions si et seulement si a = c = b+ 1.
Ainsi X4 + aX2 + bX + c est divisible par X2 +X + 1 si et seulement si a = c = b+ 1.

Réponse de l'exer
i
e 9.8

On sait que tout polyn�me de degré 2 admet deux ra
ines 
omplexes (
omptées ave
 multipli
ité). Notons a et

b 
es ra
ines. On a alors a+ b = 7 et ab = λ.
Supposons que l'un des ra
ines de X2 − 7X + λ soit le double de l'autre. Pour �xer les idées b = 2a. Alors

3a = 7 et 2a2 = λ

D'où a =
7

3
et λ =

98

9
.

Ainsi, si une des ra
ines de X2 − 7X + λ soit le double de l'autre. alors λ =
98

9
.

Ré
iproquement, si λ =
98

9
alors il est aisé de véri�er que X2 − 7X + λ admet 
omme ra
ine

7

3
et

14

3
, d'où

l'une des ra
ines de X2 − 7X + λ est bien le double de l'autre.

Réponse de l'exer
i
e 9.9

1. Dans R[X] :

X6 + 1 = (X2 + 1)(X4 −X2 + 1)

= (X2 + 1)(X2 −
√
3X + 1)(X2 +

√
3X + 1)

D'où, dans C[X] :

X6 + 1 = (X + i)(X − i)(X + ij2)(X − ij2)(X + ij)(X − ij)

2. Posons Y = X3
, on a Y 3 + Y 2 + Y + 1 = (Y + 1)(Y 2 + 1). D'où

X9 +X6 +X3 + 1 = (X3 + 1)(X6 + 1)

= (X2 −X + 1)(X + 1)(X2 −
√
3X + 1)(X2 + 1)(X2 +

√
3X + 1)

3. On a

X6 − 2 cos φX3 + 1 = (X3 − eiφ)(X3 − e−iφ)

= (X − eiφ3 )(X − eiφ3 j)(X − eiφ3 j2)(X − e−iφ
3 )(X − e−iφ

3 j)(X − e−iφ
3 j2)

= (X2 − 2 cos(φ3 )X + 1)(X2 − 2 cos(φ+2π
3 )X + 1)(X2 − 2 cos(φ−2π

3 )X + 1)

Le 
as où φ = 0 ou π devrait être traité séparément mais n'est pas di�
ile.
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Réponse de l'exer
i
e 9.10

On suppose que P admet une ra
ine triple α. Ainsi il existe (b, c) ∈ C2
tel que

X5 + aX2 + 15X − 6i = (X − α)3(X2 + bX + c)

= (X3 − 3αX2 + 3α2X − α3)(X2 + bX + c)

= X5 + (b− 3α)X4 + (c− 3bα+ 3α2)X3 + (3bα2 − 3cα − α3)X2 + (3cα2 − bα3)X − cα3

On identi�e les 
oe�
ients 



b− 3α = 0

c− 3bα + 3α2 = 0

3bα2 − 3cα − α3 = a

3cα2 − bα3 = 15

−cα3 = −6i
Il ne s'agit pas d'un système linéaire, on ne peut don
 pas utiliser la méthode du pivot de Gauss. On va faire

des substitutions su

essives





b = 3α

c = 6α2

9α3 − 3cα− α3 = a

3cα2 − 3α4 = 15

−cα3 = −6i




b = 3α

c = 6α2

−10α3 = a

15α4 = 15

−6α5 = −6i
on trouve que α = i, a = 10i, b = 3i et c = −6. Par suite on a

P = (X − i)3(X2 + 3iX − 6) = (X − i)3
(
X − −3i+

√
15

2

)(
X − −3i−

√
15

2

)

Réponse de l'exer
i
e 9.11

Soit P = X3 − 6X2 + 11X + λ. On sait que P admet trois ra
ines 
omplexes (
omptées ave
 multipli
ité),

é
rivons alors

P = (X − x1)(X − x2)(X − x3) = X3 − (x1 + x2 + x3)X
2 + (x1x2 + x2x3 + x1x3)X − (x1x2x3)

Ainsi on a 



x1 + x2 + x3 = 6

x1x2 + x1x3 + x2x3 = 11

x1x2x3 = −λ
D'où 




(x1 + x2) + x3 = 6

x3(x1 + x2) = 9

2x3 = −λ
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Notons a = x1 + x2. On a alors ax3 = 9 et a + x3 = 6. Ainsi a et x3 sont les deux ra
ines du polyn�me

X2 − 6X + 9 = (X − 3)2. D'où x3 = 3 et x1 + x2 = 3.
Par suite on a x1x2 = 2 et x1+x2 = 3. x1 et x2 sont don
 les ra
ines du polyn�meX2−3X+2 = (X−1)(X−2)
Ainsi x1 = 1, x2 = 2 (ou le 
ontraire mais 
ela n'a au
une importan
e) et x3 = 3.
On obtient également λ = −x1x2x3 = −6.

Réponse de l'exer
i
e 9.12

On a (
f exer
i
e pré
édent) 



x1x2x3 = −q
x1x2 + x2x3 + x1x3 = p

x1 + x2 + x3 = 0

On en déduit :





(x1x2)(x2x3)(x1x3) = (x1x2x3)
2 = q2

x1x2 + x2x3 + x1x3 = p

(x1x2)(x1x3) + (x1x2)(x2x3) + (x1x3)(x2x3) = (x1x2x3)(x1 + x2 + x3) = −q × 0 = 0

Le polyn�me re
her
hé est don
 X3 − pX2 − q2.

Réponse de l'exer
i
e 9.13

Posons

P = nXn+2 − (4n+ 1)Xn+1 + 4(n+ 1)Xn − 4Xn−1

On a alors

P = Xn−1
(
nX3 − (4n + 1)X2 + 4(n+ 1)X1 − 4

)
= Xn−1Q

On a Q(2) = 8n− 4× (4n+ 1) + 8(n + 1)− 4 = 0. On peut don
 fa
toriser Q par X − 2.

Q = (X − 2)(nX2 − (2n + 1)X + 2) = (X − 2)R

On a R(2) = 4n− 2(2n + 1) + 2 = 0. On peut don
 fa
toriser R par X − 2.

R = (X − 2)(nX − 1)

Finalement

P = Xn−1(X − 2)2(nX − 1)

2 est don
 une ra
ine de P de multipli
ité 2

Réponse de l'exer
i
e 9.14

1. Il est fa
ile de montrer qu'un tel polyn�me existe puisque le polyn�me X 
onvient. Montrons que 
'est le

seul. Soit don
 P ∈ C[X] tel que ∀n ∈ N, P (n) = n. Alors, en notant Q = P −X, on a

∀n ∈ N Q(n) = 0

Q admet don
 une in�nité de ra
ines, Q est don
 le polyn�me nul, 
'est-à-dire P = X.

2. Supposons par l'absurde qu'il existe un polyn�me P ∈ C[X] tel que ∀z ∈ C, P (z) = z. Alors, en parti
ulier,
pour tout entier n on a P (n) = n. D'après la question pré
édente on a don
 P = X.

D'où, pour tout z ∈ C z = z 
e qui est absurde. Ainsi il n'existe pas de polyn�me P ∈ C[X] tel que
∀z ∈ C, P (z) = z.
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Réponse de l'exer
i
e 9.15

Soit P ∈ R[X] de degré d tel que P (X) = XP ′(X) et soit adX
d
son mon�me dominant. Le mon�me dominant

de XP ′(X) est dadX
d
. Ainsi adX

d = dadX
d
, d'où d = 1.

On peut don
 é
rire P = aX + b ave
 (a, b) ∈ R2
. Par suite on a

aX + b = X × a

D'où b = 0.
Ainsi P = aX ave
 a ∈ R.

Ré
iproquement il est aisé de véri�er que, si P = aX ave
 a ∈ R, alors P (X) = XP ′(X).

Réponse de l'exer
i
e 9.16

1. Soit θ ∈ R on a

cos(4θ) = Re
(
e4iθ
)

= Re
(
(cos(θ) + i sin(θ))4

)

= Re
(
cos(θ)4 + 4i cos(θ)3 sin(θ)− 6 cos(θ)2 sin(θ)2 − 4i cos(θ) sin(θ)3 + sin(θ)4

)

= cos(θ)4 − 6 cos(θ)2 sin(θ)2 + sin(θ)4

= cos(θ)4 − 6 cos(θ)2(1− cos(θ)2) + (1− cos(θ)2)2

= cos(θ)4 − 6 cos(θ)2 + 6cos(θ)4 + 1− 2 cos(θ)2 + cos(θ)4

= 8cos(θ)4 − 8 cos(θ)2 + 1

Posons P = 8X4 − 8X2 + 1, on a alors cos(4θ) = P (cos(θ)).

2. On a

Q(cos(0)) = P (cos(0)) − cos(0) = cos(4× 0)− cos(0) = 0

Q

(
cos

(
2π

3

))
= P

(
cos

(
2π

3

))
− cos

(
2π

3

)

= cos

(
8π

3

)
− cos

(
2π

3

)

= cos

(
2π +

2π

3

)
− cos

(
2π

3

)

= cos

(
2π

3

)
− cos

(
2π

3

)

= 0

Q

(
cos

(
2π

5

))
= P

(
cos

(
2π

5

))
− cos

(
2π

5

)

= cos

(
8π

5

)
− cos

(
2π

5

)

= cos

(
2π − 2π

5

)
− cos

(
2π

5

)
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= cos

(
2π

5

)
− cos

(
2π

5

)

= 0

Q

(
cos

(
4π

5

))
= P

(
cos

(
4π

5

))
− cos

(
4π

5

)

= cos

(
16π

5

)
− cos

(
4π

5

)

= cos

(
4π − 4π

5

)
− cos

(
4π

5

)

= cos

(
4π

5

)
− cos

(
4π

5

)

= 0

3. D'après la question pré
édente on a

Q = (X − 1)

(
X − cos

(
2π

3

))(
X − cos

(
2π

5

))(
X − cos

(
4π

5

))

= (X − 1)

(
X +

1

2

)(
X − cos

(
2π

5

))(
X − cos

(
4π

5

))

D'un autre 
oté on a

Q = 8X4 − 8X2 −X + 1

= (X − 1)(8X3 + 8X2 − 1)

= (X − 1)

(
X +

1

2

)
(8X2 + 4X − 2)

On va fa
toriser le polyn�me 8X2 +4X − 2 son dis
riminant réduit vaut 4+ 16 = 20. Le polyn�me admet

don
 deux ra
ines qui sont

2 +
√
20

8
=

1 +
√
5

4
et

2−
√
20

8
=

1−
√
5

4

D'où

Q = (X − 1)

(
X +

1

2

)(
X − 1 +

√
5

4

)(
X − 1−

√
5

4

)

4. D'après les questions pré
édentes on a

cos

(
2π

5

)
∈
{
1 +
√
5

4
,
1−
√
5

4

}

De plus 0 6
2π

5
6
π

2
, d'où cos

(
2π

5

)
> 0 et don


cos

(
2π

5

)
=

1 +
√
5

4

De même on a

cos

(
4π

5

)
=

1−
√
5

4
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Réponse de l'exer
i
e 9.17

1.

P1 = a0
X − a1
a0 − a1

+ a1
X − a0
a1 − a0

2.

P2 = a0
(X − a1)(X − a2)
(a0 − a1)(a0 − a2)

+ a1
(X − a0)(X − a2)
(a1 − a0)(a1 − a2)

+ a2
(X − a0)(X − a1)
a2 − a0)(a2 − a1)

3. Soit Q de degré inférieur ou égal à n tel que ∀k ∈ J0, nK Q(xk) = ak. Alors

∀k ∈ J0, nK (Pn −Q)(xk) = 0

Pn −Q admet don
 n+ 1 ra
ines distin
tes, or deg(Pn −Q) 6 max(deg(Pn),deg(Q)) = n. Pn −Q admet

don
 plus de ra
ines que son degré, 
'est don
 le polyn�me nul. C'est-à-dire Q = Pn.
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Chapitre 10

Géométrie du plan et de l'espa
e

Exer
i
es

Exer
i
e 10.1

Dans le plan P donner, pour 
ha
une des droites suivantes :

� Un ve
teur dire
teur

� Un ve
teur normal

� Une représentation paramétrique

� Une équation 
artésienne

1. D1 est la droite passant par A(1, 0) et B(−2,−3)
2. D2 est la droite d'équation 3x+ 2y = 5

3. D3 est la droite passant par C(−1, 1) et de ve
teur dire
teur −3−→i +
−→
j

4. D4 est la droite passant par D(0, 2) et de ve
teur normal

−→
i +
−→
j .

Exer
i
e 10.2

Déterminer, s'ils existent, les points d'interse
tion des droites de l'exer
i
e pré
édent.

Exer
i
e 10.3

Soit C l'ensemble des points M(x, y) véri�ant x2 + y2 − 2x− 4y + 1 = 0.

1. Montrer que C est un 
er
le et donner son 
entre et son rayon.

2. Déterminer les tangentes à C passant par A(−1, 0)

Exer
i
e 10.4

On se pla
e dans l'espa
e E muni d'un repère orthonormé (O,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ). Donner

1. Une base du plan P1 passant par les points A(3, 1, 0), B(2, 2, 2) et C(−1, 5, 0). En déduire une représen-

tation paramétrique de 
e plan

2. Une équation 
artésienne du plan P2 passant par A(0, 1, 0) et de ve
teur normal

−→u = −2−→i +
−→
j +
−→
k .

3. Un équation 
artésienne du plan P3 passant par A(1, 1, 0) et admettant pour base

−→u =
−→
i +

−→
j et

−→v = 3
−→
i +
−→
k . Donner un ve
teur normal de P3.
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Exer
i
e 10.5

Soit a ∈ R et D = {(2− 2t, 1 + t, t) , t ∈ R} et D′ = {(−1 + t, 2− 3t, a+ 2t) , t ∈ R}.
1. D et D′

sont-elles parallèles ?

2. Déterminer a pour que D et D′
soient sé
antes.

3. Déterminer alors une équation 
artésienne du plan 
ontenant D et D′
.

Exer
i
e 10.6

On se pla
e dans le plan P muni d'un repère (O,
−→
i ,
−→
j . Soit D1 la droite d'équation 
artésienne x+2y− 3 = 0,

D2 la droite d'équation 
artésienne 2x+ 3y − 5 = 0 et soit A(−1,−1) et B(1, 4).

1. Déterminer une équation de la droite parallèle à D1 passant par A.

2. Déterminer une équation de la droite perpendi
ulaire à D2 passant par B.

Exer
i
e 10.7

Soit λ ∈ R et D1 et D2 les droites dé�nies par les systèmes suivants

D1 :

{
x+ y + λ = 0

y + z + 1 = 0
D2 :

{
x+ 2y + z = 0

3x+ y + 2λ = −2

Déterminer λ pour que les droites D1 et D2 soient sé
antes.

Exer
i
e 10.8

Donner une représentation paramétrique et une équation 
artésienne du plan P 
ontenant le point A(1, 1, 1) et

la droite D :

{
x+ y + 1 = 0

y + z + 1 = 0

Exer
i
e 10.9

Soit A(1,−1,−1), B(3, 2, 1) et −→u =
−→
i +
−→
j +
−→
k . On note D la droite passant par B et dirigée par

−→u . Trouver
une équation 
artésienne du plan P 
ontenant le point A et la droite D.

Exer
i
e 10.10

On 
onsidère le ve
teur

−→u =
−→
i −−→j +

−→
k et les deux droites

D1 :

{
y = 0

z = 1
D2 :

{
x = 1

z = 0

Déterminer la droite ∆ dirigée par

−→u et qui 
oupe D1 et D2.

Exer
i
e 10.11

Soit C le 
er
le passant par les points A(1,−2), B(4, 2) et C(1, 4).

1. Déterminer le 
entre et le rayon de C.

2. Donner une équation 
artésienne de C.
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Exer
i
e 10.12

Déterminer les points d'interse
tion du 
er
le C de 
entre A(2, 1) et de rayon
√
2 et de la droite ∆ d'équation

y − x+ 1 = 0.

Exer
i
e 10.13

On fait glisser un règle le long d'un 
oin de mur. Les extrémités de la règle restant sur les murs. Déterminer

l'ensemble des positions dé
rites par le milieu de la règle.

Exer
i
e 10.14

Soit P le plan d'équation x+ y + z = 1 et P ′
le plan d'équation x = y. Soit A(1, 2, 3). Déterminer les distan
es

d(A,P ), d(A,P ′) et d(A,P ∩ P ′).

Exer
i
e 10.15

Soit A et B deux points distin
ts, soit C le bary
entre de (A, 2), (B, 3) et D le bary
entre de (A, 3), (B, 2).

1. Déterminer la nature de l'ensemble des points M tels que ‖2−−→MA + 3
−−→
MB‖ = 10

2. Déterminer la nature de l'ensemble des points M tels que ‖2−−→MA + 3
−−→
MB‖ = ‖3−−→MA + 2

−−→
MB‖

Exer
i
e 10.16

Soit ABC un triangle.

1. Déterminer la nature de l'ensemble des points M tels que

−−→
MA+

−−→
MB + 2

−−→
MC soit 
olinéaire à

−−→
BC.

2. Déterminer la nature de l'ensemble des points M tels que ‖−−→MA+
−−→
MB + 2

−−→
MC‖ = ‖−−→MA+

−−→
MB − 2

−−→
MC‖.

Exer
i
e 10.17

Soit P un plan de l'espa
e d'équation ax+ by + cz = d ave
 (a, b, c) 6= (0, 0, 0) et M(x0, y0, z0) ∈ E
1. Rappeler la dé�nition de la distan
e de M à P
2. Déterminer un ve
teur normal à P
3. En déduire une représentation paramétrique de la droite perpendi
ulaire à P passant par M .

4. En déduire les 
oordonnées du projeté orthogonal de M sur le plan P.
5. Montrer qu'alors

d(M,P) = |ax0 + by0 + cz0 − d|√
a2 + b2 + c2

6. Déterminer le projeté orthogonal de M(1, 1, 1) sur le plan P d'équation x − y + 2z = 0 et la distan
e de

M à P

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 10.1
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1. D1 est la droite passant par A(1, 0) et B(−2,−3).
−−→
AB = −3−→i − 3

−→
j est un ve
teur dire
teur de D1.

−→n =
−→
i −−→j est un ve
teur normal à D1.

Une représentation paramétrique de D1 est

D1 = {(1 − 3t,−3t) , t ∈ R}

Une équation 
artésienne de D1 est

D1 : x− y = 1

2. D2 est la droite d'équation 3x+ 2y = 5

Remarquons que E(1, 1) ∈ D2.
−→n = 3

−→
i +2

−→
j est un ve
teur normal à D2.

−→u = −2−→i +3
−→
j est un ve
teur

dire
teur de D2.

Une représentation paramétrique de D2 est

D1 = {(1 − 2t, 1 + 3t) , t ∈ R}

3. D3 est la droite passant par C(−1, 1) et de ve
teur dire
teur −3−→i +
−→
j

−→n =
−→
i + 3

−→
j est un ve
teur normal à D3.

Une représentation paramétrique de D3 est

D3 = {(−1− 3t, 1 + t) , t ∈ R}

Une équation 
artésienne de D3 est

D3 : x+ 3y = 2

4. D4 est la droite passant par D(0, 2) et de ve
teur normal

−→
i +
−→
j .

−→u =
−→
i −−→j est un ve
teur dire
teur de D4.

Une représentation paramétrique de D4 est

D4 = {(t, 2 − t) , t ∈ R}

Une équation 
artésienne de D4 est

D4 : x+ y = 2

Réponse de l'exer
i
e 10.2

� Déterminons D1 ∩ D2

Soit t ∈ R et M(1− 2t, 1 + 3t), M ∈ D1 si et seulement si

(1− 2t)− (1 + 3t) = 1 ⇔ t = −1

5

Ainsi D1 ∩ D2 =

{(
7

5
,
2

5

)}

� Déterminons D1 ∩ D3

Soit t ∈ R et M(1− 3t,−3t), M ∈ D3 si et seulement si

(1− 3t) + 3(−3t) = 2 ⇔ t = − 1

12

Ainsi D1 ∩ D3 =

{(
5

4
,
1

4

)}
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� Déterminons D1 ∩ D4

Soit t ∈ R et M(1− 3t,−3t), M ∈ D4 si et seulement si

(1− 3t) + (−3t) = 2 ⇔ t = −1

6

Ainsi D1 ∩ D4 =

{(
3

2
,
1

2

)}

� Déterminons D2 ∩ D3

Soit t ∈ R et M(1− 2t, 1 + 3t), M ∈ D3 si et seulement si

(1− 2t) + 3(1 + 3t) = 2 ⇔ t = −2

7

Ainsi D2 ∩ D3 =

{(
11

7
,
1

7

)}

� Déterminons D2 ∩ D4

Soit t ∈ R et M(1− 2t, 1 + 3t), M ∈ D4 si et seulement si

(1− 2t) + (1 + 3t) = 2 ⇔ t = 0

Ainsi D2 ∩ D4 = {(1, 1)}
� Déterminons D3 ∩ D4

Soit t ∈ R et M(t, 2− t), M ∈ D3 si et seulement si

t+ 3(2 − t) = 2 ⇔ t = 21

Ainsi D3 ∩ D4 = {(2, 0)}

Réponse de l'exer
i
e 10.3

1. On a

M(x, y) ∈ C ⇔ x2 + y2 − 2x− 4y + 1 = 0

⇔ (x− 1)2 − 1 + (y − 2)2 − 4 + 1 = 0

⇔ (x− 1)2 + (y − 2)2 = 4

Ainsi M appartient à C si et seulement si M appartient au 
er
le de 
entre Ω(1, 2) et de rayon 2. C est

don
 le 
er
le de 
entre Ω(1, 2) et de rayon 2.

2. A est à l'extérieur du disque de 
entre Ω et de rayon 2. Par Ω passent don
 deux tangentes au 
er
le C
qui tou
hent C en B et C. Les triangles ΩAB et ΩAC sont alors re
tangles en respe
tivement B et C. ΩA
est l'hypoténuse de 
es deux triangles. Ainsi B et C sont sur le 
er
le 
entré au milieu de ΩA et de rayon

ΩA

2
, 
'est-à-dire le 
er
le de 
entre I(0, 1) et de rayon

√
2. Les 
oordonnées de B et C véri�ent alors les

deux équations {
x2 + y2 − 2x− 4y + 1 = 0

x2 + y2 − 2y − 1 = 0

D'où {
−2x− 2y + 2 = 0

x2 + y2 − 2y − 1 = 0
{
x = 1− y
y2 − 2y + 1 + y2 − 2y − 1 = 0
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{
x = 1− y
2y(y − 2) = 0

D'où (x, y) = (1, 0) ou (x, y) = (−1, 2). D'où B(1, 0) et C(−1, 2). Les deux tangentes sont alors la droite

T1 = (AB) d'équation y = 0 et la droite T2 = (AC) d'équation x = −1.

Réponse de l'exer
i
e 10.4

1. A, B et C ne sont pas alignés 
ar

−−→
AB et

−→
AC ne sont pas 
olinéaires. Une base de P1 est

−−→
AB = −−→i +−→j +2

−→
k ,−→

AC = −4−→i + 4
−→
j . On en déduit une représentation paramétrique de P1

P1 = {(3 − t− 4s, 1 + t+ 4s, 2t) , (t, s) ∈ R2}

2. P2 admet pour équation 
artésienne

P2 : −2x+ y + z = 1

3. P3 
ontient les points A(1, 1, 0), B = A+−→u = (2, 2, 0) et C = A+−→v = (4, 1, 1). Un équation 
artésienne

de P3 est de la forme ax+ b+ y + cz = d. On a alors





a+ b = d

2a+ 2b = d

4a+ b+ c = d

D'où 



d = 0

a = −b
c = −3a

Ainsi x− y − 3z = 0 est une équation 
artésienne de P3. On en déduit que le ve
teur

−→n =
−→
i −−→j − 3

−→
k

est un ve
teur normal du plan P3.

Réponse de l'exer
i
e 10.5

1. D admet 
omme ve
teur dire
teur

−→u = −2−→i +
−→
j +

−→
k et D′

admet 
omme ve
teur dire
teur

−→v =−→
i − 3

−→
j +2

−→
k . D et D′

sont parallèles si et seulement si

−→u et

−→v sont 
olinéaires.

−→u et

−→v sont 
olinéaires

s'il existe t ∈ R tel que

−→u = t−→v , i.e. tel que −2 = t, 1 = −3t et 1 = 2t, 
e qui est 
lairement impossible.

Ainsi D et D′
ne sont pas parallèles.

2. D et D′
sont sé
antes s'il existe t ∈ R et s ∈ R tels que

(2− 2t, 1 + t, t) = (−1 + s, 2− 3s, a+ 2s)

C'est-à-dire, si le système suivant admet une solution

(S) :





s+ 2t = 3

3s+ t = 1

−2s+ t = a

L2 ← L2 − 3L1

L3 ← L3 + 2L1
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(S) ⇔





s+ 2t = 3

−5t = −8
5t = a+ 6

L3 ← L3 + L2

L2 ← −
1

5
L2

(S) ⇔





s+ 2t = 3

t =
8

5
0 = a− 2

Le système est 
ompatible si et seulement si a = 2 auquel 
as D et D′
sont sé
antes en M

(
−6

5
,
13

5
,
8

5

)
.

3. Le plan P 
ontenant D et D′
admet 
omme base (−→u ,−→v ), on va don
 trouver un ve
teur orthogonal à

−→u
et

−→v .
−→n =

−→
i +
−→
j +
−→
k 
onvient. P est don
 le plan d'équation x+ y + z = 3.

Réponse de l'exer
i
e 10.6

1. Notons D3 la droite parallèle à D1 passant par A. D3 admet pour ve
teur normal tout ve
teur normal à

D1. Ainsi
−→
i + 2

−→
j est un ve
teur normal à D3.

On en déduit que D3 admet pour équation 
artésienne x+ 2y = −3.
2. Notons D4 la droite perpendi
ulaire à D2 passant par B. D4 admet pour ve
teur normal tout ve
teur

dire
teur à D1. Ainsi 3
−→
i − 2

−→
j est un ve
teur normal à D4.

On en déduit que D4 admet pour équation 
artésienne 3x− 2y = −5.

Réponse de l'exer
i
e 10.7

D1 et D2 sont sé
antes si et seulement si le système suivant admet une solution

(S) :





x+ y + λ = 0

y + z + 1 = 0

x+ 2y + z = 0

3x+ y + 2λ = −2

L3 ← L3 − L1

L4 ← L4 − 3L1

(S) ⇔





x+ y = −λ
y + z = −1
y + z = λ

−2y = λ− 2

L3 ← L3 − L2

L4 ← −
1

2
L4
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(S) ⇔





x+ y = −λ
y + z = −1
0 = λ+ 1

y =
3

2

L4 ↔ L2

L3 ↔ L4

L3 ← L3 − L2

(S) ⇔





x+ y = −1
y =

3

2

z = −5

2
0 = λ+ 1

On voit que 
e système est 
ompatible si λ = −1 et que dans 
e 
as l'interse
tion de D1 et D2 est le point

de 
oordonnées

(
−5

2
,
3

2
,−5

2

)

Réponse de l'exer
i
e 10.8

Les points B(−1, 0,−1) et C(0,−1, 0) appartiennent à D et don
 à P . A, B et C ne sont pas alignés (
ar

A 6∈ D) ainsi P est l'unique plan 
ontenant A, B et C. (
−−→
AB,

−→
AC( est don
 une base de P . On en déduit une

représentation paramétrique de P

P = {(1− 2t− s, 1− t− 2s, 1− 2t− s) , (t, s) ∈ R2}

Pour trouver une équation 
artésienne de P on va 
her
her un ve
teur normal à P don
 orthogonal à la base

(
−−→
AB,

−→
AC).

Soit

−→n = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k un ve
teur normal à

−−→
AB et

−→
AC.

On a don
 {
−2x− y − 2z = 0

−x− 2y − z = 0

Ainsi

−→n =
−→
i −−→k est un ve
teur normal à P .

On en déduit une équation 
artésienne de P

P : x− z = 0

Réponse de l'exer
i
e 10.9

Il nous faut trouver un ve
teur normal à P . (
−−→
AB,−→u ) est une base de P . Il nous faut don
 trouver un ve
teur

orthogonal à

−−→
AB et

−→u . n =
−→
i −−→k 
onvient. Ainsi P est le plan d'équation x− z = 0.

Réponse de l'exer
i
e 10.10

Soit M(xM , yM , zM ) un point de ∆. Une représentation paramétrique de ∆ est don


∆ = {(xM + t, yM − t, zM + t) , t ∈ R}

∆ 
oupe D1, ainsi il existe t ∈ R tel que yM − t = 0 et zM + t = 1, d'où yM = 1− zM .
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De même ∆ 
oupe D2, ainsi il existe s ∈ R tel que xM + s = 1 et zM + s = 0, d'où zM = xM − 1.
Ainsi un point M appartient à ∆ si et seulement si yM = 1 − zM et zM = xM − 1. ∆ est don
 la droite

d'équation

∆ :

{
y + z = 1

x− z = 1

Réponse de l'exer
i
e 10.11

1. Le 
er
le C est le 
er
le 
ir
ons
rit au triangle ABC, son 
entre est don
 le point de 
on
ouran
e des

médiatri
es du triangle ABC. La médiatri
e du segment [AC] est la droite d'équation y = 1 et la médiatri
e

du segment [AB] est la droite d'équation 3x+ 4y =
15

2
. Leur interse
tion est le point Ω

(
7

6
, 1

)
. Le rayon

du 
er
le est la longueur ΩA, 
'est-à-dire
19

6
.

2. Un équation 
artésienne de C est alors

(
x− 7

6

)2

+ (y − 1)2 =
361

36

Réponse de l'exer
i
e 10.12

Il s'agit de trouver les points dont les 
oordonnées (x, y) véri�ent les deux équations suivantes

{
(x− 2)2 + (y − 1)2 = 4

x = 1 + y

D'où {
(y − 1)2 = 2

x = 1 + y

Ainsi les points d'interse
tion de C et ∆ sont

(
2 +
√
2, 1 +

√
2
)
et (2−

√
2, 1−

√
2).

Réponse de l'exer
i
e 10.13

Notons L la longueur de la règle. M(x, 0) le point d'appui au sol de la règle et N(0, y) le point d'appui de la

règle sur le mur. On a alors MN = L, d'où y2 = L2 − x2, 
omme y > 0 on a don
 y =
√
L2 − x2. Soit I le

milieu de MN , I a pour 
oordonnées

(
x

2
,

√
L2 − x2

2

)
.

La distan
e OI2 vaut alors
x2 + L2 − x2

4
=
L2

4
. I appartient don
 au 
er
le de 
entre 0 et de rayon

L

2
.

Réponse de l'exer
i
e 10.14

Il nous faut déterminer les projetés orthogonaux de A sur P , P ′
et P ∩ P ′

.

Le projeté orthogonal de A sur P est l'unique point H1 de P tel que

∀M ∈ P 〈−−−→H1M,
−−→
H1A〉 = 0

C'est également l'interse
tion de P et de la droite perpendi
ulaire à P passant par A. La dite perpendi
ulaire

D1 est dirigée par
−→n1 =

−→
i +
−→
j +
−→
k et admet don
 
omme représentation paramétrique

D1 = {(1 + t, 2 + t, 3 + t) , t ∈ R}

Bastien Marmeth 217 Page 217/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Ainsi il existe t ∈ R tel que H1 ait pour 
oordonnées (1 + t, 2 + t, 3 + t). Comme H1 ∈ P on a de plus

1 + t+ 2 + t+ 3 + t = 1 d'où t = −5

3
. Ainsi H1 est le point de 
oordonnées

(
−2

3
,
1

3
,
4

3

)
.

On sait que la distan
e d(A,P ) est égale à la longueur AH1. Ainsi

d(A,P ) =
5√
3

Le projeté orthogonal de A sur P est l'unique point H2 de P
′
tel que

∀M ∈ P ′ 〈−−−→H2M,
−−→
H2A〉 = 0

C'est également l'interse
tion de P ′
et de la droite perpendi
ulaire à P ′

passant par A. La dite perpendi
ulaire
D2 est dirigée par

−→n2 =
−→
i −−→j et admet don
 
omme représentation paramétrique

D1 = {(1 + t, 2− t, 3) , t ∈ R}

Ainsi il existe t ∈ R tel que H2 ait pour 
oordonnées (1 + t, 2− t, 3). Comme H2 ∈ P ′
on a de plus 1 + t = 2− t

d'où t =
1

2
. Ainsi H2 est le point de 
oordonnées

(
3

2
,
3

2
, 3

)
.

On sait que la distan
e d(A,P ′) est égale à la longueur AH2. Ainsi

d(A,P ′) =
1√
2

En�n le projeté orthogonal de A sur P ∩ P ′
est l'unique point H3 de P ∩ P ′

tel que

∀M ∈ P ∩ P ′ 〈−−−→H3M,
−−→
H3A〉 = 0

La droite P ∩ P ′
est dirigée par le ve
teur

−→
i +
−→
j − 2

−→
k et passe par le point de 
oordonnées(0, 0, 1). On a

ainsi une représentation paramétrique de P ∩ P ′

P ∩ P ′ = {(t, t, 1 − 2t) , t ∈ R}

Il nous faut alors déterminer t0 tel que H3 ait pour 
oordonnées (t0, t0, 1 − 2t0). La 
ondition ∀M ∈ P ∩
P ′ 〈−−−→H3M,

−−→
H3A〉 se réé
rit

∀t ∈ R (t− t0)× (1− t0) + (t− t0)× (2− t0) + (2t0 − 2t)× (3− 1 + 2t0) = 0

C'est-à-dire

∀t ∈ R (t− t0)(−1 − 6t0) = 0

D'où t0 = −
1

6
et H3 admet pour 
oordonnées

(
−1

6
,−1

6
,
4

3

)
.

On sait que la distan
e d(A,P ∩ P ′) est égale à la longueur AH3. Ainsi

d(A,P ∩ P ′) =

√
318

6

Réponse de l'exer
i
e 10.15

1. C est le bary
entre de (A, 2), (B, 3), ainsi, pour tout point M on a 2
−−→
MA + 3

−−→
MB = 5

−−→
MC. Il nous faut

don
 trouver l'ensemble des points M tels que ‖MC‖ = 10. Il s'agit du 
er
le de 
entre C et de rayon 10.
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2. Pour tout point M on a 3
−−→
MA+2

−−→
MB = 5

−−→
MD. On 
her
he don
 l'ensemble des points tels que ‖5−−→MC‖ =

‖5−−→MD‖. Il s'agit de la médiatri
e du segment [CD].

Réponse de l'exer
i
e 10.16

1. Soit G le bary
entre de (A, 1), (B, 1), (C, 2), on a alors

−−→
MA +

−−→
MB + 2

−−→
MC = 4

−−→
MG. On 
her
he don
 les

points M tels que 4
−−→
MG soit 
olinéaire à

−−→
BC. Il s'agit don
 de la droite passant par G de ve
teur dire
teur−−→

BC.

2. Pour M ∈ P on a

−−→
MA+

−−→
MB − 2

−−→
MC =

−−→
MA+

−−→
MB + 2

−−→
MC − 4

−−→
MC = 4

−−→
MG− 4

−−→
MC = 4

−−→
CG

On 
her
he don
 les points M tels que

4
−−→
MG = 4

−−→
CG

, il s'agit don
 uniquement du point C

Réponse de l'exer
i
e 10.17

1. Il s'agit d'une question de 
ours. On a

d(M,P) = inf
B∈P
‖−−→BM‖

2. Le ve
teur

−→n = a
−→
i + b

−→
j + c

−→
k est normal à P

3. Le ve
teur

−→n = a
−→
i + b

−→
j + c

−→
k est normal à P et don
 dirige la droite D perpendi
ulaire à P passant

par M . Cette droite admet 
omme représentation paramétrique

D = {(x0 + ta, y0 + tb, z0 + tc) , t ∈ R}

4. Le projeté orthogonal deM sur le plan P est le point H à l'interse
tion de P et de la droite perpendi
ulaire

à P passant par M .

Le ve
teur

−→n =



a
b
c




est normal à P et don
 dirige la droite D perpendi
ulaire à P passant par M . Cette

droite admet 
omme représentation paramétrique

D = {(x0 + ta, y0 + tb, z0 + tc) , t ∈ R}

Il existe don
 t tel que H ait pour 
oordonnées (x0 + ta, y0 + tb, z0 + tc). Comme H ∈ P on a de plus

a(x0 + ta) + b(y0 + tb) + c(z0 + tc) = d

D'où t = −ax0 + by0 + cz0 − d
a2 + b2 + c2

.

Ainsi H a pour 
oordonnées

(
x0 − a

ax0 + by0 + cz0 − d
a2 + b2 + c2

, y0 − b
ax0 + by0 + cz0 − d

a2 + b2 + c2
, z0 − c

ax0 + by0 + cz0 − d
a2 + b2 + c2

)
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5. On sait que d(M,P) = ‖−−→MH , on a alors

d(M,P ) = ‖−−→MH‖
=
√
(xH − x0)2 + (yH − y0)2 + (zH − z0)2

=
√
(at)2 + (bt)2 + (ct)2

= |t|
√
a2 + b2 + c2

=
|ax0 + by0 + cz0 − d|√

a2 + b2 + c2

6. Il nous su�t d'appliquer les questions pré
édentes ave
 a = 1, b = −1, c = 2 et d = 0. Le projeté orthogonal

de M sur P est le point H de 
oordonnées (xM + ta, yM + tb, zM + tc) où t = −axM + byM + czM − d
a2 + b2 + c2

,


'est-à-dire

t = − 1− 1 + 2

12 + (−1)2 + 22
= −1

3

D'où H a pour 
oordonnées

(
2

3
,
4

3
,
1

3

)
et

d(M,P) = |axM + byM + czM + d|√
a2 + b2 + c2

=
1− 1 + 2√

12 + (−1)2 + 22
=

2√
6
=

√
2

3
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Chapitre 11

Matri
es

Exer
i
es

Exer
i
e 11.1

Soit a, b, c trois 
omplexes tels que a2 + b2 + c2 = 1. On pose

A =




0 c −b
−c 0 a
b −a 0




et B = A2 + I3

Montrer que AB = BA = 03,3 et B
2 = B.

Exer
i
e 11.2

Soit U =



0 0 5
1 0 2
0 1 0




1. Cal
uler U2
et U3

.

2. Exprimer U3
sous la forme aU2 + bU + cI3 ave
 (a, b, c) ∈ R3

.

3. En déduire que U est inversible et déterminer U−1
.

Exer
i
e 11.3

Soit M ∈ Mn(R). On dit qu'elle est nilpotente s'il existe un entier p tel que Mp = 0.

1. Montrer que les matri
es suivantes sont nilpotentes

A =

(
0 1
0 0

)
B =




0 2 −1
0 0 3
0 0 0


 C =




0 −1 0
−1 0 1
0 −1 0




2. Montrer que si A est une matri
e nilpotente et B est une matri
e qui 
ommute ave
 A alors leur produit

est une matri
e nilpotente.

3. Donner deux matri
es nilpotentes dont le produit n'est pas nilpotente

4. Soit A et B deux matri
es telles que AB est nilpotente. Montrer que BA est nilpotente

Bastien Marmeth 221 Page 221/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Exer
i
e 11.4

Soit N une matri
e nilpotente (
f exer
i
e pré
édent) et p tel que Np = 0. Soit m ∈ N. Exprimer la matri
e

(In +N)m en fon
tion de In, N,N
2, · · ·Np−1

.

Cal
uler A10
où A =




1 2 1
0 1 −1
0 0 1



.

Exer
i
e 11.5

Soit A = (ai,j)(i,j)∈J1,nK2 ∈ Mn(K). On appelle tra
e de la matri
e A notée (A) la somme des 
oe�
ients

diagonaux.

Tr(A) =
n∑

i=1

ai,i

Soit (A,B) ∈ Mn(K)2 et (λ, µ) ∈ K2

1. Montrer que (A) = (
tA)

2. Montrer que (λA+ µB) = λ(A) + µ(B)

3. Montrer que (AB) = (BA)

4. Cal
uler (
tAA)

5. Montrer que A = 0n,n si et seulement si (
tAA) = 0

Exer
i
e 11.6

Pour θ ∈ R on dé�nit Rθ =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
.

1. Montrer que, pour tout (α, β) ∈ R2
, RαRβ = Rα+β .

2. En déduire une expression de Rn
α pour n ∈ N.

3. La matri
e Rα est-elle inversible ? Si oui déterminer son inverse.

Exer
i
e 11.7

Soient A et B dé�nies par

A =




1 1 1
1 1 1
1 1 1




et B =




0 1 1
1 0 1
1 1 0




Cal
uler An
et Bn

pour n ∈ N.

Exer
i
e 11.8

Soit M ∈ Mn(R). On dit qu'elle est nilpotente s'il existe un entier p tel que Mp = 0.

1. Montrer que les matri
es suivantes sont nilpotentes

A =

(
0 1
0 0

)
B =




0 2 −1
0 0 3
0 0 0


 C =




0 −1 0
−1 0 1
0 −1 0




2. Montrer que si A est une matri
e nilpotente et B est une matri
e qui 
ommute ave
 A alors leur produit

est une matri
e nilpotente.
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3. Donner deux matri
es nilpotentes dont le produit n'est pas nilpotente

4. Soit A et B deux matri
es telles que AB est nilpotente. Montrer que BA est nilpotente

Exer
i
e 11.9

Soit N une matri
e nilpotente (
f exer
i
e pré
édent) et p tel que Np = 0. Soit m ∈ N. Exprimer la matri
e

(In +N)m en fon
tion de In, N,N
2, · · ·Np−1

.

Cal
uler A10
où A =




1 2 1
0 1 −1
0 0 1



.

Exer
i
e 11.10

Soient A =
1

2




5 −1 1
−2 6 2
−1 1 7




et P =




1 1 −1
1 −1 1
−1 1 1




1. Montrer que P est inversible et 
al
uler P−1
.

2. Montrer que A = P−1DP , où D =



2 0 0
0 3 0
0 0 4




3. Cal
uler An
pour n ∈ N.

Exer
i
e 11.11

Soit M =



0 1 0
0 0 1
0 0 0




1. Cal
uler M2
, M3

et M4
.

2. Cal
uler le produit (I3 +M +M2)(I3 −M).

3. En déduire que I3 −M est inversible et déterminer son inverse.

4. Soit (x, y) ∈ R2
. Déterminer trois suites (an)n∈N, (bn)n∈N et (cn)n∈N telles que, pour tout n ∈ N, on ait

(xI3 + yM)n = anI3 + bnM + cnM
2

5. On 
onsidère les suites (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N dé�nies par ré
urren
e par





un+1 = 2un + vn

vn+1 = 2vn +wn

wn+1 = 2wn

u0 = 1, v0 = 0, w0 = −1

Exprimer un, vn et wn en fon
tion de n.

Exer
i
e 11.12

Pour 
ha
une des matri
es suivantes déterminer son rang et les solutions de l'équation AX = 04,1. Dans le 
as
où elles sont inversibles 
al
uler leur inverse




1 0 0 1
0 1 1 2
1 0 1 1
1 0 1 3







4 4 4 0 4
2 3 3 1 3
4 4 5 1 5
4 4 5 1 5







2 1 0 1
1 1 0 1
0 0 1 1
6 2 0 4



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


8 16 68 76
2 4 16 18
2 5 20 23
8 16 69 77







2 4 13 9 13
0 2 6 4 6
0 0 1 1 1
2 4 14 10 14




Exer
i
e 11.13

Dis
uter en fon
tion des paramètres (m,a) ∈ C2
du rang de matri
es suivantes



m 1−m 1 +m
0 1−m m
0 0 m




(
m 1−m

1−m 4m

)



1 a m
a 1 m
1 1 1




(
a−m a− 1
a+ 1 a− 2−m

)

Exer
i
e 11.14

Résoudre dans M2(R) N
2 = 02,2.

Exer
i
e 11.15

Résoudre dansM2(R) le système de deux équations à deux in
onnues matri
ielles X et Y

X + Y =

(
1 1
−1 −1

)
X − Y =

(
1 0
0 −1

)

Exer
i
e 11.16

Soit a et b deux réels non-nuls. Trouver toutes les matri
es deM2(R) qui 
ommutent ave


(
a b
0 a

)

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 11.1

On 
ommen
e par 
al
uler A2
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0 c −b

−c 0 a

b −a 0







A

0 c −b

−c 0 a

b −a 0







A

c2 − b2 ab ac

ab −c2 − a2 bc

ac bc −b2 − a2







A2

A 2,
1
×A

1,
2

A2,2
×A

2,2

A2,3
×A

3,2

+

+

On en tire B

B =



−c2 − b2 + 1 ab ac

ab −c2 − a2 + 1 bc

ac bc −b2 − a2 + 1


 =



a2 ab ac

ab b2 bc

ac bc c2




Cal
ulons maintenant BA et AB

0 c −b

−c 0 a

b −a 0







A

a2 ab ac

ab b2 bc

ac bc c2







B

0 0 0

0 0 0

0 0 0







AB

A 2,
1
×B

1,
2

A2,2
×B

2,2

A2,3
×B

3,2

+

+

On remarque que

BA = (A2 + I3)A = A3 +A = A(A2 + I3) = AB

Bastien Marmeth 225 Page 225/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Et

B2 = (A2 + I3)B = AAB +B = B

Réponse de l'exer
i
e 11.2

1. On a

U2 =



0 5 0
0 2 5
1 0 2


 U3 =



5 0 10
2 5 4
0 2 5




2. On a U3 = 2U + 5I3

3. De la question pré
édente on déduit que U(U2 − 2I3) = 5I3. D'où

U

(
U2 − 2I3

5

)
= I3

Ainsi U est inversible et U−1 =
U2 − 2I3

5
.

Réponse de l'exer
i
e 11.3

1. On a

A2 = 02,2 B2 =



0 0 6
0 0 0
0 0 0


 B3 = 03,3 C2 =



1 0 −1
0 0 0
1 0 −1


 C3 = 0

2. Soit A une matri
e nilpotente et soit p ∈ N tel que Ap
. Alors

(AB)p = ABAB · · ·AB = ApBp = 0

De même (BA)p. AB et BA sont don
 bien nilpotentes.

3. Prenons A =

(
0 1
0 0

)
et B =

(
0 0
1 0

)
. A et B sont nilpotentes( A2 = B2 = 02,2) mais AB =

(
1 0
0 0

)
ne

l'est pas, en e�et, pour tout entier n ∈ N on a ABn = AB.

4. Soit A et B deux matri
es telles que AB est nilpotente. Soit alors p ∈ N tel que (AB)p = 0. On a alors

(BA)p+1 = BABA · · ·BA = B (ABAB · · ·AB))A = B(AB)pA = B0A = 0

Ainsi BA est bien nilpotente.

Réponse de l'exer
i
e 11.4

In et N 
ommutent, on peut don
 utiliser la formule du bin�me de Newton. On sait que Np = 0 d'où, pour tout
k > p, Nk = 0. On a alors

(In +N)m =

m∑

k=0

(
m

k

)
NkIm−k

n =

m∑

k=0

(
m

k

)
Nk =

min(m,p−1)∑

k=0

(
m

k

)
Nk
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Dans notre exemple on a A = I3 +N où N =



0 2 1
0 0 −1
0 0 0



. On a

N2 =



0 0 −2
0 0 0
0 0 0


 N3 = 0

D'où

A10 = (I3 +N)10 =

(
10

0

)
N0 +

(
10

1

)
N +

(
10

2

)
N2 =



1 20 −80
0 1 −10
0 0 1




Réponse de l'exer
i
e 11.5

1. On a

(
tA) =

n∑

i=1

(tA)i,i =
n∑

i=1

Ai,i = (A)

2.

(λA+ µB) =
n∑

i=1

(λA+ µB)i,i

=

n∑

i=1

λAi,i + µBi,i

= λ

n∑

i=1

Ai,i + µ

n∑

i=1

Bi,i

= λ(A) + µ(B)

3.

(AB) =

n∑

i=1

(AB)i,i

=
n∑

i=1

n∑

k=1

Ai,kBk,i

=
n∑

k=1

n∑

i=1

Bk,iAi,k

=

n∑

k=1

(AB)k,k

= (BA)

4.

(
tAA) =

n∑

i=1

(tAA)i,i

=

n∑

i=1

n∑

k=1

(tAi,kAk,i
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=
n∑

i=1

n∑

k=1

A2
k,i

5. Il est évident que, si A = 0n,n alors (
tAA) = 0.

Ré
iproquement supposons que (
tAA) = 0, on a alors

n∑

i=1

n∑

k=1

A2
k,i = 0. Il s'agit d'une somme de termes

positifs, elle est null si et seulement si tous les termes sont nuls.

Ainsi

n∑

i=1

n∑

k=1

A2
k,i = 0 implique que, pour tout 
ouple (k, i) ∈ J1, nK2, Ak,i = 0, 
'est-à-dire A = 0n,n

On a don
 bien montré que A = 0n,n si et seulement si (
tAA) = 0.

Réponse de l'exer
i
e 11.6

1. Soit (α, β) ∈ R2
, on a

RαRβ =

(
cos(α) cos(β)− sin(α) sin(β) − cos(α) sin(β)− sin(α) cos(β)
sin(α) cos(β) + cos(α) sin(β) − sin(α) sin(β) + cos(α) cos(β)

)
=

(
cos(α+ β) − sin(α+ β)
sin(α+ β) cos(α+ β)

)

2. D'après la question pré
édente on a R2
α = R2α. Une ré
urren
e simple montrer que Rn

α = Rnα

3. On a RαR−α = R0 = I2. Ainsi Rα est inversible et R−1
α = R−α

Réponse de l'exer
i
e 11.7

� Commençons par 
al
uler A2
et A3

pour essayer de 
onje
turer une formule générale. On a

A2 =



3 3 3
3 3 3
3 3 3




et A3 =



9 9 9
9 9 9
9 9 9




Vu la forme de A, A2
et A3

on va essayer de montrer par ré
urren
e que, pour tout entier n ∈ N∗
,

An = 3n−1

Initialisation :

On va déjà véri�é la formule aux rangs 1, 2 et 3.
Hérédité :

Soit n ∈ N∗
, on suppose que An = 3n−1A, on a alors

An+1 = AnA = 3n−1AA = 3n−1A2 = 3n−13A = 3nA

Ce qui prouve la propriété au rang n+ 1 et a
hève la ré
urren
e.

On a don
 prouve que, pour tout entier n ∈ N∗, An = 3n−1A.
� On a B = A−I3. A et i3 
ommutent, on peut don
 utiliser la formule du bin�me de Newton pour 
al
uler

Bn
.

Soit n ∈ N∗
, on a alors

Bn = (A− I3)n

=

n∑

k=0

(
n

k

)
Ak(−1)n−kIn−k

3
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=

(
n

0

)
(−1)nA0 +

n∑

k=1

(
n

k

)
(−1)n−k3k−1A

= (−1)nI3 +
(
1

3

n∑

k=1

(
n

k

)
3k(−1)n−k

)
A

= (−1)nI3 +
(
1

3

(
n∑

k=0

(
n

k

)
3k(−1)n−k −

(
n

0

)
(−1)n30

))
A

= (−1)nI3 +
(3− 1)n − (−1)n

3
A

= (−1)nI3 +
2n − (−1)n

3
A

Réponse de l'exer
i
e 11.8

1. On a

A2 = 02,2 B2 =



0 0 6
0 0 0
0 0 0


 B3 = 03,3 C2 =



1 0 −1
0 0 0
1 0 −1


 C3 = 0

2. Soit A une matri
e nilpotente et soit p ∈ N tel que Ap
. Alors

(AB)p = ABAB · · ·AB = ApBp = 0

De même (BA)p. AB et BA sont don
 bien nilpotentes.

3. Prenons A =

(
0 1
0 0

)
et B =

(
0 0
1 0

)
. A et B sont nilpotentes( A2 = B2 = 02,2) mais AB =

(
1 0
0 0

)
ne

l'est pas, en e�et, pour tout entier n ∈ N on a ABn = AB.

4. Soit A et B deux matri
es telles que AB est nilpotente. Soit alors p ∈ N tel que (AB)p = 0. On a alors

(BA)p+1 = BABA · · ·BA = B (ABAB · · ·AB)A = B(AB)pA = B0A = 0

Ainsi BA est bien nilpotente.

Réponse de l'exer
i
e 11.9

In et N 
ommutent, on peut don
 utiliser la formule du bin�me de Newton. On sait que Np = 0 d'où, pour tout
k > p, Nk = 0. On a alors

(In +N)m =

m∑

k=0

(
m

k

)
NkIm−k

n =

m∑

k=0

(
m

k

)
Nk =

min(m,p−1)∑

k=0

(
m

k

)
Nk

Dans notre exemple on a A = I3 +N où N =



0 2 1
0 0 −1
0 0 0



. On a

N2 =



0 0 −2
0 0 0
0 0 0


 N3 = 0
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D'où

A10 = (I3 +N)10 =

(
10

0

)
N0 +

(
10

1

)
N +

(
10

2

)
N2 =



1 20 −80
0 1 −10
0 0 1




Réponse de l'exer
i
e 11.10

1. On va utiliser la méthode de Gauss-Jordan




1 1 −1 1 0 0
1 −1 1 0 1 0
−1 1 1 0 0 1




L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 + L1




1 1 −1 1 0 0
0 −2 2 −1 1 0
0 2 0 1 0 1




L3 ← L3 + L2




1 1 −1 1 0 0
0 −2 2 −1 1 0
0 0 2 0 1 1




On voit dès maintenant que P est de rang 3 et don
 est inversible. Continuons nos 
al
uls pour trouver

P−1
.

L2 ← L2 − L3

L2 ← −
1

2
L2

L3 ←
1

2
L3




1 1 −1 1 0 0

0 1 0
1

2
0

1

2

0 0 1 0
1

2

1

2




L1 ← L1 + L3

L1 ← L1 − L2




1 0 0
1

2

1

2
0

0 1 0
1

2
0

1

2

0 0 1 0
1

2

1

2




Ainsi P est inversible et P−1 =




1

2

1

2
0

1

2
0

1

2

0
1

2

1

2



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2. Cal
ulons P−1DP , on a

P−1D =




1
3

2
0

1 0 2

0
3

2
2




et

P−1DP =




1
3

2
0

1 0 2

0
3

2
2







1 1 −1
1 −1 1
−1 1 1


 =




5

2
−1

2

1

2
−1 3 1

−1

2

1

2

7

2


 = A

3. On a A = P−1DP , d'où A2 = P−1DPP−1DP = P−1DI3DP = P−1D2P .

On va prouver par ré
urren
e que, pour tout entier n, on a An = P−1DnP .

On vient de faire l'initialisation aux rangs 1 et 2. Pour n = 0 on a A0 = I3 = P−1P = P−1D0P

Passons à l'hérédité. Soit n ∈ N, on suppose que An = P−1DnP . Montrons qu'alors An+1 = P−1Dn+1P .

On a

An+1 = AAn = P−1DPP−1DnP = P−1DI3D
nP = P−1DDnP = P−1Dn+1P

Ce qui prouve la propriété au rang n+ 1 et a
hève la ré
urren
e.

On a don
, pour n ∈ N,

A = P−1DnP =




1

2

1

2
0

1

2
0

1

2

0
1

2

1

2






2n 0 0
0 3n 0
0 0 4n






1 1 −1
1 −1 1
−1 1 1


 =

1

2



3n + 2n 2n − 3n 3n − 2n

2n − 4n 4n + 2n 4n − 2n

3n − 4n 4n − 3n 4n + 3n




Réponse de l'exer
i
e 11.11

1. On a

M2 =



0 0 1
0 0 0
0 0 0


 M3 = 03,3 M4 = 03,3

2. On a

(I3 +M +M2)(I3 −M) = I3 −M +M −M2 +M2 −M3 = I3 −M3 = I3

3. Puisqu'il existe une matri
e B telle que (I3 −M)B = I3 alors I3 −M est inversible et son inverse est

B = I3 +M +M2
.

4. Soit (x, y) ∈ R2
et n ∈ N. Pour n = 0 on a (xI3 + yM)0 = I3, pour n = 1 on a (xI3 + yM)1 = xI3 + yM

xI3 et yM 
ommutent. Pour hn > 2 on peut don
 utiliser le bin�me de Newton pour développer (xI3+yM)n

. On a alors

(xI3 + yM)n =

n∑

k=0

(
n

k

)
(yM)k(xI3)

n−k

=
2∑

k=0

(
n

k

)
(yM)k(xI3)

n−k
en e�et, si k > 3 on a Mk = 0

=

(
n

0

)
xnI3 +

(
n

1

)
xn−1yM +

(
n

2

)
xn−2y2M2

= xnI3 + nxn−1yM +
n(n− 1)

2
xn−2y2M2
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5. Soit n ∈ N et Un =



un
vn
wn



. On a

Un+1 =



2 1 0
0 2 1
0 0 2


Un = (2I3 +M)Un

Par une ré
urren
e simple (
f. exer
i
e pré
édent) on a alors Un = (2I3 +M)nU0

Or

(2I3 +M)n = 2nI3 + n2n−1M +
n(n− 1)

2
2n−2M2 =



2n n2n−1 n(n− 1)2n−3

0 2n n2n−1

0 0 2n




Ainsi

Un =



2n n2n−1 n(n− 1)2n−3

0 2n n2n−1

0 0 2n






1
0
−1


 =



2n − (n− 1)n2n−3

−n2n−1

−2n




D'où, pour n ∈ N, on a 



un = 2n − (n− 1)n2n−3

vn = −n2n−1

wn = −2n

Réponse de l'exer
i
e 11.12

� Soit A =




1 0 0 1
0 1 1 2
1 0 1 1
1 0 1 3




Pour s'épargner de refaire deux fois de suite les même 
al
ul on va dire
tement appliquer l'algorithme de

Gauss-Jordan sur la matri
e augmentée.




1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 2 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0 1 0
1 0 1 3 0 0 0 1




L4 ← L4 − L1

L3 ← L3 − L1




1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 2 0 1 0 0
0 0 1 0 −1 0 1 0
0 0 1 2 −1 0 0 1




L4 ← L4 − L3

L4 ←
1

2
L4




1 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 2 0 1 0 0
0 0 1 0 −1 0 1 0

0 0 0 1 0 0 −1

2

1

2



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On voit dès à présent que A est de rang 4 et est don
 bien inversible.

L2 ← L2 − 2L4

L2 ← L2 − L3

L1 ← L1 − L4




1 0 0 0 1 0 1
2 −1

2
0 1 0 0 1 1 0 −
0 0 1 0 −1 0 1 0
0 0 0 1 0 0 −1

2
1
2




L'inverse de A est don
 A−1 =




1 0 1
2 −1

2
1 1 0 −
−1 0 1 0
0 0 −1

2
1
2




L'équation AX = 04,1 est, 
omme A est inversible, équivalente à X = A−104,1 et admet don
 
omme

unique solution 04,1.

� Soit B =




4 4 4 0 4
2 3 3 1 3
4 4 5 1 5
4 4 5 1 5




B n'est pas une matri
e 
arrée, il est don
 impossible que B soit inversible.

On va appliquer l'algorithme du pivot de Gauss pour simultanément trouver le rang de B et résoudre

l'équation BX = 0




4 4 4 0 4 0
2 3 3 1 3 0
4 4 5 1 5 0
4 4 5 1 5 0




L4 ← L4 − L3

L1 ←
1

4
L1

L3 ← L3 − 4L1

L2 ← L2 − 2L1




1 1 1 0 1 0
0 1 1 1 1 0
0 0 1 1 1 0
. 0 0 0 0 0




On peut maintenant lire le rang de B, B est de rang 3.
L2 ← L2 − L3

L1 ← L1 − L3

L1 ← L1 + L2




1 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0
. 0 0 0 0 0




On obtient alors l'é
riture matri
ielle du système





x1 − x4 = 0

x2 = 0

x3 + x4 + x5 = 0
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qui a pour ensemble de solutions

S =
(
{(x4, 0,−x4 − x5, x4, x5) , (x4, x5) ∈ R2}

)

� Soit C =




2 1 0 1
1 1 0 1
0 0 1 1
6 2 0 4


.

On applique l'algorithme de Gauss-Jordan




2 1 0 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0
6 2 0 4 0 0 0 1




L1 ← L1 − L2




1 0 0 0 1 −1 0 0
1 1 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0
6 2 0 4 0 0 0 1




L2 ← L2 − L1

L4 ← L4 − 6L1




1 0 0 0 1 −1 0 0
0 1 0 1 −1 2 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0
0 2 0 4 −6 6 0 1




L4 ← L4 − 2L2




1 0 0 0 1 −1 0 0
0 1 0 1 −1 2 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0
0 0 0 2 −4 10 0 1




On voit que C est de rang 4 et est don
 inversible

L4 ←
1

2
L4

L3 ← L3 − L4

L2 ← L2 − L4




1 0 0 0 1 −1 0 0
0 1 0 0 1 −3 0 −1

2
0 0 1 0 2 −5 1 −1

2
0 0 0 1 −2 5 0 1

2




C est don
 inversible d'inverse C−1 =




1 −1 0 0
1 −3 0 −1

2
2 −5 1 −1

2
−2 5 0 1

2




L'équation CX = 04,1 est, 
omme C est inversible, équivalente à X = C−104,1 et admet don
 
omme

unique solution 04,1.
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� Soit D =




8 16 68 76
2 4 16 18
2 5 20 23
8 16 69 77







8 16 68 76 1 0 0 0
2 4 16 18 0 1 0 0
2 5 20 23 0 0 1 0
8 16 69 77 0 0 0 1




L1 ←
1

8
L1

L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 2L1

L4 ← L4 − 8L1




1 2 17
2

19
2

1
8 0 0 0

0 0 −1 −1 −1
4 1 0 0

0 1 3 4 −1
4 0 1 0

0 0 1 1 −1 0 0 1




L2 ↔ L3

L4 ← L4 + L3




1 2 17
2

19
2

1
8 0 0 0

0 1 3 4 −1
4 0 1 0

0 0 −1 −1 −1
4 1 0 0

0 0 0 0 −5
4 0 0 1




On voit alors que D est de rang 3 et n'est don
 pas inversible.

Pour résoudre DX = 04,1 on applique l'algorithme du pivot de Gauss en reprenant les mêmes opérations,

on aboutit alors à la formulation matri
ielle suivante




1 2 17
2

19
2 0

0 1 3 4 0
0 0 −1 −1 0
0 0 0 0 0




L3 ← −L3

L2 ← L2 − 3L3

L1 ← L1 − 17
2 L3




1 2 0 1 0
0 1 0 1 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 0




L1 ← L1 − 2L2




1 0 0 −1 0
0 1 0 1 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 0



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On obtient alors l'é
riture matri
ielle du système





x1 − x4 = 0

x2 + x4 = 0

x3 + x4 = 0

qui a pour ensemble de solutions

S = {(x4,−x4,−x4, x4) , x4 ∈ R}

� Soit E =




2 4 13 9 13
0 2 6 4 6
0 0 1 1 1
2 4 14 10 14




E n'est pas une matri
e 
arrée, il est don
 impossible que E soit inversible. On utilise la méthode du

pivot de Gauss pour trouver le rang de E et résoudre EX = 04,1.




2 4 13 9 13 0
0 2 6 4 6 0
0 0 1 1 1 0
2 4 14 10 14 0




L4 ← L4 − L1

L4 ← L4 − L3




2 4 13 9 13 0
0 2 6 4 6 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0




E est ainsi de rang 3.
L2 ← L2 − 6L3

L1 ← L1 − 13L3




2 4 0 −4 0 0
0 2 0 −2 0 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0




L1 ← L1 − 2L2




2 0 0 0 0 0
0 2 0 −2 0 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0




On obtient l'é
riture matri
ielle du système





2x1 = 0

2x2 − 2x4 = 0

x3 + x4 + x5 = 0

qui a pour ensemble de solution

S = {(0, x4,−x4 − x5, x4, x5) , (x4, x5) ∈ R2}
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Réponse de l'exer
i
e 11.13

• La matri
e A =



m 1−m 1 +m
0 1−m m
0 0 m




est déjà sous forme triangulaire. Si m 6∈ {0, 1} alors A est de rang

3.

� Si m = 0 alors A =



0 1 1
0 1 0
0 0 0



. En faisant L2 ← L2−L1 on obtient



0 1 1
0 0 −1
0 0 0




qui est de rang 2.

Ainsi A est de rang 2 si m = 0.

� Si m = 1 alors A =



1 0 2
0 0 1
0 0 1




En faisant L3 ← L3 − L2 on obtient



1 0 2
0 0 1
0 0 0




qui est de rang 2.

Ainsi A est de rang 2 si m = 1.

• Soit B =

(
m 1−m

1−m 4m

)
. On 
al
ule le rang de B via un pivot de Gauss.

L1 ← L1 + L2

(
1 1 + 3m

1−m 4m

)

L2 ← L2 − (1−m)L1

(
1 1 + 3m

0 −1 + 2m+ 3m2(1 + 3m)(1 −m)

)

On voit alors que B va être de rang 1 si −1 + 2m + 3m2 = 0, 
'est-à-dire si m ∈
{
−1, 1

3

}
et de rang 2

sinon.

• Soit C =



1 a m
a 1 m
1 1 1




L3 ↔ L1



1 1 1
1 a m
a 1 m




L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − aL1



1 1 1
0 a− 1 m− 1
0 1− a m− a




L3 ← L3 + L2



1 1 1
0 a− 1 m− 1
0 0 2m− a− 1




Ainsi, si a 6= 1 et m 6= a+ 1

2
alors C est de rang 3. Si a 6= 1 et m =

a+ 1

2
alors C est de rang 2. En�n si
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a = 1 alors on obtient



1 1 1
0 0 m− 1
0 0 2(m− 1)




qui est de rang 2 si m 6= 1 et de rang 1 si m = 1.

• Soit D =

(
a−m a− 1
a+ 1 a− 2−m

)

Plut�t que d'appliquer une méthode du pivot de Gauss (
e qui mar
herait) on va 
hanger de méthode en

utilisant divers résultats du 
ours.

D est une matri
e 2× 2, son rang est alors 0, 1 ou 2
� D est de rang 0 si et seulement si D = 0 
e qui est impossible

� D est de rang 2 si et seulement si elle est inversible, 
'est-à-dire si et seulement si det(D) 6= 0.
On a

det(D) = (a−m)(a− 2−m)− (a+ 1)(a − 1) = m2 − 2am+ 2m− 2a+ 1 = (m+ 1)(m− 2a+ 1)

� D est de rang 1 dans les autre 
as.

Ainsi D est de rang 1 si m = −1 ou si m 6= −1 et a =
m+ 1

2
et de rang 2 si m 6= −1 et a 6= m+ 1

2
.

Réponse de l'exer
i
e 11.14

Posons

N =

(
a b
c d

)

On a alors

N2 =

(
b× c+ a2 b× d+ a× b

c× d+ a× c d2 + b× c

)
= 02,2

On en tire le système suivant 



bc+ a2 = 0

bd+ ab = 0

cd+ ac = 0

d2 + bc = 0

D'où 



a2 = d2 = −bc
b(a+ d) = 0

c(a+ d) = 0

On a alors trois 
as possibles :

� a = d 6= 0 et alors on obtient b = c = 0 et a2 = 0, 
e qui est absurde.
� a = d 6= 0, on a alors b× c = 0 d'où les deux formes de matri
es suivantes

N1 =

(
0 b
0 0

)
b ∈ R et N2 =

(
0 0
c 0

)
c ∈ R

� a = −d 6= 0,on en tire b× c = −a2 6= 0 et don
 b 6= 0. On obtient alors la forme suivante de matri
e

N3 =




a b
−a2
b

−a


 (a, b) ∈ R2

En 
on
lusion les matri
es N telles que N2 = 02,2 (on dira que N est nilpotente) sont de l'une des trois formes

suivantes

N1 =

(
0 b
0 0

)
N2 =

(
0 0
c 0

)
N3 =




a b
−a2
b

−a


 (a, b, c) ∈ R3
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Réponse de l'exer
i
e 11.15

On va pro
éder par analyse-synthèse :

Soit (X,Y ) une solution du système

X + Y =

(
1 1
−1 −1

)
X − Y =

(
1 0
0 −1

)

Alors

X =
1

2
((X + Y ) + (X − Y ))

=
1

2

((
1 1
−1 −1

)
+

(
1 0
0 −1

))

=




1
1

2

−1

2
−1




De manière similaire on a

Y =
1

2
((X + Y )− (X − Y )) =




0
1

2

−1

2
0




Ainsi, si (X,Y ) est une solution du système alors

X ==




1
1

2

−1

2
−1


 Y =




0
1

2

−1

2
0




Ré
iproquement il est aisé de véri�er que 
e 
ouple de matri
es est bien solution du système étudié.

En 
on
lusion, (X,Y ) est une solution du système si et seulement si on a

X ==




1
1

2

−1

2
−1


 Y =




0
1

2

−1

2
0




Réponse de l'exer
i
e 11.16

Soit (α, β, γ, δ) ∈ R4
, A =

(
a b
0 a

)
et M =

(
α β
γ δ

)
. On va déterminer à quelles 
onditions sur α, β, γ, δ)

a-t-on AM =MA, 
'est-à-dire AM −MA = 0.
On a

AM =

(
bγ + aα bδ + aβ
aγ aδ

)
MA =

(
aα aβ + α

	aγ bγ + aδ

)

D'où

AM −MA =

(
bγ bδ − αb
0 −bγ

)

Ainsi on a AM −MA = 0 si et seulement si 



bγ = 0

bδ = bα

bγ = 0
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'est-à-dire, 
omme b 6= 0, γ = 0 et α = δ.

Les matri
es qui 
ommutent ave


(
a b
0 a

)
sont don
 les matri
es de la forme

(
α β
0 α

)
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Chapitre 12

Statistique des
riptive univariée

Exer
i
es

Exer
i
e 12.1

Le tableau suivant résume les résultats obtenus par les élèves d'une 
lasse de première lors d'un devoir.

Notes 2 4 5 7 8 9 10 11 12 14 15 18

E�e
tifs 1 2 3 2 3 4 5 3 3 2 1 1

Fréquen
es

(à 0.1% près)

1. Compléter la troisième ligne du tableau.

2. Quel est, à 0.1% près, le pour
entage d'élèves ayant obtenu une note inférieure ou égale à 8 ?

3. Déterminer le mode, la moyenne, la médiane, l'étendue, le premier quartile, le troisième quartile et l'é
art-

type de 
ette série de notes.

4. Ce devoir a été e�e
tué par les 400 élèves de première du ly
ée. La moyenne des 370 autres élèves est 9.7.

Cal
uler la moyenne obtenue par l'ensemble des élèves.

5. Tra
er le polygone des fréquen
es 
umulées.

Exer
i
e 12.2

Une étude portant sur les salaires mensuels des employés en CDI à temps 
omplet d'une entreprise a permis

d'établir l'histogramme 
i-dessous.

1. Tra
er le polygone des fréquen
es 
umulées.

2. Déterminer une approximation du salaire moyen, du salaire médian, des premiers et troisièmes quartiles

et de l'é
art-type

3. Dans une entreprise 
on
urrente du même se
teur d'a
tivité, le salaire moyen des employés en CDI à

temps 
omplet s'élève à 1800e et le salaire médian à 1185e. Dans quelle entreprise vaut-il mieux se faire

embau
her ?
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1000 1200130014001500 1900 2200

e

représente un individu

Exer
i
e 12.3

Dans 
ha
une des situations suivantes, déterminer la moyenne, la médiane, les premiers et troisièmes quartiles

et l'é
art-type de la série statistique.

Situation 1

Un sondage réalisé auprès de 1000 possesseurs de téléphones portables a permis de réaliser le diagramme


ir
ulaire 
i-dessous.

La question qui leur a été posée est la suivante :

� En moyenne, 
ombien d'appels internationaux par mois passez-vous ? �

24%

22%

35%

19%

Au
un appel.

Un appel.

Deux appels.

Trois appels.

Situation 2

Le diagramme en bâtons 
i-dessous présente le relevé annuel du nombre de jours de formation suivis par les

employés dans une entreprise.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

1

2

3

4

5

6

7

Nombre

de jours

E�e
tifs

Situation 3

Le tableau 
i-dessous regroupe les diamètres en 
m de 48 piè
es prélevées dans la produ
tion d'une ma
hine.

1,19 1,26 1,23 1,20 1,22 1,24 1,20 1,24

1,22 1,20 1,21 1,19 1,21 1,22 1,19 1,20

1,21 1,21 1,22 1,21 1,23 1,22 1,21 1,24

1,25 1,23 1,22 1,19 1,20 1,26 1,24 1,25

1,23 1,26 1,25 1,25 1,21 1,22 1,25 1,24

1,23 1,22 1,24 1,24 1,25 1,23 1,25 1,22
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Exer
i
e 12.4

Le tableau 
i-dessous regroupe les diamètres en 
m de 48 piè
es prélevées dans la produ
tion d'une ma
hine.

1,19 1,27 1,18 1,20 1,22 1,18 1,20 1,18

1,22 1,20 1,21 1,19 1,21 1,26 1,19 1,20

1,21 1,21 1,22 1,21 1,23 1,26 1,21 1,27

1,27 1,28 1,98 1,19 1,20 1,26 1,27 1,25

1,29 1,26 1,25 1,25 1,27 1,26 1,25 1,24

1,23 1,22 1,27 1,24 1,25 1,18 1,24 1,27

1. Déterminer la moyenne, la médiane, l'é
art interquartile et l'é
art-type de la série de mesures.

2. Une mesure semble aberrante. Reprendre les 
al
uls sans 
ette valeur. Que remarque-t-on ?

3. Pré
iser l'in
onvénient du résumé d'une série statistique par le 
ouple � moyenne - é
art-type �.

Exer
i
e 12.5

Un laboratoire fabrique des 
rèmes 
i
atrisantes.

Sur la noti
e, il est indiqué la présen
e de 0, 9 grammes de 
alendula (puissant 
i
atrisant) par tube.

Le laboratoire dé
ide de 
ontr�ler la 
haîne de fabri
ation. Pour 
ela, 
ent tubes sont prélevés au hasard sur

la 
haîne.

Les résultats des analyses sont 
onsignés dans le tableau 
i-dessous :

Masse de 
alendula (en g) 0, 87 0, 88 0, 89 0, 90 0, 91 0, 92 0, 93 0, 94

Nombre de tubes 2 9 16 48 15 7 1 2

1. On note x la moyenne et σx l'é
art-type de la série des masses de 
alendula relevées après analyse.

Déterminer les valeurs respe
tives de x et σx ; on arrondira 
ette dernière à 10−4
près.

2. La produ
tion de la 
haîne est jugée satisfaisante si 0, 89 6 x 6 0, 91, s 6 0, 02 et si la proportion de tubes

hors de l'intervalle [x− 2σ;x+ 2σ] ne dépasse pas 4%.

La 
haîne fon
tionne-t-elle 
orre
tement ?

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 12.1

1.

Notes 2 4 5 7 8 9 10 11 12 14 15 18

E�e
tifs 1 2 3 2 3 4 5 3 3 2 1 1

Fréquen
es 3.3% 6.7% 10% 6.7% 10% 13.3% 16.7% 10% 10% 6.7% 3.3% 3.3%
(à 0.1% près)

2. Il y a environ 36.7% des élèves qui ont obtenu une note inférieure ou égale à 8.

3. Le mode est 10, la moyenne est

93

10
= 9.3. La médiane est tout nombre entre 9 et 10. Le premier quartile

est 7. Le troisième quartile est 11. L'é
art-type est

√
1221

10
≃ 3.5.

4. La moyenne des notes sur l'ensemble des élèves est

30× 9.3 + 370× 9.7

400
=

3868

400
≃ 9.67
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5. Commençons par remplir un tableau des fréquen
es 
umulées

Notes 2 4 5 7 8 9 10 11 12 14 15 18

E�e
tifs 1 2 3 2 3 4 5 3 3 2 1 1

Fréquen
es 
umulées 3.3% 10% 20% 26.7% 36.7% 50% 66.7% 76.7% 86.7% 93.3% 96.7% 100%
(à 0.1% près)

Figure 12.1 � Polygone des fréquen
es 
umulées

0 20102 4 6 8 12 14 16 181 3 5 7 9 11 13 15 17 190.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5 10.5 11.5 12.5 13.5 14.5 15.5 16.5 17.5 18.5 19.5

0

1

0.2

0.4

0.6

0.8

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

0.05

0.15

0.25

0.35

0.45

0.55

0.65

0.75

0.85

0.95

Réponse de l'exer
i
e 12.2

1.

Classes [1000, 1200[ [1200, 1300[ [1300, 1400[ [1400, 1500[ 1500, 1900[ [1900, 2200[

E�e
tifs 28 52 20 18 24 6

Fréquen
es 
umulées

7

30

13

30

3

5

3

4

19

20
1
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Figure 12.2 � Polygone des fréquen
es 
umulées

2 0001 000 1 200 1 400 1 600 1 800 2 2001 100 1 300 1 500 1 700 1 900 2 1001 050 1 150 1 250 1 350 1 450 1 550 1 650 1 750 1 850 1 950 2 050 2 150

0

1

0.2

0.4

0.6

0.8

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

0.05

0.15

0.25

0.35

0.45

0.55

0.65

0.75

0.85

0.95

2. On 
al
ule la moyenne et l'é
art-type en utilisant les 
entres des 
lasses.

x =
28× 1100 + 24× 1250 + 20× 1350 + 18× 1450 + 24× 1700 + 6× 2050

120
≃ 1391.67e

Vx = x2 − x2 = 588125

9
σx =

√
Vx ≃ 255.63e

On lit sur le polygone des fréquen
es 
umulées le premier quartile 1208e, la médiane 1340e et le troisième

quartile 1500e.

Figure 12.3 � Polygone des fréquen
es 
umulées

2 0001 000 1 200 1 400 1 600 1 800 2 2001 100 1 300 1 500 1 700 1 900 2 1001 050 1 150 1 250 1 350 1 450 1 550 1 650 1 750 1 850 1 950 2 050 2 150
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0.9
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0.15

0.25

0.35

0.45

0.55

0.65

0.75

0.85

0.95

3. La se
onde entreprise a, 
ertes, un salaire moyen bien plus élevé mais son salaire médian est lui bien plus

bas. Il est tout à fait possible que 
ette se
onde entreprise paye moins ses ouvriers mais beau
oup ses


adres voire uniquement son dirigeant. À vous de dé
ider selon le type de poste sur lequel vous postulez ...
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Réponse de l'exer
i
e 12.3

Situation 1 La moyenne est

x = 0.24 × 0 + 0.22 × 1 + 0.33 × 2 + 0.19 × 3 = 1.49

La médiane est 2 appels, le premier quartile est 1 appel et les troisème quartile 2 appels.

La varian
e est

Vx = x2 − x2 = 0.24 × 02 + 0.22 × 12 + 0.33 × 22 + 0.19× 32 − 1.492 = 1.1099

L'é
art-type est

σx =
√

Vx ≃ 1.05

Situation 2 La moyenne est

x =
5× 1 + 1× 2 + 7× 3 + 2× 4 + 3× 5 + 4× 6 + 7× 7 + 6× 8 + 5× 9

5 + 1 + 7 + 2 + 3 + 4 + 7 + 6 + 5
= 5.425

La médiane est 6 jours de formation, le premier quartile est 4 jours de formation et le troisième quartile est

8 jours de formation.

La varian
e est

Vx = x2 − x2 = 5× 12 + 1× 22 + 7× 32 + 2× 42 + 3× 52 + 4× 62 + 7× 72 + 6× 82 + 5× 92

5 + 1 + 7 + 2 + 3 + 4 + 7 + 6 + 5
− 5.4252

=
11111

1600
≃ 6.94

L'é
art-type est σx =
√

Vx ≃ 2.64
Situation 3

La moyenne est x =
49

40
= 1.225.

La médiane est 1.22, le premier quartile est 1.21 et le troisième quartile 1.24.

La varian
e est

49

120000
et l'é
art type

7

200
√
3
≃ 0.0202.

Réponse de l'exer
i
e 12.4

1. La moyenne est 1.24
m, la médiane 1.23
m, les premiers et troisièmes quartiles 1.20
m et 1.26
m, l'é
art

interquartile est alors 0.06
m. L'é
art-type est d'environ 0.1116
m.

2. On va enlever la mesure aberrante 1.98
m. On obtient alors que la moyenne est 1.23
m, la médiane 1.23
m,

les premiers et troisièmes quartiles 1.20
m et 1.26
m, l'é
art interquartile est alors 0.06
m. L'é
art-type

est d'environ 0.0318
m.

3. Sur 
et exemple on voit bien que la présen
e d'une seule valeur aberrante ou ex
eptionnelle in�ue beau-


oup sur la moyenne et surtout sur l'é
art-type. Le 
ouple � moyenne - é
art-type �n'est pas alors pas

re
ommandé lorsque la série 
omporte un très petit nombre de valeurs qui sont très éloignés des autres.

Réponse de l'exer
i
e 12.5

1. On a

x =
2× 0.87 + 9× 0.88 + 16× 0.89 + 48× 0.90 + 15 × 0.91 + 7× 0.92 + 1× 0.93 + 2× 0.94

100
= 0.90

σx =
√

Vx =

√
x2 − x2 =

√
1.54 × 10−4 ≃ 0.0124
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2. On a bien 0, 89 6 x 6 0, 91, s 6 0, 02. L'intervalle [x−2σ;x+2σ] est environ l'intervalle [0.8752, 0.9248]. Cet
intervalle 
ontient 95 mesures sur 100. On a don
 une proportion de tubes hors de l'intervalle [x−2σ;x+2σ]
de 5% 
e qui dépasse le seuil de toléran
e. On peut don
 en 
on
lure que la 
haîne ne fon
tionne pas


orre
tement.
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Chapitre 13

Statistique des
riptive bivariée

Exer
i
es

Exer
i
e 13.1

Lorsqu'on 
her
he à estimer la quantité de bois produite par une forêt, il est né
essaire de 
onnaitre la hauteur

des arbres a�n de 
al
uler le volume par une formule du type "tron
 de 
�ne". Cependant, mesurer la hauteur

d'un arbre d'une vingtaine de mètres n'est pas 
hose fa
ile : on utilise en général un dendromètre, lequel mesure

un angle entre le sol et le sommet de l'arbre et né
essite don
 une vision 
laire de la 
ime ainsi qu'un re
ul assez

grand pour avoir une mesure pré
ise de l'angle.

Lorsque 
es 
onditions ne sont pas réunies, on peut 
her
her à estimer 
ette hauteur via un modèle de

régression linéaire à partir de la simple mesure de la 
ir
onféren
e à 1 mètre 30 du sol. Cette modélisation

né
essite une é
hantillon d'apprentissage, 
'est à dire un ensemble d'arbres pour lesquels ont été réellement

mesurées la 
ir
onféren
e et la hauteur. La �gure suivante représente un nuage de points pour des mesures

e�e
tués sur environ 1400 eu
alyptus.
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Figure 13.1 � Nuage de points pour les eu
alyptus

On a relevé n = 1429 
ouples (xi, yi). On a obtenu (x, y) = (47.3, 21.2) et

n∑

i=1

(xi − x)2 = 102924
n∑

i=1

(yi − y)2 = 8857
n∑

i=1

(xi − x)(yi − y) = 26466

1. Déterminer la droite des moindres 
arrés pour 
e modèle et la représenter sur la �gure

2. Cal
uler le 
oe�
ient de détermination r2 et 
ommenter la qualité de l'ajustement des données au modèle

a�ne.

Exer
i
e 13.2

La taille d'un athlète peut jouer un r�le important dans ses résultats en saut en hauteur. Les données utilisées

i
i présentent don
 la taille et la performan
e de 20 
hampions du monde.
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Observation Nom Taille Performan
e

1 Ja
obs (EU) 1.73 2.32

2 Noji (EU) 1.73 2.31

3 Conway (EU) 1.83 2.40

4 Matei (Roumanie) 1.84 2.40

5 Austin (EU) 1.84 2.40

6 Ottey (Jamaique) 1.78 2.33

7 Smith (GB) 1.84 2.37

8 Carter (EU) 1.85 2.37

9 M
Cants (EU) 1.85 2.37

10 Sereda (URSS) 1.86 2.37

11 Grant (GB) 1.85 2.36

12 Paklin (URSS) 1.91 2.41

13 Annys (Belgique) 1.87 2.36

14 Sotomayor (Cuba) 1.96 2.45

15 Sassimovit
h (URSS) 1.88 2.36

16 Zhu Jianhua (Chine) 1.94 2.39

17 Brumel (URSS) 1.85 2.28

18 Sjoeberg (Suède) 2.00 2.42

19 Yat
henko (URSS) 1.94 2.35

20 Povarnitsine (URSS) 2.01 2.40

1. Déterminer l'équation de la droite de régression par la méthode des moindres 
arrés.

2. Déterminer le 
oe�
ient de détermination r2.

Exer
i
e 13.3

On appelle � fréquen
e seuil �d'un sportif amateur sa fréquen
e 
ardiaque obtenue après trois quarts d'heure

d'un e�ort soutenu de 
ourse à pied. Celle-
i est mesurée à l'aide d'un 
ardio-fréquen
emètre. On 
her
he à

savoir si l'âge d'un sportif a une in�uen
e sur sa fréquen
e seuil. On dispose pour 
ela de 20 valeurs du 
ouple

(xi, yi), où xi est l'âge et yi la fréquen
e seuil du sportif. On a obtenu (x, y) = (35.6, 170.2) et

n∑

i=1

(xi − x)2 = 1991

n∑

i=1

(yi − y)2 = 189.2

n∑

i=1

(xi − x)(yi − y) = −195.4

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 13.1

1. On sait que la droite de régression par la méthode des moindres 
arrés est la droite d'équation

y =
σx,y
σ2x

(x− x) + y

On a

x = 47.3 σ2x =
1

n

n∑

i=1

(xi − x)2 =
102924

1429
≃ 72.0
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y = 21.2 σ2y =
8857

1429
≃ 6.2

σx,y =
1

n

n∑

i=1

(xi − x)(yi − y) =
26466

1429
≃ 18.5

Ainsi la droite de régression par la méthode des moindres 
arrés est la droite d'équation

y =
26466

102924
(x− 47.3) + 21.2

En valeur appro
hé 
ela donne environ y = 0.26x + 9

Figure 13.2 � Nuage de points et droite de régression pour les eu
alyptus

2. On sait que le 
oe�
ient de détermination vaut

r2 =

( ∑n
i=1(xi − x)(yi − y)√∑n

i=1(xi − x)2
√∑n

i=1(yi − y)2

)2

=
σ2x,y
σ2xσ

2
y

I
i 
ela donne

r2 =
264662

102924 × 8857
≃ 0.77

Moralement 
ela signi�e que la 
ir
onféren
e à 1 mètre 30 du sol explique environ 77% de la taille d'un

eu
alyptus, le reste vient d'autres fa
teurs. On peut don
 
onsidérer que notre modèle va permettre de

faire des estimations 
onvenables.

Réponse de l'exer
i
e 13.2
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1. On sait que la droite de régression par la méthode des moindres 
arrés est la droite d'équation

y =
σx,y
σ2x

(x− x) + y

Il nous faut don
 
al
uler x, y, σx,y et σ2x. On a

x =
1

20

20∑

i=1

xi = 1.868 σ2x = 0.00546

y = 2.371 σx,y = xy − x y = 0.001872

Ainsi la droite de régression par la méthode des moindres 
arrés est la droite d'équation

y =
12

35
(x− 1.868) + 2.371

En valeur appro
hé 
ela donne environ y = 0.34x + 1.73

2. On sait que le 
oe�
ient de détermination vaut

r2 =

( ∑n
i=1(xi − x)(yi − y)√∑n

i=1(xi − x)2
√∑n

i=1(yi − y)2

)2

=
σ2x,y
σ2xσ

2
y

I
i 
ela donne

r2 =
0.0018722

0.00546 × 0.001549
≃ 0.41

Moralement 
ela signi�e que la taille explique environ 41% de la performan
e d'un athlète, la taille n'est

don
 pas un très bon indi
ateur de la performan
e.

Réponse de l'exer
i
e 13.3

1. On sait que la droite de régression par la méthode des moindres 
arrés est la droite d'équation

y =
σx,y
σ2x

(x− x) + y

On a

x = 35.6 σ2x =
1

n

n∑

i=1

(xi − x)2 =
1991

20
= 99.55

y = 170.2 σ2y =
189.2

20
= 9.46

σx,y =
1

n

n∑

i=1

(xi − x)(yi − y) =
−195.4

20
≃ −9.77

Ainsi la droite de régression par la méthode des moindres 
arrés est la droite d'équation

y =
−9.77
99.55

(x− 35.6) + 170.2

En valeur appro
hé 
ela donne environ y = −0.098x + 173.69
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2. On sait que le 
oe�
ient de détermination vaut

r2 =

( ∑n
i=1(xi − x)(yi − y)√∑n

i=1(xi − x)2
√∑n

i=1(yi − y)2

)2

=
σ2x,y
σ2xσ

2
y

I
i 
ela donne

r2 =
(−9.77)2

9.46 × 99.55
≃ 0.10

Moralement 
ela signi�e que l'âge explique environ 10% de la fréquen
e seuil. On peut don
 
onsidérer que

l'âge est un mauvais indi
ateur de la fréquen
e seuil.
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Chapitre 14

Limites et 
ontinuité des fon
tions

Exer
i
es

Exer
i
e 14.1

Montrer que les fon
tions suivantes ont des limites en +∞ et −∞ et déterminer lesdites limites.

x 7→ x3 − x2 + 1

x3 + 3x+ 4
x 7→ e3x + x+ 1

ex + e−x
x 7→ ln(x2 + ex)

2 + x

Exer
i
e 14.2

Cal
uler, si elle existe, la limite des expressions suivantes :

1.

x

|x| en 0

2. ⌊x+ 2⌋+
√
x− ⌊x⌋ en 1

3. x

√
x− 1

x
en 0

4.

x2

x− exp
(
1
x

)
en 0

5. 2
1
x
en 0

6.

√
1 + x− 1

x
en 0

7.

√
1 + x−

√
1− x

x
en 0

Exer
i
e 14.3

Étudier les limites des fon
tions suivantes :

f : x 7→ x

2 + sin
(
1
x

)
en 0

g : x 7→ x3 − 3x2 + 5x− 3

4x4 + x2 + x− 6
en 1

h : x 7→
√
x+

√
x+
√
x−√x en +∞

Exer
i
e 14.4
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Déterminer les limites, si elles existent, en +∞ des fon
tions suivantes :

f : x 7→ x2 + x− 1

2x2 − 2
; g : x 7→ x

x− 1
; a : x 7→

(
lnx

x

)1/x

b : x 7→ (xx)x

x(x
x)

; c : x 7→
(
1 +

a

x

)x
où a ∈ R.

Indi
ation : Si né
essaire, on pourra utiliser l'en
adrement suivant

∀x ∈
[
−1

2
,+∞

[
, x− x2 6 ln(1 + x) 6 x

Exer
i
e 14.5

Pré
iser les limites, si elles existent, en 0 des fon
tions suivantes :

a : x 7→ ln(1 + x)

x

b : x 7→ sin(x)

x

c : x 7→ ln(1 + sinx)

x
d : x 7→ xx

e : x 7→
3
√
1 + x−

√
1 + x

x

f : x 7→ (sinx)1/ lnx

g : x 7→ | ln(x)|x

r : x 7→ tan(ax)

tan(bx)
où a, b 6= 0

s : x 7→ ln(cos x)

x2

Exer
i
e 14.6

Déterminer les limites, si elles existent, des fon
tions suivantes :

a : x 7→
√
x−
√
x− 1− 1√

x2 − 1
en 1; b : x 7→ sinx− cos x

x− π
4

en

π

4
;

c : x 7→ sin(3x)

1− 2 cos x
en

π

3
;

Indi
ation : méthode : poser h = x − a et étudier la limite quand h tend vers 0 de l'appli
ation f̃(h) :=
f(a+ h).

Exer
i
e 14.7

Montrer que les limites suivantes existent et déterminer les

lim
x→0+

x

⌊
1

x

⌋
lim

x→+∞
x

⌊
1

x

⌋
lim

x→0+

√
x

⌊
1

x

⌋

Exer
i
e 14.8

Justi�er que lim
x→+∞

ln(x+ 1)

ln(x)
= 1 et lim

x→0

ln(ex − 1)

ln(x)
= 1
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Exer
i
e 14.9

Montrer que lim
x→0

sin( 1x) n'existe pas.

Montrer que la fon
tion x 7→ xx

⌊x⌋⌊x⌋ n'a pas de limite en +∞

Exer
i
e 14.10

Soit f : R+ → R 
roissante.

1. Montrer que :

∃λ ∈ R ∪ {+∞}, lim
x→+∞

f(x) = λ.

2. Montrer que

λ ∈ R⇐⇒ f est bornée sur R+.

Exer
i
e 14.11

Soit f : I → R monotone où I =]α, β[. Montrer qu'en tout point a ∈ I, f admet une limite à gau
he et une

limite à droite.

Exer
i
e 14.12

Soit f : [0, 1] → [0, 1] et g : [0, 1] → [0, 1]. On suppose que le produit fg admet pour limite 1 en 0. Montrer

qu'alors f et g admettent toutes deux 1 
omme limite en 0.

Exer
i
e 14.13

Soit f une fon
tion de R dans R véri�ant la propriété suivante

∀(x, y) ∈ R, f(x+ y) = f(x) + f(y)

1. Montrer que

∀x ∈ R, ∀n ∈ N, f(nx) = nf(x)

2. Montrer que

∀x ∈ R, ∀r ∈ Q, f(rx) = rf(x)

3. En déduire qu'il existe un réel λ tel que

∀r ∈ Q, f(r) = λr

4. On suppose de plus que f admet une limite �nie en 0.

(a) Montrer que f admet une limite �nie en tout point x de R.

(b) En déduire que

∀x ∈ R, f(x) = λx

Exer
i
e 14.14

Soit f : R→ R périodique admettant une limite �nie en +∞. Montrer que f est 
onstante.
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Exer
i
e 14.15

Soit f une fon
tion dé�nie sur R, admettant une limite �nie en 0 et véri�ant

∀x ∈ R, f(x) = f
(x
2

)

1. Montrer que

∀x ∈ R, ∀n ∈ N, f(x) = f
( x
2n

)

2. En déduire que f est 
onstante sur R.

Exer
i
e 14.16

Déterminer les limites, si elles existent, des fon
tions suivantes :

a : x 7→
√
x−
√
x− 1− 1√

x2 − 1
en 1; b : x 7→ sinx− cos x

x− π
4

en

π

4
;

c : x 7→ sin(3x)

1− 2 cos x
en

π

3
;

Méthode : poser h = x− a et étudier la limite quand h tend vers 0 de l'appli
ation f̃(h) := f(a+ h).

Exer
i
e 14.17

Montrer que

ln(cos(x)) ∼
0
−x

2

2

x
1
x − 1 ∼

+∞
ln(x)

x

(x+ sin(x))(ex + ln(x)− 2) ∼
+∞

xex

Exer
i
e 14.18

Déterminer un équivalent simple de :

a(x) =
ln(1 + xα)

ln(x)
(α > 0) en +∞

b(x) =
ln(2x2 + x+ 1)

ln(2x+ 3)
en +∞

c(x) = x ln(1 + x)− (x+ 1) ln(x) en +∞

d(x) =
√
x2 + 1− x en +∞

e(x) = ln

(
cos

(
1

x

))
en +∞

f(x) = ln

(
2x2 − x+ 1

2x2 − 5x+ 7

)
en +∞

g(x) =
(1− ex) sinx
x2 + x3

en 0
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h(x) =
sin2(e3x − 1)

x3
en 0

i(x) =

(
x2

x2 − 1

)x

− 1 en +∞

Exer
i
e 14.19

Montrer que les limites suivantes existent et déterminer les

lim
x→0+

x

⌊
1

x

⌋
lim

x→+∞
x

⌊
1

x

⌋
lim

x→0+

√
x

⌊
1

x

⌋

Exer
i
e 14.20

Justi�er que lim
x→+∞

ln(x+ 1)

ln(x)
= 1 et lim

x→0

ln(ex − 1)

ln(x)
= 1

Exer
i
e 14.21

Étudier les limites suivantes :

√
1 + sinx−

√
1− sinx

x
en 0 (14.1)

tan x√
x2 + 4 + x− 2

en 0 (14.2)

1− sinx+ cos x

sinx+ cos x− 1
en

π

2
(14.3)

tan(x+ π
4 )− 1√

3− 2 cos(x+ π
6 )

en 0 (14.4)

(x2 + x− 2) tan
(πx

2

)
, en 1. (14.5)

cos(x) + lnx

(x+ 3)2 − ex2 , en +∞. (14.6)

(2 + cos(x))
1
x , en +∞. (14.7)

x2 ln

(
cos

(
1

x

))
, en +∞. (14.8)

sin(x) cos

(
1

x

)
, en 0 (14.9)

(
1

x

)x

, en 0 (14.10)

(
ln(1 + x)

lnx

)x lnx

, en +∞ (14.11)

Exer
i
e 14.22

Soit f et g : I → R et a ∈ I tels que g est bornée sur I et lim
x→a

f(x) = 0. Montrer que

lim
x→a

(f × g)(x) = 0
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Exer
i
e 14.23

Soient f, g : R→ R admettant 
ha
une une limite en +∞ dans R ∪ {±∞}. Que dire de max(f, g) ?

Exer
i
e 14.24

Soit (a, b, c) ∈ R3
tel que ∀x ∈ R, a cos(x) + bx2 + cex = 0. Montrer que a = b = c = 0.

Exer
i
e 14.25

Soit n ∈ N∗
. Montrer que

1

1− x − (1 + x+ x2 + · · · + xn)=
0
o(xn).

Exer
i
e 14.26

Déterminer un équivalent en 0 de esinx
, de ecos x puis de ecos x − e.

Exer
i
e 14.27

Soit

f : ]0,+∞[ → R

x 7→ e3x − 1

x

Montrer que f est prolongeable par 
ontinuité en 0.

Exer
i
e 14.28

Soit f une fon
tion 
ontinue telle que

∀(x, y) ∈ R2 f(x+ y) = f(x) + f(y)

1. Montrer que, pour tout réel a et pour tout entier n ∈ Z on a f(na) = nf(a)

2. Montrer que, pour tout q ∈ Q, f(q) = qf(1)

3. En déduire que f est une fon
tion linéaire

Exer
i
e 14.29

Soit f : R→ R 
ontinue et 1-périodique.

1. Montrer que f est bornée. On pose M = sup
R

|f |.

2. Montrer qu'il existe a ∈ [0, 1[ tel que |f(a)| =M .

Exer
i
e 14.30

Soit f : R→ R 
ontinue sur R et telle que lim
x→±∞

f(x) = +∞. Montrer que f admet un minimum.

Exer
i
e 14.31

Soit a et b deux réels ave
 a < b et soit f : [a, b] → [a, b] une fon
tion 
ontinue sur [a, b]. Montrer qu'il existe

x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) = x0
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Exer
i
e 14.32

Soit a et b deux réels ave
 a < b et soit f : ]a, b[ → R

x 7→ 1

x− a +
1

x− b
1. Montrer que f réalise une bije
tion de ]a, b[ dans R

2. Déterminer f−1
. f−1

est-elle 
ontinue ?

Exer
i
e 14.33

Montrer que l'équation x5 + 5x− 2 = 0 admet une ra
ine et une seule dans ]0, 1[. Donner une valeur appro
hée
de 
ette ra
ine x0 à 10−2

près par défaut.

Exer
i
e 14.34

1. Soient f, g : [a, b]→ R∗
+ deux fon
tions 
ontinues telles que f > g. Existe-t-il α > 1 tel que f ≥ αg ?

2. Déterminer une fon
tion dé�nie sur le segment [0, 1] n'admettant ni minimum ni maximum.

Exer
i
e 14.35

Si f et g sont 
ontinues sur I, montrer que max(f, g) et min(f, g) le sont aussi.

Exer
i
e 14.36

1. Montrer que

∀(a, b) ∈ R2, ave
 a < b ∃q ∈ Q, a < q < b.

2. En déduire que, pour tout réel x, il existe une suite (un)n∈N de nombres rationnels telle que lim
n→∞

un = x.

On dit alors que Q est dense dans R.

Exer
i
e 14.37

Soit f ∈ C0(R) telle que
∀x ∈ R f(2x) = f(x)

Montrer que f est une fon
tion 
onstante.

Exer
i
e 14.38

Soit f ∈ C0(R) telle que f(0) = 1 et lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = 0. Montrer que f est bornée et admet un

maximum.

Exer
i
e 14.39

Un randonneur a mar
hé 10 km en deux heures. Montrer qu'il y a eu une période d'une heure pendant laquelle

il a par
ouru exa
tement 5 km

Exer
i
e 14.40

Soit I un intervalle de R et f ∈ C0(I). On suppose que |f | est 
onstante sur I. Montrer que f est 
onstante sur

I.
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Exer
i
e 14.41

Montrer que l'équation cosx = x− 1 admet une unique solution réelle.

Exer
i
e 14.42

Pour tout n ∈ N tel que n > 2, on 
onsidère l'équation

(En) : x
n − nx+ 1 = 0

Montrer que :

1. (En) admet deux ra
ines αn et βn telles que 0 < αn < 1 < βn.

2. lim
n→+∞

αn = 0

3. lim
n→+∞

βn = 1. On pourra poser βn = 1 + cn et é
rire la formule du bin�me de Newton.

Exer
i
e 14.43

Soit f : R+ → R 
ontinue et surje
tive. Montrer que f s'annule une in�nité de fois.

Exer
i
e 14.44

Soit f ∈ C0(R) telle que f ◦f−2f+Id = 0. On rappelle que Id est la fon
tion identité de R : Id : R → R

x 7→ x

1. Montrer que f est une bije
tion 
roissante.

2. Montrer que f est une translation (i.e une fon
tion de la forme x 7→ x+ b).

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 14.1

� Soit f : Df → R

x 7→ x3 − x2 + 1

x3 + 3x+ 4

.

Soit x ∈ Df\{0}, on a

f(x) =
x3 − x2 + 1

x3 + 3x+ 4
=
x3

x3
1− 1

x + 1
x3

1 + 3
x2 + 4

x3

=
1− 1

x + 1
x3

1 + 3
x2 + 4

x3

On sait que

lim
x→+∞

1− 1

x
+

1

x3
= 1− 0 + 0 = 1

lim
x→+∞

1 +
3

x2
+

4

x3
= 1 + 0 + 0 = 1

Ainsi, f est le quotient de deux fon
tions admettant des limites en +∞ dont le dénominateur est non-nul

et ne tend pas vers 0, f admet don
 une limite en +∞ et 
ette limite est

1

1
= 1.

De manière similaire on a

lim
x→−∞

1− 1

x
+

1

x3
= 1− 0 + 0 = 1
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lim
x→−∞

1 +
3

x2
+

4

x3
= 1 + 0 + 0 = 1

Ainsi, f est le quotient de deux fon
tions admettant des limites en −∞ dont le dénominateur est non-nul

et ne tend pas vers 0, f admet don
 une limite en −∞ et 
ette limite est

1

1
= 1.

� Soit g : R → R

x 7→ e3x + x+ 1

ex + e−x

Soit x ∈ R, on a

g(x) =
e3x + x+ 1

ex + e−x
=
e3x

ex
1 + x

e3x
+ 1

e3x

1 + 1
e2x

= e2x
1 + x

e3x
+ 1

e3x

1 + 1
e2x

Par 
roissan
es 
omparées on sait que lim
x→∞

x

e3x
= 0. Ainsi

lim
x→+∞

1 +
x

e3x
+

1

e3x
= 1

lim
x→+∞

1 +
1

e2x
= 1

D'où

lim
x→+∞

1 + x
e3x

+ 1
e3x

1 + 1
e2x

= 1

Ainsi, par produit de limites on a

lim
x→∞

g(x) = +∞

Pour x ∈ R∗
on a également

g(x) =
e3x + x+ 1

ex + e−x
=

x

e−x

1 + e3x

x + 1
x

1 + e2x
= xex

1 + e3x

x + 1
x

1 + e2x

On sait de plus que

lim
x→−∞

1 +
e3x

x
+

1

x
= 1 + 0 + 0

lim
x→−∞

1 + e2x = 1

et, par 
roissan
e 
omparée lim
x→−∞

xe−x = 0

Ainsi, par produit et quotient de limites on obtient lim
x→−∞

g(x) = 0.

� Soit h : R\{−2} → R

x 7→ ln(x2 + ex)

2 + x
Pour x 6∈ {−2, 0} on a

h(x) =
ln(x2 + ex)

2 + x
=

ln
(
ex(1 + x2e−x)

)
)

2 + x
=

ln(ex) + ln
(
1 + x2e−x

)

2 + x
=
x+ ln

(
1 + x2e−x

)

2 + x
=

1 +
ln(1+x2e−x)

x

1 + 2
x

On sait par 
roissan
es 
omparées que lim
x→+∞

x2e−x = 0, ainsi

lim
x→+∞

1 +
ln
(
1 + x2e−x

)

x
= 1

lim
x→+∞

1 +
2

x
= 1
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D'où, par quotient de limites, on a

lim
x→+∞

h(x) = 1

De manière similaire on a, pour x 6∈ {−2, 0}

h(x) =
ln
(
x2
(
1 + ex

x2

))
)

2 + x
=

ln(x2) + ln
(
1 + ex

x2

)

2 + x
=

ln(|x|)
x

2 +
ln
(

1+ ex

x2

)

ln(|x|)
1 + 2

x

On a

lim
x→−∞

2 +
ln
(
1 + ex

x2

)

ln(|x|) = 2

lim
x→−∞

1 +
2

x

Par 
roissan
e 
omparée on sait que lim
x→−∞

ln(|x|)
x

= 0.

Ainsi, par produit et quotient de limites on a

lim
x→−∞

h(x) = 0

Réponse de l'exer
i
e 14.2

1. On a

∀x > 0,
x

|x| =
x

x
= 1, et ∀x < 0,

x

|x| =
x

−x = −1

Ainsi

lim
x→0+

x

|x| = 1 et lim
x→0−

x

|x| = −1

Comme lim
x→0+

x

|x| 6= lim
x→0−

x

|x| la fon
tion x 7→ x

|x| n'admet don
 pas de limite en 0.

2. On a

∀x ∈ [0, 1[, ⌊x+ 2⌋+
√
x− ⌊x⌋ = 2 +

√
x

∀x ∈ [1, 2[, ⌊x+ 2⌋+
√
x− ⌊x⌋ = 3 +

√
x− 1

Ainsi

lim
x→1−

⌊x+ 2⌋+
√
x− ⌊x⌋ = 3 lim

x→1+
⌊x+ 2⌋+

√
x− ⌊x⌋ = 3 ⌊1 + 2⌋+

√
1− ⌊1⌋ = 3

On en déduit alors que la limite voulue existe et que

lim
x→1
⌊x+ 2⌋+

√
x− ⌊x⌋ = 3

3. Commençons par remarquer que

∀x ∈]0, 1[, x− 1

x
< 0

et que l'expression 
onsidérée n'est pas dé�nie pour x = 0. Il nous su�t don
 de montrer que 
ette

expression admet une limite à gau
he.

Pour x < 0 on a x = −
√
x2, d'où

∀x < 0, x

√
x− 1

x
= −
√
x2

√
x− 1

x
= −

√
x2
x− 1

x
= −

√
x(x− 1)
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Ainsi

lim
x→0−

x

√
x− 1

x
= 0

et don


lim
x→0

x

√
x− 1

x
= 0

4. Soit g : x 7→ 1

x
. et f : x 7→

1
x2

1
x − exp (x)

.

Pour x ∈ R∗
on a alors

x2

x− exp
(
1
x

) = f ◦ g(x)

De plus lim
x→0+

g(x) = +∞ et lim
x→0−

g(x) = −∞
Pour x ∈ R∗

on a

f(x) =
1

x(1− x exp(x)
On a alors

lim
x→+∞

f(x) = 0

Par 
roissan
e 
omparée on sait que lim
x→−∞

x exp(x) = 0, d'où

lim
x→−∞

f(x) = 0

Par 
omposition de limite on a ainsi

lim
x→0−

f ◦ g(x) = 0 et lim
x→0+

f ◦ g(x) = 0

D'où

lim
x→0

x2

x− exp
(
1
x

) = 0

5. Pour x ∈ R∗
on a 2

1
x = exp

(
1

x
ln(2)

)

Ainsi

lim
x→0+

2
1
x = +∞ et lim

x→0−
2

1
x = 0

Comme les deux limites sont di�érentes la fon
tion x 7→ 2
1
x
n'admet don
 pas de limite en 0.

6.

√
1 + x− 1

x
en 0

On peut simplement remarquer que l'expression proposée 
orrespond au taux d'a

roissements de la fon
-

tion x 7→
√
1 + x en 0. La dite fon
tion étant dérivable en 0 on a alors

lim
x→0

√
1 + x− 1

x
=

1

2
√
1 + 0

=
1

2

On peut aussi pro
éder autrement, pour x ∈ [−1, 0[∪]0,+∞[ on a

√
1 + x− 1

x
=

√
1 + x− 1

x

√
1 + x+ 1√
1 + x+ 1

=
1 + x− 1

x
(√

1 + x+ 1
)
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=
1√

1 + x+ 1

Ce qui nous donne le même résultat.

7.

√
1 + x−

√
1− x

x
en 0

Pour x ∈ [−1, 0[∪[0, 1] on a

√
1 + x−

√
1− x

x
=

√
1 + x−

√
1− x

x

√
1 + x+

√
1− x√

1 + x+
√
1− x

=
(1 + x)− (1− x)

x(
√
1 + x+

√
1− x)

=
2√

1 + x+
√
1− x

Ainsi

lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

x
= 1

Réponse de l'exer
i
e 14.3

� Pour x 6= 0 on a −1 6 sin

(
1

x

)
6 1, d'où

x

3
6

x

2 + sin
(
1
x

) 6 x

On sait que lim
x→0

x

3
= 0 et lim

x→0
x = 0. Ainsi, d'après le théorème des gendarmes on a

lim
x→0

x

2 + sin
(
1
x

) = 0

� Soit g : x 7→ x3 − 3x2 + 5x− 3

4x4 + x2 + x− 6
.

Notons P = X3 − 3X2 + 5X − 3 et Q = 4X4 +X2 +X − 6. On remarque dans un premier temps que

P (1) = 0 et Q(1) = 0.
On peut don
 fa
toriser P et Q par X − 1.

P = (X − 1)(X2 − 2X + 3) Q = (X − 1)(4X3 + 4X2 + 5X + 6)

Ainsi, pour x ∈ Dg on a

g(x) =
x2 − 2x+ 3

4x3 + 4x2 + 5x+ 6

De plus on sait que

lim
x→1

x2 − 2x+ 3 = 2 lim
x→1

4x3 + 4x2 + 5x+ 6 = 19

D'où, par quotient de limites

lim
x→1

g(x) =
2

19
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� Soit h : x 7→
√
x+

√
x+
√
x−√x.

Pour x > 0 on a

h(x) =

√
x+

√
x+
√
x−√x

=

(√
x+

√
x+
√
x−√x

)(√
x+

√
x+
√
x+
√
x

)

√
x+

√
x+
√
x+
√
x

=
x+

√
x+
√
x− x√

x+
√
x+
√
x+
√
x

=

√
x+
√
x√

x+
√
x+
√
x+
√
x

=

√
x

√
1 +

√
1
x

√
x

√

1 +

√
1
x +

√
1
x3 +

√
x

=

√
1 +

√
1
x

√

1 +

√
1
x +

√
1
x3 + 1

On sait que

lim
x→+∞

√

1 +

√
1

x
= 1

lim
x→+∞

√√√√
1 +

√
1

x
+

√
1

x3
= 1

Ainsi

lim
x→∞

h(x) =
1

2

Réponse de l'exer
i
e 14.4

� f : x 7→ x2 + x− 1

2x2 − 2
Pour x ∈ R\{−1, 0, 1} on a

f(x) =
1 + 1

x − 1
x2

2− 2
x2

On sait que

lim
x→+∞

1 +
1

x
− 1

x2
= 1 lim

x→+∞
2− 2

x2
= 2

Ainsi, par quotient de limites, on a

lim
x→+∞

f(x) =
1

2
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� g : x 7→ x

x− 1
Pour x ∈ R\{0, 1} on a

g(x) =
1

1− 1
x

Ainsi

lim
x→+∞

g(x) = 1

� a : x 7→
(
lnx

x

)1/x

Pour x > 0 on a

a(x) = e
1
x
ln
(

ln(x)
x

)

= e
ln(ln(x))

x
− ln(x)

x

On sait que, par 
roissan
e 
omparée

lim
x→∞

ln(x)

x
= 0 et lim

x→+∞
ln(ln(x))

x
= 0

Ainsi lim
x→+∞

ln(ln(x))

x
− ln(x)

x
= 0 et don


lim
x→+∞

a(x) = 1

� b : x 7→ (xx)x

x(x
x)

Pour x > 0 on a

b(x) =
(xx)x

x(xx)

=
xx

2

xxx

=
ex

2 ln(x)

exx ln(x)

= e(x
2−xx) ln(x)

= ex
2(1−e(x−2) ln(x)) ln(x)

On a lim
x→∞

(x− 2) ln(x) = +∞ d'où lim
x→∞

1− e(x−2) ln(x) = −∞

Ainsi lim
x→+∞

x2
(
1− e(x−2) ln(x)

)
ln(x) = −∞, 
e qui �nalement nous donne

lim
x→∞

b(x) = 0

� c : x 7→
(
1 +

a

x

)x
où a ∈ R

Pour x > max(0,−a) on a

c(x) =
(
1 +

a

x

)x
= ex ln(1+ a

x)

De plus, pour u ∈
[
−1

2
,+∞

[

u− u2 6 ln(1 + u) 6 u

(Il su�t de faire une étude de fon
tion pour le prouver, on verra des arguments plus simples dans les


hapitres à venir)
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Pour x > max(0,−2a) on a alors

x

(
a

x
− a2

x2

)
6 x ln

(
1 +

a

x

)
6 x× a

x

D'où

ea−
a2

x 6 c(x) 6 ea

D'après le théorème des gendarmes, on a alors

lim
x→∞

c(x) = ea

Réponse de l'exer
i
e 14.5

� pour x ∈
[
−1

2
,+∞

[

x− x2 6 ln(1 + x) 6 x

D'où, pour x ∈
[
−1

2
,+∞

[
\{0},

1− x 6
ln(1 + x)

x
6 1

D'après le théorème des gendarmes, on a alors

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1

� Pour x 6= 0 on a

sin(x)

x
=

sin(x)− sin(0)

x− 0

On re
onnait un taux d'a

roissement en 0. On sait que, si f est dérivable alors

lim
x→0

f(x)− f(0)
x− 0

= f ′(0)

I
i 
ela donne

lim
x→0

sin(x)

x
= cos(0) = 1

� Soit c : x 7→ ln(1 + sin(x)). Alors
ln(1 + sinx)

x
=
f(x)− f(0)

x− 0
. On a alors

lim
x→0

ln(1 + sinx)

x
= f ′(0) =

cos(0)

1 + sin(0)
= 1

� Pour x > 0 on a xx = ex ln(x)
. Par 
roissan
es 
omparées on sait que lim

x→0
x ln(x) = 0. Ainsi

lim
x→0

xx = 1

� Pour x ∈]0, π[ on a

sin(x)
1

ln(x) = e
ln(sin(x))

ln(x) = e

ln

(

sin(x)
x

)

+ln(x)

ln(x) = e
1+

ln

(

sin(x)
x

)

ln(x)

On sait que lim
x→0

sin(x)

x
= 1. Ainsi lim

x→0

ln
(
sin(x)

x

)

ln(x)
= 0. D'où

lim
x→0

sin(x)
1

ln(x) = e1
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� Pour x > 0 on a | ln(x)|x = ex ln(| ln(x)|)

Par 
roissan
e 
omparée on a lim
x→0

x ln(| ln(x)|) = 0 (On peut le voir en remarquant que x ln(| ln(x)|) =

x ln(x)× ln(| ln(x)|)
ln(x)

et en utilisant les limites lim
x→0

x ln(x) = 0 et lim
y→+∞

ln(y)

y
= 0)

Ainsi

lim
x→0
| ln(x)|x = 1

� Pour x ∈ [−1, 0[∪]0,+∞[ on a

3
√
1 + x−

√
1 + x

x
= 3
√
1 + x

1− 6
√
1 + x

x

La fon
tion x 7→ (1 + x)
1
6
est dérivable en 0 de dérivée

1

6
, ainsi

lim
x→0

6
√
1 + x− 1

x
=

1

6

D'où

lim
x→0

3
√
1 + x−

√
1 + x

x
= −1

6

� Pour x ∈
]
−π
2
,
π

2

[
\{0} on a

tan(ax)

tan(bx)
=

sin(ax)

cos(ax)

cos(bx)

sin(bx)
=

cos(bx)

cos(ax)

sin(ax)

ax

bx

sin(bx)

a

b

On sait que lim
x→0

cos(bx)

cos(ax)
= 1, On a vu plus haut que lim x→ 0

sin(x)

x
= 1, d'où

lim
x→0

sin(ax)

ax
= 1 et lim

x→0

bx

sin(bx)
= 1

Finalement on obtient

lim
x→0

tan(ax)

tan(bx)
=
a

b

� Pour x ∈
]
−π
2
,
π

2

[
\{0} on a

ln(cos(x))

x2
=

ln(1 + cos(x)− 1)

cos(x)− 1

cos(x)− 1

x2

Comme lim
y→0

ln(1 + y)

y
= 1 on a alors lim

x→0

ln(1 + cos(x)− 1)

cos(x)− 1
= 1. Il nous reste à 
ontr�ler

cos(x)− 1

x2
.

On a

cos(x)− 1

x2
=
−2 sin

(
x
2

)2

x2
= −1

2

(
sin
(
x
2

)

x
2

)2

On sait que lim
x→0

sin(x)

x
= 1. Ainsi

lim
x→0

cos(x)− 1

x2
= −1

2

Finalement

lim
x→0

ln(cos(x))

x2
= −1

2
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Réponse de l'exer
i
e 14.6

� Soit a : x 7→
√
x−
√
x− 1− 1√

x2 − 1
Pour x > 1 on a

√
x−
√
x− 1− 1√

x2 − 1
=

√
x− 1√
x2 − 1

−
√
x− 1√
x2 − 1

=

√
x− 1√
x2 − 1

− 1√
x+ 1

=
x− 1√

x2 − 1 (
√
x+ 1)

− 1√
x+ 1

Soit ã : h 7→ a(1 + h), on a alors

ã(h) =
h√

h2 + 2h
(√

1 + h+ 1
) − 1√

2 + h
=

√
h√

h+ 2
(√

1 + h+ 1
) − 1√

2 + h

Ainsi,

lim
h→0

ã(h) =
0

2
√
2
− 1√

2
= −
√
2

2

Et don


lim
x→1

a(x) = −
√
2

2

� Soit b̃ : h 7→ b
(π
4
+ h
)
.

Pour h 6= 0 on a

b̃(h) =
sin
(
π
4 + h

)
− cos

(
π
4 + h

)

h

=
sin
(
π
4

)
cos(h) + sin(h) cos

(
(π4
)
− cos

(
π
4

)
cos(h) + sin

(
π
4

)
sin(h)

h

=
cos(h) + sin(h)− cos(h) + sin(h)√

2h

=

√
2 sin(h)

h

On sait que lim
h→0

sin(h)

h
= 1. Ainsi

lim
x→π

4

b(x) =
√
2

� Soit c̃ : h 7→ c
(
h+

π

3

)
.

Pour h 6= 0 on a

c̃(h) =
sin
(
3
(
h+ π

3

))

1− 2 cos
(
h+ π

3

)

=
sin (3h+ π)

1− 2 cos (h) cos
(
π
3

)
+ 2 sin(h) sin

(
π
3

)

=
− sin (3h)

1− cos (h) +
√
3 sin(h)
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= −3sin(3h)
3h

h

1− cos(h) +
√
3 sin(h)

On sait que

cos(h) − 1

h
=

cos(h)− 1

h2
× h et que lim

h→0

cos(h)− 1

h2
= −1

2
, d'où lim

h→0

cos(h)− 1

h
= 0.

On sait de plus que lim
h→0

sin(h)

h
= 1. Ainsi

lim
h→0

sin(3h)

3h
= 1 et lim

h→0

1− cos(h) +
√
3 sin(h)

h
=
√
3

Finalement

lim
h→0
−3sin(3h)

3h

h

1− cos(h) +
√
3 sin(h)

=
−3√
3
= −
√
3

Et don


lim
x→π

3

c(x) = −
√
3

Réponse de l'exer
i
e 14.7

� Pour x > 0 on a

1

x
− 1 <

⌊
1

x

⌋
6

1

x

D'où

1− x < x

⌊
1

x

⌋
6 1

D'après le théorème des gendarmes on a don


lim
x→0+

x

⌊
1

x

⌋
= 1

� Pour x > 1 on a 0 <
1

x
< 1 et don


⌊
1

x

⌋
= 0. Ainsi, pour x > 1 on a x

⌊
1

x

⌋
= 0. Il est évident qu'alors

lim
x→+∞

x

⌊
1

x

⌋
= 0

� Pour x > 0 on a

1

x
− 1 <

⌊
1

x

⌋
6

1

x

D'où

1√
x
−√x < √x

⌊
1

x

⌋
6

1√
x

D'après le théorème des gendarmes on a don


lim
x→0+

√
x

⌊
1

x

⌋
= +∞
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Réponse de l'exer
i
e 14.8

Soit x > 0 on a

ln(1 + x)

ln(x)
=

ln
(
x
(
1 + 1

x

))

ln(x)
=

ln(x) + ln
(
1 + 1

x

)

ln(x)
= 1 +

ln
(
1 + 1

x

)

ln(x)

On a lim
x→+∞

ln

(
1 +

1

x

)
= 0 et lim

x→+∞
ln(x) = +∞, d'où, par quotient et somme de limites,

lim
x→+∞

ln(x+ 1)

lnx
= 1

Pour x > 0 on a

1 + x 6 ex 6 1 + x+
x2

2

D'où

ln(x) 6 ln(ex − 1) 6 ln

(
x+

x2

2

)

Ainsi, on a

1 6
ln(ex − 1)

lnx
6

ln(x) + ln
(
1 + x

2

)

ln(x)

De plus

ln(x) + ln
(
1 + x

2

)

ln(x)
= 1 +

ln
(
1 + x

2

)

ln(x)

et don
 lim
x→0

ln(x) + ln
(
1 + x

2

)

ln(x)
= 1.

D'après le théorème des gendarmes, on a alors

lim
x→0

ln(ex − 1)

lnx
= 1

Réponse de l'exer
i
e 14.9

� Soit f : R∗ → R

x 7→ sin
(
1
x

) . Pour montrer que f n'admet pas de limite en 0 on va exhiber deux suites

(un)n∈N et (vn)n∈N qui 
onvergent vers 0 mais telles que (f(un))n∈N et (f(vn))n∈N n'admettent pas la

même limite.

Soit alors (un)n∈N∗
et (vn)n∈N∗

les suites dé�nies par

∀n ∈ N∗ un =
1

2πn
vn =

1
π
2 + 2πn

Les deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N 
onvergent bien vers 0. De plus on a

∀n ∈ N f(un) = sin(2πn) = 0 f(vn) = sin
(π
2
+ 2πn

)
= 1

La suite (f(un))n∈N 
onverge don
 vers 0 et la suite (f(vn))n∈N 
onverge vers 1. (f(un))n∈N et (f(vn))n∈N
n'admettent don
 pas la même limite. Ainsi f n'admet pas de limite en 0.
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� Soit g : R∗
+ → R

x 7→ xx

⌊x⌋⌊x⌋

. Pour montrer que f n'admet pas de limite en +∞ on va exhiber deux

suites (un)n∈N et (vn)n∈N qui tendent vers +∞ mais telles que (f(un))n∈N et (f(vn))n∈N n'admettent pas

la même limite.

Soit alors (un)n∈N∗
et (vn)n∈N∗

les suites dé�nies par

∀n ∈ N∗ un = n vn = n+
1

2

Les deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N tendent bien vers +∞ De plus, pour n > 0 on a g(un) = 1 et

g(vn) =
vn

vn

⌊vn⌋⌊vn⌋

=
evn ln(vn)

nn

=
e(n+

1
2) ln(n+

1
2)

nn

=
e(n+

1
2) ln(n(1+

1
2n ))

nn

=
e(n+

1
2)(ln(n)+ln(1+ 1

2n ))

nn

=
e(n ln(n)+

ln(n)
2

+(n+ 1
2) ln(1+

1
2n )

nn

=
√
n×

(
1 +

1

2n

)n

×
√

1 +
1

2n

On sait que

lim
n→+∞

√
n = +∞ lim

n→+∞

(
1 +

1

2n

)n

= e
1
2 lim

n→+∞

√
1 +

1

2n
= 1

Ainsi

lim
n→+∞

g(vn) = +∞

La suite (g(un))n∈N tend don
 vers 1 quand n tend vers +∞ et la suite (f(vn))n∈N tend vers +∞ quand

n tend vers +∞. (g(un))n∈N et (g(vn))n∈N n'admettent don
 pas la même limite. Ainsi g n'admet pas de

limite en +∞.

Réponse de l'exer
i
e 14.10

1. Commençons par supposer que f n'est pas majorée. Alors pour tout A > 0, il existe η tel que f(η) > A.

Mais alors, 
omme f est 
roissante, pour tout x > η, on a f(x) > f(η) > A. Ce
i prouve que

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

Supposons maintenant que f est majorée. Alors l'image de f , 
'est-à-dire l'ensemble

E = {f(x) , x ∈ R+}

est une partie non vide, majorée de R. Elle admet don
 une borne supérieure, l = Sup(A).
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Par dé�nition de 
ette borne supérieure on a alors

∀ǫ > 0, ∃x0 ∈ R+, l − f(x0) 6 ǫ.

On sait de plus que f est 
roissante, d'où, pour tout x > x0, f(x) > f(x0) don
 l − f(x) 6 l − f(x0) 6 ǫ,

e qui prouve que

lim
x→+∞

f(x) = l.

2. Le sens ré
iproque a été prouvé dans la question pré
édente. Pour le sens dire
t, on a par exemple pour

ǫ = 1 :

∃A ∈ R+, ∀x > A, f(x) 6 λ+ 1


omme f est 
roissante, on a don
 : pour tout x ∈ R+ : f(x) 6 λ+ 1 et f(0) 6 f(x) don
 f est bornée.

Réponse de l'exer
i
e 14.11

On suppose par exemple f 
roissante. La preuve est similaire si f est dé
roissante. Soit a ∈ I. Alors si on pose

E = {f(x), x ∈ I, x < a}

l'ensemble E est non vide et majoré par f(a) 
ar f est 
roissante.

Notons l− sa borne supérieure.

Alors pour tout ǫ > 0, il existe x0 ∈ I ave
 x0 < a tel que

l− − ǫ 6 f(x0) 6 l−

Par 
roissan
e de f , on a :

∀x ∈ I∩]−∞, a[, x > x0 ⇒ l− − ǫ 6 f(x0) 6 f(x) 6 l− 6 l− + ǫ.

Autrement dit, en prenant η = a− x0

∀ǫ > 0, ∃η, ∀x ∈ I∩]−∞, a[, |a− x| 6 η ⇒ |f(x0)− l−| 6 ǫ.

La preuve de la limite à droite se fait de la même façon en utilisant la borne inférieure.

Réponse de l'exer
i
e 14.12

On sait que fg admet pour limite 1 en 0, 
'est-à-dire

∀ǫ > 0, ∃η > 0, |x| 6 η ⇒ |f(x)g(x) − 1| 6 ǫ

Soit alors ε > 0 et η tel que

|x| 6 η ⇒ |f(x)g(x) − 1| 6 ǫ

Pour tout x ∈ [0, η] on a alors

1− ε 6 f(x)g(x) 6 1 + ε

Or, pour tout x ∈ [0, 1], on a 0 6 f(x) 6 1 et 0 6 g(x) 6 1. Ainsi, pour tout x ∈ [0, 1]

f(x)g(x) 6 f(x) 6 1

Don
, si x ∈ [0, η] alors
1− ε 6 f(x)g(x) 6 f(x) 6 1 6 1 + ε

On a don
 montré que, pour tout ε > 0 il existe η > 0 tel que, si |x| 6 η alors |f(x) − 1| 6 ε, 
'est-à-dire
lim
x→0

f(x) = 1.
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Puisque f tend vers 1 en 0 alors elle est non-nulle au voisinage de 0. Ainsi, au voisinage de 0 on a g(x) =
f(x)g(x)

f(x)
. Le numérateur et le dénominateur tendent tous les deux vers 1 en 0. D'où, par quotient de limites,

lim
x→0

g(x) = 1.

Réponse de l'exer
i
e 14.13

1. Soit x ∈ R, On va pro
éder par ré
urren
e sur n.

Initialisation :

On a

f(0 + 0) = f(0) + f(0)

, ainsi f(0) = 2f(0) d'où f(0) = 0

En parti
ulier f(0× x) = 0 = 0× f(x)
Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que f(nx) = nf(x)

Alors

f((n+ 1)x) = f(nx+ x) = f(nx) + f(x) = nf(x) + f(x) = (n+ 1)f(x)

On a don
 montré que

∀n ∈ N, f(nx) = nf(x)

D'où

∀x ∈ R, ∀n ∈ N, f(nx) = nf(x)

2. Soit r =
p

q
∈ Q et x ∈ R

On a f(q × rx) = q × f(rx), 
'est-à-dire f(px) = q × f(rx).
D'où

f(rx) =
f(px)

q
=
pf(x)

q
= rf(x)

3. Soit r ∈ Q, on a f(r) = rf(1). Notons λ = f(1), on a alors

∀r ∈ Q, f(r) = λr

4. (a) Soit x0 ∈ R, pour x ∈ R on a

f(x) = f(x0 + x− x0) = f(x0) + f(x− x0)

Notons ℓ = lim
y→0

f(y), on a alors, par 
omposition de limite,

lim
x→x0

f(x− x0) = ℓ

Ainsi f admet une limite en x0 et
lim
x→x0

f(x) = f(x0) + ℓ

(b) Commençons par déterminer ℓ.

On a ℓ = lim
x→0

f(x) = lim
n→+∞

f

(
1

n

)

Or, pour tout n ∈ N∗
, on a f

(
1

n

)
=
λ

n
et lim

n→+∞
λ

n
= 0. Ainsi ℓ = 0.

Bastien Marmeth 275 Page 275/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

On en déduit que, pour tout x0 ∈ R, on a

f(x0) = lim
x→x0

f(x)

Soit x0 ∈ R et (rn)n∈N ∈ QN
une suite de rationnels qui 
onverge vers x0. On peut par exemple

prendre la suite des tron
atures de x0 à n 
hi�res après la virgule.

∀n ∈ N, rn =
⌊10nx0⌋
10n

On a alors, par 
omposition de limite

lim
n→+∞

f(rn) = f(x0)

Or, on a également

∀n ∈ N, f(rn) = λrn

Ainsi

lim
n→+∞

f(rn) = λx0

Et don
, par uni
ité de la limite,

f(x0) = λx0

Réponse de l'exer
i
e 14.14

Soit f : R→ R périodique admettant une limite �nie en +∞. Soit T > 0 une période de f et l = lim
x→+∞

f(x).

Supposons par l'absurde que f n'est pas 
onstante. Il existe alors x0 et x1 tels que f(x0) 6= f(x1). Dé�nissons
alors les suites (un)n∈N et (vn)n∈N par

∀n ∈ N un = x0 + nT vn = x1 + nT

Les deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N tendent vers +∞ quand n tend vers +∞. Ainsi on a

lim
n→+∞

f(un) = l lim
n→+∞

f(vn) = l

Cependant on a

∀n ∈ N f(un) = f(x0 + nT ) = f(x0) f(vn) = f(x1 + nT ) = f(x1)

Les suites (f(un))n∈N et (f(vn))n∈N 
onvergent don
 respe
tivement vers f(x0) et f(x1).
Par uni
ité de la limite on a alors f(x0) = l et f(x1) = l, d'où f(x0) = f(x1) 
e qui est absurde.
On a ainsi prouvé que, si f est périodique et admet une limite �nie en +∞ alors f est 
onstante.

Réponse de l'exer
i
e 14.15

1. Soit x ∈ R, on va pro
éder par ré
urren
e sur n.

Initialisation :

Pour n = 0 on a bien f(x) = f
(x
1

)
.

Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que f(x) = f
( x
2n

)
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On a de plus

f
( x
2n

)
= f

( x
2n

2

)
= f

( x

2n+1

)

Ainsi f(x) = f
( x

2n+1

)
.

Ce qui prouve l'égalité au rang n+ 1 et a
hève la ré
urren
e.

2. Soit x ∈ R et ℓ = lim
x→0

f(x). On a alors

lim
n→+∞

x

2n
= 0

D'où

lim
n→+∞

f
( x
2n

)
= ℓ

Or

∀n ∈ N, f
( x
2n

)
= f(x)

D'où

lim
n→+∞

f
( x
2n

)
= f(x)

Par uni
ité de la limite on a don
 f(x) = ℓ.

f est don
 
onstante et vaut ℓ.

Réponse de l'exer
i
e 14.16

� Soit a : x 7→
√
x−
√
x− 1− 1√

x2 − 1
Pour x > 1 on a

√
x−
√
x− 1− 1√

x2 − 1
=

√
x− 1√
x2 − 1

−
√
x− 1√
x2 − 1

=

√
x− 1√
x2 − 1

− 1√
x+ 1

=
x− 1√

x2 − 1 (
√
x+ 1)

− 1√
x+ 1

Soit ã : h 7→ a(1 + h), on a alors

ã(h) =
h√

h2 + 2h
(√

1 + h+ 1
) − 1√

2 + h
=

√
h√

h+ 2
(√

1 + h+ 1
) − 1√

2 + h

Ainsi,

lim
h→0

ã(h) =
0

2
√
2
− 1√

2
= −
√
2

2

Et don


lim
x→1

a(x) = −
√
2

2

� Soit b̃ : h 7→ b
(π
4
+ h
)
.

Pour h 6= 0 on a

b̃(h) =
sin
(
π
4 + h

)
− cos

(
π
4 + h

)

h
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=
sin
(
π
4

)
cos(h) + sin(h) cos

(
(π4
)
− cos

(
π
4

)
cos(h) + sin

(
π
4

)
sin(h)

h

=
cos(h) + sin(h)− cos(h) + sin(h)√

2h

=

√
2 sin(h)

h

On sait que lim
h→0

sin(h)

h
= 1. Ainsi

lim
x→π

4

b(x) =
√
2

� Soit c̃ : h 7→ c
(
h+

π

3

)
.

Pour h 6= 0 on a

c̃(h) =
sin
(
3
(
h+ π

3

))

1− 2 cos
(
h+ π

3

)

=
sin (3h+ π)

1− 2 cos (h) cos
(
π
3

)
+ 2 sin(h) sin

(
π
3

)

=
− sin (3h)

1− cos (h) +
√
3 sin(h)

= −3sin(3h)
3h

h

1− cos(h) +
√
3 sin(h)

On sait que

cos(h) − 1

h
=

cos(h)− 1

h2
× h et que lim

h→0

cos(h)− 1

h2
= −1

2
, d'où lim

h→0

cos(h)− 1

h
= 0.

On sait de plus que lim
h→0

sin(h)

h
= 1. Ainsi

lim
h→0

sin(3h)

3h
= 1 et lim

h→0

1− cos(h) +
√
3 sin(h)

h
=
√
3

Finalement

lim
h→0
−3sin(3h)

3h

h

1− cos(h) +
√
3 sin(h)

=
−3√
3
= −
√
3

Et don


lim
x→π

3

c(x) = −
√
3

Réponse de l'exer
i
e 14.17

� On sait que ln(y) ∼
1
y − 1. De plus lim

x→0
cos(x) = 1. Ainsi

ln(cos(x)) ∼
0
cos(x)− 1

On sait de plus que cos(x)− 1 ∼
0
−x

2

2
. D'où

ln(cos(x)) ∼
0
−x

2

2
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� On a

x
1
x − 1 = e

1
x
ln(x) − 1

On sait que lim
x→∞

1

x
ln(x) = 0 et que ey − 1 ∼

0
y. Ainsi

e
1
x
ln(x) − 1 ∼

+∞
1

x
ln(x)

� Cet équivalent est simple, on sait par 
roissan
es 
omparées que x+sin(x) ∼
+∞

x et que ex+ln(x)−2 ∼
+∞

ex.

Ainsi

(x+ sin(x))(ex + ln(x)− 2) ∼
+∞

xex

Réponse de l'exer
i
e 14.18

� a(x) =
ln(1 + xα)

ln(x)
(α > 0) en +∞

Pour x > 0 on a

ln(1 + xα)

ln(x)
=

ln
(
xα
(
1 + 1

xα

))

ln(x)
=
α ln(x) + ln

(
1 + 1

xα

)

ln(x)
= α+

ln
(
1 + 1

xα

)

ln(x)

On a lim
x→+∞

ln
(
1 + 1

xα

)

ln(x)
= 0. D'où

lim
x→∞

ln(1 + xα)

ln(x)
= α

et don


ln(1 + xα)

ln(x)
∼
+∞

α

� b(x) =
ln(2x2 + x+ 1)

ln(2x+ 3)
en +∞

On a lim
x→+∞

2x2 + x+ 1) = +∞ 6= 1 et lim
x→+∞

2x+ 3 = +∞ 6= 1, d'où

ln(2x2 + x+ 1)

ln(2x+ 3)
∼
+∞

ln(2x2)

ln(x)
= 2 +

ln(2)

ln(x)
∼
+∞

2

� c(x) = x ln(1 + x)− (x+ 1) ln(x) en +∞
Pour x > 0 on a

x ln(1 + x)− (x+ 1) ln(x) = x

(
ln(x) + ln

(
1 +

1

x

))
− x ln(x)− ln(x) = x ln

(
1 +

1

x

)
− ln(x)

On a

x ln

(
1 +

1

x

)
∼
+∞

x× 1

x

Ainsi x ln

(
1 +

1

x

)
=
+∞

o(− ln(x)) et don


x ln

(
1 +

1

x

)
− ln(x) ∼

+∞
− ln(x)

Finalement

x ln(1 + x)− (x+ 1) ln(x) ∼
+∞
− ln(x)
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� d(x) =
√
x2 + 1− x en +∞

Pour x ∈ R on a

√
x2 + 1− x = x

√
1 +

1

x2
− x = x

(√
1 +

1

x2
− 1

)

On sait que (1 + y)α − 1 ∼
0
αy, d'où

√
1 +

1

x2
− 1 ∼

+∞
1

2x2
et don


√
x2 + 1− x ∼

+∞
1

2x

� e(x) = ln

(
cos

(
1

x

))
en +∞

On a lim
x→+∞

cos

(
1

x

)
= 1 et que ln(y) ∼

1
y − 1, d'où

ln

(
cos

(
1

x

))
∼
+∞

cos

(
1

x

)
− 1 ∼

+∞
− 1

2x2

� f(x) = ln

(
2x2 − x+ 1

2x2 − 5x+ 7

)
en +∞

Pour x ∈ Df on a

ln

(
2x2 − x+ 1

2x2 − 5x+ 7

)
= ln

(
2x2 − 5x+ 7 + 4x− 6

2x2 − 5x+ 7

)
= ln

(
1 +

4x− 6

2x2 − 5x+ 7

)

On sait que lim
x→+∞

4x− 6

2x2 − 5x+ 7
= 0, d'où

ln

(
1 +

4x− 6

2x2 − 5x+ 7

)
∼
+∞

4x− 6

2x2 − 5x+ 7
∼
+∞

4x

2x2
=

2

x

Ainsi

ln

(
2x2 − x+ 1

2x2 − 5x+ 7

)
∼
+∞

2

x

� g(x) =
(1− ex) sinx
x2 + x3

en 0

(1− ex) sinx
x2 + x3

∼
0

−x× x
x2

= −1

� h(x) =
sin2(e3x − 1)

x3
en 0

On a lim
x→0

e3x − 1 = 0, d'où

sin2(e3x − 1) ∼
0

(
e3x − 1

)2 ∼
0
(3x)2 = 9x2

Et don


sin2(e3x − 1)

x3
∼
0

9

x

�

(
x2

x2 − 1

)x

− 1 en +∞
Pour x ∈ Di on a

(
x2

x2 − 1

)x

− 1 = e
x ln
(

x2

x2−1

)

− 1 = e
−x ln

(

x2−1
x2

)

− 1 = e
−x ln

(

1− 1
x2

)

− 1
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On a −x ln
(
1− 1

x2

)
∼
+∞
−x× (− 1

x2
=

1

x
, d'où lim

x→∞
−x ln

(
1− 1

x2

)
= 0. Ainsi

e
−x ln

(

1− 1
x2

)

− 1 ∼
+∞
−x ln

(
1− 1

x2

)
∼
+∞

1

x

Finalement (
x2

x2 − 1

)x

− 1 ∼
+∞

1

x

Réponse de l'exer
i
e 14.19

� Pour x > 0 on a

1

x
− 1 <

⌊
1

x

⌋
6

1

x

D'où

1− x < x

⌊
1

x

⌋
6 1

D'après le théorème des gendarmes on a don


lim
x→0+

x

⌊
1

x

⌋
= 1

� Pour x > 1 on a 0 <
1

x
< 1 et don


⌊
1

x

⌋
= 0. Ainsi, pour x > 1 on a x

⌊
1

x

⌋
= 0. Il est évident qu'alors

lim
x→+∞

x

⌊
1

x

⌋
= 0

� Pour x > 0 on a

1

x
− 1 <

⌊
1

x

⌋
6

1

x

D'où

1√
x
−√x < √x

⌊
1

x

⌋
6

1√
x

D'après le théorème des gendarmes on a don


lim
x→0+

√
x

⌊
1

x

⌋
= +∞

Réponse de l'exer
i
e 14.20

Soit x > 0 on a

ln(1 + x)

ln(x)
=

ln
(
x
(
1 + 1

x

))

ln(x)
=

ln(x) + ln
(
1 + 1

x

)

ln(x)
= 1 +

ln
(
1 + 1

x

)

ln(x)

On a lim
x→+∞

ln

(
1 +

1

x

)
= 0 et lim

x→+∞
ln(x) = +∞, d'où, par quotient et somme de limites,

lim
x→+∞

ln(x+ 1)

lnx
= 1
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Pour x > 0 on a

1 + x 6 ex 6 1 + x+
x2

2

D'où

ln(x) 6 ln(ex − 1) 6 ln

(
x+

x2

2

)

Ainsi, on a

1 6
ln(ex − 1)

lnx
6

ln(x) + ln
(
1 + x

2

)

ln(x)

De plus

ln(x) + ln
(
1 + x

2

)

ln(x)
= 1 +

ln
(
1 + x

2

)

ln(x)

et don
 lim
x→0

ln(x) + ln
(
1 + x

2

)

ln(x)
= 1.

D'après le théorème des gendarmes, on a alors

lim
x→0

ln(ex − 1)

lnx
= 1

Réponse de l'exer
i
e 14.21

�

√
1 + sinx−

√
1− sinx

x
en 0

Pour x 6= 0 on a

√
1 + sinx−

√
1− sinx

x
=

√
1 + sinx−

√
1− sinx

x
×
√
1 + sinx+

√
1− sinx√

1 + sinx+
√
1− sinx

=
(1 + sinx)− (1− sinx)

x
× 1√

1 + sinx+
√
1− sinx

=
2 sin x

x
× 1√

1 + sinx+
√
1− sinx

On a alors

lim
x→0

1√
1 + sinx+

√
1− sinx

=
1

2

et

lim
x→0

2 sin x

x
= 2

D'où, par produit de limites

lim
x→0

√
1 + sinx−

√
1− sinx

x
= 1

�

tanx√
x2 + 4 + x− 2

en 0

Pour x ∈ R on a

√
x2 + 4 + x− 2 = (

√
x2 + 4 + (x− 2))

√
x2 + 4− (x− 2)√
x2 + 4− (x− 2)

=
x2 + 4− (x− 2)2√
x2 + 4 + 2− x
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=
4x√

x2 + 4 + 2− x
Alors, pour x 6= 0, on a

tanx√
x2 + 4 + x− 2

=
tan(x)

x
×
√
x2 + 4 + 2− x

4

On sait que

lim
x→0

tan(x)

x
= 1

et

lim
x→0

√
x2 + 4 + 2− x

4
= 1

Ainsi

lim
x→0

tanx√
x2 + 4 + x− 2

= 1

�

1− sinx+ cos x

sinx+ cos x− 1
en

π

2

Notons f : x 7→ 1− sinx+ cosx

sinx+ cos x− 1
. Étudions la limite de f

(π
2
+ h
)
quand h tend vers 0.

f
(π
2
+ h
)
=

1− sin
(
π
2 + h

)
+ cos

(
π
2 + h

)

sin
(
π
2 + h

)
+ cos

(
π
2 + h

)
− 1

=
1− cos(h) − sinx

cos(h)− sin(h) − 1

=
1− cos(h) − sinx

h
× h

cos(h)− sin(h)− 1

On sait que lim
h→0

sin(h)

h
= 1 et lim

h→0

cos(h)− 1

h
= 0. Ainsi

lim
h→0

1− cos(h)− sinx

h
= −1

et

lim
h→0

h

cos(h) − sin(h) − 1
=

1

−1 = −1

D'où lim
h→0

f
(π
2
+ h
)
= 1 et don


lim
x→π

2

1− sinx+ cos x

sinx+ cos x− 1
= 1

�

tan(x+ π
4 )− 1√

3− 2 cos(x+ π
6 )

en 0.

On a

tan(x+ π
4 )− 1√

3− 2 cos(x+ π
6 )

=

tan(x)+tan(π
4 )

1−tan(x) tan(π
4 )
− 1

√
3− 2

(
cos(x) cos

(
π
6

)
− sin(x) sin

(
π
6

))

=

tan(x)+1
1−tan(x) − 1

√
3− 2

(
cos(x)

√
3
2 − sin(x)12

)
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=

tan(x)+1
1−tan(x) −

1−tan(x)
1−tan(x)√

3−
√
3 cos(x) + sin(x)

=

2 tan(x)
1−tan(x)√

3−
√
3 cos(x) + sin(x)

=
1

1− tan(x)

2 tan(x)

x

x√
3−
√
3 cos(x) + sin(x)

On sait que lim
x→0

tan(x) = 0, lim
x→0

tan(x)

x
= 1, lim

x→0

cos(x)− 1

x
= 0 et lim

x→0

sin(x)

x
.

Ainsi

lim
x→0

1

1− tan(x)
= 1 lim

x→0

√
3−
√
3 cos(x) + sin(x)

x
= 1

Finalement

lim
x→0

tan(x+ π
4 )− 1√

3− 2 cos(x+ π
6 )

= 1× 2× 1

1
= 2

� (x2 + x− 2) tan
(πx

2

)
en 1

Pour x ∈ R posons f(x) = (x2 + x− 2) tan
(πx

2

)
. Pour déterminer la limite de f en 1 on va déterminer

la limite de f(1 + h) quand h tend vers 0.

f(1 + h) = ((1 + h)2 + (1 + h)− 2) tan
(π
2
+
π

2
h
)

= (1 + 2h+ h2 + 1 + h− 2)× −1
tan

(
π
2h
)

= (−3− h)× h

tan
(
π
2h
)

On sait que lim
h→0

tan
(
π
2h
)

π
2h

= 1. Ainsi

lim
h→0

h

tan
(
π
2h
) =

2

π

et don


lim
h→0

f(1 + h) =
−6
π

D'où

lim
x→1

(x2 + x− 2) tan
(πx

2

)
= − 6

π

�

cos(x) + lnx

(x+ 3)2 − ex2 en +∞
Il s'agit d'un simple problème de 
roissan
e 
omparée. On a

cos(x) + lnx

(x+ 3)2 − ex2 ∼+∞
ln(x)

−ex2

Or lim
x→+∞

ln(x)

−ex2 = 0. D'où

lim
x→∞

cos(x) + lnx

(x+ 3)2 − ex2 = 0

Bastien Marmeth 284 Page 284/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

� (2 + cos(x))
1
x
en +∞

Pour x ∈ R∗
on a

(2 + cos(x))
1
x = e

1
x
ln(2+cos(x))

De plus

0 6 ln(2 + cos(x)) 6 ln(3)

D'où

1 6 (2 + cos(x))
1
x 6 e

3
x

On sait que lim
x→∞

e
3
x = 1. D'où, d'après le théorème des gendarmes on a

lim
x→0

(2 + cos(x))
1
x = 1

� x2 ln

(
cos

(
1

x

))
en +∞

Pour x ∈ R∗
notons g(x) = x2 ln

(
cos

(
1

x

))
. Pour étudier la limite de g en +∞ on va étudier la limite

de g

(
1

h

)
quand h tend vers 0+.

g

(
1

h

)
=

ln(cos(h))

h2
∼
0

cos(h)− 1

h2
∼
0
−1

2

D'où

lim
x→∞

x2 ln

(
cos

(
1

x

))
= −1

2

� sin(x) cos

(
1

x

)
en 0.

Pour x 6= 0 on a

− sin(x) 6 sin(x) cos

(
1

x

)
6 sin(x)

On sait que lim
x→0

sin(x) = 0 et lim
x→0
− sin(x) = 0. Ainsi, d'après le théorème des gendarmes

lim
x→0

sin(x) cos

(
1

x

)
= 0

�

(
1

x

)x

en 0

Pour x 6= 0 on a (
1

x

)x

= ex ln( 1
x) = e−x ln(x)

On sait que lim
x→0

x ln(x) = 0. D'où

lim
x→0

(
1

x

)x

= 1

�

(
ln(1 + x)

lnx

)x lnx

en +∞
Pour x > 0 on a

ln(1 + x)

ln(x)
=

ln
(
x
(
1 + 1

x

))

ln(x)
= 1 +

ln
(
1 + 1

x

)

ln(x)
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De plus lim
x→+∞

ln
(
1 + 1

x

)

ln(x)
= 0, d'où

ln

(
1 +

ln
(
1 + 1

x

)

ln(x)

)
∼
+∞

ln
(
1 + 1

x

)

ln(x)

Et don


x ln(x) ln

(
1 +

ln
(
1 + 1

x

)

ln(x)

)
∼
+∞

x ln

(
1 +

1

x

)
∼
+∞

x× 1

x
∼
+∞

1

Puisque

(
ln(1 + x)

lnx

)x lnx

= e
x ln(x) ln

(

1+
ln(1+ 1

x)
ln(x)

)

On a

lim
x→+∞

(
ln(1 + x)

lnx

)x lnx

= e

Réponse de l'exer
i
e 14.22

Il s'agit d'une simple appli
ation du théorème des gendarmes. g est bornée, il existe don
 m et M deux réels

tels que

∀x ∈ I m 6 g(x) 6M

D'où

∀x ∈ I mf(x) 6 (f × g)(x) 6Mf(x)

Il est évident que lim
x→a

mf(x) = 0 et lim
x→a

Mf(x) = 0. Ainsi, d'après le théorème des gendarmes,

lim
x→a

(f × g)(x) = 0

Réponse de l'exer
i
e 14.23

Notons ℓ = lim
x→∞

f(x) et ℓ′ = lim
x→∞

g(x). On va montrer que

lim
x→∞

max(f, g)(x) = max(ℓ, ℓ′)

Trois 
as de �gure sont possibles : ou bien ℓ = ℓ′, ou bien ℓ > ℓ′, ou bien ℓ′ > ℓ.
� Dans le premier 
as, on peut distinguer le 
as ℓ = ±∞ et ℓ ∈ R. Si ℓ = +∞ alors, pour tout C > 0, par

dé�nition de la limite, il existe M et M ′
tels que

∀x >M f(x) > C

∀x >M ′ g(x) > C

Et don


∀x > max(M,M ′) max(f, g)(x) > C

Ainsi lim
x→∞

max(f, g)(x) = +∞. On pro
ède de manière similaire pour −∞.

Si ℓ ∈ R alors, pour tout ε > 0, par dé�nition de la limite, il existe M et M ′
tels que

∀x >M |f(x)− ℓ| 6 ε
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∀x >M ′ |g(x)− ℓ| 6 ε

Et don


∀x > max(M,M ′) |max(f, g)(x) − ℓ| 6 ε

Ainsi lim
x→∞

max(f, g)(x) = ℓ = max(ℓ, ℓ′).

� Si ℓ > ℓ′. Soit alors (C,C ′) ∈ R2
tel que ℓ > C > C ′ > ℓ′.

Comme ℓ > C, il existe M tel que,

∀x >M f(x) > C

De même, il existe M ′
tel que

∀x >M g(x) 6 C ′

Ainsi, pour x > max(M,M ′) on a

f(x) > C > C ′
> g(x)

D'où, pour x > max(M,M ′), max(f, g)(x) = f(x).
On en déduit que

lim
x→∞

max(f, g)(x) = ℓ = max(ℓ, ℓ′)

� On pro
ède de manière similaire au 
as pré
édent pour ℓ < ℓ′.
Dans tous les 
as, on a bien

lim
x→∞

max(f, g)(x) = max(ℓ, ℓ′)

On aurait aussi pu simplement remarquer que max(f, g) =
f + g + |f − g|

2
.

Réponse de l'exer
i
e 14.24

On sait que

∀x ∈ R, a cos(x) + bx2 + cex = 0

En divisant par ex on a alors

∀x ∈ R, a cos(x)e−x + bx2e−x + c = 0

On a lim
x→∞

a cos(x)e−x + bx2e−x + c = c et lim
x→∞

0 = 0. Par uni
ité de la limite on a don
 c = 0.

Ainsi

∀x ∈ R, a cos(x) + bx2 = 0

On peut 
ontinuer notre argument à base de limites mais i
i on peut se simpli�er la ta
he. En prenant en

parti
ulier x = 0 on obtient a = 0, 
e qui nous donne ensuite

∀x ∈ R, bx2 = 0

Ce
i implique, en prenant par exemple x = 1, que b = 0.
Finalement on a bien a = b = c = 0.

Réponse de l'exer
i
e 14.25

Pour x 6= 1 on a

1 + x+ x2 + · · ·+ xn =

n∑

k=0

xk =
1− xn+1

1− x

Ainsi, pour x 6= 1 on a

1

1− x − (1 + x+ x2 + · · · + xn) =
xn+1

1− x
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Il nous faut alors montrer que

lim
x→0

xn+1

1− x ×
1

xn
= 0

Ce qui est évident 
ar

xn+1

1− x ×
1

xn
=

x

1− x
On a don
 bien

1

1− x − (1 + x+ x2 + · · ·+ xn)=
0
o(xn)

Réponse de l'exer
i
e 14.26

� On a lim
x→0

esinx = 1, d'où esinx ∼
0
1

� On a lim
x→0

ecos x = e1, d'où ecos x ∼
0
e1

� On a

ecos x − e = e×
(
ecos(x)−1 − 1

)

On sait que lim
x→0

cos(x)− 1 = 0 et que ey − 1 ∼
0
y. Ainsi

ecos(x)−1 − 1 ∼
0
cos(x)− 1 ∼

0
−x

2

2

Finalement

ecos x − e ∼
0
−e× x

2

2

Réponse de l'exer
i
e 14.27

On a

e3x − 1

x
∼
0

3x

x
∼
0
3

Ainsi f admet une limite �nie en 0. f est don
 prolongeable par 
ontinuité en 0.

Réponse de l'exer
i
e 14.28

1. Soit f une fon
tion 
ontinue de R dans R qui véri�e :

∀(x, y) ∈ R2 f(x+ y) = f(x) + f(y)

Alors :

� On a f(0) = 0 
ar f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0).
� ∀x ∈ R, 0 = f(0) = f(x− x) = f(x) + f(−x) ; don
 f(−x) = −f(x) : f est impaire.

� Pour tout n ∈ N et pour tout a ∈ R on a f(na) = nf(a). (On le montre par une simple ré
urren
e sur

n)
� Pour tout n ∈ Z et pour tout a ∈ R on a f(na) = nf(a) :

Le résultat est a
quis pour les entiers positifs. Si n < 0, alors −n > 0 et f(−na) = −nf(a). Comme

d'après le deuxième point f(−na) = −f(na), on en déduit que f(na) = nf(a).

2. Pour tout p ∈ Z et tout q ∈ N∗
, on a f

(
p

q

)
=
p

q
f(1). En e�et f(p) = f

(
q
p

q

)
. D'où pf(1) = qf

(
p

q

)
et

ainsi f

(
p

q

)
=
p

q
f(1).

Il existe don
 un réel k = f(1) tel que pour tout r ∈ Q, f(r) = kr.
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3. Soit x ∈ R. Il existe une suite (rn) de nombres rationnels qui 
onverge vers x. Pour tout n ∈ N, f(rn) = krn.
Don
 par 
ontinuité de f , f(x) = lim

n→+∞
f(rn) = kx.

f est don
 une fon
tion linéaire.

Ré
iproquement les fon
tions linéaires f : x 7→ kx sont 
ontinues sur R et pour tout (x, y) ∈ R2
on a

f(x+ y) = k(x+ y) = kx+ ky = f(x) + f(y), 
e qui prouve que l'ensemble des fon
tions f telles que

∀(x, y) ∈ R2 f(x+ y) = f(x) + f(y)

est l'ensemble des fon
tions linéaires.

Réponse de l'exer
i
e 14.29

1. Sur le segment [0, 1] f est une fon
tion 
ontinue. Elle est don
 bornée et atteint ses bornes. Soit alors

A = max
x∈[0,1]

f(x) et B = min
x∈[0,1]

f(x) et soit xmin ∈ [0, 1] et xmax ∈ [0, 1] tels que

f(xmin) = B f(xmax) = A

Soit x ∈ R et soit n = ⌊x⌋. On a alors n 6 x < n + 1 d'où x − n ∈ [0, 1]. On sait de plus que f est

1-périodique

Ainsi f(x) = f(x− n+ n) = f(x− n) par périodi
ité. Comme x− n ∈ [0, 1] on a alors

A 6 f(x− n) 6 B

D'où

A 6 f(x) 6 B

On a don
 montré que, pour tout réel x, A 6 f(x) 6 B. f est don
 bornée.

2. On pose M = sup
x∈R

f(x). Ave
 les notations pré
édentes on peut remarquer que :

� Si B 6 0 alors M = |A|
� Si A > 0 alors M = |B|
� Si A < 0 et B > 0 alors M = max(B,−A)
Dans le premier 
as on a |f(xmin)| = M , dans le se
ond 
as on a |f(xmax)| = M et dans le troisième 
as

on a, soit |f(xmin)| =M si −A > B, soit |f(xmax)| =M si B > −A.
Dans tous les 
as on a bien a ∈ [0, 1] tel que |f(a)| = M . L'énon
é nous demande a ∈ [0, 1[. Pour 
ela
il su�t de remarquer que si on avait a = 1 alors, par périodi
ité de f on aurait f(0) = f(1) et don


|f(0)| =M aussi.

Réponse de l'exer
i
e 14.30

Soit m = f(0). Comme

lim
x→±∞

f(x) = +∞.

il existe a < 0 et b > 0 tels que :

∀x 6 a, f(x) > m et ∀x > b, f(x) > m.

On pose alors I = [a, b]. Clairement, 0 ∈ I. Par le 
ara
tère borné des fon
tions 
ontinues sur un segment,

l'image de I par f est un segment, que l'on note [i, s]. En parti
ulier, si on note x0 un élément de I tel que

f(x0) = i, on a :

∀x ∈ I, f(x) > i = f(x0)
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Mais 
omme 0 ∈ I :

∀x 6∈ I, f(x) > f(0) > f(x0).

Le réel i est don
 un minimum global pour f .

Réponse de l'exer
i
e 14.31

Soit f : [a, b]→ [a, b] une fon
tion 
ontinue sur [a, b]. On a alors

∀x ∈ [a, b] a 6 f(x) 6 b

Soit g : [a, b] → R

x 7→ f(x)− x
g est alors 
ontinue 
omme di�éren
e de deux fon
tions 
ontinues. On a g(a) = f(a) − a > 0 et g(b) =

f(b)− b 6 0.
D'après le théorème des valeurs intermédiaires il existe don
 x0 ∈ [a, b] tel que g(x0) = 0, i.e. f(x0) = x0.

Réponse de l'exer
i
e 14.32

1. f est une fon
tion 
ontinue et dérivable sur ]a, b[. De plus

∀x ∈]a, b[ f ′(x) = − 1

(x− a)2 −
1

x− b)
2

< 0

f est don
 stri
tement dé
roissante.

D'après le théorème de la bije
tion 
ontinue f est alors une bije
tion de ]a, b[ dans f(]a, b[) et f(]a, b[) est
un intervalle. Il reste à montrer que f(]a, b[) = R.

Soit y ∈ R, on sait que lim
x→a+

f(x) = +∞ et lim
x→b−

f(x) = −∞. Ainsi, il existe x0 ∈]a, b[ et x1 ∈]a, b[ tels
que

∀x ∈]a, x0[ f(x) > y + 1

∀x ∈]x1, b[ f(x) < y − 1

En parti
ulier y ∈]f(x1), f(x0)[.
On sait que f(]a, b[) est un intervalle et que f(x1) ∈ f(]a, b[) et f(x1) ∈ f(]a, b[). Ainsi ]f(x1), f(x0)[⊂
f(]a, b[) et don
 y ∈ f(]a, b[).
D'où, pour tout réel y, y ∈ f(]a, b[), 
'est-à-dire f(]a, b[) = R.

f réalise une bije
tion 
ontinue de ]a, b[ dans R.

2. Le théorème de la bije
tion 
ontinue nous dit aussi que f−1
est une appli
ation 
ontinue de R dans ]a, b[.

Soit y ∈ R et x ∈]a, b[, on a

f(x) = y

⇔ 1

x− a +
1

x− b = y

⇔x− b+ x− a = y(x− a)(x− b)
⇔2x− a− b = yx2 − y(a+ b)x+ yab

⇔yx2 + (−2− y(a+ b)) x+ yab+ a+ b = 0

Si y = 0 on a alors x =
a+ b

2
.
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Si y 6= 0 il nous faut alors résoudre une équation polynomiale de degré 2. Son dis
riminant est

(−2− y(a+ b))2 − 4y(yab+ a+ b) = 4 + 4y(a+ b) + y2(a+ b)2 − 4y2ab− 4y(a+ b) = 4 + y2(b− a)2 > 0

Notre équation admet don
 deux solution réelles qui sont

y(a+ b) + 2 +
√

4 + y2(b− a)2
2y

=
1

y
+
a+ b

2

|y|
y

+

√
(b− a)2

4
+

4

y

et

y(a+ b) + 2−
√

4 + y2(b− a)2
2y

=
1

y
+
a+ b

2
− |y|

y

√
(b− a)2

4
+

4

y

On ne s'intéresse qu'à la solution qui se trouve dans ]a, b[ (on est sûr qu'il y en a une et une seule 
ar on

sait que f est bije
tive et don
 que f−1
existe bien)

Si y > 0 alors

1

y
+
a+ b

2
+
|y|
y

√
(b− a)2

4
+

4

y
>
a+ b

2
+

√
(b− a)2

4
=
a+ b

2
+

(b− a)
2

= b

et don


1

y
+
a+ b

2
+
|y|
y

√
(b− a)2

4
+

4

y
ne peut pas 
onvenir, ainsi, si y > 0 alors

f−1(y) =
1

y
+
a+ b

2
− |y|

y

√
(b− a)2

4
+

4

y

De même, si y < 0 alors

1

y
+
a+ b

2
+
|y|
y

√
(b− a)2

4
+

4

y
=

1

y
+
a+ b

2
−
√

(b− a)2
4

+
4

y
<
a+ b

2
−
√

(b− a)2
4

= a

et don


1

y
+
a+ b

2
+ +
|y|
y

√
(b− a)2

4
+

4

y
ne peut pas 
onvenir. D'où, si y < 0 alors

f−1(y) =
1

y
+
a+ b

2
− |y|

y

√
(b− a)2

4
+

4

y

Et �nalement

f−1 : R → ]a, b[

y 7→





a+ b

2
si y = 0

a+ b

2
+

2−
√

4 + y2(b− a)2
2y

si y 6= 0

Réponse de l'exer
i
e 14.33

La fon
tion f : [0, 1] → R

x 7→ x5 + 5x− 2

est 
ontinue et véri�e f(0) = −2 < 0 et f(1) = 4 > 0.

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, f s'annule au moins une fois sur ]0, 1[.
Par ailleurs f est dérivable et f ′(x) = 5x4 + 5 > 0 don
 f est stri
tement 
roissante, don
 inje
tive, 
e qui

prouve l'uni
ité de la ra
ine.

On pro
ède par di
hotomie (et ave
 une 
al
ulatri
e). On trouve que 0, 39 est une valeur appro
hée de x0 à
10−2

près par défaut.
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Réponse de l'exer
i
e 14.34

1. f et g sont deux fon
tions 
ontinues. On sait de plus que, pour tout x ∈ [a, b], f(x) > 0 et g(x) > 0. Ainsi
f

g
est bien dé�nie et 
ontinue sur [a, b].

Comme

f

g
est 
ontinue sur le segment [a, b], elle est bornée et atteint ses bornes. Soit alors m = min

x∈[a,b]

f(x)

g(x)

et x0 ∈ [a, b] tel que m =
f(x0)

g(x0)

Comme on a f > g alors m =
f(x0)

g(x0)
> 1.

Pour tout x ∈ [a, b] on a don


f(x)

g(x)
> m, d'où

∀x ∈ [a, b] f(x) > mg(x) où m > 1

Ce qui est le résultat voulu

2. D'après le 
ours, une telle fon
tion ne peut pas être 
ontinue. La fon
tion dé�nie � par mor
eaux �suivante

va 
onvenir

f : [0, 1] → R

x 7→





x si x ∈]0, 1[
1

2
si x = 0

1

2
si x = 1

On a alors sup
x∈[0,1]

f(x) = 1, et inf
x∈[0,1]

f(x) = 0 mais

∀x ∈ [0, 1]f(x) 6= 0 et f(x) 6= 1

f n'admet don
 ni maximum, ni minimum.

Réponse de l'exer
i
e 14.35

On é
rit

max(f, g) =
1

2
(|f − g|+ f + g) .

puis on utilise les théorèmes généraux de 
ontinuité : la di�éren
e de deux fon
tions 
ontinues est 
ontinue don


f − g est 
ontinue. La 
omposition de deux fon
tions 
ontinues est 
ontinue don
 |f − g| est 
ontinue. En�n, la
somme et la multipli
ation par un réel de fon
tions 
ontinues est 
ontinue don


1

2
(|f − g|+ f + g) est 
ontinue.

La preuve pour le minimum est similaire, en utilisant la formule :

min(f, g) =
1

2
(−|f − g|+ f + g) .

Réponse de l'exer
i
e 14.36
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1. Il existe m ∈ N∗
et n ∈ Z tels que

m× (b− a) > 1 et n < b×m 6 n+ 1.

On en déduit l'inégalité a×m < n < b×m, puis, en divisant par n ∈ N∗
que :

a <
m

n
< b.

2. Soit x ∈ R. Pour n ∈ N on sait, d'après la question pré
édente, qu'il existe un rationnel entre x et x+
1

n
.

Notons un 
e rationnel.

Pour n ∈ N on alors x 6 un 6 x+
1

n
. D'après le théorème des gendarmes on a alors lim

n to∞
un = x 
omme

voulu.

Réponse de l'exer
i
e 14.37

Commençons par remarquer que, si f est une fon
tion 
onstante alors f véri�e bien la 
ondition demandée.

Soit f ∈ C0(R) telle que
∀x ∈ R f(2x) = f(x)

On a alors f(1) = f

(
1

2

)
= f

(
1

4

)
= · · · . C'est-à-dire

∀n ∈ N∗ f

(
1

2n

)
= f(1)

Ainsi, en faisant tendre n vers +∞ on a

f(1) = lim
n→∞

f

(
1

2n

)

Or f est 
ontinue, don


lim
n→∞

f

(
1

2n

)
= f(0)

D'où, par uni
ité de la limite f(1) = f(0).
Ce pro
édé peut en fait être généralisé : Soit x0 ∈ R. On a alors

f(x0) = f
(x0
2

)
= f

(x0
4

)
= · · ·

C'est-à-dire

∀n ∈ N∗ f
(x0
2n

)
= f(1)

Ainsi, en faisant tendre n vers +∞ on a

f(1) = lim
n→∞

f
(x0
2n

)

Or f est 
ontinue et lim
n→∞

x0
2n

= 0 don


lim
n→∞

f
(x0
n

)
= f(0)

D'où f(x0) = f(0).
Ainsi, quel que soit x0 ∈ R on a f(x0) = f(0). La fon
tion f est don
 bien 
onstante.
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Réponse de l'exer
i
e 14.38

On sait que lim
x→+∞

f(x) = 0. Ainsi, il existe C > 0 tel que,

∀x >M |f(x)| 6 1

De même, 
omme lim
x→−∞

f(x) = 0 on a c < 0 tel que

∀x 6 m |f(x)| 6 1

f est 
ontinue sur le segment [c, C]. Elle est don
 bornée et atteint ses bornes, notons M = max
x∈[c,C]

f(x) et

m = min
x∈[c,C]

f(x). Il existe de plus x0 ∈ [c, C] tel que f(x0) =M .

On a 0 ∈ [c, C] d'où f(0) 6M et don
 M > 1.
Si x ∈]−∞, c] on a −1 6 f(x) 6 1. De même, si x ∈ [C,+∞[ on a aussi −1 6 f(x) 6 1. En�n, si x ∈ [c, C]

on a m 6 f(x) 6M .

D'où, pour tout x ∈ R,

min(−1,m) 6 f(x) 6 max(M, 1)

On sait que M > 1 d'où

∀x ∈ R min(−1,m) 6 f(x) 6M

M est un majorant de f . Il existe de plus x0 tel que f(x0) = M . M est don
 le maximum de la fon
tion f
sur R.

Réponse de l'exer
i
e 14.39

Notons f la fon
tion qui, à une durée x en minutes entre 0 et 120, asso
ie la distan
e en kilomètres par
ourue

par le randonneur à l'instant x. On a alors f(0) = 0 et f(120) = 10.
A moins que notre randonneur ne se téléporte, on peut supposer que f est 
ontinue.

Soit g : [60, 120] → R

x 7→ f(x)− f(x− 60)

À un instant x, g(x) mesure alors la distan
e par
ourue pendant l'heure pré
édente. g est également une

fon
tion 
ontinue 
ar x 7→ f(x) et x 7→ f(x− 60) sont 
ontinues.
On a g(60) = f(60) et g(120) = 10 − f(60).
Si f(60) 6 5 alors 10 − f(60) > 5 et inversement, si f(60) > 5 alors 10 − f(60) 6 5. Dans tous les 
as 5 est

entre g(60) et g(120).
D'après le théorèmes des valeurs intermédiaires, il existe alors X0 ∈ [60, 120] tel que g(x0) = 5, i.e f(x0) =

f(x0 − 60) + 5
Ainsi, entre l'instant x0 − 60 et l'instant x0, le randonneur a par
ouru exa
tement 5km.

Réponse de l'exer
i
e 14.40

On sait que |f | est 
onstante. Soit alors C > 0 tel que

∀x ∈ I |f(x)| = C

Supposons par l'absurde que f n'est pas 
onstante. Il existe alors x0 ∈ I et x1 ∈ I tels que f(x0) = C et

f(x1) = −C 6= C (
e
i implique par ailleurs que C 6= 0)
f est 
ontinue sur I, 0 se trouve � entre f(x0) et f(x1) �. D'après le théorème des valeurs intermédiaires il

existe alors x2 entre x0 et x1 tel que f(x2) = 0
Alors |f(x2)| = 0. Or |f | est 
onstante, d'où |f(x2)| = C 6= 0.
On aboutit à une absurdité. Ainsi f est bien 
onstante.
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Réponse de l'exer
i
e 14.41

Soit f : R → R

x 7→ cos(x)− x+ 1
. f est 
ontinue sur R. On a f(0) = 2 > 0 et f(π) = 1 − π < 0. D'après le

théorème des valeurs intermédiaires, il existe alors x0 ∈ [0, π] tel que f(x0) = 0, 
'est-à-dire cos(x0) = x0 − 1.
f est de plus dérivable et, pour x ∈ R on a

f ′(x) = − sin(x)− 1 6 0

f est don
 
roissante sur R. Montrons qu'elle est en fait stri
tement 
roissante.

Supposons par l'absurde qu'il existe a et b deux réels ave
 a < b et f(a) = f(b). Pour y ∈ [a, b] on a alors,

par 
roissan
e f(a) 6 y 6 f(b), f est don
 
onstante sur [a, b]. Ainsi f ′ est nulle sur ]a, b[, 
'est-à-dire

∀y ∈]a, b[ sin(y) = −1

Ce qui est 
lairement absurde, il n'existe pas d'intervalle sur lequel la fon
tion sinus est 
onstante.

f est don
 stri
tement 
roissante, elle est don
 inje
tive. 0 admet ainsi au plus un anté
édent par f , 
'est-à-
dire l'équation cos x = x− 1 admet au plus une solution.

On a ainsi montré que l'équation cos x = x− 1 admet au plus une solution et admet au moins une solution.

Elle admet don
 une unique solution

Réponse de l'exer
i
e 14.42

1. Soit fn : R→ R dé�nie par fn(x) = xn−nx+1. fn est 
ontinue sur R et dérivable sur R : ∀x ∈ R, f ′n(x) =
nxn−1 − n. On tra
e le tableau de variations de fn sur R+ :

x

f ′(x)

f

0 1 +∞

− 0 +

11

2− n2− n
+∞+∞

fn(0) = 1 > 0 et fn(1) = 2− n < 0. D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe αn ∈]0, 1[ tel
que fn(αn) = 0. Puisque fn est stri
tement dé
roissante sur [0, 1] 
ette ra
ine est unique.
Par ailleurs fn est 
ontinue et stri
tement 
roissante sur [1,+∞[. Elle réalise don
 une bije
tion de [1,+∞[
sur fn ([1,+∞[) = [2− n,+∞[. Il existe don
 un unique βn ∈]1,+∞[ tel que fn(βn) = 0.

2. Pour tout n > 2, (αn)
n − nαn + 1 = 0. Don
 nαn = (αn)

n + 1. Comme (αn)
n < 1, on a nαn < 2. On en

déduit : 0 < αn <
2
n . Par en
adrement on a don
 lim

n→+∞
αn = 0.

3. On pose βn = 1 + cn.

(βn)
n − nβn + 1 = 0⇔ (1 + cn)

n − n(1 + cn) + 1 = 0

⇔ 1 + ncn +
n(n− 1)

2
c2n +

n∑

k=3

(
n

k

)
ckn − ncn − n+ 1 = 0

⇔ n(n− 1)

2
c2n = n− 2−

n∑

k=3

(
n

k

)
ckn

⇒ n(n− 1)

2
c2n < n

⇒ c2n <

√
2

n− 1
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On a don
 1 < βn < 1 +

√
2

n− 1
. D'où, par en
adrement, lim

n→+∞
βn = 1.

Réponse de l'exer
i
e 14.43

Comme f est surje
tive, il existe a ∈ R+ tel que f(a0) = 0.
Par le 
ara
tère borné des fon
tions 
ontinues sur un segment, on sait que f([0, a0]) = [i, s] est un intervalle

fermé borné.

Comme f est surje
tive, il existe alors b0 et c0 tels que f(b0) = i− 1 et f(c0) = s+ 1. Par dé�nition de i et
s, on a b0 > a0 et c0 > a0.

Le théorème des valeurs intermédiaires nous assure alors l'existen
e d'un a1 > a0 tel que f(a1) = 0. On itère

alors l'opération, 
e qui nous donne pour tout n ∈ N :

a0 < a1 < · · · < an, f(a0) = f(a1) = · · · = f(an) = 0.

La fon
tion f s'annule don
 une in�nité de fois.

Réponse de l'exer
i
e 14.44

1.

f ◦ f − 2f + Id = 0⇔ (2Id− f) ◦ f Id et f ◦ (2Id − f) = Id

Don
 f : R→ R est bije
tive et sa bije
tion ré
iproque est g = 2Id− f : R→ R.

f étant inje
tive et 
ontinue. Montrons qu'elle est stri
tement monotone.

Supposons par l'absurde que f n'est pas stri
tement monotone, il existe alors x < y < z trois réels tels que
� f(x), f(y) et f(z) ne sont pas dans l'ordre 
roissant ou dé
roissant �, 
'est-à-dire tels que f(y)− f(x) et
f(z)− f(y) sont de signes di�érents. Par inje
tivité de f on a for
ément f(x) 6= f(y) et f(y) 6= f(z)

Pour �xer les idées supposons que f(y) < f(x) et f(z) < f(y). Soit alors a = max(f(x), f(z)) < f(y). On
a alors

f(x) 6 a < f(y) et f(y) > a > f(z)

D'après le théorème des valeurs intermédiaires il existe alors x0 ∈ [x, y[ tel f(x0) = a et x1 ∈]y, z] tel que
f(x1) = a. D'où

x0 6= x1 et f(x0) = f(x1)

Ce qui est absurde par inje
tivité de f .

f est don
 stri
tement monotone. Montrons qu'elle est stri
tement 
roissante.

Supposons par l'absurde f stri
tement dé
roissante. Alors

x < y ⇒ f(x) > f(y)⇒ −f(x) < −f(y)⇒ 2x− f(x) < 2y − f(y)


e qui est absurde puisque f et g sont de même monotonie. Don
 f et g sont stri
tement 
roissantes.

2. On montre par ré
urren
e que pour tout n ∈ N∗
, fn = nf − (n− 1)Id.

C'est aussi vrai pour n = 0 en posant f0 = Id. En 
omposant la relation f ◦ f − 2f + Id = 0 deux fois par

f−1
on obtient Id− 2f−1 + f−1 ◦ f−1

. La propriété est don
 aussi vraie pour f−1
. On a don
 :

∀n ∈ Z, fn = nf − (n− 1)Id

Posons b = f − Id. La relation pré
édente s'é
rit : ∀n ∈ Z, fn = nb+ Id.
Or : x < y ⇔ ∀n ∈ Z, fn(x) < fn(y)⇔ ∀n ∈ Z, 0 < y− x+ n(b(y)− b(x)). On a don
 b(y) = b(x). Don

b est une fon
tion 
onstante. Don
 f = Id+ b est une translation.
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Chapitre 15

Espa
es ve
toriels et sous-espa
es ve
toriels

Exer
i
es

Exer
i
e 15.1

Les parties suivantes sont-elles des sous-espa
es ve
toriels de R2
?

A = {(x, y) ∈ R2 , x 6 y} B = {(x, y) ∈ R2 , xy = 0}

C = {(x, y) ∈ R2 , x = y} D = {(x, y) ∈ R2 , x+ y = 1}
E = {(x, y) ∈ R2 , x2 − y2 = 0} F = {(x, y) ∈ R2 , x2 + y2 = 0}

Exer
i
e 15.2

Soit F = {(x, y, z) ∈ R3 , x+ y − z = 0} et G = {(a − b, a+ b, a− 3b) , (a, b) ∈ R2}
1. Montrer que F et G sont des sous-espa
es ve
toriels de R3

2. Déterminer F ∩G. Est-
e un sous-espa
e ve
toriel de R3
?

Exer
i
e 15.3

Déterminer si les ensembles suivants sont des sous-espa
es ve
toriels de K4

A = {(a, b, c, d) ∈ K4 , a = 2c} B = {(x, 2x − y, y, x+ 2y) , (x, y) ∈ K2}

C = {(a, b, c, d) ∈ K4 , a2 + 2ab = 0} D = {(a, b, c, d) ∈ K4 , a+ b = c}

Exer
i
e 15.4

Déterminer l'ensemble des réels x tels que la famille ((1, x, 2), (−1, 8, x), (1, 2, 1)) soit liée dans R3

Exer
i
e 15.5

On 
onsidère les ve
teurs de R5
suivants : u1 = (1, 2, 0, 1, 1), u2 = (0, 1, 1, 1, 1), u3 = (1, 4, 1, 2, 1).

1. Prouver que la famille (u1, u2, u3) est libre.

2. Soit v = (x1, x2, x3, x4, x5) un ve
teur de R5
. À quelles 
onditions sur x1, x2, x3, x4 et x5, v est-il élément

de Vect(u1, u2, u3) ?

u1 = (1, 2, 0, 1, 1), u2 = (0, 1, 1, 1, 1), u3 = (1, 4, 1, 2, 1)
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Exer
i
e 15.6

Montrer que la famille (u, v, w) ave
 u = (1, 1, 1), v = (2,−1, 1) et w = (−1, 0, 2) engendre R3
.

Exer
i
e 15.7

Soit u = (1, 2,−1) et v = (−6, 0, 2) dans R3
. Déterminer a, b, c ∈ R tels que Vect(u, v) = {(x, y, z) ∈ R3 , ax+

by + cz = 0}.

Exer
i
e 15.8

Trouver une famille génératri
e à deux éléments du plan ve
toriel de K4
d'équations :

{
x+ y + z + t = 0
x− y − 2 z + t = 0.

Exer
i
e 15.9

1. Soit D une droite de R3
passant par 0R3 . Montrer que D est un sous-espa
e ve
toriel de R3

2. Soit P un plan de R3

ontenant 0R3 . Montrer que P est un sous-espa
e ve
toriel de R3

.

Exer
i
e 15.10

On 
onsidère RN
l'ensemble des suites à valeurs réelles

1. Montrer que RN
muni de l'addition usuelle et du produit externe usuel est un espa
e ve
toriel

2. Les parties suivantes sont-elles des sous-espa
es ve
toriels de RN
?

A = {(un)n∈N , (un)n∈N est bornée } B = {(un)n∈N , (un)n∈N est monotone }

C = {(un)n∈N , (un)n∈N est 
onvergente} D = {(un)n∈N , (un)n∈N est arithmétique}

Exer
i
e 15.11

Soit A =



M ∈ M3(R), ∃(a, b, c) ∈ R3

tel que M =



a b c
c a b
b c a






. Montrer que A est un espa
e ve
toriel sur

R.

Exer
i
e 15.12

Soit E un K-espa
e ve
toriel et soit F et G deux sous-espa
es ve
toriels de E. On dé�nit l'ensemble F +G par

F +G = {u+ v , u ∈ F , v ∈ G}

Montrer que F +G est un sous-espa
e ve
toriel de E.

Exer
i
e 15.13

Vrai ou faux (justi�er ses réponses) : F est un sous-espa
e ve
toriel de Rn
quand F est l'ensemble des ve
teurs

dont :

1. toutes les 
oordonnées sont égales ;
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2. la deuxième 
oordonnée est nulle ;

3. la deuxième 
oordonnée vaut 1 ;

4. la somme des 
oordonnées est nulle ;

5. la somme des 
oordonnées vaut 1.

Exer
i
e 15.14

Vrai ou faux (justi�er ses réponses) :

1. Z est un sous-espa
e ve
toriel de R.

2. R est un sous-espa
e ve
toriel du R-e.v. C.

3. R est un sous-espa
e ve
toriel du C-e.v. C.

4. U = {z ∈ C / |z| = 1} est un sous-espa
e ve
toriel de C.

5. B = {z ∈ C / |z| ≤ 1} est un sous-espa
e ve
toriel de C.

6. {0} et C sont les seuls sous-espa
es ve
toriels du C-espa
e ve
toriel C.

7. Les seuls sous-espa
es ve
toriels du R-e.v. C sont C et les αR = {αx / x ∈ R} ave
 α ∈ C.

Exer
i
e 15.15

Vrai ou faux (justi�er ses réponses) : F est un sous-espa
e ve
toriel de E = F([−1, 1],R) quand F est l'ensemble

des fon
tions :

1. dérivables sur [−1, 1] ;
2. bornées sur [−1, 1] ;
3. telles que sup

x∈[−1,1]
f(x) ≤ 1 ;

4. telles que f(1) = 0 ;

5. paires ;

6. impaires ;

7. paires ou impaires ;

8. 
roissantes sur [−1, 1] ;
9. monotones sur [−1, 1].

Exer
i
e 15.16

Soient E un espa
e ve
toriel et U et V deux sous-espa
es ve
toriels de E. Démontrer que U∪V est un sous-espa
e

ve
toriel de E si et seulement si U ⊂ V ou V ⊂ U .

Exer
i
e 15.17

Dans le R-ev E = R3
montrer x = (2, 3,−1) est 
ombinaison linéaire de y = (3, 7, 0) et z = (5, 0,−7).

Exer
i
e 15.18

1. La famille F de ve
teurs ((3, 1), (−1, 2), (1,−1)) est-elle génératri
e de l'espa
e ve
toriel K2
? Est-elle libre ?

2. On supprime un des ve
teurs de la famille F . La nouvelle famille est-elle génératri
e de K2
. Est-elle libre ?

Exer
i
e 15.19
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1. La famille F = ((0, 1), (1, 2), (3,−7) est-elle une famille libre de K2
?

2. La famille G = ((−5, 2)) est-elle libre ?
3. On ajoute à G un des ve
teurs de F . La nouvelle famille est-elle libre ?

Exer
i
e 15.20

La famille de polyn�mes suivante est-elle libre ou liée : (X3+4X2−2X+3,X3+6X2−X+4, 3X3+8X2−8X+7) ?

Exer
i
e 15.21

1. On 
onsidère dans K2
les ve
teurs u = (3,−1) et v = (1, 2). Montrer que (u, v) est une base de K2

. Quelles

sont les 
oordonnées de x = (5,−2) dans 
ette nouvelle base ?
2. On 
onsidère dans R3

les ve
teurs u = (1, 2, 3) et v = (3, 2, 1)

(a) La famille (u, v) est-elle une base de R3
?

(b) Soit F = Vect(u, v). Quelle est la dimension de F ? (u, v) est-elle une base de F ?

(
) Le ve
teur x = (1, 4, 7) appartient-il à F ? Si 
'est le 
as quelles sont ses 
oordonnées dans la base

(u, v) ?

(d) Le ve
teur y = (−1, 6, 9) appartient-il à F ? Si 
'est le 
as quelles sont ses 
oordonnées dans la base

(u, v) ?

3. Soit u = (2, 5), v = (−3, 2) et w = (3, 1).

(a) La famille (u, v, w) est-elle une base de R2
?

(b) Déterminer une base de R2
à partir de u, v, et w.

(
) Quelles sont les 
oordonnées de x = (5,−2) dans 
ette nouvelle base ?

Exer
i
e 15.22

Dans R3
, on 
onsidère les trois ve
teurs u = (1, 1,−1) et v = (−1, 1, 1) et w = (1,−1, 1). Montrer que 
es trois

ve
teurs forment une base de R3
et donner les 
oordonnées du ve
teur (2, 1, 3) dans 
ette base.

Exer
i
e 15.23

Déterminer une base et la dimension des espa
es ve
toriels suivants :

A = {(x, y, z) ∈ R3 , 2x− y − 3z = 0} E =

{
(x, y, z) ∈ R3 ,

{
x+ 5y − 3z = 0

−x− 4y + 2z = 0

}

F =




(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5 ,





8x1 − 20x4 = 0

3x1 + 6x2 + x4 = 0

5x1 + 6x2 − 4x4 = 0





Gα =

{
(x, y, z, t) ∈ R4 ,

{
3x = y

αt = 5t

}
Hm =




(x, y, z, t) ∈ R4 ,





3x− y − 6t = 0

x+ y + 4z − 2t = 0

4x+mz − 2t = 0





Exer
i
e 15.24

Donner le rang des familles suivantes :
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1. dans R3
: U = ((1, 1, 1), (1, 2, 3), (3, 2, 1))

2. dans R4
: V = ((1, 0, 1, 0), (1, 1, 0, 0), (−1,−1, 1, 0), (0, 0, 2, 0)).

3. dans R4
: W = ((1, 1, 1, 1), (2, 0, 2, 3), (5, 4, 0, 2), (9, 0, 0,−1), (8, 6, 4, 2))

Exer
i
e 15.25

Soit F = {(a, b, c, d) ∈ R4 , a+ b = c+ d}
1. Montrer que F est un sous-espa
e ve
toriel de R4

2. Déterminer une base de F

3. Soit G = Vect((1, 3, 2,−1), (3, 1, 3,−2), (5, 1, 9,−3)). Déterminer la dimension et une base de G

4. Déterminer F ∩G.
5. Déterminer la dimension et une base de F ∩G

Exer
i
e 15.26

On 
onsidère u = (4, 8,−4), v = (−2, 1, 3) et w = (1, α, 1).

1. Déterminer α pour que (u, v, w) soit une base de R3

2. Donner les 
oordonnées du ve
teur (3, 2, 1) dans 
ette base.

Exer
i
e 15.27

On 
onsidère a ∈ R et u1 = (2, 1, 4, 5) , u2 = (3, 4, 1, 1), u3 = (a, 11,−1,−2) .
1. Déterminer une base et la dimension de Ga = Vect(u1, u2, u3).

2. Donner un système d'équations 
artésiennes de Ga.

Exer
i
e 15.28

Soit k ∈ R et F = Vect(u, v, w) où u = (3,−4, 1, k, 2), v = (k − 2, 1, 1,−1, 1), w = (4,−3, 2, 2, 3). Déterminer,

en fon
tion de k une base et la dimension de F .

Exer
i
e 15.29

Montrer que E = {P ∈ R2[X] | P (1) = 0} est un espa
e ve
toriel dont on donnera une base et la dimension.

Exer
i
e 15.30

Soit (a, b, c) une base de R3
. Montrer que (a+ b+ c, a+ b, 2a+ b− c) est aussi une base de R3

Exer
i
e 15.31

Dans R4
, on 
onsidère les sous-espa
es ve
toriels suivants :

F =

{
(x, y, z, t) ∈ R4, ,

{
x+ y + z + t = 0

x− 2y + 3z − 5t = 0

}
et G = Vect((1,−2, 0, 2), (0, 0, 1, 3)).

1. Montrer que

R4 = F +G.

2. Trouver une base (e1, e2, e3, e4) de R4
telle que {e1, e2} ⊂ F et {e3, e4} ⊂ G.
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3. Exprimer les 
oordonnées d'un ve
teur quel
onque de R4
dans 
ette base.

Exer
i
e 15.32

Dans l'espa
e ve
toriel R5
, on 
onsidère les ve
teurs suivants :

e0 = (2, 3, 0, 1, 2), e1 = (3, 0, 1, 2, 3), e2 = (0, 1, 2, 3, 0), e3 = (1, 2, 3, 0, 1), e4 = (−1, 4, 1, 2,−1).

1. La famille (ei)i∈[[0,4]] est-elle libre ? Trouver une base de Vect({e0, . . . , e4}). Compléter 
ette base en une

base de R5
.

2. On pose F = Vect(e0, e1, e2) et G = Vect(e3, e4). Trouver des bases de F , G, F +G et F ∩G.

Exer
i
e 15.33

1. Soit u = (−4, 4, 3), v = (−3, 2, 1), s = (−1, 2, 2) et t = (−1, 6, 7). Montrer que Vect(u, v) = Vect(s, t)

2. Soit u = (1, 2,−1), v = (3,−1, 2), s = (1, 3,−1) et t = (2,−2, 3). Déterminer une base de Vect(u, v) ∩
Vect(s, t).

Exer
i
e 15.34

Déterminer la dimension et une base du sous-espa
e ve
toriel de K4
engendré par (1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (2, 2, 2, 2)

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 15.1

� A n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de R2
. En e�et A n'est pas stable par multipli
ation externe :

On a par exemple (0, 2) ∈ A mais −1 · (0, 2) = (0,−2) 6∈ A
� B n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de R2

. En e�et B n'est pas stable par addition :

On a par exemple (0, 1) ∈ B et (1, 0) ∈ B mais (1, 0) + (0, 1) = (1, 1) 6∈ B
� C est un sous-espa
e ve
toriel de R2

. Prouvons le :

(i) (0, 0) ∈ C (en e�et on a bien 0 = 0)

(ii) Soit u = (x, y) ∈ C, v = (x′, y′) ∈ C et λ ∈ R. On a alors u+λ · v = (x+λx′, y+λy′). De plus x = x′

et y = y′, d'où x+ λx′ = y + λy′, 
'est-à-dire u+ λ · v ∈ C
C est don
 bien un sous-espa
e ve
toriel de R2

.

� D n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de R2
. En e�et 0R2 = (0, 0) 6∈ D

� E n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de R2
. En e�et E n'est pas stable par addition :

On a par exemple (1, 1) ∈ E et (1,−1) ∈ E mais (1, 1) + (1,−1) = (2, 0) 6∈ E
� Remarquons d'abord que F = {(0, 0)}. E est un sous-espa
e ve
toriel de R2

(on a vu en 
ours que {0E}
est toujours un sous-espa
e ve
toriel de E)

Réponse de l'exer
i
e 15.2

1. On a 0R3 ∈ F (en e�et 0 + 0− 0 = 0).

Soit u = (x, y, z) ∈ F , v = (x′, y,′ , z′) ∈ F et λ ∈ R. Alors u+ λ · v = (x+ λx′, y + λy′, z + λz′) et on a

(x+ λx′) + (y + λy′)− (z + λz′) = x+ y +−z + λ(x′ + y′ − z′) = 0
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D'où u+ λ · v ∈ F .
F est don
 un sous-espa
e ve
toriel de R3

.

On peut remarquer que

G = {(a−b, a+ba−3b) , (a, b) ∈ R2} = {a·(1, 1, 1)+b·(−1, 1,−3) , (a, b) ∈ R2} = Vect((1, 1, 1), (−1, 1,−3))

G est l'espa
e ve
toriel engendré par la famille ((1, 1, 1), (−1, 1,−3)), 
'est don
 un sous-espa
e ve
toriel

de R3
.

2. On a

F ∩G = {(a− b, a+ b, a− 3b) , (a, b) ∈ R2
tels que (a− b) + (a+ b)− (a− 3b)}

C'est-à-dire

F ∩G = {(a− b, a+ b, a− 3b) , (a, b) ∈ R2
tels que b = −a

3
}

et don


F ∩G =

{
(
4a

3
,
2a

3
, 2a) , a ∈ R

}
= Vect

((
4

3
,
2

3
, 2

))

Comme F et G sont des sous-espa
es ve
toriels de R3
alors F ∩G est aussi un sous-espa
e ve
toriel de R3

.

Réponse de l'exer
i
e 15.3

� On peut prouver que A est un sous-espa
e ve
toriel de R3
en véri�ant que A 
ontient 0R3 , est stable par

addition et produit externe mais on va i
i adopter une appro
he plus rapide.

On a

A = {(a, b, c, d) ∈ K4 , a = 2c} = {(2c, b, c, d)(b, c, d) ∈ K3} = {b·(0, 1, 0, 0)+c·(2, 0, 1, 0)+d·(0, 0, 0, 1) , (b, c, d) ∈

Ainsi A = Vect((0, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)) est un sous-espa
e ve
toriel de K4
.

� On a

B = {(x, 2x−y, y, x+2y) , (x, y) ∈ K2} = {x·(1, 2, 0, 1)+y·(0,−1, 1, 2) , (x, y) ∈ K2} = Vect((1, 2, 0, 1), (0,−1, 1,

B est don
 un sous-espa
e ve
toriel de K4

� C n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de K4
. En e�et C n'est pas stable par addition : On a (0, 1, 0, 0) ∈ C

et (−2, 1, 0, 0) ∈ C mais (−2, 2, 0, 0) 6∈ C puisque (−2)2 + 2× (−2)× 2 6= 0.
� On a

D = {(a, b, c, d) ∈ K4 , a+b = c} = {(a, b, a+b, d) , (a, b, d) ∈ K3} = Vect((1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 1))

Ainsi D est un sous-espa
e ve
toriel de K4

Réponse de l'exer
i
e 15.4

La famille ((1, x, 2), (−1, 8, x), (1, 2, 1)) est liée s'il existe des réels (a, b, c) non tous nuls tels que a · · · (1, x, 2) +
b · (−1, 8, x) + c · (1, 2, 1) = 0. C'est-à-dire si le système suivant admet d'autres solutions que (0, 0, 0)

S





a− b+ c = 0

xa+ 8b+ 2c = 0

2a+ xb+ c = 0

Ce système est un système linéaire 
ompatible (
ar homogène) de 3 équations à 3 in
onnues. On sait qu'il admet

alors une unique solution (for
ément (0, 0, 0)) s'il est de rang 3 et une in�nité de solution (don
 au moins une
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solution qui n'est pas (0, 0, 0)) s'il est de rang stri
tement inférieur à 3. Il nous faut don
 déterminer à quelle


ondition sur x, notre système est de rang stri
tement inférieur à 3.
Pour 
ela on va appliquer l'algorithme du pivot de Gauss. On va autant que possible essayer d'éviter des

pivots 
ontenant x et on ne multipliera pas une ligne par une quantité dépendant de x qui pourrait don
 être

nulle.

S





a− b+ c = 0

xa+ 8b+ 2c = 0

2a+ xb+ c = 0

L2 ← L2 − xL1

L3 ← L3 − 2L1

S ⇔





a− b+ c = 0

(8 + x)b+ (2− x)c = 0

(x+ 2)b− c = 0

L2 ← L2 − L3

S ⇔





a− b+ c = 0

6b+ (3− x)c = 0

(x+ 2)b− c = 0

L3 ← L3 −
x+ 2

6
L2

S ⇔





a− b+ c = 0

6b+ (3− x)c = 0(
−1− (3− x)(x+ 2)

6

)
c = 0

On voit alors que S est de rang stri
tement inférieur à 3 si et seulement si −1− (3− x)(x+ 2)

6
= 0

Pour x ∈ R on a

−1− (3− x)(x+ 2)

6
=
x2 − x− 12

6
=

(x− 4)(x+ 3)

6

Ainsi S est de rang stri
tement inférieur à 3 si et seulement si x ∈ {−3, 4}.
Ce qui signi�e que la famille ((1, x, 2), (−1, 8, x), (1, 2, 1)) est liée si et seulement si x ∈ {−3, 4}.

Réponse de l'exer
i
e 15.5

1. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3
tel que λ1 · u1 + λ2 · u2 + λ3 · u3 = 0. Montrons qu'alors λ1 = λ2 = λ3 = 0.

On a (λ1 + λ3, 2λ1 + λ2 + 4λ3, λ2 + λ3, λ1 + λ2 + 2λ3, λ1 + λ2 + λ3) = (0, 0, 0, 0, 0) D'où





λ1 + λ3 = 0

2λ1 + λ2 + 4λ3 = 0

λ2 + λ3 = 0

λ1 + λ2 + 2λ3 = 0

λ1 + λ2 + λ3 = 0
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L4 ← L4 − L3 



λ1 + λ3 = 0

2λ1 + λ2 + 4λ3 = 0

λ2 + λ3 = 0

λ3 = 0

λ1 + λ2 + λ3 = 0

L1 ← L1 − L4

L3 ← L3 − L4 



λ1 = 0

2λ1 + λ2 + 4λ3 = 0

λ2 = 0

λ3 = 0

λ1 + λ2 + λ3 = 0

On a don
 bien λ1 = λ2 = λ3 = 0. Ainsi la famille (u1, u2, u3) est libre.

2. Il nous faut trouver i
i des équations qui 
ara
térisent Vect(u1, u2, u3) Un argument de dimension (on

verra 
ette notion dans les pro
hains 
ours) nous indique qu'il nous faut trouver deux équations linéaires

indépendantes.

On 
her
he don
 (a, b, c, d, e) ∈ R5
et (f, g, h, i, j) ∈ R5

tels que

Vect(u1, u2, u3) =

{
(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5 ,

{
ax1 + bx2 + c3 + dx4 + ex5 = 0

fx1 + gx2 + hx3 + ix4 + jx5 = 0

}

Il faut qu'en parti
ulier les équations soient véri�ées par u1, u2 et u3. On obtient don






a+ 2b+ d+ e = 0

b+ c+ d+ e = 0

a+ 4b+ c+ 2d+ e





f + 2g + i+ j = 0

g + h+ i+ j = 0

f + 4g + h+ 2i+ j = 0

Notre problème revient alors à résoudre le système





a+ 2b+ d+ e = 0

b+ c+ d+ e = 0

a+ 4b+ c+ 2d+ e = 0

L3 ← L3 − L1





a+ 2b+ d+ e = 0

b+ c+ d+ e = 0

2b+ c+ d = 0

L3 ← L3 − 2L2

L3 ← −L3





a+ 2b+ d+ e = 0

b+ c+ d+ e = 0

c+ d+ 2e = 0

L2 ← L2 − L3
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



a+ 2b+ d+ e = 0

b− e = 0

c+ d+ 2e = 0

L1 ← L1 − 2L2





a+ d+ 3e = 0

b− e = 0

c+ d+ 2e = 0

On peut alors prendre d = −1 et e = 0 
e qui donne (1, 0, 1,−1, 0) et don
 l'équation x1+x3−x4 = 0. On
peut également prendre d = 0 et e = −1 
e qui donne (3,−1, 2, 0,−1) et don
 l'équation 3x1−x2+2x3−x5 =
0.

On obtient deux équation indépendantes (i.e. le rang du système qu'elle forment est égal au nombres

d'équations).

On va pour le moment admettre que l'on a bien

Vect(u1, u2, u3) =

{
(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5 ,

{
x1 + x3 − x4 = 0

3x1 − x2 + 2x3 − x5 = 0

}

On verra des arguments permettant une preuve plus rigoureuse de 
et exer
i
e par la suite.

Réponse de l'exer
i
e 15.6

Pour montrer que la famille (u, v, w) engendre R3
on va montrer qu'elle engendre (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1) 
ar

alors on aurait Vect((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) ⊂ Vect(u, v, w), 
'est-à-dire R3 ⊂ Vect(u, v, w)
On a

(1, 0, 0) =
1

4
(u+ v − w)

(0, 1, 0) =
5

8
u− 3

8
v − 1

8
w

(0, 0, 1) =
1

8
u+

1

8
v +

3

8
w

Ainsi on a bien R3 = Vect(u, v, w).

Réponse de l'exer
i
e 15.7

Si Vect(u, v) = {(x, y, z) ∈ R3 , ax + by + cz = 0} alors en parti
ulier a + 2b − c = 0 et −6a + 2c = 0. D'où
c = 3a et a = b. Par exemple a = 1, b = 1 et c = 3 
onvient.

Soit w ∈ Vect(u, v). Il existe don
 (λ, µ) ∈ R2
tels que w = λ · u+ µ · v, d'où w = (λ− 6µ, 2λ,−λ+ 2µ). On

a alors

(λ− 6µ) + (2λ) + 3(−λ+ 2µ) = 0

Ainsi on a

Vect(u, v) = {(x, y, z) ∈ R3 , x+ y + 3z = 0}
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Réponse de l'exer
i
e 15.8

Il nous faut pour 
ela résoudre 
e système. On a

{
x+ y + z + t = 0
x− y − 2 z + t = 0.

⇔
{
x+ y + z + t = 0
−2y − 3z = 0.

⇔
{
x− 1

2
z + t = 0

−2y − 3z = 0.

L'ensemble des solutions de 
e système est alors

S =

{(
1

2
z − t,−3

2
z, z, t

)
, (z, t) ∈ R2

}
= Vect

((
1

2
,−3

2
, 1, 0

)
, (−1, 0, 0, 1)

)

La famille

((
1

2
,−3

2
, 1, 0

)
, (−1, 0, 0, 1)

)
est ainsi une famille génératri
e du plan ve
toriel de K4

d'équations :

{
x+ y + z + t = 0
x− y − 2 z + t = 0.

Réponse de l'exer
i
e 15.9

1. Soit D une droite de R3
passant par 0R3 . Soit u = (a, b, c) un ve
teur dire
teur de D. On peut alors donner

une représentation paramétrique de D

D = {(at, bt, ct) , t ∈ R} = Vect(a, b, c)

D est don
 bien un sous-espa
e ve
toriel de R3
.

2. Soit P un plan de R3

ontenant 0R3 . Soit u = (a, b, c) et v = (d, e, f) une base de P . On peut alors donner

une représentation paramétrique de P

P = {(at+ ds, bt+ es, ct+ fs) , (t, s) ∈ R2} = Vect(u, v)

P est ainsi bien un sous-espa
e ve
toriel de R3
.

Réponse de l'exer
i
e 15.10

1. Une fois n'est pas 
outume nous allons véri�er les huit propriétés dé�nissant un espa
e ve
toriel. La quasi-

totalité des propriétés à véri�er sont en réalité évidente par 
onstru
tion.

Soit u = (un)n∈N, v = (vn)n∈N et w = (wn)n∈N trois suites réelles. On dé�nit la suite u+ v par

∀n ∈ N(u+ v)n = un + vn

1/a) L'addition est asso
iative :

Il est assez évident, de par l'asso
iativité de l'addition sur R que l'on a bien (u+ v)+w = u+(v+w)

1/b) L'addition est 
ommutative.

Là en
ore 
ela dé
oule de manière assez 
laire des propriétés de l'addition sur R. Pour u = (un)n∈N,
v = (vn)n∈N deux suites réelles on a bien u+ v = v + u
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1/
) Il existe un élément neutre additif.

On dé�nit la suite a = (an)n∈N par

∀n ∈ N quadan = 0

Il est alors 
lair que, pour tout suite u = (un)n∈N on a bien u+ a = a+ u = u. a est don
 le neutre

additif de RN
, on le notera 0RN par la suite

1/d) Existen
e d'un opposé.

Soit u = (un)n∈N une suite réelle et soit v = (vn)n∈N la suite dé�nie par

∀n ∈ N vn = −un

Il est aisé de véri�er que u+ v = v + u = 0RN . v est don
 l'opposé de u pour l'addition. On la notera

−u dorénavant.

Pour λ ∈ R et u = (un)n∈N, on dé�nit la suite λ · u par

∀n ∈ N (λ · u)n = λ× un

2/a) Le produit externe est distributif sur l'addition de RN

Il est assez 
lair, de par les propriétés de l'addition sur R que, si λ ∈ R et u = (un)n∈N, v = (vn)n∈N
sont deux suites réelles alors on a λ · (u+ v) = λ · u+ λ · v

2/b) Le produit externe est distributif sur l'addition de R

Là en
ore 
'est assez évident que, si λ et µ sont deux réels et u = (un)n∈N est une suite réelle alors

(λ+ µ) · u = λ · u+ µ · u
2/
) Le produit externe est distributif sur la multipli
ation de R

Il est 
lair de par la dé�nition que, si λ et µ sont deux réels et u = (un)n∈N est une suite réelle alors

(λ× µ) · u = λ · (µ · u)
2/d) L'unité de R est respe
té.

Par dé�nition du produit on a bien, si u = (un)n∈N est une suite réelle, 1 cdotu = u

Ainsi RN
est bien un espa
e ve
toriel.

Prouver qu'un ensemble 
lassique sur lequel on a l'habitude de travailler est une opération fastidieuse qui

ne re
èle en réalité au
une di�
ulté mathématique. Dans la plupart des problèmes 
ette étape donnée


omme admise par l'énon
é.

2. � A est un sous-espa
e ve
toriel de RN
. En e�et la suite nulle est bornée. La somme de deux suites bornées

est bornée : Si u et v sont deux suites bornées, il existe alors R > 0 et R′ > 0 tel que

∀n ∈ N |un| 6 R |vn| 6 R′

Alors

∀n ∈ N|un + vn| 6 R+R′

La suite u+ v est don
 bien bornée. De même, si λ ∈ R alors la suite λ · u est bornée (par |λ|R)
� B n'est pas un sous espa
e ve
toriel de RN

. En e�et B n'est pas stable par addition : La suite u dé�nie

par un = ⌊n
2
⌋ est 
roissante. La suite v dé�nie par vn = −⌊n+ 1

2
⌋ est dé
roissante mais la suite u+ v

véri�e (u+ v)n =

{
1 si n est impair

0 si n est pair

et n'est don
 pas monotone.

� C est un sous-espa
e ve
toriel de RN
. En e�et la suite nulle est 
onvergente. La somme de deux suites


onvergentes est 
onvergente et le produit d'une suite 
onvergente par un réel est en
ore une suite


onvergente
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� S = {(un)n∈N , (un)n∈N est arithmétique }. On peut é
rire

S = {(un)n∈N , ∃r ∈ R∀n ∈ N , un+1 = un + r}

S est un sous-espa
e ve
toriel de RN
. En e�et la suite nulle est arithmétique (de raison 0). La somme

de deux suites arithmétique de raison respe
tives r et r′ est en
ore une suite arithmétique de raison

r + r′ et le produit d'une suite arithmétique de raison r par un réel λ est une suite arithmétique de

raison λr.

Réponse de l'exer
i
e 15.11

On a

A =



M ∈ M3(R), ∃(a, b, c) ∈ R3

tel que M =



a b c
c a b
b c a








D'où

A =



M ∈ M3(R), ∃(a, b, c) ∈ R3

tel que M = a ·



1 0 0
0 1 0
0 0 1


+ b ·



0 1 0
0 0 1
1 0 0


+ c ·



0 0 1
1 0 0
0 1 0








Ainsi A = Vect





1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,



0 1 0
0 0 1
1 0 0


 ,



0 0 1
1 0 0
0 1 0






est un sous-espa
e ve
toriel deM3(R). C'est don


en parti
ulier un R-espa
e ve
toriel.

Réponse de l'exer
i
e 15.12

� On a 0E ∈ F et 0E ∈ G et don
 0E = 0E + 0E ∈ F +G
� Soit u ∈ F +G, v = F +G et λ ∈ K. Il existe alors u1 ∈ F et u2 ∈ G tels que u = u1 + u2 et v1 ∈ F et

v2 ∈ G tels que v = v1 + v2. Comme F et G sont des sous-espa
es ve
toriels de E on a u1 + λ · v1 ∈ F et

u2 + λ · v2 ∈ G
Ainsi u+ λ · v = u1 + u2 + λ · v1 + λ · v2 = (u1 + λ · v1) + (u2 + λ · v2) ∈ F +G.

F +G est don
 bien un sous-espa
e ve
toriel de E.

Réponse de l'exer
i
e 15.13

1. On a F1 = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn , x1 = x2 = · · · = xn} = {(x, x, · · · , x) , x ∈ R) = Vect((1, 1, · · · , 1)).
F1 est don
 bien un sous-espa
e ve
toriel de Rn

2. On a F2 = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn , x2 = 0}
F2 
ontient bien (0, 0, · · · , 0 = 0Rn

.

Soit u = (x1, x2, · · · xn) ∈ F2, v = (x′1, x
′
2, · · · , x′n) ∈ F2 et λ ∈ R On a alors u + λ · v = (x1 + λx′1, x2 +

λx′2, · · · , xn + λx′n) et x2 + λx′2 = 0 + λ × 0 = 0. Ainsi u + λ · v ∈ F2. F2 est don
 bien un sous-espa
e

ve
toriel de Rn

3. On a F3 = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn , x2 = 1}. F3 ne 
ontient pas 0Rn
, il ne s'agit don
 pas d'un sous-espa
e

ve
toriel de Rn
.

4. On a F4 = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn , x1 + x2 + · · ·+ xn = 0}
F2 
ontient bien (0, 0, · · · , 0 = 0Rn

.
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Soit u = (x1, x2, · · · xn) ∈ F2, v = (x′1, x
′
2, · · · , x′n) ∈ F2 et λ ∈ R On a alors u + λ · v = (x1 + λx′1, x2 +

λx′2, · · · , xn + λx′n) et

x1 + λx′1 + x2 + λx′2 + · · · xn + λx′n = x1 + x2 + · · ·+ xn + λ(x′1 + x′2 + · · · + x′n) = 0 + λ× 0 = 0

Ainsi u+ λ · v ∈ F4. F4 est don
 bien un sous-espa
e ve
toriel de Rn

5. On a F5 = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn , x1 + x2 + · · ·+ xn = 1}.
F5 ne 
ontient pas 0Rn

, il ne s'agit don
 pas d'un sous-espa
e ve
toriel de Rn
.

Réponse de l'exer
i
e 15.14

1. Z n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de R. En e�et Z n'est pas stable par multipli
ation externe :

On a 1 ∈ Z mais

1

2
· 1 =

1

2
6∈ Z

2. R est un sous-espa
e ve
toriel du R-e.v. C. En e�et dans C vu 
omme R-espa
e ve
toriel on a R = Vect(1).

3. R n'est par 
ontre pas un sous-espa
e ve
toriel du C-e.v. C. En e�et on a 1 ∈ R mais i · 1 = i 6∈ R.

4. U = {z ∈ C / |z| = 1} n'est un sous-espa
e ve
toriel de C. En e�et on a 1 ∈ U mais 2 · 1 = 2 6∈ U.

5. B = {z ∈ C / |z| ≤ 1} n'est pas un sous-espa
e ve
toriel de C. En e�et on a 1 ∈ B mais 2 · 1 = 2 6∈ B.
6. Soit F un sous-espa
e ve
toriel du C-espa
e ve
toriel C. Supposons que F 6= {0}. Il existe alors u ∈ C ave


u 6= 0. Soit alors z ∈ C. Comme F est stable par multipli
ation externe on a alors

z

u
· u ∈ F , 
'est-à-dire

zu

u
= z ∈ F .

Ainsi, pour tout z ∈ C on a z ∈ F . C'est-à-dire F = C.

{0} et C sont don
 bien les seuls sous-espa
es ve
toriels du C-espa
e ve
toriel C.

7. Les seuls sous-espa
es ve
toriels du R-e.v. C sont C et les αR = {αx / x ∈ R} ave
 α ∈ C.

Cette a�rmation est vraie, elle se prouve exa
tement de la même manière que l'on a prouvé que les

sous-espa
es ve
toriels de R2
sont R2

, {0} et les droites passant par 0R2

Réponse de l'exer
i
e 15.15

1. dérivables sur [−1, 1] ; Vrai, il a été vu dans les années pré
édentes que la fon
tion nulle est dérivable, la

somme de deux fon
tions dérivables est dérivable et le produit d'une fon
tion dérivable par un réel est

dérivable .

2. bornées sur [−1, 1] ; Vrai, 
ela se prouve de la même manière que pour les suites bornées dans l'exer
i
e 5.

3. telles que sup
x∈[−1,1]

f(x) ≤ 1 ; Faux, Cet ensemble n'est pas stable par produit externe : la fon
tion f : x 7→ 1

appartient à 
et ensemble mais 2 · f n'appartient pas à l'ensemble.

4. telles que f(1) = 0 ; Vrai, 
et ensemble 
ontient bien la fon
tion nulle, il est stable par addition et produit

externe (
ela dé
oule des deux faits assez simples que sont (f +g)(0) = f(0)+g(0) et (λ ·f)(0) = λ×f(0))
5. paires ; Vrai, la fon
tion nulle est paire, la somme de deux fon
tions paires est paire (
ar (f + g)(−x) =
f(−x) + g(−x)) et le produit d'une fon
tion paire par un réel est en
ore une fon
tion paire.

6. impaires ; Vrai, l'argument est le même que pré
édemment

7. paires ou impaires ; Faux, 
et ensemble n'est pas stable par addition : la fon
tion x 7→ x3 est impaire, la

fon
tion x 7→ x2 est paire mais la fon
tion x 7→ x3 + x2 n'est ni paire ni impaire (on a en fait prouvé en

début d'année que toute fon
tion réelle peut s'é
rire 
omme somme d'une fon
tion paire et d'une fon
tion

impaire)
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8. 
roissantes sur [−1, 1] ; Faux, 
et ensemble n'est pas stable par produit externe. En e�et la fon
tion f :
x 7→ x est 
roissante mais −f n'est pas une fon
tion 
roissante.

9. monotones sur [−1, 1]. Faux, 
et ensemble n'est pas stable par addition : la fon
tion f : x 7→ x + cos(x)
est 
roissante, la fon
tion g : x 7→ −x est dé
roissante mais f + g n'est ni 
roissante, ni dé
roissante.

Réponse de l'exer
i
e 15.16

Si U ⊂ V alors U ∪V = V , si V ⊂ U alors U ∪ V = U . Dans les deux 
as U ∪ V est évidemment un sous-espa
e

ve
toriel de E.
Ré
iproquement, supposons que U ∪ V est un sous-espa
e ve
toriel de E. Supposons que U n'est pas in
lus

dans V , et montrons alors que V ⊂ U . Soit u ∈ U\V . Soit v ∈ V . Alors v ∈ U ∪ V et u ∈ U ∪ V . Don

u+ v ∈ U ∪ V . u 6∈ V . Or u = (u+ v) + (−v). Don
 u+ v 6∈ V (sinon on aurait u ∈ V ). Don
 u+ v ∈ U . Ainsi
v = (u+ v) + (−u) ∈ U . On a montré que V ⊂ U .

Réponse de l'exer
i
e 15.17

Il s'agit de prouver qu'il existe (a, b) ∈ R2
tels que x = a · u+ b · y. Il nous faut don
 trouver (a, b) solution de





3a+ 5b = 2

7a = 3

−7b = −1

Il est aisé de voir que

(
3

7
,
1

7

)
est solution de 
e système et que don


x =
3

7
· y + 1

7
· z

Réponse de l'exer
i
e 15.18

1. Pour montrer que F engendre K2
il su�t de montrer qu'elle engendre les ve
teurs (1, 0) et (0, 1) 
ar alors

F engendre Vect((1, 0), (0, 1)) = K2

On a (1, 0) =
1

4
· · · (3, 1)+ 1

4
(1,−1) et (0, 1) = (−1, 2)+ (1,−1). Ainsi (1, 0) ∈ Vect(F) et (0, 1) ∈ Vect(F)

d'où K2 = Vect(F)
On va montrer que la famille F n'est pas libre. Pour 
ela on va montrer qu'il existe λ1, λ2, λ3 non tous

nuls tels que

λ1(3, 1) + λ2(−1, 2) + λ3(1,−1) = (0, 0)


'est-à-dire (λ1, λ2, λ3) solution du système

S :

{
3λ1 − λ2 + λ3 = 0

λ1 + 2λ2 − λ3 = 0

On applique l'algorithme du pivot de Gauss à S.
L1 ↔ L2

L2 ← L2 − 3L1

S ⇔
{
λ1 + 2λ2 − λ3 = 0

−7λ2 + 4λ3 = 0
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On voit que, par exemple (−1, 4, 7) est une solution de 
e système, 
'est-à-dire

−1 · (3, 1) + 4 · (−1, 2) + 7 · (1,−1) = (0, 0)

La famille F n'est don
 pas libre.

2. On supprime in des ve
teurs de F , par exemple (3, 1). On va montrer que la nouvelle famille ((−1, 2), (1,−1))
est en
ore génératri
e.

On a (1, 0) = (−1, 2) + 2 · (1,−1) et (0, 1) = (−1, 2) + (1,−1). Ainsi Vect((1, 0), (0, 1)) = K2

Montrons que 
ette nouvelle famille est libre. Pour 
ela montrons que l'unique 
ouple (λ1, λ2) tel que

λ1 · (−1, 2) + λ2 · (1,−1) = (0, 0)

On a

λ1 · (−1, 2) + λ2 · (1,−1) = (0, 0)⇔
{
−λ1 + λ2 = 0

2λ1 − λ2 = 0

⇔
{
−λ1 + λ2 = 0

0 + λ2 = 0
L2 ← L2 + 2L1

⇔
{
−λ1 = 0

λ2 = 0
L1 ← L1 − L2

Ainsi

λ1 · (−1, 2) + λ2 · (1,−1) = (0, 0)⇔ λ1 = λ2 = 0

La famille ((−1, 2), (1,−1)) est don
 libre.

Réponse de l'exer
i
e 15.19

1. La famille F = ((0, 1), (1, 2), (3,−7) n'est pas une famille libre de K2
. En e�et on a

13 · (0, 1) − 3 · (1, 2) + (3,−7) = (0, 0) et (13,−3, 1) 6= (0, 0, 0)

2. La famille G = ((−5, 2)) est libre. En e�et une famille 
omposée d'un seul ve
teur est toujours libre.

3. On ajoute à G un des ve
teurs de F , par exemple (0, 1). Montrons que 
ette nouvelle famille est libre On a

λ1 · (−5, 2) + λ2 · (0, 1) = (0, 0)⇔
{
−5λ1 = 0

2λ1 + λ2 = 0

⇔
{
λ1 = 0

2λ1 + λ2 = 0
L1 ← −

1

5
L1

⇔
{
λ1 = 0

λ2 = 0
L2 ← L2 − 2L1

Ainsi

λ1 · (−5, 2) + λ2 · (0, 1) = (0, 0) ⇔ λ1 = λ2 = 0

La famille ((−5, 2), (0, 1)) est don
 libre.
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Réponse de l'exer
i
e 15.20

On déterminer s'il existe (λ1, λ2, λ3) non tous nuls tels que

λ1(X
3 + 4X2 − 2X + 3) + λ2(X

3 + 6X2 −X + 4) + λ3(3X
3 + 8X2 − 8X + 7) = 0

On a

λ1(X
3 + 4X2 − 2X + 3) + λ2(X

3 + 6X2 −X + 4) + λ3(3X
3 + 8X2 − 8X + 7) = 0

⇔ (λ1 + λ2 + 3λ3)X
3 + (4λ1 + 6λ2 + 8λ3)X

2 + (−2λ1 − λ2 − 8λ3)X + (3λ1 + 4λ2 + 7λ3) = 0

⇔





λ1 + λ2 + 3λ3 = 0

4λ1 + 6λ2 + 8λ3 = 0

−2λ1 − λ2 − 8λ3 = 0

3λ1 + 4λ2 + 7λ3 = 0

⇔





λ1 + λ2 + 3λ3 = 0

2λ2 − 4λ3 = 0

λ2 − 2λ3 = 0

λ2 − 2λ3 = 0

⇔





λ1 + λ2 + 3λ3 = 0

λ2 − 2λ3 = 0

0 = 0

0 = 0

⇔





λ1 + 5λ3 = 0

λ2 − 2λ3 = 0

0 = 0

0 = 0

Le triplet (−5, 2, 1) est, par exemple, solution de 
e système, on a ainsi

−5(X3 + 4X2 − 2X + 3) + 2(X3 + 6X2 −X + 4) + (3X3 + 8X2 − 8X + 7) = 0

La famille (X3 + 4X2 − 2X + 3,X3 + 6X2 −X + 4, 3X3 + 8X2 − 8X + 7) n'est don
 pas libre, elle est liée.

Réponse de l'exer
i
e 15.21

1. Soit u = (3,−1) et v = (1, 2). Montrons d'abord que la famille (u, v) est génératri
e de K2
. On a

(1, 0) =
1

7
(2u+ v) =

2

7
u+

1

7
v

(0, 1) =
1

7
(3v − u) = −1

7
u+

3

7
v

Ainsi (1, 0) ∈ Vect(u, v) et (0, 1) ∈ Vect(u, v). D'où Vect((1, 0), (0, 1)) ⊂ Vect(u, v). C'est-à-dire K2 ⊂
Vect(u, v). Comme u ∈ K2

et v ∈ K2
on a de manière évidente Vect(u, v) ⊂ K2

et �nalement

Vect(u, v)K2
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La famille (u, v) est don
 génératri
e dansK2
. On sait de plus queK2

est unK-espa
e ve
toriel de dimension

2. La famille (u, v) est alors une famille de 
ardinal 2 génératri
e d'un espa
e ve
toriel de dimension 2.
C'est don
 une base de K2

.

On a

Mat(u,v)(x) =Mat(u,v)((5,−2))
=Mat(u,v)(5 · (1, 0) + (−2) · (0, 1))
= 5Mat(u,v)(1, 0)) + (−2)Mat(u,v)((0, 1))

= 5



2

7
1

7


+ (−2)



−1

7
3

7




=



5× 2

7
+ (−2)×

(
−1

7

)

5× 1

7
+ (−2)× 3

7




=



12

7
=

−1

7




Ainsi

Mat(u,v)(x) =




12

7

−1

7




2. (a) Soit u = (1, 2, 3) et v = (3, 2, 1). La famille (u, v) est une famille de 
ardinal 2. R3
est un R-espa
e

ve
toriel de dimension 3, toutes ses bases sont don
 de 
ardinal 3. Il est ainsi impossible que la famille

(u, v) soit une base de R3
.

(b) Soit F = Vect(u, v). Pour obtenir la dimension de F il nous faut 
al
uler le rang de la famille (u, v).
Notons B la base 
anonique de R3

. On a

MatB(u, v) =



1 3
2 2
3 1




On va 
al
uler le rang de 
ette matri
e par la méthode du pivot de Gauss

L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 3L1



1 3
0 −4
0 −8




L3 ← L3 − 2L2



1 3
0 −4
0 0




Le rang de 
ette matri
e est 2, ainsi Rang(u, v) = 2, 
'est-à-dire dim(F ) = 2.

(u, v) est une famille génératri
e de 
ardinal 2 de F qui est un R espa
e ve
toriel de dimension 2. La
famille (u, v) est don
 une base de F .
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(
) Le ve
teur x = (1, 4, 7) appartient à F s'il peut s'é
rire 
omme 
ombinaison linéaire de u et v,

'est-à-dire s'il existe deux réels λ et µ tels que x = λ · u+ µ · v.
Pour (λ, µ) ∈ R2

on a

x = λ · u+ µ · v ⇔





λ+ 3µ = 1

2λ+ 2µ = 4

3λ+ µ = 7

⇔





λ+ 3µ = 1

−4µ = 2 L2 ← L2 − 2L1

−8µ = 4 L3 ← L3 − 3L1

⇔





λ+ 3µ = 1

µ = −1

2
L2 ← −

1

4
L2

µ = −1

2
L3 ← −

1

8
L3

⇔





λ =
5

2
L1 ← L1 − 3L2

µ = −1

2
0 = 0 L3 ← L3 − L2

Ainsi x appartient bien à F et dans F , on a

Mat(u,v)(x) =




5

2

−1

2




(d) Le ve
teur y = (−1, 6, 9) appartient à F s'il peut s'é
rire 
omme 
ombinaison linéaire de u et v,

'est-à-dire s'il existe deux réels λ et µ tels que x = λ · u+ µ · v.
Pour (λ, µ) ∈ R2

on a

x = λ · u+ µ · v ⇔





λ+ 3µ = −1
2λ+ 2µ = 6

3λ+ µ = 9

⇔





λ+ 3µ = −1
−4µ = 8 L2 ← L2 − 2L1

−8µ = 12 L3 ← L3 − 3L1

⇔





λ+ 3µ = 1

µ = −2 L2 ← −
1

4
L2

0 = −4 L3 ← L3 − 2L2

Ce système est in
ompatible et n'a don
 pas de solutions.

Ainsi y n'appartient pas à F .

3. (a) Soit u = (2, 5), v = (−3, 2) et w = (3, 1). La famille (u, v, w) est une famille de 
ardinal 3. R2
est

un R-espa
e ve
toriel de dimension 2, toutes ses bases sont don
 de 
ardinal 2. Il est ainsi impossible

que la famille (u, v, w) soit une base de R2
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(b) On sait que de toute famille génératri
e on peut extraire une base. Montrons qu'i
i la famille (v,w)
est une base de R2

.

On a (1, 0) =
1

9
(2w − v) et (0, 1) = 1

3
(v + w). La famille (v,w) est don
 une famille génératri
e de

R2
. Comme R2

est de dimension 2, la famille (v,w) est une base de R2

(
) On a

Mat(v,w)((5,−2)) = 5Mat(v,w)((1, 0)) − 2Mat(v,w)((0, 1)) = 5



−1

9
2

9


+−2



1

3
1

3


 =



−11

9
4

9




Réponse de l'exer
i
e 15.22

On sait que R3
est un R-espa
e ve
toriel de dimension 3. La famille (u, v, w) étant de 
ardinal 3, il su�t de

montrer qu'elle est libre ou qu'elle est génératri
e.

On va i
i montrer qu'elle est génératri
e (
e qui, de plus, nous aidera pour répondre à la question suivante)

On a (1, 0, 0) =
1

2
(u + w), (0, 1, 0) =

1

2
(u + v), (0, 0, 1) =

1

2
(v + w). La famille (u, v, w) engendre la base


anonique de R3
. On en déduit que 
'est une famille génératri
e de R3

, 
'est don
 une base de R3
.

On a de plus

Mat(u,v,w)((2, 1, 3)) = 2




1

2
0
1

2


+




1

2
1

2
0


+ 3




0
1

2
1

2


 =




3

2
2
5

2




Réponse de l'exer
i
e 15.23

� On a

A = {(x, y, z) ∈ R3 , 2x− y − 3z = 0}

=

{
(x, y, z) ∈ R3 , x =

y

2
+

3z

2

}

=

{(
y

2
+

3z

2
, y, z

)
, (y, z) ∈ R2

}

=

{
y

(
1

2
, 1, 0

)
+ z

(
3

2
, 0, 1

)
, (y, z) ∈ R2

}

= Vect

((
1

2
, 1, 0

)
,

(
3

2
, 0, 1

))

La famille

((
1

2
, 1, 0

)
,

(
3

2
, 0, 1

))
est ainsi une famille génératri
e de A. Montrons qu'elle est aussi libre.

Soit (λ, µ) ∈ R2
tel que λ ·

(
1

2
, 1, 0

)
+ µ ·

(
3

2
, 0, 1

)
= 0R3

On a alors le système





λ

2
+

3µ

2
= 0

λ = 0

µ = 0

qui, de manière 
laire, a (0, 0) pour unique solution. La famille

(u, v) est don
 libre.
La famille (u, v) est don
 une famille libre et génératri
e de A. C'est ainsi une base de A et, puisque A
admet une base de 
ardinal 2, dim(A) = 2.
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� On a

E =

{
(x, y, z) ∈ R3 ,

{
x+ 5y − 3z = 0

−x− 4y + 2z = 0

}

==

{
(x, y, z) ∈ R3 ,

{
x+ 5y − 3z = 0

y − z = 0

}
L2 ← L2 + L1

=

{
(x, y, z) ∈ R3 ,

{
x = −2z
y = z

}

= {(−2z, z, z) , z ∈ R}
= Vect((−2, 1, 1))

La famille (−2, 1, 1) est une famille génératri
e de E, 
'est également une famille libre 
ar elle 
onstitué

d'un seul ve
teur et 
elui-
i est non-nul. C'est don
 une base de E qui, par 
onséquent, est un espa
e

ve
toriel de dimension 1.
� On a

F =




(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5 ,





8x1 − 20x4 = 0

3x1 + 6x2 + x4 = 0

5x1 + 6x2 − 4x4 = 0





Résolvons le système

S :





8x1 − 20x4 = 0

3x1 + 6x2 + x4 = 0

5x1 + 6x2 − 4x4 = 0

L1 ←
1

8
L1

L2 ← L2 − 3L1

L3 ← L3 − 5L1

S ⇔





x1 −
5

2
x4 = 0

6x2 +
17

2
x4 = 0

6x2 +
17

2
x4 = 0

L3 ← L3 − L2

l2 ←
1

6
L2

S ⇔





x1 −
5

2
x4 = 0

x2 +
17

12
x4 = 0

0 = 0

Ainsi

F =




(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ R5 ,





x1 =
5

2
x4

x2 = −
17

12
x4





=

{(
5

2
x4,−

17

12
x4, x3, x4, x5

)
, (x3, x4, x5) ∈ R3

}
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= Vect

((
5

2
,−17

12
, 0, 1, 0

)
, (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1)

)

La famille

((
5

2
,−17

12
, 0, 1, 0

)
, (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1)

)
est ainsi une famille génératri
e de F . Montrons

qu'elle est aussi libre.

Soit (α, β, γ) ∈ R3
tel que α

(
5

2
,−17

12
, 0, 1, 0

)
+ β(0, 0, 1, 0, 0) + γ(0, 0, 0, 0, 1) = 0R5

On a alors le système





5α

2
= 0

−17α

12
= 0

β = 0

α = 0

γ = 0

qui, de manière 
laire, a (0, 0, 0) pour unique solution. La famille

((
5

2
,−17

12
, 0, 1, 0

)
, (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1)

)
est don
 libre.

La famille

((
5

2
,−17

12
, 0, 1, 0

)
, (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1)

)
est ainsi une famille libre et génératri
e de F .

C'est don
 une base de F et, puisque F admet une base de 
ardinal 3, dim(A) = 3.
� On a

Gα =

{
(x, y, z, t) ∈ R4 ,

{
3x = y

αt = 5t

}

On va distinguer deux 
as :

• Si α = 5 alors

G5 =
{
(x, y, z, t) ∈ R4 ,

{
3x = y

}

=
{
(x, 3x, z, t) , (x, z, t) ∈ R3

}

= Vect((1, 3, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1))

La famille ((1, 3, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)) est une famille génératri
e de G5. Il est aisé de véri�er

qu'elle est également libre. C'est don
 une base de G5 qui, par 
onséquent est de dimension 3.
• Si α 6= 5, alors

G5 =

{
(x, y, z, t) ∈ R4 ,

{
3x = y

t = 0

}

=
{
(x, 3x, z, 0) , (x, z, t) ∈ R3

}

= Vect((1, 3, 0, 0), (0, 0, 1, 0))

La famille ((1, 3, 0, 0), (0, 0, 1, 0)) est une famille génératri
e de Gα. Il est aisé de véri�er qu'elle est

également libre. C'est don
 une base de Gα qui, par 
onséquent est de dimension 2.
� On a

Hm =




(x, y, z, t) ∈ R4 ,





3x− y − 6t = 0

x+ y + 4z − 2t = 0

4x+mz − 2t = 0





On va résoudre le système

Sm :





3x− y − 6t = 0

x+ y + 4z − 2t = 0

4x+mz − 2t = 0
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L1 ↔ L2

L2 ← L2 − 3L3

L3 ← L3 − 4L1

Sm ⇔





x+ y + 4z − 2t = 0

−4y − 12z = 0

−4y + (m− 16)z + 6t = 0

L2 ← −
1

4
L2

L3 ← L3 + 4L2

Sm ⇔





x+ y + 4z − 2t = 0

y + 3z = 0

(m− 4)z + 6t = 0

Sm a alors pour solution

{(
m− 7

3
z,−3z, z, m− 4

6
z

)
, z ∈ R

}

C'est-à-dire

Hm =

{(
m− 7

3
z,−3z, z, m− 4

6
z

)
, z ∈ R

}
= Vect

((
m− 7

3
,−3, 1, m− 4

3

))

Quelle que soit la valeur de m, la famille

(
m− 7

3
,−3, 1, m− 4

3

)
est une famille libre et génératri
e de

Hm. Par 
onséquent Hm est un espa
e ve
toriel de dimension 1.

Réponse de l'exer
i
e 15.24

1. Soit B3 la base 
anonique de R3
. On a

MatB3(U) =



1 1 3
1 2 2
1 3 1




L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1



1 1 3
0 1 −1
0 2 −2




L3 ← L3 − 2L1



1 1 3
0 1 −1
0 0 0




La matri
e MatB∋(U) est de rang 3. La famille U est don
 de rang 3.

2. Soit B4 la base 
anonique de R4
. On a

MatB4(V ) =




1 1 −1 0
0 1 −1 0
1 0 1 2
0 0 0 0



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L3 ← L3 − L1




1 1 −1 0
0 1 −1 0
0 −1 2 2
0 0 0 0




L3 ← L3 + L2




1 1 −1 0
0 1 −1 0
0 0 1 2
0 0 0 0




La matri
e MatB4(V ) est de rang 3. La famille V est don
 de rang 3.

3. Soit B4 la base 
anonique de R4
. On a

MatB4(W ) =




1 2 5 9 8
1 0 4 0 6
1 2 0 0 4
1 3 2 −1 2




L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

L4 ← L4 − L1




1 2 5 9 8
0 −2 −1 −9 −2
0 0 −5 −9 −4
0 1 −3 −10 −6




L2 ↔ L4

L4 ← L4 + 2L2




1 2 5 9 8
0 1 −3 −10 −6
0 0 −5 −9 −4
0 0 −7 −29 −14




L4 ← L4 −
7

5
L3




1 2 5 9 8
0 1 −3 −10 −6
0 0 −5 −9 −4
0 0 0 −82

5
−42

5




La matri
e MatB4(W ) est de rang 4. La famille W est don
 de rang 4.

Réponse de l'exer
i
e 15.25
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1.2. On va répondre aux questions 1. et 2. simultanément.

On a

F = {(a, b, c, d) ∈ R4 , a+ b = c+ d}
= {(a, b, c, d) ∈ R4 , a = c+ d− b}
= {(c+ d− b, b, c, d) , (b, c, d) ∈ R4}
= {b · (−1, 1, 0, 0) + c · (1, 0, 1, 0) + d · (1, 0, 0, 1) , (b, c, d) ∈ R4}
= Vect((−1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1))

Ainsi F est l'espa
e ve
toriel engendré par la famille ((−1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1)) et, à 
e titre, est

don
 un sous-espa
e ve
toriel de R4
.

Montrons maintenant que la famille (−1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1) est une base de F . On pourrait véri�er
qu'elle est libre mais on va i
i montrer que 
ette famille est de rang 3.

Dans 
e 
as F sera de dimension 3 et (−1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1) sera une famille de 
ardinal 3
génératri
e d'un espa
e ve
toriel de dimension 3 don
 une base de 
et espa
e.

Dans la base 
anonique notée B on a

MatB((−1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1)) =




−1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1




L1 ↔ L2

L2 ↔ L3

L3 ↔ L4




1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1 1 1




L4 ← L4 + L1

L4 ← L4 − L2

L4 ← L4 − L3




1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0




La famille (−1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1) est bien de rang 3. Ainsi F est de dimension 3 et (−1, 1, 0, 0), (1, 0, 1, 0),
est une famille de 
ardinal 3 génératri
e d'un espa
e ve
toriel de dimension 3 don
 une base de 
et espa
e.

3. On va déterminer la dimension deG en 
al
ulant le rang de la famille ((1, 3, 2,−1), (3, 1, 3,−2), (5, 1, 9,−3)).
On a

MatB(((1, 3, 2,−1), (3, 1, 3,−2), (5, 1, 9,−3)) =




1 3 5
3 1 1
2 3 9
−1 −2 −3




L2 ← L2 − 3L1
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L3 ← L3 − 2L1

L4 ← L4 + L1




1 3 5
0 −8 −14
0 −3 −1
0 1 2




L2 ↔ L4

L3 ← L3 + 3L2

L4 ← L4 + 8L2




1 3 5
0 1 2
0 0 5
0 0 2




L3 ←
1

5
L3

L4 ← L4 − 2L3




1 3 5
0 1 2
0 0 1
0 0 0




La famille ((1, 3, 2,−1), (3, 1, 3,−2), (5, 1, 9,−3)) est de rang 3. AinsiG est de dimension 3 et ((1, 3, 2,−1), (3, 1, 3,−
est une famille de 
ardinal 3 génératri
e d'un espa
e ve
toriel de dimension 3 don
 une base de 
et espa
e

G.

4. On a F = {(a, b, c, d) ∈ R4 , a+ b = c+ d} et

G = Vect((1, 3, 2,−1), (3, 1, 3,−2), (5, 1, 9,−3)) = {(α+3β+5γ, 3α+β+γ, 2α+3β+9γ,−α−2β−3γ) , (α, β, γ) ∈ R

D'où

F ∩G = {(α + 3β + 5γ,3α+ β + γ, 2α+ 3β + 9γ,−α− 2β − 3γ) , (α, β, γ) ∈ R3 ,

(α+ 3β + 5γ) + (3α + β + γ) = (2α + 3β + 9γ) + (−α− 2β − 3γ)}

C'est-à-dire

F ∩G = {(α + 3β + 5γ, 3α + β + γ, 2α+ 3β + 9γ,−α− 2β − 3γ) , (α, β, γ) ∈ R3 , α = −β}

D'où

F ∩G = {(−2α + 5γ, 2α + γ,−α+ 9γ, α − 3γ) , (α, γ) ∈ R2 , } = Vect((−2, 2,−1, 1), (5, 1, 9,−3))

5. On a obtenu F ∩G = Vect((−2, 2,−1, 1), (5, 1, 9,−3)). Il ne nous reste i
i plus qu'à montrer que la famille

((−2, 2,−1, 1), (5, 1, 9,−3)) est libre.
Soit λ, µ) ∈ R2

tel que λ · (−2, 2,−1, 1) + µ · (5, 1, 9,−3) = 0, 
'est-à-dire solution du système

(S)





−2λ+ 5µ = 0

2λ+ µ = 0

−λ+ 9µ = 0

λ− 3µ = 0
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L2 ← L2 + L1

L3 ← L3 + 3L4

(S) ⇔





−2λ+ 5µ = 0

6µ = 0

2λ = 0

λ− 3µ = 0

D'où λ = µ = 0. La famille ((−2, 2,−1, 1), (5, 1, 9,−3)) est don
 libre.
La famille ((−2, 2,−1, 1), (5, 1, 9,−3)) est libre et génératri
e dans F ∩ G. 
'est don
 une base de F ∩ G
qui est alors un sous-espa
e ve
toriel de R4

de dimension 2.

Réponse de l'exer
i
e 15.26

1. Pour montrer que la famille (u, v, w) est une base, il su�t de montrer qu'elle est libre ou qu'elle est

génératri
e.

On sait que F = Vect((u, v, w)) est un sous-espa
e ve
toriel de R3
. On sait de plus que F = R3

si et

seulement si dim(F ) = R3
.

Il nous faut don
 déterminer à quelle 
ondition sur α la famille (u, v, w) est de rang 3. Notons B la base


anonique de R3
. On a

MatB(u, v, w) =




4 −2 1
8 1 α
−4 3 1




L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 + L4



4 −2 1
0 5 α− 2
0 1 2




L2 ↔ L3



4 −2 1
0 1 2
0 5 α− 2




L3 ← L3 − 5L2



4 −2 1
0 1 2
0 0 α− 12




On voit que la famille (u, v, w) est de rang 3 si et seulement si α 6= 12.

Ainsi (u, v, w) est une base si et seulement si α 6= 12.

2. On suppose dans 
ette question que α 6= 12. Il nous faut alors trouver (a, b, c) ∈ R3
tel que (3, 2, 1) =

a · u+ b · v + c · w, 
'est-à-dire tel que (3, 2, 1) = (4a− 2b+ c, 8a+ b+ αc,−4a + 3b+ c)

On va alors résoudre le système

S :





4a− 2b+ c = 3

8a+ b+ αc = 2

−4a+ 3b+ c = 1
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L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 + L4

S ⇔





4a− 2b+ c = 3

5b+ (α− 2)c = −4
b+ 2c = 4

L2 ↔ L3

S ⇔





4a− 2b+ c = 3

b+ 2c = 4

5b+ (α− 2)c = −4

L3 ← L3 − 5L2

S ⇔





4a− 2b+ c = 3

b+ 2c = 4

(α− 12)c = −24

L3 ←
1

12 − αL3

S ⇔





4a− 2b+ c = 3

b+ 2c = 4

c =
24

12− α
L2 ← L2 − 2L3

L1 ← L1 − L3

S ⇔





4a− 2b =
36− 3α− 24

12− α =
12− 3α

12− α
b =

48− 4α− 48

12 − α = − 4α

12− α
c =

24

12− α
L1 ← L1 + 2L2

S ⇔





4a =
12− 3α

12− α −
8α

12− α =
12− 11α

12− α
b =

48− α− 48

12− α
c =

24

12− α

L1 ←
1

4
L1

S ⇔





a =
3− 11

4 α

12− α
b =

48− α− 48

12− α
c =

24

12− α
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D'où

Mat(u,v,w)((3, 2, 1)) =




3− 11
4 α

12− α
48− α− 48

12− α
24

12− α




Réponse de l'exer
i
e 15.27

Déterminons la dimension de Ga en 
al
ulant, en fon
tion de a, le rang de la famille (u1, u2, u3). Notons B la

base 
anonique de R4
. On a

MatB(u1, u2, u3) =




2 3 a
1 4 11
4 1 −1
5 1 −2




L2 ↔ L1




1 4 11
2 3 a
4 1 −1
5 1 −2




L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 4L1

L4 ← L4 − 5L1




1 4 11
0 −5 a− 22
0 −15 −45
0 −19 −57




L3 ← −
1

15
L3

L4 ← −
1

19
L4




1 4 11
0 −5 a− 22
0 1 3
0 1 3




Ll ↔ L3

L4 ← L4 − L2

L3 ← L3 + 5L2




1 4 11
0 1 3
0 0 a− 7
0 0 0




On voit ainsi que Rang(u1, u2, u3) = 3 si et seulement a 6= 7 et que Rang(u1, u2, u3) = 2 si a = 7.
On peut en fait remarquer que, si a = 7, alors u3 = 3u2 − u1.
Si a 6= 7 alors la famille (u1, u2, u3) est une famille de 
ardinal 3 génératri
e de Ga qui est de dimension 3.

C'est don
 une base de Ga.
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Si a = 7 alors (u1, u2, u3) n'est pas une base de Ga. Comme (u1, u2, u3) est une famille génératri
e de Ga

on peut 
ependant en extraire une base de Ga. La relation u3 = 3u2 − u1 donnée plus haut nous indique

que u3 ∈ Vect(u1, u2). Comme on a de manière évidente u1 ∈ Vect(u2, u2) et u2 ∈ Vect(u1, u2), on voit que

Ga = Vect(u1, u2, u3) = Vect(u1, u2).
La famille (u1;u2) est alors de 
ardinal 2 et génératri
e de Ga qui est de dimension 2. C'est don
 une base

de Ga.

Réponse de l'exer
i
e 15.28

On va 
al
uler, en fon
tion de k, le rang de la famille (u, v, w). Notons B la base 
anonique de R5
. On a

MatB(u, v, w) =




3 k − 2 4
−4 1 −3
1 1 2
k −1 2
2 1 3




L1 ↔ L3




1 1 2
−4 1 −3
3 k − 2 4
k −1 2
2 1 3




L2 ← L2 + 4L1

L3 ← L3 − 3L1

L4 ← L4 − kL1

L5 ← L5 − 2L1




1 1 2
0 5 5
0 k − 5 −2
0 −1− k 2− 2k
0 −1 −1




L2 ←
1

5
L2

L3 ← L3 − (k − 5)L2

L4 ← L4 + (1 + k)L2

L5 ← L5 + L2




1 1 2
0 1 1
0 3− k
0 0 3− k
0 0 0




L4 ← L4 − L3




1 1 2
0 1 1
0 3− k
0 0 0
0 0 0



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La famille (u, v, w) est don
 de rang 2 si k = 3 et de rang 3 si k 6= 3. Ainsi f est de dimension 2 si k = 3 et

de dimension 3 si k 6= 3.
Si k 6= 3 la famille (u, v, w) est une famille de 
ardinal 3 génératri
e de F qui est de dimension 3. C'est don


une base de F .
Si k = 3 la famille (u, v, w) est génératri
e de F mais n'est pas une base. On peut toutefois en extraire une

base de F .
Quand k = 3 on a u = (3,−4, 1, 3, 2), v = (1, 1, 1,−1, 1) et w = (4,−3, 2, 2, 3). Il est aisé de voir que

w = u+ v. On a ainsi w ∈ Vect(u, v) et don
 Vect(u, v, w) = Vect(u, v).
La famille (u, v) est alors une famille de 
ardinal 2 génératri
e de F qui est de dimension 2. C'est don
 une

base de F .

Réponse de l'exer
i
e 15.29

On a

E = {P ∈ R2[X] | P (1) = 0}
= {aX2 + bX + c , (a, b, c) ∈ R3 , a+ b+ c = 0}
= {aX2 + bX + c , (a, b, c) ∈ R3 , c = −a− b}
= {aX2 + bX − a− b , (a, b) ∈ R2}
= {a(X2 − 1) + b(X − 1) , (a, b) ∈ R2}
= Vect(X2 − 1 X − 1)

Ainsi E est l'espa
e ve
toriel engendré par la famille (X2 − 1,X − 1) et, à 
e titre, est don
 un sous-espa
e

ve
toriel de R2[X].
La famille (X2 − 1,X − 1) est une famille génératri
e de E. Montrons qu'elle est libre. Soit (λ, µ) ∈ R2

tel

que λ(X2 − 1) + µ(X − 1) = 0. C'est-à-dire

λX2 + µX + (−λ− µ) = 0

On a vu dans le 
hapitre sur les polyn�mes qu'un polyn�me est nul si et seulement si tous ses 
oe�
ients sont

nuls. I
i 
ela nous donne





λ = 0

µ = 0

−λ− µ = 0

. En parti
ulier λ = µ = 0.

La famille (X2 − 1,X − 1) est don
 libre. C'est une famille libre et génératri
e de E, 
'est don
 une base de
E qui est ainsi un espa
e ve
toriel de dimension 2.

Réponse de l'exer
i
e 15.30

La famille (a+ b+ c, a+ b, 2a + b− c) est une famille de 
ardinal 3. Pour montrer que 
'est une base de R3
on

peut montrer qu'elle est libre ou bien qu'elle est génératri
e.

I
i on va montrer qu'elle est génératri
e en montrant qu'elle engendre la base (a, b, c). En e�et, si la famille

(a+ b+ c, a+ b, 2a+ b− c) engendre la famille (a, b, c) alors elle engendre Vect(a, b, c), 
'est-à-dire R3
.

On a (a+ b+ c) + (2a+ b− c) = 3a+ 2b d'où

(a+ b+ c)− 2(a+ b) + (2a+ b− c) = a

−(a+ b+ c) + 3(a+ b)− (2a+ b− c) = b

(a+ b+ c)− (a+ b) = c

Ainsi la famille (a + b + c, a + b, 2a + b − c) engendre la base (a, b, c). 
'est don
 une famille de 
ardinal 3
génératri
e de R3

, don
 une base de R3
.
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Réponse de l'exer
i
e 15.31

1. Soit (x, y, z, t) ∈ R4
. On veut é
rire 
e ve
teur 
omme la somme d'un ve
teur de F et d'un ve
teur de G.

On 
her
he don
 (a, b, c, d, λ, µ) ∈ R5
tel que :

(x, y, z, t) = (a, b, c, d) + λ.(1,−2, 0, 2) + µ.(0, 0, 1, 3) ave
 (a, b, c, d) ∈ F.
Cette égalité est véri�ée si et seulement si :





a+ b+ c+ d = 0
a− 2b+ 3c− 5d = 0
x = a+ λ
y = b− 2λ
z = c+ µ
t = d+ 2λ+ 3µ

⇐⇒





λ = −2x− 1

2
y − 3z + t

µ =
3

4
x+

3

8
y + z

a = 3x+
1

2
y + 3z − t

b = −4x− 6z + 2t

c = −3

4
x− 3

8
y

d =
7

4
x− 1

8
y + 3z − t

Il existe don
 toujours (a, b, c, d, λ, µ) ∈ R5
tel que

(x, y, z, t) = (a, b, c, d) + λ.(1,−2, 0, 2) + µ.(0, 0, 1, 3) ave
 (a, b, c, d) ∈ F.
Ainsi R4 = F +G

2. On 
onnait déjà une famille génératri
e de G, on va don
 prendre e3 = (1,−2, 0, 2) et e4 = (0, 0, 1, 3). Les
ve
teurs e3 et e4 n'étant pas 
olinéaires, 
ette famille est libre. C'est don
 une base de G.

Cher
hons désormais une base de F . Soit (x, y, z, t) ∈ R4
. On a :

(x, y, z, t) ∈ F ⇐⇒
{
x+ y + z + t = 0
x− 2y + 3z − 5t = 0

⇐⇒





x = −5

3
z + t

y =
2

3
z − 2t

⇐⇒ (x, y, z, t) = z.(−1
5 ,

2
3 , 1, 0) + t.(1,−2, 0, 1)

⇐⇒ (x, y, z, t) ∈ Vect((−1
5 ,

2
3 , 1, 0), (1,−2, 0, 1))

Posons e1 = (−1
5 ,

2
3 , 1, 0) et e2 = (1,−2, 0, 1). On a montré que F = Vect(e1, e2), 
'est-à-dire que la famille

(e1, e2) est génératri
e de F . Il reste à montrer que 
ette famille est libre. Ce
i dé
oule du fait que les

ve
teurs e1 et e2 ne sont pas 
olinéaires. Ainsi (e1, e2) est une base de F .

Comme E = F + G, tout ve
teur u de E s'exprime 
omme somme d'un ve
teur f de F et d'un ve
teur

g de G. Comme (e1, e2) est une base de F , le ve
teur f s'exprime 
omme 
ombinaison linéaire de e1 et

de e2. De même le ve
teur g s'exprime 
omme 
ombinaison linéaire de e3 et de e4. On a alors exprimé x

omme une 
ombinaison linéaire de e1, de e2, de e3 et de e4. Ce
i montre que la famille (e1, e2, e3, e4) est
génératri
e de E.

Montrons maintenant que 
ette famille est libre. Soit (α, β, γ, δ) ∈ R4
tel que α.e1+β.e2+γ.e3+δ.e4 = 0E .

(α, β, γ, δ) est alors solution du système suivant

(S)





−α
5
+ β + γ = 0

2α

3
− 2β − 2γ = 0

α+ δ = 0

β + 2γ + 3δ = 0
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L1 ← −5L1

L2 ←
3

2
L2

L1 ↔ L3

(S) ⇔





α+ δ = 0

α− 3β − 3γ = 0

α− 5β − 5γ = 0

β + 2γ + 3δ = 0

L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

(S) ⇔





α+ δ = 0

−3β − 3γ − δ = 0

−5β − 5γ − δ = 0

β + 2γ + 3δ = 0

L2 ↔ L4

L3 ← L3 + 5L2

L4 ← L4 + 3L2

(S) ⇔





α+ δ = 0

β + 2γ + 3δ = 0

5γ + 14δ = 0

3γ + 8δ = 0

L4 ← L4 −
3

5
L3

(S) ⇔





α+ δ = 0

β + 2γ + 3δ = 0

5γ + 14δ = 0

−2

5
δ = 0

Le système (S) est un système de 4 équations à 4 in
onnues de rang 4, il admet don
 une unique solution.

On ait déjà que (0, 0, 0, 0) est solution de (S), 
'est don
 la seule.

Ainsi (α, β, γ, δ) = (0, 0, 0, 0), la famille (e1, e2, e3, e4) est don
 libre.

Finalement la famille (e1, e2, e3, e4) est libre et génératri
e dans R4
,
'est don
 une base de R4

telle que

{e1, e2} ⊂ F et {e3, e4} ⊂ G.
3. Soit u = (x, y, z, t) ∈ R4

, on sait qu'il existe un unique 4-uplet (α, β, γ, δ) tel que

u = αe1 + βe2 + γe3 + δe4

C'est-à-dire un unique 4-uplet (α, β, γ, δ) solution de

(S′)





−α
5
+ β + γ = x

2α

3
− 2β − 2γ = y

α+ δ = z

β + 2γ + 3δ = t
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L1 ← −5L1

L2 ←
3

2
L2

L1 ↔ L3

(S) ⇔





α+ δ = z

α− 3β − 3γ =
3

2
y

α− 5β − 5γ = −5x
β + 2γ + 3δ = t

L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

(S) ⇔





α+ δ = z

−3β − 3γ − δ = 3

2
y − z

−5β − 5γ − δ = −5x− z
β + 2γ + 3δ = t

L2 ↔ L4

L3 ← L3 + 5L2

L4 ← L4 + 3L2

(S) ⇔





α+ δ = z

β + 2γ + 3δ = t

5γ + 14δ = −5x− z + 5t

3γ + 8δ =
3

2
y − z + 3t

L4 ← L4 −
3

5
L3

(S) ⇔





α+ δ = z

β + 2γ + 3δ = t

5γ + 14δ = −5x− z + 5t

−2

5
δ = 3x+

3

2
y − 2

5
z

L4 ← −
5

2
L4

L1 ← L1 − L4

L2 ← L2 − 3L4

L3 ← L3 − 14L4

(S) ⇔





α =
15

2
x+

15

4
y

β + 2γ = t+
45

2
x+

45

4
y − 3z

5γ = 100x +
105y

2
− 15z + 5t

δ = −15

2
x− 15

4
y + z
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L3 ←
1

5
L3

L2 ← L2 − 2L3

(S) ⇔





α =
15

2
x+

15

4
y

β = −35

2
x− 39

4
y + 3z − t

γ = 20x+
21

2
y − 3z + t

δ = −15

2
x− 15

4
y + z

D'où

Mat(e1,e2,e3,e4)(u) =




15

2
x+

15

4
y

−35

2
x− 39

4
y + 3z − t

20x+
21

2
y − 3z + t

−15

2
x− 15

4
y + z




Réponse de l'exer
i
e 15.32

1. Compte tenu des questions posées on se doute que la famille (ei)i∈[[0,4]] ne va pas être libre (
ar si elle était
libre, elle serait une base de Vect({e0, . . . , e4}) et on aurait Vect({e0, . . . , e4}) = R5

).

Déterminons le rang de la famille (ei)i∈[[0,4]]. Si 
e rang est di�érent du 
ardinal de la famille alors (ei)i∈[[0,4]]
n'est pas une base de Vect({e0, . . . , e4}) et don
 n'est pas libre (
ar on sait qu'elle est génératri
e dans

Vect({e0, . . . , e4})). L'avantage de passer par le 
al
ul du rang 
'est que l'on obtiendra la dimension de

Vect({e0, . . . , e4}) 
e qui nous donnera le 
ardinal des bases de Vect({e0, . . . , e4}) et le nombre de ve
teurs
à ajouter pour obtenir une base de R5

.

Notons B la base 
anonique de R5
. On a

MatB(e0, e1, e2, e3, e4) =




2 3 0 1 −1
3 0 1 2 4
0 1 2 3 1
1 2 3 0 2
2 3 0 1 −1




L5 ← L5 − L1




2 3 0 1 −1
3 0 1 2 4
0 1 2 3 1
1 2 3 0 2
0 0 0 0 0




On voit dès à présent que la matri
e ne va pas être de rang 5 puisqu'elle a une ligne nulle. Cela nous dit

que la famille (ei)i∈[[0,4]] n'est pas libre. On va toutefois 
ontinuer notre 
al
ul pour obtenir le rang exa
t

de la famille (ei)i∈[[0,4]]
L4 ↔ L1

L2 ← L2 − 3L1

L4 ← L4 − 2L1

Bastien Marmeth 331 Page 331/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017




1 2 3 0 2
0 −6 −8 2 −2
0 1 2 3 1
0 −1 −6 −5 −5
0 0 0 0 0




L2 ↔ L3

L3 ← L3 + 6L2

L4 ← L4 + L2




1 2 3 0 2
0 1 2 3 1
0 0 4 20 4
0 0 −4 −2 −4
0 0 0 0 0




L4 ← L4 + L3




1 2 3 0 2
0 1 2 3 1
0 0 4 20 4
0 0 0 18 0
0 0 0 0 0




La matri
e est de rang 4. Ainsi la famille (ei)i∈[[0,4]] est de rang 4 et Vect({e0, . . . , e4}) est de dimension 4.

La famille (ei)i∈[[0,4]] est une famille génératri
e de Vect({e0, . . . , e4}), on peut don
 en extraire une base

de Vect({e0, . . . , e4}).
On voit sur la matri
e que le rang semble in
hangé si l'on enlève le dernier ve
teur e4. Il est aisé de véri�er
(en faisant exa
tement les mêmes opérations) que la famille (e0, e1, e2, e3) est une famille de rang 4.

Par a
quis de 
ons
ien
e (et ave
 l'aimable assistan
e de la fon
tion 
opier/
oller) refaisons les 
al
uls

On a

MatB(e0, e1, e2, e3) =




2 3 0 1
3 0 1 2
0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1




L5 ← L5 − L1

L4 ↔ L1

L2 ← L2 − 3L1

L4 ← L4 − 2L1




1 2 3 0
0 −6 −8 2
0 1 2 3
0 −1 −6 −5
0 0 0 0




L2 ↔ L3

L3 ← L3 + 6L2

L4 ← L4 + L2
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


1 2 3 0
0 1 2 3
0 0 4 20
0 0 −4 −2
0 0 0 0




L4 ← L4 + L3




1 2 3 0
0 1 2 3
0 0 4 20
0 0 0 18
0 0 0 0




La famille (e0, e1, e2, e3) est don
 bien une famille de rang 4. Ainsi Vect(e0, e1, e2, e3) est un sous-espa
e ve
-
toriel de Vect({e0, . . . , e4}) qui est aussi de dimension 4. On a don
 Vect({e0, . . . , e4}) = Vect(e0, e1, e2, e3).
De plus (e0, e1, e2, e3) est une base de Vect(e0, e1, e2, e3) don
 de Vect({e0, . . . , e4}).

Il nous faut maintenant 
ompléter la famille (e0, e1, e2, e3) en une base de R5
. R5

est un espa
e ve
toriel

de dimension 5, ses bases sont don
 de 
ardinal 5. Ainsi il nous faut rajouter un élément f à la famille

(e0, e1, e2, e3). Pour que (e0, e1, e2, e3, f) soit une base de R5
il faut qu'elle soit libre, 
e qui implique en

parti
ulier que f ne doit pas appartenir à Vect(e0, e1, e2, e3).

On peut remarquer que (e0, e1, e2, e3) ⊂ {(x, y, z, t, s) ∈ R5 , x = s} et don
 Vect(e0, e1, e2, e3) ⊂
{(x, y, z, t, s) ∈ R5 , x = s} (on pourrait en fait montrer que 
es deu ensembles sont égaux). Ainsi, si

on prend f hors de {(x, y, z, t, s) ∈ R5 , x = s} on aura for
ément f 6∈ Vect(e0, e1, e2, e3).

Prenons par exemple f = (0, 0, 0, 0, 1) et véri�ons qu'alors, la famille (e0, e1, e2, e3, f) est libre.

Soit (λ0, λ1, λ2, λ3, λ4) ∈ R5
tel que

λ0e0 + λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 + λ4f = 0

D'où

λ0e0 + λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 = −λ4f
De deux 
hoses l'une :

� Ou bien λ4 6= 0 et alors f = −λ0
λ4
e0 −

λ1
λ4
e1 −

λ2
λ4
e2 −

λ3
λ4
e3 d'où f ∈ Vect(e0, e1, e2, e3), 
e qui est

absurde par 
onstru
tion de f .
� Ou bien λ4 = 0 et alors λ0e0 + λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 = 0, 
e qui, par liberté de la famille (e0, e1, e2, e3)

implique que (λ0, λ1, λ2, λ3) = (0, 0, 0, 0)
Ainsi (λ0, λ1, λ2, λ3, λ4) = (0, 0, 0, 0, 0), la famille (e0, e1, e2, e3, f) est une famille libre de 
ardinal 5 dans

R5
qui est de dimension 5. C'est don
 une base de R5

.

2. On pose F = Vect(e0, e1, e2) et G = Vect(e3, e4). Trouver des bases de F , G, F +G et F ∩G.
Remarquons d'abord que

F +G = {u+ v , u ∈ F , v ∈ G}
= {(αe0 + βe1 + γe2) + (δe3 + εe4) , (α, β, γ) ∈ R3 , (δ, ε) ∈ R2}
= Vect(e0, e1, e2, e3, e4)

Ainsi, d'après la question pré
édente (e0, e1, e2, e3) est une base de F +G.

Déterminons les dimensions de F et G.
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On a

MatB(e0, e1, e2) =




2 3 0
3 0 1
0 1 2
1 2 3
2 3 0




L5 ← L5 − L1

L1 ↔ L4

L2 ← L2 − 3L1

L4 ← L4 − 2L1




1 2 3
0 −6 −8
0 1 2
0 −1 −6
0 0 0




L2 ↔ L3

L3 ← L3 + 6L2

L4 ← L4 + L2




1 2 3
0 1 2
0 0 4
0 0 −4
0 0 0




L4 ← L4 + L3




1 2 3
0 1 2
0 0 4
0 0 0
0 0 0




La famille (e0, e1, e2) est de rang 3. Ainsi F est de dimension 3. La famille (e0, e1, e2) est une famille de


ardinal 3 génératri
e de F qui est de dimension 3, 
'est don
 une base de F .

On a

MatB(e3, e4) =




1 −1
2 4
3 1
0 2
1 −1




L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 3L1

L4 ← L4 − L1




1 −1
0 6
0 4
0 2
0 0



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L2 ←
1

6
L2

L3 ← L3 − 4L2

L4 ← L4 − 2L2




1 −1
0 1
0 0
0 0
0 0




La famille (e3, e4) est de rang 2. Ainsi G est de dimension 2. La famille (e3, e4) est une famille de 
ardinal

2 génératri
e de G qui est de dimension 2. C'est don
 une base de G.

F ∩G est un sous-espa
e ve
toriel de F et de G. Sa dimension est don
 inférieure ou égale aux dimensions

de F et G. Ainsi F ∩G est un espa
e de dimension 0, 1 ou 2.

On sait que la famille (e0, e1, e2, e3, e4) est liée. Il existe don
 (λ0, λ1, λ2, λ3, λ4) ∈ R5\{0R5} tel que λ0e0+
λ1e1 + λ2e2 + λ3e3 + λ4e4 = 0. C'est-à-dire

λ0e0 + λ1e1 + λ2e2 = −λ3e4 − λ4e4

Notons x = λ0e0+λ1e1+λ2e2. Si x = 0 alors, par liberté de la famille (e0, e1, e2 on aurait λ1 = λ2 = λ3 = 0
et, par liberté de la famille (e3, e4) on aurait également λ3 = λ4 = 0, 
e qui absurde 
ar les 
oe�
ients λi
ne sont pas tous nuls.

Ainsi x 6= 0. On a de plus x ∈ Vect(e0, e1, e2) = F et x ∈ Vect(e3, e4) = G. Ainsi x ∈ F ∩G.
F ∩G n'est ainsi pas réduit à {0} et ne peut don
 pas être de dimension 0.

Si F ∩G est de dimension 2 alors F ∩G est un sous-espa
e ve
toriel de G de même dimension que G. On
aurait don
 F ∩G = G, 
e qui implique G ⊂ F .
En parti
ulier on aurait e3 ∈ F = Vect(e0, e1, e2), 
e qui est absurde 
ar on a vu plus haut que la famille

(e0, e1, e2, e3) est libre.

Finalement on en déduit que dim(F ∩ G) = 1 (on aurait pu aller bien plus vite en utilisant un théorème

qui n'est malheureusement pas au programme).

Les bases de F ∩G sont don
 
omposées d'un seul ve
teur. Il nous faut trouver alors un ve
teur de F ∩G.
En reprenant les 
al
uls de la première question on remarque que

e0 − e1 + e2 − e4 = 0

Ainsi e4 ∈ Vect(e1, e2, e3) = F . On a don
 e4 ∈ F ∩G. La famille (e4) est une famille libre (
ar 
omposée

d'un seul ve
teur non-nul) de F ∩G qui est de dimension 1. C'est don
 une base de F ∩G.

Réponse de l'exer
i
e 15.33

1. Pour montrer que Vect(u, v) = Vect(s, t) il su�t de montrer que u et v appartiennent à Vect(s, t) et que
s et t appartiennent à Vect(u, v).

On a u− v = (−1, 2, 2) = s et 4s − v = 4u− 5v = (−1, 6, 7) = t. Ainsi, s ∈ −→( u, v) et t ∈ Vect(u, v).

Ré
iproquement on a v = 4s− t et u = v + s = 5s− t. D'où v ∈ vect(s, t) et u ∈ Vect(s, t).

Finalement on a bien Vect(u, v) = Vect(s, t).

2. On sait que Vect(u, v) ∩Vect(s, t) est un sous-espa
e ve
toriel de Vect(u, v) et de Vect(s, t). À 
e titre, sa

dimension est 0 (si Vect(u, v) ∩ −→( s, t) = {0R3), 1 ou 2 (si Vect(u, v) = Vect(s, t)).
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Cal
ulons le rang de la famille (u, v, s, t), en e�et, si Vect(u, v) = Vect(s, t) alors Vect(u, v, s, t) = Vect(u, v)
et don
 la famille (u, v, s, t) serait de rang 2.

Notons B la base 
anonique de R3
. On a

MatB(u, v, s, t) =




1 3 1 2
2 −1 3 −2
−1 2 −1 3




L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 + L1



1 3 1 2
0 −7 1 −6
0 5 0 5




L3 ← L3 +
5

7
L2



1 3 1 2
0 −7 1 −6
0 0

5

7

5

7




La famille (u, v, s, t) est don
 de rang 3, 
e qui implique que Vect(u, v) 6= Vect(s, t).

En regardant de plus près notre matri
e on voit que −2u+ v− t+ s = 0R3 (il su�t de remarquer que 
'est

la même matri
e que pour résoudre le système au+ bv + ct+ ds = 0).

Ainsi 2u − v = s − t. Notons x = 2u − v = s − t = (−1, 5,−4), on a alors x 6= 0R3 et x ∈ Vect(u, v) et
x ∈ Vect(s, t). D'où x ∈ Vect(u, v) ∩Vect(s, t).

On en 
on
lut que Vect(u, v) ∩ Vect(s, t) 6= {0R3}. Don
 Vect(u, v) ∩ Vect(s, t) est de dimension 1. La
famille (x) est une famille libre de Vect(u, v) ∩Vect(s, t) et est don
 une base de Vect(u, v) ∩Vect(s, t).

Réponse de l'exer
i
e 15.34

Notons F = Vect((1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (2, 2, 2, 2)).
Il est aisé de remarquer que (2, 2, 2, 2) = 2·(1, 0, 0, 1)+2·(0, 1, 1, 0). La famille ((1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (2, 2, 2, 2))

n'est don
 pas libre et on a F = Vect((1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (2, 2, 2, 2)) = Vect((1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0))

Soit (λ, µ) ∈ R2
tel que λ · (1, 0, 0, 1) + µ · (0, 1, 1, 0) = 0. On a alors (λ, µ, µ, λ) = (0, 0, 0, 0) d'où λ = µ = 0.

La famille ((1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0)) est une famille libre et génératri
e de F . C'est don
 une base de F . F est

ainsi de dimension 2
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Chapitre 16

Dérivation

Exer
i
es

Exer
i
e 16.1
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Déterminer l'ensemble de dé�nition, justi�er de la dérivabilité et 
al
uler la dérivée des fon
tions suivantes

f1 : x 7→
√
x2 − x3

f2 : x 7→ (x2 − 1) arccos(x2)

f3 : x 7→
√
x2 + x+ 2−

√
x2 + 1

f4 : x 7→
arctan(x)

x2 + 1

f5 : x 7→
1

(x+ 1)2

f6 : x 7→
sin(x)

(cos(x) + 2)4

f7 : x 7→ xx

f8 : x 7→ ln(|x|)
f9 : x 7→ x3 cos(x+ 1)

f10 : x 7→ ecos(x)

f11 : x 7→ x ln(x)

f12 : x 7→ ln(ex + 1)

f13 : x 7→ ex
3+2x2+3x+4

f14 : x 7→ e
√
x2+x+1

f15 : x 7→
x

x2 + 1

f16 : x 7→
cos(2x)

x2 − 2

f17 : x 7→ ln(cos(2x))

f18 : x 7→
x

sin(x)

f19 : x 7→ ln(x−
√
x2 − 1)

f20 : x 7→ ln

(√
x+ 1

x− 1

)

f21 : x 7→
√

1 + sin(
√
x)

1− sin(
√
x)

f22 : x 7→ ln

(√
1 + x2 − 1√
1 + x2 + 1

)

f23 : x 7→ ln

(
cos

(
1

x

))

f24 : x 7→ ln

(√
1 + x2 −

√
1− x2√

1 + x2 +
√
1− x2

)

f25 : x 7→ e
1
x

√
|x(x+ 1)|

f26 : x 7→ ee
x

f27 : x 7→ exp

(
1√

e2 − x2

)

f28 : x 7→ x(x
x)

f29 : x 7→ x
1
x

f30 : x 7→
(x
n

)nx
où n ∈ N∗

f31 : x 7→ ln(ln(x))

f32 : x 7→ ln(ln(ln(x)))

f33 : x 7→ ln

(
1 + exp

(
−1

x

))

f34 : x 7→
ex

x

f35 : x 7→ cos(x)
(
1 + tan(x) tan

(x
2

))

f36 : x 7→
√

(xx)2x+1

f37 : x 7→ arctan

(
x√

1− x2

)

Exer
i
e 16.2

Soit f :
[
0,
π

2

]
→ R

x 7→
√

sin(x) + x

Justi�er que f réalise une bije
tion vers un intervalle à pré
iser puis que f−1
est 
ontinue et dérivable sur


et intervalle.

Exer
i
e 16.3

Montrer les inégalités/égalités suivantes

∀x > 0 x− x3

3!
6 sin(x) 6 x− x3

3!
+
x5

5!

∀x > 0

(
x+

1

x

)
arctan(x) > 1
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∀x > 1
x ln(x)

x2 − 1
<

1

2

∀x > 0 ln
(
1 +

√
1 + x2

)
<

1

x
+ ln(x)

∀x > 0 arctan(x) + arctan

(
1

x

)
=
π

2

Exer
i
e 16.4

Soit (a, b, c) ∈ R3
. Montrer qu'il existe x ∈ [0, 1] tel que

4ax3 + 3bx2 + 2cx = a+ b+ c

Exer
i
e 16.5

Pour λ ∈ R on 
onsidère les fon
tions fλ : R → R

x 7→ x+ λ

x2 + 1
1. Montrer que les tangentes en 0 aux 
ourbes représentatives des fon
tions fλ sont parallèles.

2. Véri�er que les tangentes en 1 sont 
on
ourantes.

Exer
i
e 16.6

Soit n ∈ N et soit

fn : R → R

x 7→
n∑

k=0

(k + 1)xk

gn : R → R

x 7→
n∑

k=0

(k + 2)(k + 1)xk

Déterminer des expressions plus simples de fn et gn.

Exer
i
e 16.7

Montrer que les fon
tions

f : R → R

x 7→




x2 sin

(
1

x

)
si x 6= 0

0 si x = 0

g : x 7→ x|x| h : x 7→ x

|x|+ 1

sont 
ontinues et dérivables en 0. Déterminer leur dérivées. Sont-elles 
ontinues en 0 ?

Exer
i
e 16.8

Soit f : [a, b]→ R deux fois dérivable telle que f(a) = f ′(a) et f(b) = f ′(b). Montrer qu'il existe c ∈]a, b[ tel que
f(c) = f ′′(c).

Exer
i
e 16.9

Soit (a, b, c) ∈ R3
. Montrer qu'il existe x ∈ [0, 1] tel que

4ax3 + 3bx2 + 2cx = a+ b+ c
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Exer
i
e 16.10

1. Soit a et b deux réels ave
 a < b. Soit f : [a, b]→ R une fon
tion 
ontinue et dérivable sur [a, b]. On suppose
que f s'annule n fois sur [a, b] où n > 2. Montrer qu'alors f ′ s'annule alors au moins n− 1 fois sur ]a, b[.

2. Soit P un polyn�me de degré n dont toutes les ra
ines, notées λ1 6 λ2 · · · 6 λn sont réelles (les ra
ines

sont éventuellement multiples). Montrer qu'alors P ′
a toutes ses ra
ines dans l'intervalle [λ1, λn]

Exer
i
e 16.11

Soit f : R→ R une fon
tion dérivable et périodique. Montrer que f ′ s'annule une in�nité de fois.

Exer
i
e 16.12

Soit f : [a, b]→ R deux fois dérivable telle que f(a) = f ′(a) et f(b) = f ′(b). Montrer qu'il existe c ∈]a, b[ tel que
f(c) = f ′′(c).

On pourra introduire g : [a, b] → R

x 7→ ex(f(x)− f ′(x))

Exer
i
e 16.13

Soit f : [a, b]→ R deux fois dérivable telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que

∀λ ∈ [a, b], ∃cλ ∈]a, b[ tel que f(λ) =
1

2
(λ− a)(λ− b)f ′′(cλ)

(On pourra poser g(t) = f(t)− k(t− a)(t− b) ave
 k =
f(λ)

(λ− a)(λ− b) )

Exer
i
e 16.14

Soit f dérivable sur R telle que lim
x→a

f (x) = lim
x→b

f (x) = l ∈ R. Montrer qu'il existe c ∈ R tel que f ′(c) = 0.

On pourra introduire g : ]0, 1[ → R

x 7→ f

(
1

x
+

1

x− 1

)

Exer
i
e 16.15

Montrer que si P est un polyn�me, l'équation P (x) = ex a un nombre �ni de solutions.

Exer
i
e 16.16

On pose Sn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
pour n ∈ N∗

. Le but est de montrer que Sn ∼
+∞

ln(n).

1. Montrer, à l'aide du théorème des a

roissements �nis, que

∀k ∈ N∗,
1

k + 1
6 ln(k + 1)− ln(k) 6

1

k

2. En déduire ln(n+ 1) 6 Sn 6 ln(n) + 1

3. Con
lure.
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Exer
i
e 16.17

Appliquer la formule des a

roissements �nis à f : x 7→ arctan(x) entre 0 et h.
Montrer qu'il existe un unique θh tel que f(h) = hf ′(θhh). Cal
uler θh et lim

h→0
θh.

Exer
i
e 16.18

Soit f : [a,+∞[→ R, dérivable, telle que lim
x→+∞

f ′(x) = ℓ ∈ R. Montrer que lim
x→+∞

f(x)

x
= l.

Exer
i
e 16.19

Soit f une appli
ation deux fois dérivable sur [x0, x0 + 2h] où h > 0. Montrer qu'il existe xh ∈]x0, x0 + 2h[ tel
que

f(x0 + 2h) − 2f(x0 + h) + f(x0) = h2f ′′(xh)

Exer
i
e 16.20

Soit f, g : [a, b]→ R deux appli
ations 
ontinues, dérivables sur ]a, b[.

1. Montrer qu'il existe c dans ]a, b[ tel que (f(b)− f(a))g′(c) = (g(b) − g(a))f ′(c).

2. On suppose f(a) = g(a) = 0 et lim
x→a

f ′(x)
g′(x)

= ℓ. Montrer que lim
x→a

f(x)

g(x)
= ℓ.

Exer
i
e 16.21

Soit f une appli
ation dérivable sur [a, b]. Montrer que f ′ prend toutes les valeurs 
omprises entre f ′(a) et f ′(b).
Il s'agit du théorème de Darboux

Indi
ation : utiliser ϕ(x) =
f(x)− f(a)

x− a et ψ(x) =
f(x)− f(b)

x− b , prolongées par 
ontinuité sur [a, b].

Exer
i
e 16.22

Soit g une appli
ation impaire et 
inq fois dérivable de R dans R.

Montrer qu'il existe un réel c ∈]0, 1[ tel que :

g(1) =
1

3
(g′(1) + 2g′(0)) − 1

180
g(5)(c)

Indi
ation : Utiliser l'appli
ation ϕ(x) = g(x) − x

3
(g′(x) + 2g′(0)) + λx5.

Exer
i
e 16.23

En utilisant le théorème des a

roissements �nis, démontrer les inégalités suivantes :

1. Si 0 < a < b alors a 6
b− a

ln b− ln a
6 b,

En déduire que pour 0 < x < 1 ou x > 1 on a : 1− 1

x
6 lnx 6 x− 1.

2. Si 0 < a < b alors
3
√
1 + b− 3

√
1 + a 6

b− a
3

3. Si 0 < x < 1 alors arcsinx 6
x√

1− x2
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4. Si x > 0 alors arctan x >
x

1 + x2
.

Exer
i
e 16.24

1. Démontrer la formule de Leibniz :

Soit f et g deux fon
tions de 
lasse Cn, alors f × g est de 
lasse Cn et

(f × g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k) × g(n−k)

On pourra s'inspirer de la preuve de la formule du bin�me de Newton

2. En appliquant la formule de Leibniz à t 7→ eat et t 7→ ebt, démontrer la formule du bin�me de Newton

Exer
i
e 16.25

Soit n ∈ N, déterminer la dérivée n-ième de

f1 : x 7→
1

x2 − 1

f2 : x 7→
sinx

x
f3 : x 7→ sin(4x)

f4 : x 7→ cos2 x.

f5 : x 7→ sin3 x

f6 : x 7→ sin5 x.

Exer
i
e 16.26

On pose :

f(x) =
1√

1 + x2

Montrer que la dérivée nieme
de f est de la forme :

f (n)(x) =
Pn(x)

(1 + x2)n+
1
2

où Pn est un polyn�me de degré n véri�ant

Pn+1 = (1 + x2)P ′
n − (2n + 1)xPn

Exer
i
e 16.27

Trouver une relation de ré
urren
e entre les dérivées su

essives de f : x 7→ ex
2

Exer
i
e 16.28

Soit n ∈ N, déterminer la dérivée n-ième de g : x 7→ xne−x
.

Exer
i
e 16.29

Soient a et b deux réels et f(x) = (x− a)n(x− b)n. Cal
uler f (n) et en déduire la valeur de

n∑

k=0

(
n

k

)2

.
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Réponses

Réponse de l'exer
i
e 16.1

f1 : x 7→
√
x2 − x3

Pour x ∈ R, on a x2 − x3 = x2(1− x). Ainsi f1 est dé�nie sur ]−∞, 1]. La fon
tion y 7→ √y est dérivable

sur ]0,+∞[. f1 est don
 dérivable sur {x ∈]−∞, 1] , x2 − x3 6= 0} =]−∞, 0[∪]0, 1[.
Pour x ∈]−∞, 0[∪]0, 1[, on a

f ′1(x) =
2x− 3x2

2
√
x2 − x3

f2 : x 7→ (x2 − 1) arccos(x2)

La fon
tion arccos est dé�ni et dérivable sur [−1, 1]. Ainsi f2 est dé�nie et dérivable sur [−1, 1] et on a,

pour x ∈ [−1, 1]

f ′2(x) = 2x arccos
(
x2
)
− 2x

(
x2 − 1

)
√
1− x4

f3 : x 7→
√
x2 + x+ 2−

√
x2 + 1

Le dis
riminant de l'expression polynomiale x2 + x + 2 vaut ∆ = −7. Ainsi la fon
tion x 7→ x2 + x + 2
et 
ontinue et ne s'annule jamais, d'après le théorème des valeurs intermédiaires elle est don
 de signe


onstant.

Par ailleurs, 
ette expression est positive pour x = 0. Don
 pour tout x ∈ R, x2 + x+ 2 > 0.

On a aussi, pour tout x ∈ R, x2 + 1 ≥ 1 > 0.

f3 est don
 dé�nie et dérivable sur R et, pour x ∈ R, on a

f ′3(x) =
2x+ 1

2
√
x2 + x+ 2

− x√
x2 + 1

f4 : x 7→
arctan(x)

x2 + 1
Pour tout réel x, on a x2 + 1 6= 0. La fon
tion arctan est dé�nie et dérivable sur R. Ainsi f4 est dé�nie et
dérivable sur R et on a

∀x ∈ R f ′4(x) =
1− 2x arctan (x)

(x2 + 1)2

f5 : x 7→
1

(x+ 1)2

f5 est dé�nie et dérivable sur ]−∞,−1[∪]− 1,+∞[ et, pour x ∈]−∞,−1[∪]− 1,+∞[ on a

f ′5(x) = −
2

(x+ 1)3

f6 : x 7→
sin(x)

(cos(x) + 2)4

Pour x ∈ R on a 2 + cos(x) > 1 > 0. Ainsi f6 est dé�nie et dérivable sur R et on a

∀x ∈ R f ′6(x) =
sin (x)2 + 2cos (x) + 1

(cos (x) + 2)3
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f7 : x 7→ xx

f7 est dé�nie pour x > 0 par f7(x) = xx = ex ln(x)
. f7 est de plus dérivable sur ]0,+∞[ et on a

∀x > 0 f ′7(x) = (1 + ln(x))xx

f8 : x 7→ ln(|x|)
f8 est dé�nie sur R\{0}. Pour x > 0 on a f8(x) = ln(x) et, pour x < 0, f8(x) = ln(−x). f8 est alors

dérivable sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[ et on a

∀x > 0 f ′8(x) =
1

x
et ∀x < 0 f ′8(x) = − ln(−x)

f9 : x 7→ x3 cos(x+ 1)

a est dé�nie sur R. Les fon
tions x 7→ x3 et x 7→ cos(x+1) sont dérivables sur R. a est don
 dérivable sur
R 
omme produit de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R, on a

a′(x) = 3x2 cos(x+ 1)− x3 sin(x+ 1)

f10 : x 7→ ecos(x)

b est dé�nie sur R. La fon
tion 
osinus est dérivable sur R et à valeurs dans [−1, 1] et la fon
tion exponen-

tielle est dérivable sur R. b est don
 dérivable sur R 
omme 
omposition de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R, on a

b′(x) = − sin(x)ecos(x)

f11 : x 7→ x ln(x)

c est dé�nie sur R∗
+. Les fon
tion x 7→ x et x 7→ ln(x) sont dérivables sur R∗

+. c est don
 dérivable sur R
∗
+


omme produit de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R∗
+, on a

c′(x) = ln(x) + 1

f12 : x 7→ ln(ex + 1)

La fon
tion x 7→ ex + 1 est dé�nie sur R à valeurs dans R∗
+ et la fon
tion x 7→ ln(x) est dé�nie sur R∗

+.

d est don
 dé�nie sur R. La fon
tion x 7→ ex + 1 est dérivable sur R à valeurs dans R∗
+ et la fon
tion

x 7→ ln(x) est dérivable sur R∗
+. d est don
 dérivable sur R 
omme 
omposition de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R, on a

d′(x) =
ex

ex + 1
=

1

1 + e−x

f13 : x 7→ ex
3+2x2+3x+4

e est dé�nie sur R. La fon
tion x 7→ x3+2x2+3x+4 est dérivable sur R et à valeurs dans R et la fon
tion

exponentielle est dérivable sur R. d est don
 dérivable sur R 
omme 
omposition de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R, on a

e′(x) = (3x2 + 4x+ 3)ex
3+2x2+3x+4

f14 : x 7→ e
√
x2+x+1

La fon
tion x 7→ x2 + x+ 1 est dé�nie sur R à valeurs dans R∗
+, la fon
tion x 7→ √x est dé�nie sur R+ et

la fon
tion x 7→ ex est dé�nie sur R. f est don
 dé�nie sur R. La fon
tion x 7→ x2 + x+1 est dérivable sur

R et à valeurs dans R∗
+, la fon
tion x 7→ √x est dérivable sur R∗

+ et la fon
tion x 7→ ex est dérivable sur

R. f est don
 dérivable sur R 
omme 
omposition de fon
tions dérivables.

Pour x ∈ R, on a

f ′(x) =
(2x+ 1) e

√
x2+x+1

2
√
x2 + x+ 1
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f15 : x 7→
x

x2 + 1
La fon
tion x 7→ x2 + 1 est dé�nie sur R et à valeurs dans R∗

+. La fon
tion x 7→ x est dé�nie sur R. h
est alors dé�nie sur R 
omme quotient de fon
tions dont le dénominateur ne s'annule jamais. La fon
tion

x 7→ x2 + 1 est dérivable sur R et à valeurs dans R∗
+. La fon
tion x 7→ x est dérivable sur R. h est alors

dérivable sur R 
omme quotient de fon
tions dérivables dont le dénominateur ne s'annule jamais.

Pour x ∈ R, on a

h′(x) =
1− x2
1 + x2

f16 : x 7→
cos(2x)

x2 − 2

La fon
tion x 7→ x2 − 2 est dé�nie sur R et s'annule en

√
2 et −

√
2. La fon
tion x 7→ cos(2x) est dé�nie

sur R. i est alors dé�nie sur R\{−
√
2,
√
2}. La fon
tion x 7→ x2 − 2 est dérivable sur R et s'annule en

√
2

et −
√
2. La fon
tion x 7→ cos(2x) est dérivable sur R. i est alors dérivable sur tout intervalle in
lus dans

R\{−
√
2,
√
2} 
omme quotient de fon
tions dérivables et

En parti
ulier, pour x ∈]
√
2,+∞[, on a

i′(x) = −(2x2 − 4) sin(x) + 2x cos(2x)

(x2 − 2)2

f17 : x 7→ ln(cos(2x))

La fon
tion x 7→ ln(x) est dé�nie sur R∗
+ x 7→ cos(2x) est dé�nie sur R et à valeurs dans [−1, 1]. On sait

que, pour x ∈ R, cos(2x) est stri
tement positif si et seulement si x est dans un intervalle de la forme]
απ − π

4
, απ

π

4

[
ave
 k un entier relatif. Ainsi j est dé�nie sur

⋃

α∈Z

]
απ − π

4
, απ

π

4

[
. La fon
tion x 7→ ln(x)

est dérivable sur R∗
+ x 7→ cos(2x) est dérivable sur R. j est alors dérivable sur tout intervalle in
lus dans

son ensemble de dé�nition 
omme 
omposée de fon
tion dérivables.

En parti
ulier, pour x ∈
]
−π
4
,
π

4

[
, on a

j′(x) =
−2 sin(2x)
cos(2x)

f18 : x 7→
x

sin(x)
La fon
tion x 7→ x est dé�nie et dérivable sur R. La fon
tion x 7→ sin(x) est dé�nie et dérivable sur R

et s'annule sur πZ. k est alors dé�nie sur R\πZ et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R\πZ 
omme

quotient de fon
tions dérivables.

En parti
ulier, pour x ∈]0, π[, on a

k′(x) =
sin(x)− x cos(x)

sin(x)2

f19 : x 7→ ln(x−
√
x2 − 1)

La fon
tion x 7→ x2−1 est dé�nie et dérivable sur R mais ne prend des valeurs positives que sur ]−∞, 1]∪
[1,+∞[. Ainsi la fon
tion x 7→ x−

√
x2 − 1 est dé�nie sur ]−∞, 1]∪ [1,+∞[ et dérivable sur tout intervalle

in
lus dans ]−∞, 1[∪]1,+∞[. Cette fon
tion ne prend toutefois des valeurs stri
tement positives que sur

[1,+∞[. La fon
tion x 7→ ln(x) est dé�nie et dérivable sur R∗
+ 
omme 
omposée de fon
tions dérivables.

Alors la fon
tion l est dé�nie sur [1,+∞[ et dérivable sur ]1,+∞[ 
omme 
omposition de fon
tions déri-

vables.

Pour x ∈]1,+∞[, on a

l′(x) =
−1√
x2 − 1
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f20 : x 7→ ln

(√
x+ 1

x− 1

)

La fon
tion x 7→ x+ 1

x− 1
est dé�nie sur R\{1} et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R\{1}. Elle est

positive sur ]−∞,−1]∪]1,+∞[. Ainsi la fon
tion x 7→ x+ 1

x− 1
est dé�nie sur ]−∞,−1]∪]1,+∞[ et dérivable

sur tout intervalle in
lus dans ] −∞,−1[∪]1,+∞[ 
omme 
omposée de fon
tions dérivables. La fon
tion

m est alors dé�nie sur ]−∞,−1]∪]1,+∞[ et dérivable sur tout intervalle in
lus dans ]−∞,−1[∪]1,+∞[.

En parti
ulier, pour x ∈]1,+∞[, on a

m′(x) =
1

1− x2

f21 : x 7→
√

1 + sin(
√
x)

1− sin(
√
x)

On sait que, pour tout x > 0, on a 1 + sin(
√
x) > 0 et 1 − sin(

√
x) > 0, ainsi f22 est dé�nie sur

R+\
{π
2
+ 2kπ , k ∈ Z

}
et est dérivable en tout point de R∗

+\
{π
2
+ kπ , k ∈ Z

}
.

Sur 
et ensemble on a

f ′22(x) =

cos(
√
x)(sin(

√
x)+1)

2(1−sin(
√
x))

2√
x

+
cos(

√
x)

2(1−sin(
√
x))·

√
x

2

√
sin(

√
x)+1

1−sin(
√
x)

=
cos (
√
x)

2
√
x(sin (

√
x)− 1)

2

√
sin(1+

√
x)

sin(1−
√
x)

f22 : x 7→ ln

(√
1 + x2 − 1√
1 + x2 + 1

)

On a, pour tout réel x, 1 + x2 > 1 > 0,
√

1 + x2 − 1 > 0,
√

1 + x2 + 1 > 2 > 0, la seule di�
ulté viendra

du 
as x = 0 pour lequel

√
1 + x2 − 1√
1 + x2 + 1

= 0.

f23 est alors dé�nie et dérivable sur ]−∞, 0[∪]0,+∞[ et sur 
et ensemble on a

f ′23(x) =

√
x2 + 1

(
2x2 + 4

)
+ 4x2 + 4√

x2 + 1 · (2x3 + 2x) + x5 + 3x3 + 2x

f23 : x 7→ ln

(
cos

(
1

x

))

f23 est dé�nie et dérivable sur

{
x ∈ R∗ , cos

(
1

x

)
> 0

}
, 
et ensemble n'a pas de forme parti
ulièrement

élégante mais on peut toutefois remarquer que f23 est en parti
ulier dé�nie et dérivable sur

]
−∞,− 2

π

[
∪

]
2

π
,+∞

[
.

Sur 
et ensemble on a

f ′23(x) =
sin
(
1
x

)

x2 cos
(
1
x

)

f24 : x 7→ ln

(√
1 + x2 −

√
1− x2√

1 + x2 +
√
1− x2

)
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f25 est dé�nie sur [−1, 1]\{0} et est dérivable sur ]− 1, 1[\{0}, sur 
et ensemble on a

f ′25(x) =

(√
x2 + 1 +

√
1− x2

)



x√
x2+1

+ x√
1−x2√

x2+1+
√
1−x2

−

(

x√
x2+1

− x√
1−x2

)

(
√
x2+1−

√
1−x2)

(
√
x2+1+

√
1−x2)

2




√
x2 + 1−

√
1− x2

=
2 ·
√
1− x4 + 2− 2x4

(x5 − x)
(√

1− x4 + 1
)

f25 : x 7→ e
1
x

√
|x(x+ 1)|

f26 est dé�nie et dérivable sur ]−∞,−1[∪]− 1, 0[∪]0,+∞[.

Pour x ∈]−∞,−1[∪]0,+∞[ on a f26(x) = e
1
x

√
x(x+ 1) ,d'où

f ′26(x) =

(
2x2 − x− 2

)
e

1
x

2x
√
x2 + x

et, pour x ∈]− 1, 0[ on a f26(x) = e
1
x

√
−x(x+ 1), d'où

f ′26(x) = −
(
2x2 − x− 2

)
e

1
x

2x
√
−x2 − x

f26 : x 7→ ee
x

f27 est dé�nie et dérivable sur R et on a

∀x ∈ R f ′27(x) = ex+ex

f27 : x 7→ exp

(
1√

e2 − x2

)

f28 est dé�nie et dérivable sur ]− e, e[ et sur 
et ensemble on a

f ′28(x) =
x exp

(
1√

e2−x2

)

(e2 − x2) 3
2

f28 : x 7→ x(x
x)

Pour x > 0 on a x(x
x) = exx ln(x) = ee

x ln(x) ln(x)
. f29 est alors dé�nie et dérivable sur R∗

+ et sur 
et

ensemble on a

f ′27(x) = xx
x (
xx ln (x) · (ln (x) + 1) + xx−1

)

f29 : x 7→ x
1
x

f30 est dé�nie et dérivable sur R
∗
+ et sur 
et ensemble on a

f ′30(x) = x
1
x

(
1− ln (x)

x2

)

f30 : x 7→
(x
n

)nx
où n ∈ N∗

f31 est dé�nie et dérivable sur R
∗
+ et sur 
et ensemble on a

f ′31(x) =
(
n · ln

(x
n

)
+ n

)(x
n

)n·x
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f31 : x 7→ ln(ln(x))

La fon
tion x 7→ ln(x) est dé�nie et dérivable sur R∗
+, elle prend des valeurs stri
tement positives sur

]1,+∞[. n est alors dé�nie et dérivable sur ]1,+∞ 
omme 
omposée de fon
tions dérivables.

Pour x ∈]1,+∞[, on a

n′(x) =
1

x ln(x)

f32 : x 7→ ln(ln(ln(x)))

La fon
tion x 7→ ln(ln(x)) est dé�nie et dérivable sur ]1,+∞[, elle prend des valeurs stri
tement positives

sur ]e,+∞[. La fon
tion o est alors dé�nie et dérivable sur ]e,+∞ 
omme 
omposée de fon
tions dérivables.

Pour x ∈]e,+∞[, on a

o′(x) =
1

x ln(x) ln(ln(x))

f33 : x 7→ ln(1 + exp(−1

x
))

La fon
tion x 7→ −1

x
est dé�nie sur R∗

et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R∗
. Ainsi la fon
tion

x 7→ 1+exp

(
−1

x

)
est dé�nie sur R∗

et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R∗
. Elle prend des valeurs

toujours stri
tement positives. Don
 p est dé�nie sur R∗
et dérivable sur tout intervalle in
lus dans R∗


omme 
omposée de fon
tions dérivables.

En parti
ulier, pour x ∈ R∗
+, on a

p′(x) =
1

x2(=
(
1 + exp

(
1
x

))

f34 : x 7→
ex

x
La fon
tion x 7→ x est dé�nie et dérivable sur R, elle ne s'annule qu'en 0. Ainsi q est dé�nie sur R∗

et

dérivable sur tout intervalle in
lus dans R∗

omme 
omposée de fon
tions dérivables.

En parti
ulier, pour x ∈ R∗
+, on a

q′(x) =
(x− 1)ex

x2

f35 : x 7→ cos(x)
(
1 + tan(x) tan

(x
2

))

La fon
tion x 7→ cos(x) est dé�nie et dérivable sur R. La fon
tion x 7→ tan(x) est dé�nie sur R\{π
2
+

απ , α ∈ Z} et est dérivable sur tout intervalle in
lus dans R\{π
2
+απ , α ∈ Z}. La fon
tion x 7→ tan

(x
2

)

est dé�nie sur R\{π + 2βπ , β ∈ Z} et est dérivable sur tout intervalle in
lus dans R\{π + 2βπ , β ∈ Z}.
Ainsi r est dé�nie sur R\

(π
2
+ απ , α ∈ Z} ∪ {π + 2βπ , β ∈ Z}

)
et est dérivable sur tout intervalle in
lus

dans son ensemble de dé�nition 
omme produit de fon
tions dérivables.

En parti
ulier, pour x ∈
]
−π
2
,
π

2

[
, on a

r′(x) = 0

En e�et, si on e�e
tue des simpli�
ations trigonométriques, on peut se rendre 
ompte que, pour tout

x ∈ R\
(π
2
+ απ , α ∈ Z} ∪ {π + 2βπ , β ∈ Z}

)
, r(x) = 1

f36 : x 7→
√

(xx)2x+1

La fon
tion x 7→ xx est dé�nie sur R∗
+ par xx = ex ln(x)

.Elle prend des valeurs stri
tement positives et elle est

dérivable sur R∗
+. Pour x ∈ Rx

+ on peut réé
rire (xx)2x+1 = exp((2x+1) ln(ex ln(x)) = exp((2x2+x) ln(x)).
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La fon
tion x 7→ exp((2x2 + x) ln(x)) est dé�nie et dérivable sur R∗
+ et prend des valeurs stri
tement

positives. De plus la fon
tion x 7→ √
x est dé�nie sur R+ et dérivable sur R∗

+. Ainsi s est dé�nie et

dérivable sur R∗
+ 
omme 
omposée de fon
tions dérivables

Pour x ∈ R∗
+, on a

s′(x) =
(xx)2x+1 ((2x+ 1) (ln (x) + 1) + 2 · x · ln (x))

2
√

(xx)2x+1

f37 : x 7→ arctan

(
x√

1− x2

)

La fon
tion x 7→
√

1− x2 est dé�nie sur [−1, 1], s'annule en −1 et 1 et est dérivable sur ] − 1, 1[. Ainsi

la fon
tion x 7→ x√
1− x2

est dé�nie et dérivable sur ] − 1, 1[ 
omme quotient de fon
tions dérivables. La

fon
tion x 7→ arctan(x)est dé�nie et dérivable sur R. Ainsi u est dé�nie et dérivable sur ] − 1, 1[ 
omme


omposition des fon
tions dérivables.

On a, pour x ∈]− 1, 1[,

u′(x) =
1√

1− x2

Réponse de l'exer
i
e 16.2

Sur

[
0,
π

2

]
la fon
tion sinus est positive, f est don
 bien dé�nie sur

[
0,
π

2

]
.

f 
ontinue sur

[
0,
π

2

]
et dérivable sur

]
0,
π

2

]
de dérivée

∀x ∈
]
0,
π

2

]
f ′(x) =

cos (x)

2
√

sin (x)
+ 1 > 1 > 0

f est don
 stri
tement 
roissante sur

[
0,
π

2

]
. D'après le théorème de la bije
tion 
ontinue f réalise une

bije
tion de

[
0,
π

2

]
dans f

([
0,
π

2

])
et sa bije
tion ré
iproque f−1

est 
ontinue sur f
([

0,
π

2

])
.

On sait que f
([

0,
π

2

])
est un intervalle de R, que f(0) = 0, et f

(π
2

)
= 1+

π

2
. Ainsi

[
0, 1 +

π

2

]
⊂ f

([
0,
π

2

])
.

De plus on a

∀x ∈
[
0,
π

2

]
0 6 f(x) 6 1 +

π

2

D'où f
([

0,
π

2

])
⊂
[
0, 1 +

π

2

]
et �nalement f

([
0,
π

2

])
=
[
0, 1 +

π

2

]

f−1
est don
 
ontinue sur

[
0, 1 +

π

2

]
. Elle est dérivable sur

{
y ∈

[
0, 1 +

π

2

]
, f est dérivable en f−1(y) et f ′(f−1(y)) 6= 0

}

C'est-à-dire {
y ∈

[
0, 1 +

π

2

]
, f−1(y) ∈

]
0, 1 +

π

2

]
et f ′(f−1(y)) 6= 0

}

On a f−1(y) = 0 si et seulement si y = 0 et on sait que f ′ ne s'annule jamais. Ainsi f−1
est dérivable sur]

0, 1 +
π

2

]

Réponse de l'exer
i
e 16.3
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� Soit f : R → R

x 7→ sin(x)− x+
x3

6

.

f est dérivable sur R 
ar somme de fon
tions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif x,
f(x) > 0.
Pour 
ela dérivons f . Pour x ∈ R on a

f ′(x) = cos(x)− 1 +
x2

2

Le signe de f ′ n'est pas évident, il va falloir 
ontinuer. f ′ est dérivable sur R 
omme somme de fon
tions

dérivables et, pour x ∈ R, on a

f ′′(x) = − sin(x) + x

On sait que, pour x > 0, on a sin(x) 6 x. Ainsi, pour x > 0, on a f ′′(x) > 0.
f ′ est don
 
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, f

′(x) > f ′(0). Or f ′(0) = 0. Ainsi, pour
x > 0, on a f ′(x) > 0.
f est don
 
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, f(x) > f(0). Or f(0) = 0. Ainsi, pour x > 0,
on a f(x) > 0. C'est-à-dire, pour tout réel positif x,

x− x3

6
6 sin(x)

Soit maintenant g : R → R

x 7→ sin(x)− x+
x3

6
− x5

120

.

g est dérivable sur R 
ar somme de fon
tions dérivables. On va montrer que, pour tout réel positif x,
g(x) 6 0.
Pour 
ela dérivons g. Pour x ∈ R on a

g′(x) = cos(x)− 1 +
x2

2
− x4

24

Le signe de g′ n'est pas évident, il va falloir 
ontinuer. g′ est dérivable sur R 
omme somme de fon
tions

dérivables et, pour x ∈ R, on a

g′′(x) = − sin(x) + x− x3

6

On vient de prouver que, pour tout réel positif x, x− x3

6
6 sin(x). Ainsi, pour x > 0, on a g′′(x) 6 0.

g′ est don
 dé
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, g
′(x) 6 g′(0). Or g′(0) = 0. Ainsi, pour

x > 0, on a g′(x) 6 0.
g est don
 dé
roissante sur R+. D'où, pour tout réel positif x, g(x) 6 g(0). Or g(0) = 0. Ainsi, pour
x > 0, on a g(x) 6 0. C'est-à-dire, pour tout réel positif x,

sin(x) 6 x− x3

6
+

x5

120

� On peut remarquer que l'inégalité demandée est équivalente à

∀x > 0 arctan(x) >
1

x+ 1
x

C'est-à-dire

∀x > 0 arctan(x)− x

x2 + 1
> 0
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Soit alors f : x 7→ arctan(x)− x

x2 + 1
. f est dérivable sur R et on a

∀x ∈ R f ′(x) =
1

1 + x2
+

1− x2
(1 + x2)2

=
2

(1 + x2)2
> 0

f est don
 stri
tement 
roissante sur R, on a ainsi

∀x > 0 f(x) > f(0)

C'est-à-dire

∀x > 0 arctan(x)− x

x2 + 1
> 0

On a bien montré que

∀x > 0

(
x+

1

x

)
arctan(x) > 1

� On va montrer i
i que

∀x > 1 ln(x) <
x2 − 1

2x

Soit h : ]1,+∞[ → R

x 7→ x2 − 1

2x
− ln(x)

h est dérivable sur ]1,+∞[ et on a

∀x > 1 h′(x) =
2 + 2x2

4x2
− 1

x
=

1 + x2

2x2
− 2x

2x2
=

(x− 1)2

2x2
> 0

h est don
 stri
tement 
roissante sur ]1,+∞[. On a ainsi

∀x > 1 h(x) > lim
x→1+

h(x)

C'est-à-dire

∀x > 1
x2 − 1

2x
− ln(x) > 0

On a don
 montré que

∀x > 1
x ln(x)

x2 − 1
<

1

2

� On pose f : x → R∗
+

R 7→ x
ln
(
1 +

√
1 + x2

)
− 1

x
− ln(x) On va montrer que f ′(x) est toujours stri
te-

ment positif sur R∗
+.

On trouve

f ′(x) =
(1− x)

(
1
√
x2 + 1

)
+ x2

x2
(√

x2 + 1 + x2 + 1
)

Il est 
lair que, pour x ∈]0, 1] on a f ′(x) > 0.
On suppose don
 x > 1. Il faut véri�er que

x2 > (x− 1)
(
1
√
x2 + 1

)

C'est-à-dire

x2

x− 1
− 1 >

√
1 + x2
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Les quantités 
onsidérées étant positives, 
ette inégalité équivaut à

(x2 − x+ 1)2 > (x2 + 1)(x − 1)2

qui équivaut à x2 > 0
On a don
 bien

∀x > 0 f ′(x) > 0

Ainsi f est stri
tement 
roissante sur R∗
+.

En�n, pour x > 0 on a

f(x) = ln

(
1 +
√
1 + x2

x

)
− 1

x
= ln

(
1

x
+

√
1 +

1

x2

)
− 1

x

Ainsi lim
x→+∞

f(x) = 0.

On a alors alors, par 
roissan
e de f ,

∀x > 0 f(x) < lim
x→+∞

f(x)

C'est-à-dire

∀x > 0 ln
(
1 +

√
1 + x2

)
<

1

x
+ ln(x)

� Soit f : ]0,+∞[ → R

x 7→ arctan(x) + arctan

(
1

x

) f est dérivable sur ]0,+∞[ et on a

∀x > 0 f ′(x) =
1

1 + x2
+

(
− 1

x2

)
1

1 + 1
x2

=
1

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0

f est don
 
onstante sur ]0,+∞[, en parti
ulier on a

∀x > 0 f(x) = f(1)

C'est-à-dire

∀x > 0 arctan(x) + arctan

(
1

x

)
=
π

2

Réponse de l'exer
i
e 16.4

Soit (a, b, c) ∈ R3
et soit f : [0, 1] → R

x 7→ a(x4 − x) + b(x3 − x) + c(x2 − x)
.

f est un polyn�me et est don
 dérivable sur R On a de plus f(0) = 0 et f(1) = 0. Ainsi, d'après le théorème

de Rolle, il existe x ∈ [0, 1] tel que f ′(x) = 0.
C'est-à-dire, il existe x ∈ [0, 1] tel que

4ax3 − a+ 3b2 − b+ 2cx− c = 0

et don


4ax3 + 3bx2 + 2cx = a+ b+ c

Réponse de l'exer
i
e 16.5
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1. Pour tout λ ∈ R la fon
tion fλ est dérivable sur R. La tangente à la 
ourbe représentative de fλ en 0
admet 
omme 
oe�
ient dire
teur f ′λ(0).

On a f ′λ(0) = 1. Les tangentes en 0 aux 
ourbes représentatives des fon
tions fλ ont don
 toutes le même


oe�
ient dire
teur et sont don
 parallèles.

2. La tangente à la 
ourbe représentative de fλ en 1 est la droite passant par fλ(1) =
λ+ 1

2
et de 
oe�
ient

dire
teur f ′λ(1) = −
λ

2
. Il s'agit don
 de la droite Dλ d'équation

y = −λ
2
(x− 1) +

λ+ 1

2

C'est-à-dire

y = −λ
2
x+ λ+

1

2

On voit alors que, pour tout λ ∈ R, le point M

(
2,

1

2

)
appartient à Dλ. Les droites Dλ sont don



on
ourantes en M

(
2,

1

2

)
.

Réponse de l'exer
i
e 16.6

Soit k ∈ N et tk : R → R

x 7→ xk
.

tk est dérivable et, pour x ∈ R, on a

t′k(x) = kxk−1 t′′k(x) = k(k − 1)xk−2

On remarque alors que, pour x ∈ R

(k + 1)xk = t′k+1(x) et (k + 2)(k + 1)xk = t′′k+2(x)

Ainsi,

fn =

n∑

k=0

t′k+1 =

(
n∑

k=0

tk+1

)′

et

gn =
n∑

k=0

t′′k+2 =

(
n∑

k=0

tk+2

)′′

Or, pour x ∈ R\{1} on a

n∑

k=0

tk+1(x) =

n∑

k=0

xk+1 = x

n∑

k=0

xk =
x(1− xn+1)

1− x

et

n∑

k=0

tk+2(x) =

n∑

k=0

xk+2 = x2
n∑

k=0

xk =
x(1− xn+1)

1− x

Soit alors Fn : R\{1} → R

x 7→ x(1− xn+1)

1− x

et Gn : R\{1} → R

x 7→ x2(1− xn+1)

1− x
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Fn est dérivable sur ]1,+∞ en tant que quotient de fon
tions dérivables et on a

∀x ∈]1,+∞[ F ′
n(x) =

nxn+2 + xn+2 − nxn+1 − 2xn+1 + 1

(x− 1)2

Et

∀x ∈]1,+∞[ F ′
n(x) = fn(x)

De même

∀x ∈]−∞, 1[ F ′
n(x) =

nxn+2 + xn+2 − nxn+1 − 2xn+1 + 1

(x− 1)2

Et

∀x ∈]−∞, 1[ F ′
n(x) = fn(x)

D'où

∀x ∈ R\{1} fn(x) =
nxn+2 + xn+2 − nxn+1 − 2xn+1 + 1

(x− 1)2

Gn est dérivable deux fois sur ]1,+∞ en tant que quotient de fon
tions dérivables et on a

∀x ∈]1,+∞[ G′′
n(x) =

n2xn+3 + 3nxn+3 + 2xn+3 − 2n2xn+2 − 8nxn+2 − 6xn+2 + n2xn+1 + 5nxn+1 + 6xn+1 − 2

(x− 1)3

Et

∀x ∈]1,+∞[ G′′
n(x) = gn(x)

De même

∀x ∈]−∞, 1[ G′′
n(x) =

n2xn+3 + 3nxn+3 + 2xn+3 − 2n2xn+2 − 8nxn+2 − 6xn+2 + n2xn+1 + 5nxn+1 + 6xn+1 − 2

(x− 1)3

Et

∀x ∈]−∞, 1[ G′′
n(x) = gn(x)

D'où

∀x ∈ R\{1} gn(x) =
n2xn+3 + 3nxn+3 + 2xn+3 − 2n2xn+2 − 8nxn+2 − 6xn+2 + n2xn+1 + 5nxn+1 + 6xn+1 − 2

(x− 1)3

Le 
al
ul de fn(1) et gn(1) se ramène aux 
al
uls de sommes usuelles vues dans le 
hapitre � Méthodes de


al
ul �.

Réponse de l'exer
i
e 16.7

� Pour x 6= 0 on a −x2 6 x2 sin

(
1

x

)
6 x2. Ainsi, d'après le théorème des gendarmes on a

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0−

f(x) = 0 = f(0)

f est don
 bien 
ontinue en 0. De plus on a

∀x 6= 0 − x 6
x2 sin

(
1
x

)
− 0

x− 0
6 x

Bastien Marmeth 354 Page 354/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Ainsi, en
ore d'après le théorème des gendarmes, les taux d'a

roissements

f(x)− f(0)
x− 0

admettent une

limite (plus pré
isément 0) quand x tend 0. f est don
 dérivable en 0 de dérivée f ′(0) = 0.

Sur ]0,+∞[ et ] −∞, 0[, la fon
tion x 7→ 1

x
est dérivable. Comme la fon
tion sinus est dérivable sur R

alors f est dérivable sur ]0,+∞[ et ]−∞, 0[ de dérivée

∀x ∈ R∗ f ′(x)) = 2x sin

(
1

x

)
+ x2 ×

(−1
x2

)
cos

(
1

x

)
= 2x sin

(
1

x

)
− cos

(
1

x

)

Il est assez 
lair que x 7→ 2x sin

(
1

x

)
− cos

(
1

x

)
n'admet pas de limite quand x tend vers 0. f ′ n'est don


pas 
ontinue en 0.
� Pour x ∈ R on a −x2 6 x|x| 6 x2 Ainsi, d'après le théorème des gendarmes on a

lim
x→0+

g(x) = lim
x→0−

g(x) = 0 = g(0)

g est don
 bien 
ontinue en 0. De plus on a

∀x 6= 0
g(x) − g(0)
x− 0

= |x|

Ainsi, les taux d'a

roissements

g(x)− g(0)
x− 0

admettent une limite (plus pré
isément 0) quand x tend 0.

g est don
 dérivable en 0 de dérivée g′(0) = 0.
Sur ]0,+∞[ on a g(x) = x2, g est don
 dérivable sur ]0,+∞[ de dérivée g′ : x 7→ 2x, de même sur ]−∞, 0[,
g est dérivable de dérivée g′ :7→ −2x
On a

lim
x→0−

g′(x) = lim
x→0+

g′(x) = 0 = g′(0)

g′ est don
 bien 
ontinue sur R. (On peut remarquer qu'en fait g′(x) = 2|x|)
� La fon
tion x 7→ |x|+ 1 est 
ontinue sur R et ne s'annule jamais, ainsi h est 
ontinue sur R en tant que

quotient de fon
tions 
ontinues. En parti
ulier h est 
ontinue en 0.
On a

∀x 6= 0
h(x) − h(0)

x− 0
=

1

|x|+ 1

Ainsi, les taux d'a

roissements

h(x)− h(0)
x− 0

admettent une limite (plus pré
isément 1) quand x tend 0.

h est don
 dérivable en 0 de dérivée h′(0) = 1.

Sur ]0,+∞[ on a h(x) =
x

1 + x
, h est don
 dérivable sur ]0,+∞[ de dérivée h′ : x 7→ 1

(1 + x)2
, de même

sur ]−∞, 0[, g est dérivable de dérivée g′ :7→ 1

(1− x)2
On a

lim
x→0−

h′(x) = lim
x→0+

h′(x) = 1 = h′(0)

h′ est don
 bien 
ontinue sur R. (On peut remarquer qu'en fait h′(x) =
1

(1 + |x|)2
)

Réponse de l'exer
i
e 16.8

Soit g : [a, b] → R

x 7→ ex(f(x)− f ′(x))

Bastien Marmeth 355 Page 355/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

On sait que f et f ′ sont 
ontinues et dérivables sur [a, b], g est don
 dérivable sur [a, b] et on a

∀x ∈ [a, b] g′(x) = ex(f(x)− f ′(x)) + ex(f ′(x)− f ′′(x)) = ex(f(x)− f ′′(x))

On a de plus g(a) = 0 et g(b) = 0 et don
, d'après le théorème de Rolle, il existe c ∈]a, b[ tel que g′(c) = 0,

'est-à-dire ec(f(c)− f ′′(c)) = 0.

On a don
 bien c ∈]a, b[ tel que f(c) = f ′′(c).

Réponse de l'exer
i
e 16.9

Soit (a, b, c) ∈ R3
et soit f : [0, 1] → R

x 7→ a(x4 − x) + b(x3 − x) + c(x2 − x)
.

f est un polyn�me et est don
 dérivable sur R On a de plus f(0) = 0 et f(1) = 0. Ainsi, d'après le théorème

de Rolle, il existe x ∈ [0, 1] tel que f ′(x) = 0.
C'est-à-dire, il existe x ∈ [0, 1] tel que

4ax3 − a+ 3b2 − b+ 2cx− c = 0

et don


4ax3 + 3bx2 + 2cx = a+ b+ c

Réponse de l'exer
i
e 16.10

1. Soit a et b deux réels ave
 a < b. Soit f : [a, b] → R une fon
tion 
ontinue et dérivable sur [a, b]. On
suppose que f s'annule n fois sur [a, b] où n > 2. Notons x1 < x2 < · · · < xn les points d'annulation de f .

On a alors f(x1) = f(x2) = · · · = f(xn) = 0.

Soit i ∈ J1, n − 1K. f est dérivable sur [xi, xi+1], on peut lui appliquer le théorème de Rolle, il existe don


yi ∈]xi, xi+1[ tel que f
′(yi) = 0. On a ainsi n− 1 réels yi tel que f(yi) = 0 ave
 x1 < y1 < x2 < y2 < · · · <

xn−1 < yn−1 < xn.

2. Soit P un polyn�me de degré n dont toutes les ra
ines, notées λ1 6 λ2 · · · 6 λn sont réelles (les ra
ines

sont éventuellement multiples).

Commençons par remarquer que, 
omme P ′
est de degré n− 1 il admet au plus n− 1 ra
ines réelles.

On va pro
éder 
omme pré
édemment. Toutefois, il est possible i
i d'avoir λi = λi+1. Ce
i n'arrive que

quand λi est une ra
ine de multipli
ité m > 1 mais on sait qu'alors λi est également une ra
ine de P ′
de

multipli
ité m− 1.

Ainsi, si λi = λi+1 = · · ·λi+m, alors on a µi = µi+1 = µi+m−1(= λi) des ra
ines de P
′
telles que

λi 6 µi 6 λi+1 · · · 6 µi+m−1 6 λi+m

Dans le 
as où λj < λj+1 on peut alors le théorème de Rolle.

Finalement on a n− 1 réels µ1, · · ·µn−1 ra
ines de P
′
tels que

λ1 6 µ1 6 λ2 6 µ2 6 · · ·λn−1 6 µn−1 6 λn

On parle d'entrela
ement des ra
ines. En parti
ulier toutes les ra
ines de P ′
sont dans l'intervalle [λ1, λn].

Réponse de l'exer
i
e 16.11

Soit T une période de f . On a alors

∀x ∈ R f(x+ T ) = f(x)
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En parti
ulier f(0) = f(T ). f est dérivable sur R don
 sur [0, T ]. D'après le théorème de Rolle, il existe alors

x0 ∈]0, T [ tel que f ′(x0) = 0.
On peut répéter 
e pro
essus sur tous les intervalles [kT, (k + 1)T ] où k ∈ Z mais on va pro
éder i
i de

manière di�érente en montrant que f ′ est également périodique de période T .
Soit g : x 7→ f(x+ T )− f(x). g est alors dérivable sur R et on a

∀x ∈ R g′(x) = f ′(x+ T )− f ′(x)

On remarque que, par périodi
ité de f , g est 
onstante et vaut 0. Ainsi g′ est également la fon
tion nulle. D'où

∀x ∈ R f ′(x+ T ) = f ′(x)

f est don
 périodique de période T . On a alors

∀k ∈ Z f ′(x0 + kT ) = f ′(x0) = 0

f ′ s'annule don
 bien une in�nité de fois.

Réponse de l'exer
i
e 16.12

Soit g : [a, b] → R

x 7→ ex(f(x)− f ′(x))
On sait que f et f ′ sont 
ontinues et dérivables sur [a, b], g est don
 dérivable sur [a, b] et on a

∀x ∈ [a, b] g′(x) = ex(f(x)− f ′(x)) + ex(f ′(x)− f ′′(x)) = ex(f(x)− f ′′(x))

On a de plus g(a) = 0 et g(b) = 0 et don
, d'après le théorème de Rolle, il existe c ∈]a, b[ tel que g′(c) = 0,

'est-à-dire ec(f(c)− f ′′(c)) = 0.

On a don
 bien c ∈]a, b[ tel que f(c) = f ′′(c).

Réponse de l'exer
i
e 16.13

Comme suggéré par l'énon
é, posons g : [a, b] → R

t 7→ f(t)− f(λ)

(λ− a)(λ− b)(t− a)(t− b)
g est alors la somme de f et d'un polyn�me et est don
, à 
e titre,deux fois dérivable sur [a, b].
On a g(a) = 0, g(b) = 0 et

g(λ) = f(λ)− f(λ)

(λ− a)(λ− b)(λ− a)(λ− b) = 0

On peut appliquer le théorème de Rolle à g sur [a, λ]. Il existe don
 c1 ∈]a, λ[ tel que g′(c1) = 0. De même,

d'après le théorème de Rolle appliqué à g sur ]λ, b[, il existe c2 ∈]λ, b[ tel que g′(c2).
On a alors a < c1 < λ < c2 < b et g′(c1) = g′(c2) = 0. La fon
tion g est deux fois dérivable sur [a, b] don
 g′

est dérivable sur [c1, c2]. On peut alors lui appliquer le théorème de Rolle. Il existe alors cλ ∈]c1, c2[⊂ [a, b] tel
que g′′(cλ) = 0, 
'est-à-dire

f ′′(cλ)− 2
f(λ)

(λ− a)(λ− b) = 0

D'où

f(λ) =
1

2
(λ− a)(λ− b)f ′′(cλ)

Réponse de l'exer
i
e 16.14
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� On peut remarquer que le 
as où a et b sont deux réels est ex
essivement simple. En e�et f est dérivable

sur R, elle est don
 
ontinue sur R.

Si a ∈ R et b ∈ R on a alors f(a) = lim
x→a

f(x) = l et f(b) = lim
x→b

f(x) = l. On peut alors appliquer le

théorème de Rolle à f sur [a, b] et ainsi obtenir c ∈ R tel que f ′(c) = 0.
� Traitons ensuite le 
as a = −∞ et b = +∞. C'est i
i que la fon
tion g se révèle utile.

La fon
tion x 7→ 1

x
+

1

x− 1
est dérivable sur ]0, 1[ etf est dérivable sur R. g est alors dérivable sur ]0, 1[.

On a de plus lim
x→0+

g(x) = lim
y→+∞

f(y) = l et lim
x→1−

g(x) = lim
y→−∞

g(y) = l.

On peut alors prolonger g par 
ontinuité sur [0, 1] en posant g(0) = g(1) = l.
On peut alors appliquer le théorème de Rolle à g sur [0, 1]. Il existe don
 c ∈]0, 1[ tel que g′(c) = 0.
On a

∀x ∈]0, 1[ g′(x) =

(−1
x2

+
−1

(x− 1)2

)
f ′
(
1

x
+

1

x− 1

)

Ainsi, on obtient

−(c− 1)2 + c2

c2(c− 1)2
f ′
(
1

c
+

1

c− 1

)
= 0

D'où

f ′
(
1

c
+

1

c− 1

)
= 0

Notons c̃ =
1

c
+

1

c− 1
, on a alors trouvé c̃ ∈ R tel que f ′(c̃) = 0.

� Traitons maintenant le 
as où a ∈ R et b = +∞.

Posons h : ]0, 1[ → R

x 7→ f

(
a− 1 +

1

x

) .

La fon
tion x 7→ a− 1 +
1

x
est dérivable sur ]0, 1[ et f est dérivable sur R. h est alors dérivable sur ]0, 1[.

On a de plus lim
x→0+

h(x) = lim
y→+∞

f(y) = l et lim
x→1−

g(x) = lim
x→a

f(x) = l.

On peut alors prolonger g par 
ontinuité sur [0, 1] en posant g(0) = g(1) = l.
On peut alors appliquer le théorème de Rolle à g sur [0, 1]. Il existe don
 c ∈]0, 1[ tel que g′(c) = 0.
On a

∀x ∈]0, 1[ g′(x) =

(−1
x2

)
f ′
(
a− 1 +

1

x

)

Ainsi, on obtient

− 1

c2
f ′
(
a− 1 +

1

c

)
= 0

D'où

f ′
(
a− 1 +

1

c

)
= 0

Notons c̃ = a− 1 +
1

c
, on a alors trouvé c̃ ∈ R tel que f ′(c̃) = 0.

� Le 
as a = −∞ et b ∈ R se traite de manière similaire en 
onsidérant h : ]0, 1[ → R

x 7→ f

(
b+ 1 +

1

x− 1

)

Réponse de l'exer
i
e 16.15

On va montrer par ré
urren
e que, pour tout polyn�me P de degré n, l'équation P (x) = ex admet au plus n+1
solutions.

Initialisation :
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Un polyn�me de degré 0 est un polyn�me 
onstant. La fon
tion exponentielle étant une bije
tion de R dans

R∗
+, une équation de la forme ex = C admet une solution si C > 0 (ln(C)) et au
une si C 6 0, 
e qui fait bien

au plus 0 + 1 solutions

Hérédité :

On suppose que, pour tout polyn�me Q de degré n, l'équation Q(x) = ex admet au plus n + 1 solutions.

Soit P un polyn�me de degré n+1. Supposons par l'absurde que l'équation ex = P (x) admette au moins n+ 2
solutions, notées x1 < x2 < · · · < xn+2.

Notons f : x 7→ P (x)− ex. On a alors

f(x1) = f(x2) = · · · = f(xn+2) = 0

f est de 
lasse C∞ sur R 
ar tout polyn�me est de 
lasse C∞ et la fon
tion exponentielle est de 
lasse C∞.

En parti
ulier f est dérivable sur R.

On peut alors appliquer le théorème de Rolle à f sur 
ha
un des intervalles [xi, xi+1], où i ∈ J1, n + 1K. Il
existe alors y1 ∈]x1, x2[, y2 ∈]x2, x3[, · · · , yn+1 ∈]xn+1, xn+2[ tel que

f ′(y1) = f ′(y2) = · · · = f ′(yn+1)

y1, y2, · · · , yn+1 sont alors n+ 1 solutions distin
tes de l'équation P ′(x) = ex. Or P ′
est de degré n, d'après

l'hypothèse de ré
urren
e, l'équation P ′(x) = ex admet au plus n solutions.

On aboutit à une 
ontradi
tion. Ainsi l'équation P (x) = ex admet bien au plus n+1 solutions, 
e qui prouve
l'hypothèse au rang n+ 1 et a
hève la ré
urren
e

Réponse de l'exer
i
e 16.16

1. Soit k ∈ N∗
. La fon
tion ln est 
ontinue sur [k, k+1] et dérivable sur ]k, k+1[. On peut alors lui appliquer

le théorème des a

roissements �nis.

Il existe don
 ck ∈ [k, k + 1] tel que
ln(k + 1)− ln(k)

k + 1− k =
1

ck
.

Comme ck ∈ [k, k + 1] on a alors

1

k + 1
6

1

ck
6

1

k
.

C'est-à-dire

1

k + 1
6 ln(k + 1)− ln(k) 6

1

k

2. Soit n > 2. On sait que, pour tout k > 1, on a

1

k
> ln(k + 1)− ln(k).

Ainsi

Sn =

n∑

k=1

1

k

>

n∑

k=1

ln(k + 1)− ln(k) on re
onnait i
i une somme télées
opique

> ln(n+ 1)− ln(1)

> ln(n+ 1)

De même on sait que, pour tout k > 2

1

k
=

1

(k − 1) + 1
6 ln((k − 1) + 1)− ln(k − 1) 6 ln(k) − ln(k − 1)

Ainsi

Sn =

n∑

k=1

1

k

Bastien Marmeth 359 Page 359/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

= 1 +

n∑

k=2

1

k

6 1 +
n∑

k=2

ln(k)− ln(k − 1) on re
onnait i
i une somme télées
opique

> 1 + ln(n)− ln(2− 1) > 1 + ln(n)

On a bien obtenu l'en
adrement

∀n > 2 ln(n + 1) 6 Sn 6 1 + ln(n)

3. De l'en
adrement pré
édent on tire

∀n > 2
ln(n+ 1)

ln(n)
6

Sn
ln(n)

6
1 + ln(n)

ln(n)

C'est-à-dire

∀n > 2 1 +
ln
(
1 + 1

n

)

ln(n)
6

Sn
ln(n)

6 1 +
1

ln(n)

D'après le théorème des gendarmes, on a alors lim
n→+∞

Sn
ln(n)

= 1, 
'est-à-dire Sn ∼
+∞

ln(n).

Réponse de l'exer
i
e 16.17

Soit h ∈ R∗
, la fon
tion arctan est 
ontinue et dérivable sur R, on peut don
 lui appliquer le théorème des

a

roissements �nis. Pour �xer les idées on prendra h > 0.
Il existe don
 ch ∈]0, h[ tel que

arctan(h) − arctan(0)

h− 0
= f ′(ch)

Posons θh =
ch
h
. On a alors θh ∈]0, 1[ tel que f(h) = hf ′(θhh).

C'est-à-dire

h

1 + h2θ2h
= arctan(h)

D'où

θ2h =
1

h arctan(h)
− 1

h2

Puis, 
omme θh > 0,

θh =

√
1

h arctan(h)
− 1

h2

Ce qui prouve l'uni
ité de θh.
On a

θh =

√
h− arctan(h)

h2 arctan(h)

Déterminer la limite de θh né
essite des 
onnaissan
es d'équivalents (ou de développements limités) un peu

poussées : Il faut en e�et savoir que arctan(h) ∼
0
h et h− arctan(h) ∼

0

h3

3
.

Sa
hant 
ela, on obtient

lim
h→0

θh =
1√
3
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Réponse de l'exer
i
e 16.18

Soit ε > 0 et soit C ∈ [a,+∞[ tel que

∀x > C ℓ− ε 6 f ′(x) 6 ℓ+ ε

f est dérivable sur [a,+∞[ don
 sur [C,+∞[. Soit x > C, on peut appliquer le théorème des a

roissements �nis

à entre C et x. Il existe alors cx > C tel que

f(x)− f(C)

x− C = f ′(cx) D'où ℓ− ε 6
f(x)− f(C)

x− C 6 ℓ+ ε

Ainsi, pour tout x > C on a

ℓ− ε+ f(C)

x− c 6
f(x)

x
6 ℓ+ ε+

f(C)

x−C

On sait que lim
x→+∞

f(C)

x− C = 0, ainsi, il existe C ′ > tel que

∀x > C ′ − ε 6 f(C)

x− C 6 ε

Ainsi, en notant C ′′ = max(C,C ′), on a

∀x > C ′′ ℓ− 2ε 6
f(x)

x
6 ℓ+ 2ε

On a don
 montré que

∀ε > 0 ∃C > 0 x > C ′′ ⇒ ℓ− 2ε 6
f(x)

x
6 ℓ+ 2ε

C'est-à-dire lim
x+∞

f(x)

x
= ℓ.

Réponse de l'exer
i
e 16.19

On introduit l'appli
ation ϕ dé�nie sur [x0, x0 + h] par ϕ(t) = f(t+ h)`f(t).
On 
onstate que f(x0 + 2h)`2f(x0 + h) + f(x0) = ϕ(x0 + h)`ϕ(x0).
L'appli
ation ϕ est deux fois dérivable sur [x0, x0 + h]. On peut don
 lui appliquer le théorème des a

rois-

sements �ni entre x0 et x0 + h. Il existe don
 ch ∈]x0, x0 + h[ tel que

ϕ(x0 + h)`ϕ(x0) = hϕ′(ch)

Or ϕ′(ch) = f ′(ch + h)`f ′(ch). f est deux fois dérivable sur [x0, x0 + 2h] don
 f ′ est dérivable sur [ch, ch + h].
On peut don
 lui appliquer le théorème des a

roissements �nis entre ch et ch + h.

Il existe don
 xh ∈]ch, ch + h[⊂]x0, x0 + 2h[ tel que f ′(ch + h)− f ′(ch) = hf ′′(xh).
D'où

f(x0 + 2h) − 2f(x0 + h) + f(x0) = h2f ′′(xh)

Réponse de l'exer
i
e 16.20

1. Soit h : x 7→ (f(b) − f(a))(g(x) − g(a)) − (g(b) − g(a))(f(x) − f(a)). h est 
ontinue sur [a, b] et dérivable
sur ]a, b[. On a h(a) = 0 et h(b) = 0. D'après le théorème de Rolle il existe don
 c ∈]a, b[ tel que h′(c) = 0,

'est-à-dire

(f(b)− f(a))g′(c)− (g(b) − g(a))f ′(c)
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2. Soit x ∈]a, b[, de manière similaire à la question pré
édente, il existe cx ∈]a, x[ tel que

f(x)g′(cx) = g(x)f ′(cx)

On a a < cx < x, d'où, d'après le théorème des gendarmes, lim
x→a

cx = a.

De notre égalité pré
édente on tire, si g(x) 6= 0 et g(cx) 6= 0,

f(x)

g(x)
=
f ′(cx)
g′(cx)

et don


lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(cx)
g′(cx)

= lim
y→a

f ′(y)
g′(y)

= ℓ

Ce résultat est 
onnu sous le nom de règle de l'Hospital.

Réponse de l'exer
i
e 16.21

Soit

ϕ : [a, b] → R

x 7→





f(x)− f(a)
x− a si x 6= a

f ′(a) si x = a

ψ : [a, b] → R

x 7→





f(x)− f(b)
x− b si x 6= b

f ′(b) si x = b

ϕ et ψ sont alors 
ontinues sur [a, b]. On observe que ϕ(b) = ψ(a). ϕ étant 
ontinue, ϕ([a, b]) est un intervalle

de R, il 
ontient en outre ϕ(a) = f ′(a) et ϕ(b) don
 
ontient l'intervalle [f ′(a), ϕ(b)].
De même, on a [ϕ(b), f ′(b)] ⊂ ψ([a, b])
Soit y ∈ [f ′(a), f ′(b)]. De deux 
hoses l'une :

� Soit y ∈ ϕ([a, b]) ;
� Soit y ∈ ψ([a, b]).
Dans le premier 
as, d'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe c ∈]a, b[ tel que y = ϕ(c). Dans

le se
ond 
as, toujours d'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe c ∈]a, b[ tel que y = ψ(c).
On a alors

y =
f(c)− f(a)

c− a ou bien y =
f(b)− f(c)

b− c
Quelle que soit la situation on a, d'après le théorème des a

roissements �nis, d ∈]a, b[ tel que

y =
f(c)− f(a)

c− a = f ′(d) ou bien y =
f(b)− f(c)

b− c = f ′(d)

On a ainsi trouvé d ∈]a, b[ tel que y = f ′(d). f ′ prend don
 bien toutes les valeurs 
omprises entre f ′(a) et
f ′(b).

Réponse de l'exer
i
e 16.22

Soit ϕ : [0, 1] → R

x 7→ g(x) − x

3
(g′(x) + 2g′(0)) + λx5

.

g est impaire, ses dérivées d'ordre pair sont don
 nulles en 0 (pour le voir dériver f(x)− f(−x)). On 
hoisit

λ de sorte que ϕ(1) = 0
ϕ est dérivable sur [0, 1] et

∀x ∈ [0, 1] ϕ′(x) =
2

3
g′(x)− x

3
g′′(x)− 2

3
g′(0) + 5λx4
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On peut lui appliquer le théorème de Rolle entre 0 et 1. Il existe don
 c1 ∈]0, 1[ tel que

0 = ϕ′(c1)

On a de plus ϕ′(0) = 0. La fon
tion ϕ est dérivable sur [0, 1] et on a

∀x ∈ [0, 1] ϕ′′(x) =
2

3
g′′(x)− x

3
g(3) − 1

3
g′′(x) + 20λx3

On peut alors appliquer le théorème de Rolle à ϕ′
entre 0 et c1. il existe don
 c2 tel que ϕ

′′(c2) = 0.
ϕ′′

est dérivable sur [0, 1] et on a

∀x ∈ [0, 1] ϕ(3)(x) = −x
3
g(4)(x) + 60λx2

Ainsi ϕ′′(0) = 0, on peut alors appliquer le théorème de Rolle à ϕ′′
entre 0 et c2. il existe don
 c3 tel que

ϕ(3)(c3) = 0.
C'est-à-dire

−c3
3
g(4)(c3) + 60λc23

D'où g(4)(c4) = 180λc3.
Finalement, on applique le théorème des a

roissements �nis à g(4) entre 0 et c4. Il existe don
 c ∈]0, c4[⊂]0, 1[

tel que

g(4)(c4)− g(4)(0) = c4g
(5)(c)

On sait de plus que g(4)(c4) = 180λc3, on a alors g(5)(c) = 180λ et don
 λ =
1

180
g(5)(c).

L'égalité ϕ(1) = 0 devient alors

g(1) =
1

3
(g′(1) + 2g′(0)) − 1

180
g(5)(c)

Réponse de l'exer
i
e 16.23

1. Soit a et b deux réels ave
 0 < a < b. On a alors ln(a) < ln(b).

La fon
tion exponentielle est dérivable sur R don
 en parti
ulier sur l'intervalle [ln(a), ln(b)]. Il existe ainsi
c ∈ [ln(a), ln(b)] tel que

eln(b)− eln(a)
ln(b)− ln(a)

= ec

La fon
tion exponentielle étant 
roissante on a alors eln(a) 6 ec 6 eln(b). C'est-à-dire

a 6
b− a

ln b− ln a
6 b

Soit x ∈]0, 1[, l'inégalité pré
édente appliquée à a = x et b = 1 donne

0 < x 6
1− x
− lnx

6 1

Toutes les quantités 
onsidérées sont positives, la fon
tion x 7→ 1

x
est dé
roissante sur R∗

+, on a ainsi

1

x
> − lnx1− x > 1

Bastien Marmeth 363 Page 363/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

On a x < d'où 1− x > 0 et don


1− 1

x
6 lnx 6 x− 1.

Pour x > 1 on applique la première inégalité à a = 1 et b = x, d'où

1 6
x− 1

lnx
6 x

Puis, les quantités 
onsidérées étant toutes positives

1 >
lnx

x− 1
>

1

x

Et en�n, 
omme x− 1 > 0,

1− 1

x
6 lnx 6 x− 1

On peut remarquer que, dans le 
as x = 1,
ette inégalité devient 0 6 0 6 0 et est don
 aussi vraie pour

x = 1.

2. Soit a et b deux réels ave
 0 < a < b et soit f : R → R

x 7→ 3
√

(1 + x)

f est 
ontinue sur R et est dérivable sur ]−∞,−1[∪]− 1,+∞[ don
 en parti
ulier sur ]0,+∞[.

Pour x ∈]0,+∞[ on a

f ′(x) =
1

3

1
3
√
1 + x

2

Si x ∈ [a, b] alors, par 
roissan
e de la fon
tion ra
ine 
ubique on a

3
√
1 + a 6

3
√
1 + x 6

3
√
1 + b

Puis, 
omme toutes les quantités 
onsidérées sont positives et que la fon
tion x 7→ x2 est 
roissante sur

R+,

3
√
1 + a

2
6

3
√
1 + x

2
6

3
√
1 + b

2

Et don


f ′(a) > f ′(x) > f ′(b)

L'inégalité des a

roissements �nis appliquée à f entre a et b nous donne alors

f ′(b)(b− a) 6 3
√
1 + b− 3

√
1 + a 6 f ′(a)(b− a)

Il su�t de remarquer que, 
omme a > 0, alors f ′(a) 6
1

3
, pour obtenir

3
√
1 + b− 3

√
1 + a 6

b− a
3

3. La fon
tion g : x 7→ arcsin(x) est 
ontinue sur [−1, 1] et dérivable sur ]− 1, 1[. Pour c ∈]− 1, 1[ on a

g′(c) =
1√

1− c2

Soit x ∈]0, 1[. On peut appliquer le théorème des a

roissements �nis à g entre 0 et x. Il existe alors c ∈]0, x[
tel que

arcsin(x)− arcsin(0)

x− 0
= g′(c)

Comme c ∈]0, x[ alors 0 6 c2 6 x2, d'où 1 > 1− c2 > 1− x2 et don
 1√
1− c2

6
1√

1− x2
On obtient ainsi

l'inégalité voulue

arcsin(x) 6
x√

1− x2
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4. La fon
tion h : x 7→ arctan(x) est 
ontinue et dérivable sur R. Pour c ∈ R on a

g′(c) =
1

1 + c2

Soit x > 0. On peut appliquer le théorème des a

roissements �nis à h entre 0 et x. Il existe alors c ∈]0, x[
tel que

arctan(x)− arctan(0)

x− 0
= h′(c)

Comme c ∈]0, x[ alors 0 6 c2 6 x2, d'où 1 6 1 + c2 6 1 − x2 et don


1

1 + x2
>

1

1 + x2
On obtient ainsi

l'inégalité voulue

arctan x >
x

1 + x2

Réponse de l'exer
i
e 16.24

1. On va montrer par ré
urren
e le résultat suivant :

Hn : Si f et g sont deux fon
tions de 
lasse Cn, alors f × g est de 
lasse Cn et

(f × g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k) × g(n−k)

Initialisation :

Il nous faut prouver H1 : Si f et g sont deux fon
tions de 
lasse C1, alors f × g est de 
lasse C1 et

(f × g)′ = f ′g + g′f

Il s'agit d'un résultat bien 
onnu du 
ours sur la dérivation.

Hérédité :

Soit n ∈ N∗
, on suppose que Hn est vraie et on veut montrer que Hn+1 est vraie.

Soit f et g deux fon
tions de 
lasse Cn+1
. Alors f et g sont en parti
ulier de 
lasse C1 et ainsi f × g est de


lasse C1 et on a

(f × g)′ = f ′g + fg′

f ′ et g′ sont de 
lasse Cn, f et g sont de 
lasse Cn+1
don
 en parti
ulier de 
lasse Cn.

D'après l'hypothèse de ré
urren
e, f ′g et fg′ sont alors de 
lasse Cn. Ainsi (fg)′ est de 
lasse Cn en tant

que somme de fon
tions de 
lasse Cn et don
 fg est de 
lasse Cn+1
. On a de plus

(f ′g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(f ′)(k) × g(n−k) =

n∑

k=0

(
n

k

)
f (k+1) × g(n−k)

(fg′)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k) × (g′)(n−k) =

n∑

k=0

(
n

k

)
f (k) × g(n+1−k)

D'où

(fg)(n+1) =
(
(fg)′

)(n)

=
(
f ′g + g′f

)(n)

= (f ′g)(n) + fg′)(n)
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=
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k+1) × g(n−k) +

n∑

k=0

(
n

k

)
f (k) × g(n+1−k)

=
n+1∑

j=1

(
n

j − 1

)
f (j) × g(n+1−j) +

n∑

k=0

(
n

k

)
f (k) × g(n+1−k)

on prend j = k + 1

on prend k = j et on sort les termes extremaux

=

(
n

n

)
f (n+1)g +

n∑

k=1

(
n

k − 1

)
f (k) × g(n+1−k) +

n+1∑

k=1

(
n

k

)
f (k) × g(n+1−k) +

(
n

0

)
fg(n+1)

= f (n+1)g +

n∑

k=1

((
n

k − 1

)
+

(
n

k

))
f (k) × g(n+1−k) + fg(n+1)

= f (n+1)g +

n∑

k=1

(
n+ 1

k

)
f (k) × g(n+1−k) + fg(n+1)

=

(
n+ 1

n+ 1

)
f (n+1)g +

n∑

k=1

(
n+ 1

k

)
f (k) × g(n+1−k) +

(
n+ 1

0

)
fg(n+1)

=

n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)
f (k) × g(n+1−k)

On a don
 prouvé Hn+1 : si f et g sont deux fon
tions de 
lasse Cn+1
alors f × g est de 
lasse Cn+1

et

(f × g)(n+1) =

n+1∑

k=0

(
n+ 1

k

)
f (k) × g(n+1−k)

Par ré
urren
e on a ainsi montré que, pour tout entier n ∈ N∗
, si f et g sont deux fon
tions de 
lasse Cn,

alors f × g est de 
lasse Cn et

(f × g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k) × g(n−k)

2. Soit f : t 7→ eat et g : t 7→ ebt.

f et g sont alors de 
lasse C∞ et on a, pour k ∈ N et t ∈ R

f(k)(t) = akf(t) g(k)(t) = bkg(t)

Soit n ∈ N∗
. La fon
tion fg est de 
lasse Cn et on a

(f × g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k) × g(n−k)

=

n∑

k=0

(
n

k

)
akf × bn−kg

=

(
n∑

k=0

(
n

k

)
ak × bn−k

)
fg

D'un autre 
oté on a fg : t 7→ e(a+b)t
. D'où, pour tout t ∈ R

(fg)(n) = (a+ b)n(fg)(t)
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Ainsi, on a,en égalisant les deux expressions obtenues, pour tout t ∈ R

(a+ b)n(fg)(t) =

(
n∑

k=0

(
n

k

)
ak × bn−k

)
(fg)(t)

En parti
ulier, pour t = 0 on obtient la formule du bin�me de Newton :

(a+ b)n =

n∑

k=0

(
n

k

)
ak × bn−k

Réponse de l'exer
i
e 16.25

f1 : x 7→
1

x2 − 1

Soit a : x 7→ 1

x− 1
et b : x 7→ 1

x+ 1
.

Alors, pour tout réel x ∈ R\{−1, 1}, on a f1(x) = a(x)b(x)

De plus, pour k ∈ N et x ∈ R\{−1, 1} on a

a(k)(x) =
(−1)kk!

(x− 1)k+1
b(k)(x) =

(−1)kk!
(x+ 1)k+1

Ainsi, d'après la formule de Leibniz, on a, pour n ∈ N et x ∈ R\{−1, 1},

f
(n)
1 (x) =

n∑

k=0

(
n

k

)
a(k)(x)b(n−k)(x)

=
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)kk!

(x− 1)k+1

(−1)(n− k)(n − k)!
(x+ 1)n−k+1

=
n∑

k=0

n!

k!(n− k)! (−1)
nk!(n− k)! 1

(x − 1)k+1

(x+ 1)k

(x+ 1)n+1

=
(−1)nn!

(x+ 1)n+1

1

x− 1

n∑

k=0

(x+ 1)k

(x− 1)k

=
(−1)nn!

(x+ 1)n+1

1

x− 1

n∑

k=0

(
x+ 1

x− 1

)k

=
(−1)nn!

(x+ 1)n+1

1

x− 1

1−
(
x+1
x−1

)n+1

1− x+1
x−1

= (−1)nn! (x− 1)n+1 − (x+ 1)n+1

(x− 1)n+1(x+ 1)n+1x− 1− (x+ 1)

=
(−1)n+1n!

2

(x− 1)n+1 − (x+ 1)n+1

(x2 − 1)n+1

f2 : x 7→
sinx

x

Soit a : x 7→ sin(x) et b : x 7→ 1

x
.
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Alors, pour tout réel x ∈ R\{0}, on a f1(x) = a(x)b(x) De plus, pour k ∈ N et x ∈ R\{0} on a

b(k)(x) =
(−1)kk!
xk+1





a(4k)(x) = sin(x)

a(4k+1)(x) = cos(x)

a(4k+2)(x) = − sin(x)

a(4k+3)(x) = − cos(x)

Ainsi, d'après la formule de Leibniz, on a, pour n ∈ N et x ∈ R\{0},

f
(n)
2 (x) =

n∑

k=0

(
n

k

)
a(k)(x)b(n−k)(x)

=

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
a(k)(x)b(n−k)(x) +

n∑

k=0
kimpair

(
n

k

)
a(k)(x)b(n−k)(x)

=

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
(−1)k

2 sin(x)
(−1)n−k(n− k)!

xn−k
+

n∑

k=0
kimpair

(
n

k

)
(−1)k−1

2 cos(x)
(−1)n−k(n− k)!

xn−k

= sin(x)

n∑

k=0
k pair

(
n

k

)
(−1)k

2
(−1)n−k(n− k)!

xn−k
+ cos(x)

n∑

k=0
kimpair

(
n

k

)
(−1)k−1

2
(−1)n−k(n− k)!

xn−k

Le résultat (
omme souvent quand on 
al
ule des dérivées n-ième) ne se simpli�e pas plus.

f3 : x 7→ sin(4x)

Pour k ∈ N et x ∈ R on a 



f
(4k)
3 (x) = 44k sin(4x)

f
(4k+1)
3 (x) = 44k+1 cos(4x)

f
(4k+2)
3 (x) = −44k+2 sin(4x)

f
(4k+3)
3 (x) = −44k+3 cos(4x)

f4 : x 7→ cos2 x.

On sait que, pour x ∈ R on a cos(2x) = 2 cos2(x)− 1, d'où

cos2(x) =
1 + cos(2x)

2

Et don
 pour k ∈ N et x ∈ R on a





f
(4k)
4 (x) = 24k−1 cos(2x) sauf dans le 
as parti
ulier k = 0

f
(4k+1)
4 (x) = −24k sin(2x)
f
(4k+2)
4 (x) = −24k+1 cos(2x)

f
(4k+3)
4 (x) = 24k+2 sin(2x)

f5 : x 7→ sin3 x

On se souvient évidemment de 
omment linéariser les puissan
es de sin et cos. I
i on a, pour x ∈ R

sin3(x) =

(
eix − e−ix

2i

)3
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=
e3ix − 3eix + 3e−ix − e−3ix

−8i
= −sin(3x)

4
+

3 sin(x)

4

Ainsi pour k ∈ N et x ∈ R on a





f
(4k)
5 (x) =

−34k sin(3x) + 3 sin(x)

4

f
(4k+1)
5 (x) =

−34k+1 cos(3x) + 3 cos(x)

4

f
(4k+2)
5 (x) =

34k+2 sin(3x) − 3 sin(x)

4

f
(4k+3)
5 (x) =

34k+3 cos(3x)− 3 cos(x)

4

f6 : x 7→ sin5 x.

On a, pour x ∈ R

sin5(x) =

(
eix − e−ix

2i

)5

=
e5ix − 5e3ix + 10eix − 10e−ix + 5e−3ix − e5ix

32i

=
sin(5x)− 5 sin(3x) + 10 sin(x)

16

Ainsi pour k ∈ N et x ∈ R on a





f
(4k)
6 (x) =

54k sin(5x) − 5× 34k sin(3x) + 10 sin(x)

16

f
(4k+1)
6 (x) =

54k+1 cos(5x)− 5× 34k+1 cos(3x) + 10 cos(x)

16

f
(4k+2)
6 (x) =

−54k+2 sin(5x) + 5× 34k+2 sin(3x) − 10 sin(x)

16

f
(4k+3)
6 (x) =

−54k+3 cos(5x) + 5× 34k+3 cos(3x)− 10 cos(x)

16

Réponse de l'exer
i
e 16.26

x 7→ 1+x2 est de 
lasse C∞ sur R et prend ses valeurs dans [1,+∞[, x 7→ √x est de 
lasse C∞ sur ]0,+∞[ don


sur [1,+∞[ et prend ses valeurs dans [1,+∞[. x 7→ 1

x
est de 
lasse C∞ sur ]0,+∞[ don
 sur [1,+∞[. Ainsi f est

de 
lasse C∞ sur R en tant que 
ombinaison des fon
tions de 
lasse C∞.

On va pro
éder par ré
urren
e. Notons Hn l'assertion

∀x ∈ R f (n)(x) =
Pn(x)

(1 + x2)n+
1
2

où Pn est un polyn�me de degré n véri�ant

Pn = (1 + x2)P ′
n−1 − (2n− 1)xPn−1

Initialisation :
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Posons P0 = 1, on a bien, pour tout réel x, f (0)(x) =
P0(x)

(1 + x2)0+
1
2

= P0(x)(1 + x2)−
1
2

Pour x ∈ R on a

f ′(x) = P ′
0(x)(1 + x2)−

1
2 + P0(x)

(
−1

2

)
2x(1 + x2)−

1
2
−1

= P ′
0(x)(1 + x2)(1 + x2)−

1
2
−1 + P0(x)

(
−1

2

)
2x(1 + x2)−

1
2
−1

=
(1 + x2)P ′

0(x)− (2× 1− 1)xP0(x)

(1 + x2)1+
1
2

Notons P1(x) = (1 + x2)P ′
0(x)− (2× 1− 1)xP0(x), P1 véri�e la formule de ré
urren
e voulue et on a bien

f (1) =
P1(x)

(1 + x2)1+
1
2

Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que Hn est véri�ée. Montrons qu'alors Hn+1 est vraie

On a

∀x ∈ R f (n)(x) =
Pn(x)

(1 + x2)n+
1
2

= Pn(x)(1 + x2)−n− 1
2

D'où, en dérivant 
ette relation, on a, pour x ∈ R,

f (n+1)(x) = P ′
n(x)(1 + x2)−n− 1

2 + Pn(x)

(
−n− 1

2

)
2x(1 + x2)−n−1− 1

2

= P ′
n(x)(1 + x2)(1 + x2)−n−1− 1

2 + Pn(x)(−2n − 1)x(1 + x2)−n−1− 1
2

=
P ′
n(x)(1 + x2)− (2n + 1)xPn(x)

(1 + x2)n+1+ 1
2

Notons Pn+1(x) == (1 + x2)P ′
n(x) − (2n + 1)xPn(x). Pn+1 véri�e la formule de ré
urren
e voulue et on a

bien

f (n+1)(x) =
Pn+1(x)

(1 + x2)n+1+ 1
2

Ce qui prouve Hn+1 et a
hève la ré
urren
e.

Réponse de l'exer
i
e 16.27

Soit f : R → R

x 7→ ex
2

. x 7→ x2 et x 7→ ex sont de 
lasse C∞ sur R don
 f est également de 
lasse C∞ sur R.

Pour x ∈ R on a

f ′(x) = 2xex
2
= 2xf(x)

f ′′(x) = 2xf ′(x) + 2f(x)

f (3)(x) = 2xf ′′(x) + 4f ′(x)

Guidé par les premières dérivées on va prouver par ré
urren
e que, pour n ∈ N on a f (n+2) : x 7→ 2xf (n+1)(x)+
(2n + 2)f (n)(x)

On note don


Hn : ∀x ∈ R f (n+2) : x 7→ 2xf (n+1)(x) + (2n+ 2)f (n)(x)

On a déjà prouvé H0 et H1.
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Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que Hn est vraie, on a alors

∀x ∈ R f (n+2) : x 7→ 2xf (n+1)(x) + (2n+ 2)f (n)(x)

f (n+2)
est dérivable 
ar f est de 
lasse ⌋∞, on a alors

∀x ∈ R f (n+3) : x 7→ 2xf (n+2)(x) + 2f (n+1)(x) + (2n + 2)f (n+1)(x) = 2xf (n+2)(x) + (2(n + 1) + 2)f (n+1)(x)

On a don
 prouvé Hn+1.

Ainsi, par ré
urren
e, on a montré que, pour tout entier n ∈ N,

∀x ∈ R f (n+2) : x 7→ 2xf (n+1)(x) + (2n+ 2)f (n)(x)

Réponse de l'exer
i
e 16.28

Soit n ∈ N,et soit g : R → R

x 7→ xne−x

On sait que f : x 7→ xn est de 
lasse C∞ sur R et que, pour k ∈ J0, nK et x ∈ R, on a

f (k)(x) =
n!

(n− k)!x
n−k

De même h 7→ e−x
est de 
lasse C∞ sur R et, pour k ∈ J0, nK et x ∈ R, on a

h(k)(x) = (−1)ke−x

g est de 
lasse C∞ sur R et, d'après la formule de Leibniz on a

g(n)(x) =

n∑

k=0

(
n

k

)
n!

(n− k)!x
n−k(−1)n−ke−x

= e−x(n!)2
n∑

k=0

(
n

k

)
n!

(n− k)! (−x)
n−k

= e−x(n!)2
n∑

k=0

(
n

k

)2

k!× (−x)n−k

Le 
al
ul ne se simpli�e pas plus.

Réponse de l'exer
i
e 16.29

Soit f : x 7→ (x−a)n(x−b)n et soit g : x 7→ (x−a)n et h : x 7→ (x−b)n. f , g et h sont des fon
tions polynomiales

et, à 
e titre, sont don
 de 
lasse C∞ sur R.

On a de plus, pour k ∈ J0, nK

∀x ∈ R g(k)(x) =
n!

(n − k)! (x− a)
n−k h(n−k)(x) =

n!

k!
(x− b)k

D'après le formule de Leibniz on a alors, pour tout x ∈ R,

f (n)(x) =

n∑

k=0

(
n

k

)
fracn!k!(x− a)n−kfracn!k!(x− b)k
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= n!
n∑

k=0

(
n

k

)(
n

k

)
(x− a)n−k(x− b)k

En parti
ulier, si a = b = 0 et on obtient

∀x ∈ R
(2n)!

n!
xn = n!

n∑

k=0

(
n

k

)(
n

k

)
xn−kxk = n!xn

n∑

k=0

(
n

k

)2

Ainsi

n∑

k=0

(
n

k

)2

=
(2n)!

n!× n! =
(
2n

n

)

On retrouve là un 
as parti
ulier de la formule de Vandermonde vue en début d'année.
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Chapitre 17

Développements limités et analyse

asymptotique

Exer
i
es

On notera DLn(a) pour désigner le développement limité à l'ordre n en a.

Exer
i
e 17.1

1. Rappeler le DLn(0) de la fon
tion x 7→ ex

2. En déduire le DL2n(0) de la fon
tion x 7→ ch(x) =
ex + e−x

2
et le DL2n+1(0) de la fon
tion sh(x) =

ex − e−x

2

Exer
i
e 17.2

1. Donner un DL1(0) de la fon
tion x 7→ tan(x)

2. Rappeler la dérivée de la fon
tion tan

3. En déduire un DL3(0) de la fon
tion tan

4. Donner un DL3(0) des fon
tions x 7→ sin(x) et x 7→ cos(x)− 1.

5. Retrouver le résultat de la question 3. par un quotient de DL

Exer
i
e 17.3

1. Donner les DL3(0) des fon
tions f : x 7→ ln(1− 3x) +
√
1 + 2x, g : x 7→ −2 cos(x) + 4e3x

2. En déduire, s'ils existent, les DL3(0) des fon
tions f + g, f × g, f
g
, ln(g).

Exer
i
e 17.4

Donner les DL suivants

1. DL2(0) de f : x 7→
√
1 + x−

√
1− x

x
2. DL3(0) de f : x 7→ cos(x)ex

3. DL4(0) de f : x 7→ x(ln(1 + x)− ln(1− x))
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4. DL4(0) de f : x 7→
(
sin(x)

x

)2

Exer
i
e 17.5

Donner les DL suivants

1. DL4(0) de f : x 7→ ln(1 + cos(2x))

2. DL4(0) de f : x 7→ ecos(x)

3. DL2(0) de f : x 7→ ln(1 + x)

ln(1− x)

4. DL3(0) de f : x 7→ ln

(
sin(x)

x

)

5. DL2(0) de f : x 7→ cos
(
ex −

√
1− x

)

Exer
i
e 17.6

Donner les DL suivants

1. DL2

(π
4

)
de f : x 7→ sin(x)

2. DL3(3) de f : x 7→ x+ 1

x− 1
3. DL3(1) de f : x 7→ cos(ln(x))

Exer
i
e 17.7

Donner un équivalent simple en 0 des fon
tions suivantes

1. u : x 7→ tan(x)− arctan(x)

2. v : x 7→ esin(x) − etan(x)
3. w : x 7→ x(2 + cos(x))− 3 sin(x)

Exer
i
e 17.8

Cal
uler (à l'aide de DL) les limites suivantes

1. lim
x→0

x+ cos(x)− ex
ln(1 + x)− sin(x)

2. lim
x→0+

1− (1 + x)
1
4

2x2 − sin(x2)

3. lim
x→0

x5

ln(1 + x2)− x sin(x)

4. lim
x→1

ex
2+x − e2x
cos
(
πx
2

)

5. lim
x→+∞

(
x sin

(
1

x

))x2

Exer
i
e 17.9

Soit f : R → R

x 7→ xex
2
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1. Montrer que f réalise une bije
tion de R dans R

2. Justi�er que f−1
est dérivable sur R et exprimer (f−1)′ en fon
tion de f ′ et f−1

.

3. Montrer par ré
urren
e que f−1
est de 
lasse C∞ sur R. En déduire que f−1

admet un D.L. à tout ordre

en 0.

4. En utilisant l'identité f−1 ◦ f = IdR, déterminer le D.L. de f−1
en 0 à l'ordre 5.

Exer
i
e 17.10

Soit f : Df → R

x 7→ 1 + x− ex
x2

1. Déterminer Df et montrer que f est prolongeable par 
ontinuité en 0.

2. Déterminer la tangente à Cf en 0 et la position de Cf par rapport à 
ette tangente. Tra
er l'allure de Cf
au voisinage de 0.

3. Déterminer la nature de la bran
he in�nie de Cf en +∞

Exer
i
e 17.11

Soit g : Dg → R

x 7→ e
1
x + 1

e
1
x − 1

1. Déterminer Dg, étudier la parité de g.

2. Étudier les variations de g.

3. Étudier l'allure de la 
ourbe de g au voisinage de 0.

4. Étudier l'existen
e d'asymptotes ainsi que leur position par rapport à la 
ourbe de g.

5. Tra
er l'allure de Cg

Exer
i
e 17.12

Soit h : R∗ → R

x 7→ exp

(
− 1

x2

)

1. Montrer que h est prolongeable par 
ontinuité en 0. La fon
tion prolongée sera en
ore notée h.

2. Montrer que h est de 
lasse C∞ sur R∗
. Exprimer h′(x) pour x 6= 0.

3. Montrer par ré
urren
e que, pour tout n ∈ N, il existe un polyn�me Pn tel que

∀x ∈ R∗, h(n)(x) =
Pn(x)

x3n
h(x)

4. Montrer par ré
urren
e que h est in�niment dérivable en 0 et que, pour tout entier n ∈ N, h(n)(0) = 0.
Donner le DLn(0) de h. Qu'en déduisez-vous ?

Exer
i
e 17.13

On pose, pour x ∈ R

f(x) =




x3 sin

(
1

x

)
si x 6= 0

0 si x = 0
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1. Montrer que f(x) =
0
o(x2)

2. En déduire un D.L. de f à l'ordre 2 en 0.

3. Déterminer f ′

4. Montrer que f ′(x) 6=
0
o(x). Que peut-on en déduire ?

Exer
i
e 17.14

Étudier les bran
hes in�nies des fon
tions suivantes :

� f : x 7→ x2 + x ln(x)

x+ 1

� g : x 7→ xex + 1

x+ 1
� h : x 7→

√
x+ 1 ln(x)

� k : x 7→
√
x2 − 4x

Exer
i
e 17.15

Soit h : Dh → R

x 7→ x
√
x2 + 1

x− 1
1. Déterminer Dh. Donner un D.L. à l'ordre 2 en 0 de h.

2. En déduire l'équation de la tangente T0 à Ch en 0 et étudier la position relative de T0 et Ch au voisinage

de 0.

3. Montrer qu'au voisinage de +∞ on a

h(x) =
+∞

x+ 1 +
3

2x
+ o

(
1

x

)

4. Montrer que h admet une asymptote oblique ∆ en +∞. Pré
iser l'équation de ∆ et la position relative de

Ch et ∆ au voisinage de +∞.

5. Tra
er l'allure de Ch au voisinage de 0 puis au voisinage de +∞

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 17.1

1. On a

ex =
0

n∑

k=0

xk

k!
+ o(xn)

2. En déduire le DL2n(0) de la fon
tion x 7→ ch(x) =
ex + e−x

2
et le DL2n+1(0) de la fon
tion sh(x) =

ex − e−x

2
On a

ex =
0

2n∑

k=0

xk

k!
+ o(x2n)
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e−x =
0

2n∑

k=0

(−1)kxk
k!

+ o(x2n)

D'où

ch(x) =
0

2n∑

k=0

1 + (−1)k
2

xk

k!
+ o(x2n)

Or

1 + (−1)k
2

= 0 si n est impair et

1 + (−1)k
2

= 1 si n est pair. Ainsi il n'y a que les termes pour k pair

dans la somme. D'où

ch(x) =
0

2n∑

k=0
k pair

xk

k!
+ o(x2n) =

n∑

i=0

x2i

(2i)!
+ o(x2n)

De même

sh(x) =
0

2n+1∑

k=0

1− (−1)k
2

xk

k!
+ o(x2n+1)

=
0

2n+1∑

k=0
k impair

xk

k!
+ o(x2n+1)

=
0

n∑

i=0

x2i+1

(2i + 1)!
+ o(x2n+1)

Réponse de l'exer
i
e 17.2

1. On sait que tan(x) ∼
0
x, d'où tan(x) =

0
x+ o(x).

2. La fon
tion x 7→ tan(x) est dérivable sur
]
−π
2
,
π

2

[
de dérivée 1 + tan(x)2.

3. On a

1 + tan(x)2 =
0
1 + (x+ o(x))2 = 1 + x2 + 2xo(x) + o(x)2 = 1 + x2 + o(x2)

Par primitivation de 
e DL, on obtient

tan(x) =
0
tan(0) + x+

x3

3
+ o(x3) =

0
x+

x3

3
+ o(x3)

4. On a

sin(x) =
0
x− x3

6
+ o(x3) cos(x) =

0
1− x2

2
+ o(x3)

5. On a alors

1

cos(x)
=
0

1

1− x2

2 + o(x3)
= 1+

(
x2

2
+ o(x3)

)
+

(
x2

2
+ o(x3)

)2

+

(
x2

2
+ o(x3)

)3

+o(x3) = 1+
x2

2
+o(x3)

Puis

tan(x) = sin(x)
1

cos(x)
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=
0

(
x− x3

6
+ o(x3)

)(
1 +

x2

2
+ o(x3)

)

=
0
x+

x3

2
− x3

6
+ o(x3)

=
0
x+

x3

3
+ o(x3)

Réponse de l'exer
i
e 17.3

1. Donner les DL3(0) des fon
tions f : x 7→ ln(1− 3x) +
√
1 + 2x, g : x 7→ −2 cos(x) + 4e3x On a

ln(1− 3x) =
0
−(3x)− (3x)2

2
− (3x)3

3
+ o(x3) =

0
−3x− 9

2
x2 − 9x3 + o(x3)

√
1 + 2x =

0
1 +

2x

2
− (2x)2

8
+

3(2x)3

48
+ o(x3) =

0
1 + x− x2

2
+
x3

2
+ o(x3)

D'où

f(x) =
0
−3x− 9

2
x2 − 9x3 + o(x3) + 1 + x− x2

2
+
x3

2
+ o(x3) =

0
1− 2x− 5x2 − 17

2
x3 + o(x3)

On a

cos(x) =
0
1− x2

2
+ o(x3) e3x =

0
1 + 3x+

9

2
x2 +

9

2
x3o(x3)

D'où

g(x) =
0
−2
(
1− x2

2
+ o(x3)

)
+ 4

(
1 + 3x+

9

2
x2 +

9

2
x3o(x3)

)
=
0
2 + 12x + 19x2 + 18x3 + o(x3)

2. On a

f(x)+ g(x) =
0
1−2x−5x2− 17

2
x3+ o(x3)+2+12x+19x2+18x3+ o(x3) =

0
3+10x+14x2+

19

2
x3+ o(x3)

(f × g)(x) =
0

(
1− 2x− 5x2 − 17

2
x3 + o(x3)

)(
2 + 12x+ 19x2 + 18x3 + o(x3)

)

=
0
2 + 12x+ 19x2 + 18x3 + o(x3)− 4x+ 24x2 − 38x3 + o(x3)− 10x2 − 60x3 + o(x3)− 17x3 + o(x3)

=
0
2 + 8x− 15x2 − 97x3 + o(x3)

1

g(x)
=
0

1

2 + 12x+ 19x2 + 18x3 + o(x3)

=
0

1

2

1

1 + 6x+ 19
2 x

2 + 9x3 + o(x3)

=
0

1

2

(
1−

(
6x+

19

2
x2 + 9x3 + o(x3)

)
+

(
6x+

19

2
x2 + 9x3 + o(x3)

)2

−
(
6x+

19

2
x2 + 9x3 + o(x3)

)3
)

=
0

1

2

(
1− 6x− 19

2
x2 − 9x3 + o(x3) + 36x2 + 2× 6× 19

2
x3 + o(x3)− 216x3 + o(x3)

)
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=
0

1

2
− 3x+

53

4
x2 − 111

2
x3 + o(x3)

D'où

f(x)

g(x)
=
0

(
1− 2x− 5x2 − 17

2
x3 + o(x3)

)(
1

2
− 3x+

53

4
x2 − 111

2
x3 + o(x3)

)

=
0

1

2
− 4x+

67

4
x2 − 285

4
x3 + o(x3)

ln(g(x)) =
0
ln
(
2 + 12x+ 19x2 + 18x3 + o(x3)

)

=
0
ln

(
2

(
1 + 6x+

19

2
+ 9x3 + o(x3)

))

=
0
ln(2) + ln

(
1 + 6x+

19

2
+ 9x3 + o(x3)

)

=
0
ln(2) +

(
6x+

19

2
+ 9x3 + o(x3)

)
− 1

2

(
6x+

19

2
+ 9x3 + o(x3)

)2

+
1

3

(
6x+

19

2
+ 9x3 + o(x3)

)3

=
0
ln(2) + 6x− 17

2
x2 + 24x3 + o(x3)

Réponse de l'exer
i
e 17.4

1. √
1 + x−

√
1− x

x
=
0
1 +

x2

8
+ o(x2)

2.

cos(x)ex =
0
1 + x− x3

3
+ o(x3)

3.

x(ln(1 + x)− ln(1− x)) =
0
2x2 +

2x4

3
+ o(x4)

4. (
sin(x)

x

)2

=
0
1− x2

3
+

2x4

45
+ o(x4)

Réponse de l'exer
i
e 17.5

1.

ln(1 + cos(2x)) =
0
ln(2)− x2 − x4

6
+ o(x4)

2.

ecos(x) =
0
e− e

2
x2 +

e

6
x4 + o(x4)

3.

ln(1 + x)

ln(1− x) =
0
−1 + x− x2

2
+ o(x2)
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4.

ln

(
sin(x)

x

)
=
0
−x

2

6
+ o(x3)

5.

cos
(
ex −

√
1− x

)
=
0
1− 9x2

8
+ o(x2)

Réponse de l'exer
i
e 17.6

1. Notons f̃ : h 7→ f
(π
4
+ h
)
.

Pour h ∈ R on a alors

f̃(h) = sin
(π
4
+ h
)

= sin
(π
4

)
cos(h) + cos

(π
4

)
sin(h)

=

√
2

2
(cos(h) + sin(h))

=
0

√
2

2

(
1 + h− h2

2
+ o(h2)

)

On a ensuite f(x) = f̃
(
x− π

4

)
, d'où

f(x) =
π
4

√
2

2
1 +

√
2

2
(x− π

4
)−
√
2

4

(
x− π

4

)2
+ o

((
x− π

4

)2)

2. Notons f̃ : h 7→ f (3 + h).

Pour h ∈ R on a alors

f̃(h) =
4 + h

2 + h

=
2 + h

2

1 + h
2

=
0

(
2 +

h

2

)(
1− h

2
+
h2

4
− h3

8
+ o(h3)

)

=
0
2− h

2
+
h2

4
− h3

8
+ o(h3)

On a ensuite f(x) = f̃ (x− 3), d'où

f(x) =
3
2− (x− 3)

2
+

(x− 3)2

4
− (x− 3)3

8
+ o

(
(x− 3)3

)

3. Notons f̃ : h 7→ f (1 + h).

Pour h ∈ R on a alors

f̃(h) = cos(ln(1 + h))

=
0
cos

(
h− h2

2
+
h3

3
+ o(h3)

)
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=
0
1−

(
h− h2

2 + h3

3 + o(h3)
)2

2
+ o(h3)

=
0
1− h2

2
+
h3

2
+ o(h3)

On a ensuite f(x) = f̃ (x− 1), d'où

f(x) =
1
1− (x− 1)2

2
+

(x− 1)3

2
+ o

(
(x− 1)3

)

Réponse de l'exer
i
e 17.7

1. On a

tan(x)− arctan(x) =
0
x+

x3

3
+ o(x3)−

(
x− x3

3
+ o(x3)

)
=
0

2

3
x3 + o(x3)

Ainsi u(x) ∼
0

2

3
x3

2. On a

esin(x) − etan(x) =
0
ex−

x3

6
+o(x3) − ex+x3

3
+o(x3)

=
0
1 +

(
x− x3

6
+ o(x3)

)
+

(
x− x3

6 + o(x3)
)2

2
+

(
x− x3

6 + o(x3)
)3

6
+ o(x3)

−


1 +

(
x+

x3

3
+ o(x3)

)
+

(
x+ x3

3 + o(x3)
)2

2
+

(
x+ x3

3 + o(x3)
)3

6
+ o(x3)




=
0
−x

3

2
+ o(x3)

Ainsi v(x) ∼
0
−x

3

2
3. On a

x(2 + cos(x))− 3 sin(x) =
0
x

(
2 + 1− x2

2
+
x4

24
+ o(x4)

)
− 3

(
x− x3

6
+

x5

120
+ o(x5)

)

=
0
3x− x

2
+
x5

24
+ o(x5)− 3x+

x

2
− x5

40
+ o(x5)

=
0

x5

60
+ o(x5)

Ainsi w(x) ∼
0

x5

60

Réponse de l'exer
i
e 17.8
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1. On a

x+ cos(x)− ex =
0
x+ 1− x2

2
+ o(x2)−

(
1 + x+

x2

2
+ o(x2)

)
=
0
−x2 + o(x2)

D'où x+ cos(x)− ex ∼
0
−x2

ln(1 + x)− sin(x) =
0
x− x2

2
+ o(x2)− (x+ o(x2)) =

0
−x

2

2
+ o(x2)

D'où ln(1 + x)− sin(x) ∼
0
−x

2

2

Finalement on obtient

x+ cos(x)− ex
ln(1 + x)− sin(x)

∼
0

−x2
−x2

2

= 2, et don


lim
x→0

x+ cos(x)− ex
ln(1 + x)− sin(x)

= 2

2. On a

1− (1 + x)
1
4 =

0
1−

(
1 +

1

4
x+ o(x)

)
= −x

4
+ o(x)

D'où 1− (1 + x)
1
4 ∼

0
−x
4

2x2 − sin(x2) =
0
2x−

(
x2 + o(x2)

)
=
0
x2 + o(x2)

D'où 2x2 − sin(x2) ∼
0
x2

Finalement on obtient

1− (1 + x)
1
4

2x2 − sin(x2)
∼
0

−x
4

x2
∼
0
− 1

4x
, et don


lim
x→0+

1− (1 + x)
1
4

2x2 − sin(x2)
= −∞

3. On a

ln(1 + x2)− x sin(x) =
0
x2 − x4

2
+ o(x4)− x

(
x− x3

6
+ o(x3)

)
=
0
−x

4

3
+ o(x4)

Ainsi

x5

ln(1 + x2)− x sin(x) ∼0 −3x et don


lim
x→0

x5

ln(1 + x2)− x sin(x) = 0

4. On a

ex
2+x − e2x = e2+3(x−1)+(x−1)2 − e2+2(x−1)

=
1
e2
(
e3(x−1)+o(x−1) − e2(x−1)

)

=
1
e2 (1 + 3(x− 1) + o(x− 1)− (1 + 2(x− 1) + o(x− 1))

=
1
e2(x− 1) + o(x− 1)

cos
(πx

2

)
= cos

(π
2
+
π

2
(x− 1)

)
= − sin

(π
2
(x− 1)

)
=
1
−π
2
(x− 1) + o(x− 1)
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Ainsi

ex
2+x − e2x
cos
(
πx
2

) ∼
1

e2(x− 1)
π
2 (x− 1)

∼
1
−2e2

π

Et don


lim
x→1

ex
2+x − e2x
cos
(
πx
2

) = −2e2

π

5. Soit f : x 7→
(
x sin

(
1

x

))x2

et g : h 7→ f

(
1

h

)

On a alors

g(h) =
sin(h)

h

1
h2

= exp

(
1

h2
ln

(
sin(h)

h

))

=
0
exp

(
1

h2
ln

(
1− h2

6
+ o(h2)

))

=
0
exp

(
1

h2

(
−h

2

6
+ o(h2)

))

=
0
exp

(
−1

6
+ o(1)

)

Ainsi lim
h→0+

g(h) = lim
h→0+

exp

(
−1

6
+ o(1)

)
= e−

1
6
et don
, 
omme lim

x→+∞
f(x) = lim

h→0+
g(h), on obtient

lim
x→+∞

(
x sin

(
1

x

))x2

e−
1
6

Réponse de l'exer
i
e 17.9

1. f est 
ontinue et dérivable sur R et on a

∀x ∈ R, f ′(x) = (1 + 2x2)ex
2
> 0

Ainsi f est stri
tement 
roissante sur R.

D'après le théorème de la bije
tion 
ontinue, f réalise une bije
tion de R dans f(R), f(R) est un intervalle

de R et la bije
tion ré
iproque f−1
est 
ontinue sur f(R).

On a de plus

lim
x→−∞

f(x) = −∞ lim
x→+∞

f(x) = +∞

Ainsi f(R) =]−∞,+∞[= R.

2. Comme f est dérivable on sait, d'après le théorème de dérivabilité des bije
tions ré
iproques que f−1
est

dérivable sur {x ∈ R , f ′ ◦ f−1(x) 6= 0}.
Comme f ′ ne s'annule jamais on en déduit que {x ∈ R , f ′ ◦ f−1(x) 6= 0} = R, ainsi f−1

est dérivable sur

R. On a alors

(f−1)′ =
1

f ′ ◦ f−1
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3. Montrons par ré
urren
e que f−1
est de 
lasse Cn sur R pour tout entier n ∈ N.

Initialisation :

On sait déjà que f est de 
lasse C0 et est dérivable sur R.
Hérédité :

Supposons que f est de 
lasse Cn sur R et montrons qu'alors elle est de 
lasse Cn+1
sur R.

On sait que (f−1)′ =
1

f ′ ◦ f−1
. De plus f et don
 f ′ sont de 
lasse C∞.

Ainsi, par 
omposition f ′ ◦ f−1
est de 
lasse Cn sur R. On en déduit que (f−1)′ est de 
lasse Cn et don


que f est de 
lasse Cn+1
sur R.

On a ainsi prouvé que f−1
est de 
lasse Cn sur R pour tout entier n ∈ N. D'après la formule de Taylor-Young

f−1
admet un D.L. à tout ordre en 0.

4. f−1
admet un développement limité à l'ordre 5 en 0

f(x) =
0
a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + a5x
5 + o(x5)

En tant que bije
tion ré
iproque d'une fon
tion impaire f−1
est également impaire, en e�et pour x ∈ R

on a

f−1(−x) = f−1(−f(f−1(x))) = f−1(f(−f−1(x))) = −f−1(x)

On en déduit que f−1
n'a que des termes d'ordre impair dans son développement limité en 0

f(x) =
0
a1x+ a3x

3 + a5x
5 + o(x5)

Comme lim
x→0

f(x) = 0 on peut alors sans problème 
omposer les développements limités, on a

f−1 ◦ f(x) =
0
f−1

(
x+ x3 +

x5

2
+ o(x5)

)

=
0
a1

(
x+ x3 +

x5

2
+ o(x5)

)
+ a3

(
x+ x3 +

x5

2
+ o(x5)

)3

+ a5

(
x+ x3 +

x5

2
+ o(x5)

)5

+ o
(
x5
)

=
0
a1x+ a1x

3 + a1
x5

2
+ a3x

3 + 3a3x
5 + a5x

5 + o(x5)

=
0
a1x+ (a1 + a3)x

3 +
(a1
2

+ 3a3 + a5

)
x5 + o(x5)

On sait de plus que

∀x ∈ R, f−1 ◦ f(x) = x

En parti
ulier

f−1 ◦ f(x) =
0
x+ o(x5)

Par uni
ité du développement limité de f−1 ◦ f(x) on a alors





a1 = 1

a1 + a3 = 0
a1
2

+ 3a3 + a5

C'est-à-dire 



a1 = 1

a3 = −1
a5 =

5

2
Finalement on obtient

f−1(x) =
0
x− x3 + 5x5

2
+ o(x5)
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Réponse de l'exer
i
e 17.10

1. On a Df = R∗
. Pour déterminer l'éventuelle limite de f en 0 on va déterminer si f admet un développement

limité en 0. Les questions suivantes nous demandant l'équation de la tangente en 0 à Cf ainsi que la position
relative de la 
ourbe et de la tangente, on va dire
tement donner un développement limité de f à l'ordre

2 en 0 pour éviter d'avoir à le re
ommen
er ensuite. On a

1 + x− ex
x2

=
0

1 + x−
(
1 + x+ x2

2 + x3

6 + x4

24 + o(x4)
)

x2
=
0
−1

2
− 1

6
x− 1

24
x2 + o(x2)

f admet un développement limité à l'ordre 1 en 0, ainsi f se prolonge par 
ontinuité en 0 et son prolon-

gement est dérivable en 0 et on a

f(0) = −1

2
f ′(0)− 1

6

2. À l'aide du développement limité de f en 0 on voit que la tangente à Cf en 0 a pour équation

T0 : y = −1

2
− 1

6
x

On a de plus

f(x)−
(
−1

2
− 1

6
x

)
=
0
−x

2

24
+ o(x2)

On sait que −x
2

24
est négatif pour x au voisinage de 0. Ainsi la 
ourbe de f se trouve en dessous de sa

tangente en 0

On tra
e l'allure de Cf au voisinage de 0 en traçant d'abord la tangente T0 puis en traçant une allure de

la 
ourbe de f (du bon 
oté de la tangente). Il ne s'agit que d'une allure, on ne vous demande pas une

pré
ision absolue mais une 
ourbe vraisemblable et 
ohérente ave
 les résultats prouvés jusqu'alors.
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Figure 17.1
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3. Par 
roissan
es 
omparées on a lim
x→+∞

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x)

x
= −∞, ainsi Cf admet une bran
he

parabolique en +∞ de dire
tion asymptotique l'axe des ordonnées.

Réponse de l'exer
i
e 17.11

1. On a

Dg = {x ∈ R , x 6= 0 et e
1
x 6= 1} = R∗

Pour x ∈ R∗
on a

g(−x) = e−
1
x + 1

e−
1
x − 1

=
e

1
x

e
1
x

e−
1
x + 1

e−
1
x − 1

=
1 + e

1
x + 1

1− e 1
x

= −g(x)

g est don
 impaire.

2. g est dérivable surR∗
et on a, pour x ∈ R∗

,

g′(x) =
− 1

x2 e
1
x

(
e

1
x − 1

)
−
(
e

1
x + 1

)(
− 1

x2 e
1
x

)

(
e

1
x − 1

)2

= − 1

x2
e

1
x
e

1
x − 1− e 1

x − 1
(
e

1
x − 1

)2

=
1

x2
e

1
x

2
(
e

1
x − 1

)2 > 0

g est don
 stri
tement 
roissante sur ]−∞, 0[ et sur ]0,+∞[.
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3. On a

lim
x→0−

e
1
x + 1

e
1
x − 1

=
1

−1 = −1

De plus, pour x > 0 on a

e
1
x + 1

e
1
x − 1

=
e

1
x

e
1
x

1 + e−
1
x + 1

1− e− 1
x

=
1 + e−

1
x + 1

1− e− 1
x

Comme lim
x→0+

1 + e−
1
x + 1

1− e− 1
x

= 1 on a alors lim
x→0+

g(x) = 1.

On a également

lim
x→0−

g′(x) = lim
x→0+

g′(x) = 0

Ainsi Cg admet en 0∗− une demi-tangente d'équation y = −1 et en 0+ une demi-tangente d'équation y = 1.

4. En 0 on a

ex + 1

ex − 1
=
0

2 + x+ x2

2 + x3

6 + o(x3)

x+ x2

2 + x3

6 + o(x3)

=
0

1

x

(
2 + x+

x2

2
+
x3

6
+ o(x3)

)
1

1 + x
2 + x2

6 + o(x2)

=
0

1

x

(
2 + x+

x2

2
+
x3

6
+ o(x3)

)(
1−

(
x

2
+
x2

6

)
+

(
x

2
+
x2

6

)2

+ o(x2)

)

=
0

1

x

(
2 + x+

x2

2
+ o(x2)

)(
1− x

2
− x2

6
+
x2

4
+ o(x2)

)

=
0

1

x

(
2 + x+

x2

2
+ o(x2)

)(
1− x

2
+
x2

12
+ o(x2)

)

=
0

1

x

(
2 + x+

x2

2
− x− x2

2
+
x2

6
+ o(x2)

)

=
0

1

x

(
2 +

x2

6
+ o(x2)

)

Ainsi

e
1
x + 1

e
1
x − 1

=
+∞

2x+
1

6x
+ o

(
1

x

)

e
1
x + 1

e
1
x − 1

=
−∞

2x+
1

6x
+ o

(
1

x

)

Ainsi Cg admet une asymptote oblique d'équation y = 2x en +∞ et −∞. Comme

1

6x
est positif au voisinage

de +∞ et négatif au voisinage de −∞ ainsi Cg est au dessus de son asymptote en +∞ et en dessous de

son asymptote en −∞.

5. On 
ommen
e par tra
er les demi-tangentes en 0 et les asymptotes obliques puis on 
omplète l'allure de

Cg
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Figure 17.2
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Réponse de l'exer
i
e 17.12

1. On a lim
x→0

h(x) = 0. Ainsi on peut prolonger la fon
tion h par 
ontinuité en 0 par

h : R → R

x 7→




exp

(
− 1

x2

)
si x 6= 0

0 si x = 0

2. Sur R∗
, h est une 
omposée de fon
tion de 
lasse C∞, ainsi h est de 
lasse C∞.

Pour x 6= 0 on a

h′(x) =
2

x3
exp

(
− 1

x2

)
=

2

x3
h(x)

3. Montrons par ré
urren
e que, pour tout n ∈ N, il existe un polyn�me Pn tel que

∀x ∈ R∗, h(n)(x)
Pn(x)

x3n
h(x)

Initialisation :

On sait déjà que

∀x ∈ R∗, h(0)(x) = h(x) =
1

x3×0
h(x)

∀x ∈ R∗, h(1)(x) = h′(x) =
2

x3×1
h(x)

Hérédité :
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Soit n ∈ N, on suppose qu'il existe un polyn�me Pn tel que

∀x ∈ R∗, h(n)(x)
Pn(x)

x3n
h(x)

Alors, pour x ∈ R∗
, on a

h(n+1)(x) =
(
h(n)

)′
(x)

=
P ′
n(x)x

3n − 3nPn(x)x
3n−1

x6n
h(x) +

Pn(x)

x3n
2

x3
h(x)

=
x3P ′

n(x)− 3nx2Pn(x)

x3n+3
h(x) +

2Pn(x)

x3n+3
h(x)

=
x3P ′

n(x)− 3nx2Pn(x) + 2Pn(x)

x3n+3
h(x)

Posons alors Pn+1 = X3P ′
n + (2− 3nX2)Pn, on a alors Pn+1 ∈ R[X] et

∀x ∈ R∗, h(n+1)(x)
Pn+1(x)

x3(n+1)
h(x)

Ce qui montre la propriété au rang n+ 1 et a
hève la ré
urren
e.

4. Montrons par ré
urren
e que h est n fois dérivable en 0 pour tout entier n et que, pour tout entier n ∈ N,

h(n)(0) = 0.

Initialisation :

Soit x 6= 0, on a alors

h(x)− h(0)
x− 0

=
1

x
exp

(
− 1

x2

)

On sait par 
roissan
e 
omparée que lim
u→+∞

u exp(−u2) = 0 et lim
u→−∞

u exp(−u2) = 0.

Ainsi lim
x→0

1

x
exp

(
− 1

x2

)
= 0. La fon
tion h est don
 dérivable en 0 et h′(0) = 0.

Hérédité :

Soit n ∈ N, on suppose que h est n fois dérivable en 0 et que h(n)(0) = 0.

Soit x 6= 0, on a alors

h(n)(x)− h(n)(0)
x− 0

=
Pn(x)

x3n+1
h(x)

On sait par 
roissan
e 
omparée que lim
u→+∞

u3n+1 exp(−u2) = 0 et lim
u→−∞

u3n+1 exp(−u2) = 0.

Ainsi lim
x→0

1

x3n+1
h(x) = 0 et, 
omme, Pn est une fon
tion 
ontinue sur R, lim

x→0
Pn(x) = Pn(0) ∈ R.

On en déduit que lim
x→0

Pn(x)

x3n+1
h(x) = 0. h(n) est don
 dérivable en 0 et

(
h(n)

)′
(0) = 0. C'est-à-dire h est

n+ 1 fois dérivable en 0 et h(n+1)(0) = 0, 
e qui a
hève la ré
urren
e.

Comme h est in�niment dérivable en 0 alors, d'après la formule de Taylor-Young, h admet un développe-

ment limité à tout ordre en 0. Pour n ∈ N on a

h(x) =
0
h(0) + h′(0)x +

h′′(0)
2

x2 + · · ·+ h(n)(0)

n!
xn + o(xn) =

n∑

k=0

h(k)(0)

k!
xk + o(xn)

Comme h(k)(0) = 0 pour tout entier k ∈ N on a don


h(x) = 0 + o(xn)

Bastien Marmeth 389 Page 389/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

h admet don
 un développement limité à tout ordre en 0 dont la partie régulière est nulle. Cette fon
tion

peut fournir un 
ontre-exemple à beau
oup d'idées fausses que l'on pourrait avoir 
omme par exemple

penser qu'une fon
tion est entièrement 
ara
térisée par son développement limité puisqu'i
i h et la fon
tion
nulle on le même développement limité mais que h ne s'annule jamais en dehors de 0.

Réponse de l'exer
i
e 17.13

1. oit x 6= 0, on a

f(x)

x
= x sin

(
1

x

)
.

On sait que, pour tout x ∈ R∗
, on a −1 6 sin

(
1

x

)
6 1

Ainsi

∀x ∈ R∗, −|x| 6 x sin

(
1

x

)
6 |x|

D'après le théorème des gendarmes on a alors

lim
x→0

x sin

(
1

x

)
= 0

D'où lim
x→0

f(x)

x2
= 0, 
'est-à-dire f(x) =

0
o(x2)

2. D'après la question pré
édente on a alors

f(x) =
0
0 + o(x2)

3. Pour x 6= 0 on a

f ′(x) = 3x2 sin

(
1

x

)
− x cos

(
1

x

)

4. Pour x 6= 0 on a

f ′(x)
x

= 3x sin

(
1

x

)
− cos

(
1

x

)

On sait que lim
x→0

3x sin

(
1

x

)
= 0 mais x 7→ cos

(
1

x

)
n'admet pas de limite en 0 et en parti
ulier ne tend

pas vers 0. Ainsi
f ′(x)
x

ne tend pas vers 0, 
'est-à-dire

f ′(x) 6=
0
o(x)

f est alors une fon
tion dérivable qui admet un développement limité à l'ordre 2 mais dont la dérivée

n'admet pas de développement limité à l'ordre 1, elle illustre don
 le fait que l'on ne peut à priori pas

dériver les développements limités

Réponse de l'exer
i
e 17.14

� Soit f : ]0,+∞[ → R

x 7→ x2 + x ln(x)

x+ 1
On a alors

lim
x→+∞

f(x)

x
= 1
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Pour x > 0 on a

f(x)− x =
x2 + x ln(x)

x+ 1
− x =

x2 + x ln(x)− x2 − x
x+ 1

=
x(ln(x)− 1)

x+ 1
=

ln(x)− 1

1 + 1
x

Ainsi lim
x→+∞

f(x)− x = +∞. Cf admet don
 une bran
he parabolique en +∞ de dire
tion asymptotique

la droite d'équation y = x.
� Soit g : R\{−1} → R

x 7→ xex + 1

x+ 1

Par 
roissan
e 
omparée on a lim
x→+∞

g(x)

x
= +∞, et lim

x→−∞
g(x) = 0. Ainsi Cg admet une bran
he parabo-

lique en +∞ de dire
tion asymptotique l'axe des ordonnées et admet un asymptote horizontale d'équation

y = 0 en −∞, elle est de plus au dessus de son asymptote en −∞.

� Soit h : ]0,+∞[ → R

x 7→
√
x+ 1 ln(x)

Tout d'abord on a lim
x→+∞

h(x) = +∞, de plus, pour x > 0 on a

h(x)

x
=

√
x+ 1 ln(x)

x
∼
+∞

√
x ln(x)

x
∼
+∞

ln(x)√
x

Par 
roissan
e 
omparée on sait que lim
x→+∞

ln(x)√
x

= 0. Ainsi lim
x→+∞

h(x)

x
= 0.

Ch admet don
 une bran
he parabolique en +∞ de dire
tion asymptotique l'axe des abs
isses.

� k : ]−∞, 0] ∪ [4,+∞[ → R

x 7→
√
x2 − 4x

Pour x > 4 on a

√
x2 − 4x = x

√
1− 4

x

=
+∞

x

(
1− 2

x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

))

=
+∞

x− 2− 1

2x
+ o

(
1

x

)

Ainsi Ck admet une asymptote oblique en +∞ d'équation y = x − 2 et Ck se trouve en dessous de son

asymptote (puisque − 1

2x
est négatif au voisinage de +∞).

Pour x < 0 on a

√
x2 − 4x =

√
x2

√
1− 4

x

= −x
√
1− 4

x

=
−∞
−x
(
1− 2

x
− 1

2x2
+ o

(
1

x2

))

=
−∞
−x+ 2 +

1

2x
+ o

(
1

x

)

Ainsi Ck admet une asymptote oblique en −∞ d'équation y = −x+ 2 et Ck se trouve en dessous de son

asymptote (puisque

1

2x
est négatif au voisinage de −∞).

Bastien Marmeth 391 Page 391/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Réponse de l'exer
i
e 17.15

1. On a Dh = R\{1} et

h(x) =
0

x
√
x2 + 1

x− 1

=
0
−x
√

1 + x2
1

1− x

=
0
−x
(
1 +

x2

2
+ o(x2)

)(
1 + x+ x2 + o(x2)

)

=
0
−x− x2 − 3

2
x3 + o(x3)

2. La tangente T0 à Ch en 0 est don
 la droite d'équation y = −x. Comme −x2 est négatif au voisinage de 0
alors Chse trouve en dessous de sa tangente en 0.

3. Au voisinage de +∞ on a

h(x) =
+∞

x
√
x2 + 1

x− 1

=
+∞

x

√
1 +

1

x2
1

1− 1
x

=
+∞

x

(
1 +

1

2x2
+ o

(
1

x2

))(
1 +

1

x
+

1

x2
+ o

(
1

x2

))

=
+∞

x

(
1 +

1

x
+

3

2

1

x2
+ o

(
1

x2

))

=
+∞

x+ 1 +
3

2x
+ o

(
1

x

)

4. On en déduit que h admet une asymptote oblique ∆ en +∞ d'équation y = x+ 1 et que Ch se trouve au

dessus de ∆ au voisinage de +∞.

Bastien Marmeth 392 Page 392/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

5.

Figure 17.3 � Allure de Ch en 0
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Figure 17.4 � Allure de Ch en +∞
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Chapitre 18

Probabilités de base

Exer
i
es

Exer
i
e 18.1

1. Soient A, B et C trois événements.

Exprimer en fon
tion de A, B, C et des opérations sur les ensembles les événements suivants :

(i) A seul se produit

(ii) A et C se produisent, mais non B

(iii) les trois événements se produisent

(iv) l'un au moins des événements se produit

(v) au moins deux événements se produisent

(vi) un événement au plus se produit

(vii) au
un des trois événements ne se produit

(viii) deux événements exa
tement se produisent

(ix) deux événements au plus se produisent.

2. Monter que

P(A ∪B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C)− P(A ∩B)− P(A ∩ C)− P(B ∩ C) + P(A ∩B ∩ C)

3. Soit (An)n∈N, une suite d'événements. Exprimer en fon
tion des An les événements 
orrespondant à la

réalisation de

(i) tous les An,

(ii) au moins un des An,

(iii) au
un des An,

(iv) au plus un des An,

(v) exa
tement un des An,

(vi) tous les An à partir d'un 
ertain rang.

Exer
i
e 18.2

On jette trois dés à 6 fa
es non pipés.

1. Quel est l'univers de 
ette expérien
e ?
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2. Quelle probabilité proposez vous pour modéliser 
ette expérien
e aléatoire ?

3. Cal
uler la probabilité d'obtenir au moins un as.

4. Cal
uler la probabilité d'obtenir au moins deux fa
es portant le même 
hi�re.

5. Les deux événements 
onsidérés aux deux question pré
édentes sont-ils indépendants ?

Exer
i
e 18.3

Une maladie M a�e
te un français sur 1000. On dispose d'un test sanguin qui déte
te M ave
 une �abilité de

0.99 lorsque 
ette maladie est e�e
tivement présente. Cependant on obtient un résultat faussement positif pour

0.2% des personnes saines testées.

Quelle est la probabilité qu'une personne ayant obtenu un résultat positif soit réellement malade ? Que

pensez-vous de 
e test ?

Exer
i
e 18.4

Une urne 
ontient 6 boules indis
ernables au tou
her : quatre vertes et deux jaunes. On tire au hasard, deux

fois de suite, deux boules simultanément, les boules n'étant pas remises dans l'urne. On note A, B, C, D les

événements suivants :

� A : � au
une boule verte n'est tirée au 
ours du premier tirage de deux boules. �

� B : � une boule verte et une boule jaune sont tirées au 
ours du premier tirage de deux boules. �

� C : � deux boules vertes sont tirées au 
ours du premier tirage de deux boules. �

� D : � une boule verte et une boule jaune sont tirées au 
ours du deuxième tirage de deux boules. �

1. Cal
uler PA(D), PB(D), et PC(D).

2. En déduire les probabilités des événements D ∩A, D ∩B et D ∩ C.
3. Cal
uler la probabilité de l'événement D.

Exer
i
e 18.5

On lan
e su

essivement trois piè
es de monnaie. Cal
uler les probabilités des évènements suivants :

1. A = {il y a exa
tement deux � fa
es �} ;
2. B = {il y a au moins deux � fa
es �} ;

Exer
i
e 18.6

1. Mon voisin a deux enfants dont une �lle. Quelle est la probabilité que l'autre enfant soit un garçon ?

2. Un autre voisin a deux enfants. Le plus jeune est une �lle. Quelle est la probabilité que l'aîné soit un

garçon ?

Exer
i
e 18.7

On lan
e un dé à 6 fa
es non 
ubique. On suppose que la probabilité d'obtenir un 
hi�re k est proportionnelle

à k.

1. Déterminer la 
onstante de proportionnalité

2. Déterminer la probabilité d'obtenir un 
hi�re pair

3. Même question ave
 un dé à 2n fa
es.
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Exer
i
e 18.8

On suppose que la probabilité qu'un des réa
teurs d'un avion (à plusieurs réa
teurs) tombe en panne en 
ours

de vol est 1 − p, indépendamment du 
omportement des autres moteurs de l'appareil. L'avion peut poursuivre

son vol si au moins un réa
teur sur deux fon
tionne. Pour quelles valeurs de p est-il préférable de voler en avion

quadrimoteur plut�t qu'en avion bimoteur ?

Exer
i
e 18.9

Soit un restaurant de 50 pla
es. La probabilité pour qu'une personne, ayant réservé une table, ne vienne pas

est de

1

5
. Un jour, le patron a pris 52 réservations. Quelle est la probabilité qu'il se trouve dans une situation

embarrassante ?

Exer
i
e 18.10

Charles de Gaulle joue au bilboquet. A 
haque tentative il a une probabilité

1

8
de réussir. Cal
uler la probabilité

1. que Charles réussisse du premier 
oup.

2. qu'il réussisse au bout du 2-ième 
oup, du 3-ième 
oup, du n-ième 
oup.

Exer
i
e 18.11

Sam sait qu'il a une probabilité très faible (disons une 
han
e sur n) de réussir à lan
er une piè
e de façon à 
e

qu'elle se stabilise sur sa tran
he. Têtu, il dé
ide don
 de tenter sa 
han
e n fois.

1. Cal
uler la probabilité pn que Sam réussisse au moins une fois.

2. Que devient 
ette probabilité quand n→ +∞ ?

Exer
i
e 18.12

On prend un dé au hasard parmi un lot de 100 dés dont on sait que 25 sont pipés. Pour un dé pipé, la probabilité

d'obtenir un 6 est de

1

2
.

1. On lan
e le dé, on obtient 6. Quelle est la probabilité pour que 
e dé soit pipé ?

2. On relan
e le dé, et on obtient un se
ond 6. Quelle est la probabilité que 
e dé soit pipé ?

Exer
i
e 18.13

Dans un étang il y a des gardons et des bro
hets. Ali
e pê
he à la mou
he et prend deux fois plus de gardons

que de bro
hets, alors que Bob, ave
 sa 
anne à lan
er, attrape autant de gardons que de bro
hets. Bob est un

pê
heur expérimenté : il pê
he trois fois plus de poissons que Ali
e. Les poissons pê
hés sont 
onservés dans le

même vivier. On observe au hasard un des poissons pê
hés, 
'est un bro
het. Cal
uler la probabilité pour que


e soit Bob qui l'ait pê
hé.

Exer
i
e 18.14

Dans une 
lasse de 30 élèves (5 garçons et 25 �lles), 60% des �lles sont reçues à un examen et 80% des garçons

sont reçus. On 
hoisit un élève uniformément au hasard dans la 
lasse. Sa
hant que 
et élève est reçu, quelle est

la probabilité qu'il s'agisse d'un garçon ?

Exer
i
e 18.15

On dispose de deux dés A et B.
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� le dé A a 4 fa
es noires et 2 fa
es blan
hes,

� le dé B a 2 fa
es noires et 4 fa
es blan
hes.

On lan
e d'abord une piè
e de monnaie truquée : PILE tombe ave
 une probabilité p ∈]0, 1[.
Si on obtient PILE on fait des lan
ers su

essifs du dé A, et si on obtient FACE on fait des lan
ers su

essifs

du dé B.

1. Cal
uler la probabilité d'obtenir NOIR au premier lan
er de dé.

2. Cal
uler la probabilité d'obtenir NOIR aux deux premiers lan
ers.

3. Les évènements � obtenir noir au premier lan
er �et � obtenir noir au deuxième lan
er �sont-ils indépen-

dants ?

4. On a obtenu NOIR aux n premiers 
oups (n ∈ N∗
). Cal
uler la probabilité d'avoir fait PILE ave
 la piè
e.

Déterminer sa limite quand n→ +∞ et interpréter.

Exer
i
e 18.16

Dans une entreprise, on fait appel à un te
hni
ien lors de ses passages hebdomadaires, pour l'entretien des

ma
hines. Chaque semaine, on dé
ide don
 pour 
haque appareil de faire appel ou non au te
hni
ien. Pour un


ertain type de ma
hines, le te
hni
ien 
onstate :

� qu'il doit intervenir la première semaine,

� que s'il est intervenu la n-ième semaine, la probabilité qu'il intervienne la (n+1)-ième semaine est égale

à

3

4
.

� que s'il n'est pas intervenu la n-ième semaine, la probabilité qu'il intervienne la (n+1)-ième semaine est

égale à

1

10
.

On désigne par En l'évènement : � le te
hni
ien intervient la n-ieme semaine �et par pn la probabilité de En.

1. Soit n ∈ N∗
, déterminer P(E1), PEn(En+1), PEn

(En+1), puis, en fon
tion de pn, déterminer P(En+1 ∩En)

et P(En+1 ∩En).

2. En déduire que, pour tout entier naturel non nul n, on a : pn+1 =
13

20
pn +

1

10
3. En déduire une expression de pn en fon
tion de n. Quelle est la limite de la suite (pn)n∈N∗

quand n tend

vers +∞ ?

Exer
i
e 18.17

Certaines plantes, par exemple le lupin, se reproduisent par auto-fé
ondation (ou autogamie). Tout se passe pour

la des
endan
e 
omme si on fé
ondait deux plantes de même génotype, 
haque 
hromosome d'une paire étant

séle
tionné au hasard. On s'intéresse à l'évolution du génotype de la des
endan
e d'une plante mère, 
on
ernant

un gène qui possède deux allèles A et a.

1. Expliquer 
e qui se passe pour la des
endan
e si la plante est de génotype AA ou aa. On suppose désormais

que la plante mère est de génotype Aa.

2. Déterminer les probabilités que la des
endan
e de première génération soit une plante de génotype AA,
Aa ou aa. Soient les évènements :

� En : � La plante de la n-ième génération est de génotype AA. �
� Fn : � La plante de la n-ième génération est de génotype Aa. �
� Gn : � La plante de la n-ième génération est de génotype aa �

3. On note xn = P(En), yn = P(Fn) et zn = P(Gn).

(a) Que valent x0, y0 et z0 ?

(b) Que vaut xn + yn + zn ?
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(
) Exprimer xn+1, yn+1 et zn+1 en fon
tion de xn, yn et zn.

(d) En déduire une expression expli
ite de xn, yn et zn en fon
tion de n.

4. Déterminer les limites de 
es trois suites et interpréter.

Exer
i
e 18.18

Un laboratoire fait des tests sanguins pour déte
ter une maladie. Il déte
te 95% des 
as de maladie, si elle

est présente. 1% des tests sont des tests faux, 
'est-à-dire le test indique la maladie 
hez des gens � sains �. On

sait que 0.5% de la population sou�re de 
ette maladie.

Cal
uler la probabilité qu'une personne soit malade, sa
hant que le test est positif.

Exer
i
e 18.19 Paradoxe de Monty-Hall

Ce problème porte sur un jeu télévisé améri
ain � Let's make a deal �présenté par le 
anadien Monte Halperin,

plus 
onnu sous son nom de s
ène, Monty Hall. À un moment du jeu, le 
andidat se retrouve fa
e à 3 portes.

Derrière deux d'entre elles se 
a
he une 
hèvre. Derrière l'une se 
a
he une voiture à gagner. Maintenant voilà

l'astu
e :

Quand le 
andidat 
hoisit une porte, le présentateur, qui sait 
e qu'il y a derrière les portes, ouvre une des

portes qui n'a pas été 
hoisie. Il s'arrange pour que la porte ouverte montre toujours une 
hèvre. Il demande

alors si le 
andidat veut garder sa porte ou prendre la troisième porte.

Question : Le 
andidat doit-il 
hanger de porte ? (On justi�era bien sur sa réponse ave
 des arguments

mathématiques rigoureux)

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 18.1

1. Soient A, B et C trois événements.

(i) A seul se produit

A ∩B ∩ C

(ii) A et C se produisent, mais non B
A ∩C ∩B

(iii) les trois événements se produisent

A ∩B ∩ C

(iv) l'un au moins des événements se produit

A ∪B ∪ C

(v) au moins deux événements se produisent

(A ∩B) ∪ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

(vi) un événement au plus se produit, 
e qui est la même 
hose que au moins deux événements ne se

produisent pas.

(A ∩B) ∪ (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)
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(vii) au
un des trois événements ne se produit

A ∩B ∩ C

(viii) deux événements exa
tement se produisent

(A ∩B ∩ C) ∪ (A ∩C ∩B) ∪ (B ∩ C ∩A)

(ix) deux événements au plus se produisent.

A ∩B ∩ C

2. On a

P(A ∪B ∪ C) = P ((A ∪B) ∪ C)

= P(A ∪B) + P(C) + P((A ∪B) ∩ C)

= P(A) + P(B)− P(A ∩B) + P(C) + P((A ∩C) ∪ (B ∩ C))

= P(A) + P(B)− P(A ∩B) + P(C) + P(A ∩ C) + P(B ∩C)− P(A ∩C ∩B ∩ C
= P(A) + P(B) + P(C)− P(A ∩B)− P(A ∩ C)− P(B ∩C) + P(A ∩B ∩ C)

3. Soit (An)n∈N, une suite d'événements.

(i) tous les An, ⋂

n∈N
An

(ii) au moins un des An, ⋃

n∈N
An

(iii) au
un des An, ⋂

n∈N
An

(iv) au plus un des An, ⋃

n∈N

⋂

k 6=n

Ak

(v) exa
tement un des An,

⋃

n∈N


An ∩

⋂

k 6=n

Ak




(vi) tous les An à partir d'un 
ertain rang. ⋃

n∈N

⋂

k>n

Ak

Réponse de l'exer
i
e 18.2

1. L'univers de 
ette expérien
e est l'ensemble Ω = J1, 6K3

2. En l'absen
e d'information nous indiquant le 
ontraire, il est raisonnable du supposer les dés équilibrés et

les tirages indépendants de sorte que l'on travaillera ave
 la probabilité uniforme sur Ω.
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3. Notons A l'événement � On obtient au moins un as �. Alors A est l'événement � On n'obtient au
un as �.

On a A = J2, 6K3

Ainsi

P(A) = 1− P(A) = 1− 53

63
=

216− 125

216
=

91

216

4. Notons B l'événement � On obtient au moins deux fa
es portant le même 
hi�re. �. Alors B est l'événement

� On obtient des fa
es toutes di�érentes �.

On a Card(B) = 6 × 5 × 4 = 120. En e�et on a 6 possibilités pour le résultat du premier dé, puis 5 pour

le se
ond (toutes les possibilités sauf le résultat du premier dé) et en�n 4 pour le troisième dé.

Ainsi

P(B) = 1− P(B) = 1− 120

216
=

216− 120

216
=

96

216

5. Pour déterminer si A et B sont indépendants il nous faut 
al
uler P(A ∩B) et P(A)P(B).

On a P(A)P(B) =
91× 96

2162
=

364

1944
et

P(A ∩B) = P(A) + P(B)− P(A ∪B) = P(A) + P(B)− 1 + P(A ∪B)

A ∪B est l'événement � On obtient trois résultats di�érents et au
un as �. On a P(A ∪B) =
5× 4× 3

216
=

60

216
D'où

P(A ∩B) = P(A) + P(B)− 1 + P(A ∪B) =
91 + 96− 216 + 60

216
=

31

216
=

279

1944
6= P(A)× P(B)

A et B ne sont don
 pas indépendants.

Réponse de l'exer
i
e 18.3

On note T l'événement � le test est positif �et M l'événement � La personne est malade �.

On a alors P(M) =
1

1000
, P(T |M) =

99

100
, P(T |M) =

2

1000
.

D'après la formule des probabilités totales on a

P(T ) = P(T |M)P(M) + P(T |M)P(M) =
99

100

1

1000
+

2

1000

999

1000
=

747

250000

D'après la formule de Bayes on a

P(M |T ) = P(M)

P(T )
P(T |M) =

1
1000
747

250000

99

100
=

55

166
≃ 0.33

La probabilité qu'une personne ayant obtenu un résultat positif soit réellement malade est don
 d'environ

1

3
.

On pourrait (à tort) penser que 
e test est alors mauvais. Ce n'est pas le 
as. On peut en e�et prouver qu'il est

impossible mathématiquement de simultanément maximiser la probabilité de déte
ter les personnes réellement

malades et la probabilité qu'un test positif révèle une personne e�e
tivement malade. Il faut alors faire un


ompromis, préfère-t-on ne pas déte
ter des personnes malades qui peuvent alors éventuellement propager la

maladie (
e qu'on appelle en statistique une erreur de première espè
e) ou simplement voir leur santé empirer

sans traitement ou déte
ter à tort des personnes saines dont on s'aper
evra lors de tests subséquents de la bonne

santé (erreur de se
onde espè
e) ?
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Réponse de l'exer
i
e 18.4

1. On va 
onstruire un arbre de probabilité pour le premier tirage

Jaune

Jaune, (événement A)

1

5

Vert, (événement B)
4

5

1
3

Vert

Jaune, (événement B)

2

5

Vert, (événement C)
3

5

2
3

Puis deux arbres pour le se
ond tirage selon si le premier tirage a aboutit à la situation B ou C :

Dans la situation A, il n'y a plus de boules jaunes dans l'urne don
 la seule possibilité est de tirer deux

boules vertes

Figure 18.1 � Arbre dans la situation B

Jaune

Vert, (événement D)

1

1
4

Vert

Jaune, (événement D)

1

3

Vert

2

3

3
4

Figure 18.2 � Arbre dans la situation C

Jaune

Jaune

1

3

Vert, (événement D)

2

3

1
2

Vert

Jaune, (événement D)

2

3

Vert

1

3

1
2
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On voit alors que PA(D) = 0,

PB(D) =
3

4

1

3
+

1

4
=

1

2

PC(D) =
1

2

2

3
+

1

2

2

3
=

2

3

2. On a alors

P(A ∩D) = PA(D)P(A) = 0

P(B ∩D) = PB(D)P(B) =
1

2

(
2

3

2

5
+

1

3

4

5

)
=

4

15

P(C ∩D) = Pc(D)P(C) =
2

3

2

3

3

5
=

4

15

3. D'après la formule des probabilités totale on a

P(D) = P(D ∩A) + P(D ∩B) + P(D ∩ C) =
8

15

Réponse de l'exer
i
e 18.5

On lan
e su

essivement trois piè
es de monnaie. L'énon
é ne donnant pas d'indi
ation du 
ontraire on supposera

que les piè
es sont équilibrées (Pile et Fa
e arrivent respe
tivement ave
 une probabilité de

1

2
) et que les tirages

sont indépendants. L'univers de notre expérien
e est alors {P,F}3 (de 
ardinal 8) muni de la probabilité uniforme.

On dé�nit les évènements suivants :

� A = {il y a exa
tement deux � fa
es �} ;
� B = {il y a au moins deux � fa
es �} ;
On a

A = {FFP,FPF,PFF} B = {FFF,FFP,FPF,PFF}

D'où P(A) =
3

8
et P(B) =

4

8
=

1

2

Réponse de l'exer
i
e 18.6

L'univers de notre expérien
e aléatoire est l'ensemble des paires d'enfants possibles en tenant 
ompte de l'ordre

de naissan
e, 
'est-à-dire Ω = {FF,FG,GF,GG} sur lequel on travaille ave
 la probabilité uniforme.

1. Notons A l'événement � Mon voisin a au moins une �lle �et B l'événement � Mon voisin a au moins un

garçon �.

On 
her
he alors à 
al
uler P(B|A). On a

P(B|A) = P(B ∩A)
P(A)

=
2
4
3
4

=
2

3

2. Notons C l'événement � L'ainé est un garçon �et D l'événement � Le puîné est une �lle �. On 
her
he alors

à 
al
uler P(C|D)

On a

P(C|D) =
P(C ∩D)

P(D)
=

1
4
2
4

=
1

2

Réponse de l'exer
i
e 18.7
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1. Soit C la 
onstante de proportionnalité, 
'est-à-dire le réel tel que

P({1}) = 1C P({2}) = 2C · · · P({6}) = 6C

On a alors

1 = P(Ω) = P(J1, 6K) = C ×
6∑

i=1

k = C × 6× 7

2
= 21C

Comme 1 = 21C on a alors C =
1

21
.

2. Notons A l'événement � Obtenir un 
hi�re pair �. Alors A = {2, 4, 6} et

P(A) =

3∑

k=1

P({2k}) =
3∑

k=1

2k

21
=

2

21
× 3× 4

2
=

12

21

3. On reprend notre méthode dans le 
as d'un dé à 2n fa
es.

Soit C la 
onstante de proportionnalité, 
'est-à-dire le réel tel que

P({1}) = 1C P({2}) = 2C · · · P({2n}) = 2nC

On a alors

1 = P(Ω) = P(J1, 2nK) = C ×
2n∑

i=1

k = C × (2n)× (2n+ 1)

2
= Cn(2n+ 1)

Comme 1 = n(2n+ 1)C on a alors C =
1

n(2n+ 1)
.

4. Notons A l'événement � Obtenir un 
hi�re pair �. Alors A = {2k , k ∈ J1, nK} et

P(A) =

n∑

k=1

P({2k}) =
n∑

k=1

2k

n(2n+ 1)
=

2

n(2n+ 1)
× n× (n+ 1)

2
=

n+ 1

2n+ 1

Réponse de l'exer
i
e 18.8

Le quadrimoteur va s'é
raser si 3 ou plus de ses moteurs tombent en panne. Chaque moteur a une probabilité

1 − p de tomber en panne indépendamment des autres moteurs. L'avion va don
 s'é
raser dans 4 situations

in
ompatibles entre elles :

� P1P2P3M4 (les moteurs 1, 2 et 3 tombent en panne) 
e qui arrive ave
 probabilité p(1− p)3
� P1P2M3P4 (les moteurs 1, 2 et 4 tombent en panne) 
e qui arrive ave
 probabilité p(1− p)3
� PMP2P3P4 (les moteurs 1, 3 et 4 tombent en panne) 
e qui arrive ave
 probabilité p(1− p)3
� M1P2P3P4 (les moteurs 2, 3 et 4 tombent en panne) 
e qui arrive ave
 probabilité p(1− p)3
� P1P2P3P4 (les moteurs 1, 2, 3 et 4 tombent en panne) 
e qui arrive ave
 probabilité (1− p)4
Ainsi P( Le quadrimoteur s'é
rase ) = 4p(1 − p)3 + (1− p)4
Le bimoteur lui s'é
rasera si ses deux moteurs tombent en panne, 
e qui arrive ave
 probabilité (1− p)2.
Il nous faut trouver pour quelles valeurs de p on a 4p(1− p)3 + (1− p)4 6 (1− p)2

4p(1− p)3 + (1− p)4 6 (1− p)2 ⇔ 4p(1− p)3 + (1− p)4 − (1− p)2 6 0

(1− p)2
(
4p(1− p) + (1− p)2 − 1

)
6 0

(1− p)2
(
4p− 4p2 + 1− 2p + p2 − 1

)
6 0

(1− p)2
(
2p− 3p2

)
6 0
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p(1− p)2 (2− 3p) 6 0

On a p > 0 (et il est vraiment souhaitable que p 6= 0) et (1 − p)2 > 0. Ainsi il est préférable de voleur en

quadrimoteur si 2− 3p 6 0, 
'est-à-dire si p >
2

3
.

Si les ingénieurs font bien leur travail il est raisonnable de penser que p est très pro
he de 1 et don
 les

quadrimoteurs sont plus sûrs que les bimoteurs.

Réponse de l'exer
i
e 18.9

L'univers de notre expérien
e aléatoire est {V,A}52 (V pour vient et A pour annule/ne vient pas).

Le patron se trouve dans l'embarras si 51 ou 52 personnes viennent, 
'est-à-dire s'il y a 0 ou 1 annulations.

La probabilité qu'il n'y ait au
une annulation est de

(
4

5

)52

. La probabilité que le 
lient 1 annule et que les

autres viennent est de

1

5

(
4

5

)51

. De même la probabilité que le 
lient 2 annule et que tous les autres viennent

est de

1

5

(
4

5

)51

, et
.

Ainsi la probabilité qu'il y ait exa
tement une annulation est de 52
1

5

(
4

5

)51

.

La probabilité que le patron se trouve dans l'embarras est don
 de

(
4

5

)52

+ 52
1

5

(
4

5

)51

≃ 1.27× 10−4
, soit

un peu plus d'une 
han
e sur 10000, le patron peut don
 être rassuré.

Réponse de l'exer
i
e 18.10

1. La probabilité que Charles réussisse du premier 
oup est

1

8
2. La probabilité que Charles réussisse au bout du 2-ième 
oup est la probabilité qu'il rate son premier lan
er

et réussisse son se
ond, 
e qui donne une probabilité de

7

8
× 1

8
.

La probabilité que Charles réussisse du 3-ième 
oup est la probabilité qu'il rate son premier et son se
ond

lan
er et réussisse son troisième, 
e qui donne une probabilité de

(
7

8

)2

× 1

8
.

La probabilité que Charles réussisse du n-ième 
oup est la probabilité qu'il rate ses n− 1 premiers lan
ers

et réussisse son n-ième lan
er, 
e qui donne une probabilité de

(
7

8

)n−1

× 1

8

Réponse de l'exer
i
e 18.11

1. Notons An l'événement � Sam réussit au moins une fois �. Alors An est l'événement � Sam é
houe à toutes

ses tentatives �.

On suppose que les lan
ers su

essifs sont indépendants. On a alors P(An) =

(
n− 1

n

)n

, d'où

P(An) = 1−
(
n− 1

n

)n

2. Il nous faut déterminer, si elle existe, la limite de P(An) quand n tend vers +∞.
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On a

P(An) = 1−
(
n− 1

n

)n

= 1− exp

(
n ln

(
1− 1

n

))

=
n→+∞

1− exp

(
n

(
− 1

n
+ o

(
1

n

)))

=
n→+∞

1− exp (−1 + o (1))

Ainsi

limn→+∞P(An) = 1− e−1

Réponse de l'exer
i
e 18.12

On suppose que l'on a pris le dé uniformément au hasard dans le lot de 100 dés et que don
 le probabilité qu'il

soit pipé est

1

4
, On suppose également que les lan
ers sont indépendants.

1. D'après la formule des probabilités totales on a

P( On a obtenu 6) = P( On a obtenu 6| le dé est pipé )P( le dé est pipé )

+ P( On a obtenu 6| le dé est normal )P( le dé est normal )

=
1

2

1

4
+

1

6

3

4

=
3

24
+

3

24

=
1

4

D'après la formule de Bayes, on a

P( Le dé est pipé | On a obtenu 6) =
P( Le dé est pipé )

P( On a obtenu 6)
P( On a obtenu 6| Le dé est pipé )

=
1
4
1
4

1

2

=
1

2

Notre dé a don
 une 
han
e sur deux d'être pipé.

2. D'après la formule des probabilités totales on a

P( On a obtenu deux 6) = P( On a obtenu deux 6| le dé est pipé )P( le dé est pipé )

+ P( On a obtenu deux6| Le dé est normal )P( Le dé est normal )

=
1

4

1

4
+

1

36

3

4

=
3

48
+

1

48

=
1

12

Bastien Marmeth 405 Page 405/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

D'après la formule de Bayes, on a

P(Le dé est pipé|On a obtenu deux 6) =
P(Le dé est pipé)

P(On a obtenu deux 6)
P(On a obtenu deux 6|Le dé est pipé)

=
1
4
1
12

1

4

=
3

4

Notre dé a don
 trois 
han
e sur quatre d'être pipé.

Réponse de l'exer
i
e 18.13

Formalisons le problème ave
 des probabilités, les données de l'énon
é s'interprètent ainsi :

� P( Le poisson observé est un bro
het | Le poisson a été pé
hé par Ali
e ) =
1

3
. En e�et Ali
e a pris deux

fois plus de gardons que de bro
hets soit une proportion

2

3
de gardons et

1

3
de bro
hets.

� P( Le poisson observé est un bro
het | Le poisson a été pé
hé par Bob) =
1

2
. En e�et Bob a pris autant

de gardons que de bro
hets soit une proportion

1

2
de gardons et

1

2
de bro
hets.

� P( Le poisson a été pé
hé par Ali
e) =
1

4
, en e�et Bob a pris trois fois plus de poissons qu'Ali
e, soit une

proportion de

1

4
de poissons pé
hés par Ali
e et de

3

4
de poissons pé
hés par Bob

� P( Le poisson a été pé
hé par Bob) =
3

4
D'après la formule des probabilités totales on a

P( Le poisson est un bro
het)

= P( Le poisson est un bro
het | Le poisson a été pé
hé par Ali
e )P( Le poisson a été pé
hé par Ali
e)

+ P( Le poisson est un bro
het | Le poisson a été pé
hé par Bob)P( Le poisson a été pé
hé par Bob)

=
1

3

1

4
+

1

2

3

4

=
11

24

La formule de Bayes nous donne alors

P( Le poisson a été pé
hé par Bob | Le poisson est un bro
het )

=
P( Le poisson a été pé
hé par Bob )

P( Le poisson est un bro
het )
P( Le poisson est un bro
het | Le poisson a été pé
hé par Bob )

=
3
4
11
24

1

2

=
9

11

Le poisson a don
 une probabilité de

9

11
d'avoir été pé
hé par Bob.

Réponse de l'exer
i
e 18.14

Notons G l'événement � L'élève tiré au hasard est un garçon �et R l'événement � l'élève est reçu �. On a alors
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P(G) =
5

30
=

1

6
, P(R|G) = 4

5
.

D'après la formule des probabilités totales on a

P(R) = P(R|G)P(G) + P(R|G) =
4

5

1

6
+

3

5

5

6
=

19

30

Puis, d'après le formule de Bayes on a

P(G|R) = P(G)

P(R)
P(R|G) =

1
6
19
30

4

5
=

4

19

Sa
hant qu'un élève est reçu, la probabilité que 
e soit un garçon est de

4

19
, 
e qui est fa
ile à véri�er puisqu'il

y a exa
tement 19 reçus dans la 
lasse et 4 garçons parmi 
es 19 reçus.

Réponse de l'exer
i
e 18.15

1. Notons P l'événement � La piè
e tombe sur Pile �, N l'événement � Le premier lan
er de dé donne Noir �et

NN l'événement � Les deux premiers lan
ers de dés donnent Noir �.

D'après la formule des probabilités totales on a

P(N) = P(N |P )P(P ) + P(N |P )P(P )

=
2

3
p+

1

3
(1− p)

=
1 + p

3

2. D'après la formule des probabilités totales on a

P(NN) = P(NN |P )P(P ) + P(NN |P )P(P )

=
2

3

2

3
p+

1

3

1

3
(1− p)

=
1 + 3p

9

3. Notons N2 l'événement � Obtenir Noir au se
ond lan
er �. On montre de la même manière que pour N

que P(N2) =
1 + p

3
.

On a N ∩N2 = NN , P(N)× P(N2) =
(1 + p)2

9
et P(NN) =

1 + 3p

9
Ainsi N et N2 sont indépendants si et seulement si (1 + p)2 = 1 + 3p

De plus on a

(1 + p)2 = 1 + 3p⇔ 1 + 2p + p2 = 1 + 3p

⇔ p2 − p = 0

⇔ p(p− 1) = 0

Comme p ∈]0, 1[ on peut alors 
on
lure que n et N2 ne sont pas indépendants.

4. Soit n ∈ N∗
, notons Nn l'événement � On a obtenu NOIR aux n premiers 
oups �(n ∈ N∗

).

On a alors

P(Nn|P ) = 2n

3n
P(Nn|P ) = 1

3n
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D'après la formule des probabilités totales on a alors

P(Nn) = P(Nn|P )P(P ) + P(Nn|P )P(P )

=
1 + p(2n − 1)

3n

D'après la formule de Bayes on a

P(P |Nn) = P(P )

P(Nn)
P(Nn|P )

=
p3n

1 + p(2n − 1)

2n

3n

=
2np

(2n − 1)p + 1

=
p

p+ 1−p
2n

On voit immédiatement que

limn→+∞P(P |Nn) = p

p
= 1

Réponse de l'exer
i
e 18.16

1. Par hypothèse on a P(E1) = 1, PEn(En+1) =
3

4
, PEn

(En+1) =
1

10
.

Puis, P(En+1 ∩ En) = PEn(En+1)P(En) =
3pn
4

et P(En+1 ∩ En) = PEn
(En+1)P(En) =

1− pn
10

.

2. La formule des probabilités totales nous donne alors

pn+1 = P(En+1 ∩ En) + P(En+1 ∩ En)

=
3pn
4

+
1− pn
10

=
15pn
20

+
2− 2pn

20

=
13pn
20

+
1

10

3. La suite (pn)n∈N est arithméti
o-géométrique. Soit r ∈ R l'unique réel tel que r =
13r

20
+

1

10
, 
'est-à-dire

r =
2

7
. La suite

(
pn −

2

7

)

n∈N
est alors une suite géométrique de raison

13

20
, d'où, pour n ∈ N∗

pn −
2

7
=

(
13

20

)n−1(
p1 −

2

7

)

D'où

pn =
2

7
+

(
13

20

)n−1 5

7

On en déduit que lim
n→+∞

=
2

7
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Réponse de l'exer
i
e 18.17

1. Si la plante est de génotype AA ou aa alors toute sa des
endan
e sera de même génotype que la plante

mère.

2. Le génotype de la plante �lle 
orrespond à deux tirages su

essifs uniforme dans l'ensemble {A, a}. Ave

les notations de l'énon
é on a alors

P(E1) =
1

2

1

2
=

1

4
P(F1) =

1

2
P(G1) =

1

4

3. (a) On a x0 = 0, y0 = 1 et z0 = 0

(b) Les événements En, Fn et Gn forment un système 
omplet d'événements (ils sont duex à deux in
om-

patibles et En ∪ Fn ∪Gn = Ω). Ainsi xn + yn + zn = 1

(
) On a

xn+1 = P(En+1)

= P(En+1|En)P(En) + P(En+1|Fn)P(Fn) + P(En+1|Gn)P(Gn)

= 1xn +
1

4
yn + 0zn

= xn +
yn
4

yn+1 = P(Fn+1)

= P(Fn+1|En)P(En) + P(Fn+1|Fn)P(Fn) + P(Fn+1|Gn)P(Gn)

= 0xn +
1

2
yn + 0zn

=
yn
2

zn+1 = P(Gn+1)

= P(Gn+1|En)P(En) + P(Gn+1|Fn)P(Fn) + P(Gn+1|Gn)P(Gn)

= 0xn +
1

4
yn + 1zn

=
yn
4

+ zn

(d) D'après la question pré
édente (yn)n∈N est une suite géométrique de raison

1

2
, d'où, pour n ∈ N

yn =
1

2n
.

On a de plus, pour n ∈ N xn+1 − zn+1 = xn − zn. La suite (xn − zn)n∈N est don
 
onstante et vaut

ainsi 0 sa valeur initiale.

On a ainsi

∀n ∈ N xn = zn xn + yn + zn = 1

D'où,

∀n ∈ N xn = zn =
1− yn

2
=

1

2
− 1

2n+1
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4. On en déduit que

lim
n→+∞

xn =
1

2
lim

n→+∞
yn = 0 lim

n→+∞
zn =

1

2

On peut interpréter 
e
i 
omme une disparition quand le temps tend vers l'in�ni des génotypes � mixtes �.

Réponse de l'exer
i
e 18.18

On note T l'événement � le test est positif �et M l'événement � La personne est malade �.

On a alors P(M) =
5

1000
, P(T |M) =

95

100
, P(T |M) =

1

100
.

D'après la formule des probabilités totales on a

P(T ) = P(T |M)P(M) + P(T |M)P(M) =
95

100

5

1000
+

1

100

995

1000
=

147

10000

D'après la formule de Bayes on a

P(M |T ) = P(M)

P(T )
P(T |M) =

5
1000
147

10000

95

100
=

95

294
≃ 0.32

La probabilité qu'une personne ayant obtenu un résultat positif soit réellement malade est don
 d'environ

1

3
.

Réponse de l'exer
i
e 18.19

En notant G l'événement � Le joueur gagne la voiture �et B 
elui � Le joueur avait 
hoisi la bonne porte �on

a, par la formule de probabilités totales :

P(G) = P(G|B)P(B) + P(G|B)P(B) =
1

3
P(G|B) +

2

3
P(G|B)

Dans la stratégie où le joueur ne 
hange pas de porte, il gagne si et seulement s'il avait 
hoisi initialement la

bonne porte :

P(G|B) = 1 et P(G|B) = 0.

Ainsi, P(G) =
1

3
.

Dans la stratégie où le joueur 
hange de porte, il gagne si et seulement s'il avait 
hoisi initialement la mauvaise

porte :

P(G|B) = 0 et P(G|B) = 1.

Ainsi, P(G) =
2

3
.
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Chapitre 19

Intégration

Exer
i
es

Exer
i
e 19.1

En utilisant des intégrations par parties, 
al
uler les intégrales suivantes

1.

∫ 1

0
x2 arctan(x) dx

2.

∫ eπ

1
cos(ln(x)) dx

3.

∫ π
4

0

1

cos4(x)
dx

4.

∫ 1

1
2

x ln(x)

(x2 + 1)2
dx

5.

∫ 1

0
xλ ln(x)n dx, où λ > 0 et n ∈ N,

6.

∫ π

0
ch(t) sin(2t) dt

7.

∫ π

0
(x2 + 2x+ 2) cos(2x) dx

8.

∫ 3

2
(3x2 − 4x+ 1) ln(x5 − x4) dx

9.

∫ x

0
arctan(t) dt

10.

∫ 1

0
(x+ 1) arctan x dx

Exer
i
e 19.2

1. En utilisant le 
hangement de variable t = x+ sin(x), 
al
uler

∫ π

π
2

cos2
(
x
2

)

x+ sin(x)
dx

2. En utilisant le 
hangement de variable t =
√
x+ 1, 
al
uler

∫ 2

0

x√
x+ 1

dx

3. En utilisant le 
hangement de variable t = sin(x)− cos(x), 
al
uler

∫ π
4

0

sin(x) + cos(x)

2− sin(2x)
dx
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4. Soit n ∈ N∗
, en utilisant le 
hangement de variable t =

1

x
, 
al
uler

∫ 2

1

1

x(xn + 1)
dx

5. En utilisant le 
hangement de variable t =
√
ex − 1, 
al
uler

∫ ln(5)

ln(2)

ex

(3 + ex)
√
ex − 1

dx

6. En utilisant le 
hangement de variable t = x− 1

x
, 
al
uler

∫ √
2

1

x2 + 1

x
√
x4 − x2 + 1

dx

7. En utilisant le 
hangement de variable t =
1

x
, 
al
uler

∫ 1

1
3

(x− x3) 1
3

x4
dx

8. En utilisant le 
hangement de variable t =
1

x
, 
al
uler

∫ a

1
a

ln(x)

1 + x2
dx où a > 0

9. En utilisant le 
hangement de variable t = x
1
6
, 
al
uler

∫ 1

0

1 +
√
x

1 + x
1
3

dx

10. En utilisant le 
hangement de variable t = sin(x), 
al
uler

∫ π
2

0
cos7(x) dx

11. En utilisant le 
hangement de variable t = tan(x), 
al
uler

∫ π
4

0
tan7(x) dx

Exer
i
e 19.3

Soit f : R∗
+\{1} → R

x 7→
∫ x2

x

1

ln(t)
dt

1. Justi�er que f est bien dé�nie.

2. Montrer que f est dérivable sur ]0, 1[ et ]1,+∞[ et déterminer f ′.

3. Étudier les variations de f .
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4. Pour x ∈ R∗
+\{1}, 
al
uler

∫ x2

x

1

t ln(t)
dt. En déduire que f(x) est 
ompris entre x ln(2) et x2 ln(2).

5. Déterminer les limites de f en 0,1 et +∞

Exer
i
e 19.4

1. Soit x ∈ R\
{π
2
+ kπ , k ∈ Z

}
. Montrer que

1 + tan(x)2 =
1

cos(x)2

2. Montrer que, pour tout t ∈ R\{π + 2kπ , k ∈ Z}, on a

sin(t) =
2 tan

(
t
2

)

1 + tan
(
t
2

)2 et cos(t) =
1− tan

(
t
2

)2

1 + tan
(
t
2

)2

3. Soit x ∈
]
0,
π

2

[
et θ ∈

]
0,
π

4

[
. En posant le 
hangement de variable u = tan

(
t

2

)
déterminer

∫ x

0

1

cos(t)
dt

∫ π
4

0

1

1 + cos(θ) cos(t)
dt

Exer
i
e 19.5

1. Soit f une fon
tion 
ontinue sur R et paire. Montrer que, pour tout x ∈ R, on a

∫ x

−x
f(t) dt = 2

∫ x

0
f(t) dt

2. Soit g une fon
tion 
ontinue sur R et impaire. Montrer que, pour tout x ∈ R, on a

∫ x

−x
f(t) dt = 0

Exer
i
e 19.6

Soit f : R → R

x 7→
∫ 2x

x

1√
t4 + t2 + 1

dt

1. Étudier la parité de f

2. Étudier les variations de f .

3. Montrer que lim
x→+∞

f(x) = 0.

Exer
i
e 19.7

Soit (a, b) ∈ R2
ave
 a < b, soit f et g deux fon
tions 
ontinues sur [a, b].

1. Montrer que la fon
tion λ 7→
∫ b

a
(λf(t) + g(t))2 dt est une fon
tion polynomiale et étudier son signe.
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2. En déduire l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz :

(∫ b

a
f(t)g(t) dt

)2

6

(∫ b

a
f2(t) dt

)(∫ b

a
g(t)2 dt

)

3. En déduire l'inégalité de Minkowski

(∫ b

a
(f(t) + g(t))2 dt

)1
2

6

(∫ b

a
f2(t) dt

)1
2

+

(∫ b

a
g(t)2 dt

)1
2

Exer
i
e 19.8

Soit (a, b) ∈ R2
ave
 a < b, soit f et g deux fon
tions 
ontinues sur [a, b]. On suppose que g est positive sur

[a, b]. On note m = min
x∈[a,b]

f(x) et M = max
x∈[a,b]

f(x).

1. Montrer que

m

∫ b

a
g(t) dt 6

∫ b

a
f(t)g(t) dt 6M

∫ b

a
g(t) dt

2. En déduire qu'il existe c ∈ [a, b] tel que

∫ b

a
f(t)g(t) dt = f(c)

∫ b

a
g(t) dt

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 19.1

1.

∫ 1

0
x2 arctan(x) dx

On va intégrer le x2 et dériver le arctan(x). Soit u(x) =
x3

3
, et v(x) = arctan(x). On a ainsi

∫ 1

0
x2 arctan(x) dx =

∫ 1

0
u′(x)v(x) dx

= [u(x)v(x)]10 −
∫ 1

0
u(x)v′(x) dx

=

[
x3 arctan(x)

3

]1

0

− 1

3

∫ 1

0

x3

1 + x2
dx

=
π

12
− 1

3

∫ 1

0

x(x2 + 1)− x
x2 + 1

dx

=
π

2
− 1

3

∫ 1

0
x− x

x2 + 1
dx

=
π

12
− 1

3

[
x2

2
− ln(1 + x2)

2

]1

0

=
π

12
− 1

6
+

ln(2)

6
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D'où ∫ 1

0
x2 arctan(x) dx =

π

12
− 1

6
+

ln(2)

6

2.

∫ eπ

1
cos(ln(x)) dx

On va dériver le cos(ln(x)) et intégrer le 1. Soit u(x) = x et v(x) = cos(ln(x)). On a ainsi

∫ eπ

1
cos(ln(x)) dx =

∫ eπ

1
u′(x)v(x) dx

= [u(x)v(x)]e
π

1 −
∫ eπ

1
u(x)v′(x) dx

= [x cos(ln(x))]e
π

1 −
∫ eπ

1
x×

(
−1

x
sin(ln(x)

)
dx

= −eπ − 1 +

∫ eπ

1
sin(ln(x)) dx

On e�e
tue une se
onde intégration par parties en dérivant le sin(ln(x)). Soit a(x) = x et b(x) = sin(ln(x)).
Alors

∫ eπ

1
cos(ln(x)) dx = −eπ − 1 +

∫ eπ

1
sin(ln(x)) dx

= −eπ − 1 + [x sin(ln(x))]e
π

1 −
∫ eπ

1
cos(ln(x)) dx

= −eπ − 1−
∫ eπ

1
cos(ln(x)) dx

Ainsi ∫ eπ

1
cos(ln(x)) dx = −eπ − 1−

∫ eπ

1
cos(ln(x)) dx

D'où ∫ eπ

1
cos(ln(x)) dx = −e

π + 1

2

3.

∫ π
4

0

1

cos4(x)
dx

On va intégrer un

1

cos2(x)
et dériver un

1

cos2(x)
. Soit u(x) = tan(x) et v(x) =

1

cos( x)
. Alors

∫ π
4

0

1

cos4(x)
dx =

∫ π
4

0
u′(x)v(x) dx

= [u(x)v(x)]
π
4
0 −

∫ π
4

0
u(x)v′(x) dx

=

[
tan(x)

cos2(x)

]π
4

0

−
∫ π

4

0
tan(x)

2 sin(x)

cos3(x)
dx

= 2−
∫ π

4

0

2

cos2(x)
tan2(x) dx
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= 2−
[
2

3
tan3(x)

] π
4

0

= 2− 2

3

=
4

3

Ainsi ∫ π
4

0

1

cos4(x)
dx =

4

3

4.

∫ 1

1
2

x ln(x)

(x2 + 1)2
dx

On va dériver le ln(x) et intégrer le
x

(x2 + 1)2
. Soit u(x) =

1

2(x2 + 1)
et v(x) = ln(x). On a alors

∫ 1

1
2

x ln(x)

(x2 + 1)2
dx =

∫ 1

1
2

u′(x)v(x) dx

= [u(x)v(x)]11
2
−
∫ 1

1
2

u(x)v′(x) dx

=

[
ln(x)

2(x2 + 1)

]1

1
2

− 1

2

∫ 1

1
2

1

x(x2 + 1)
dx

=
2 ln(2)

5
− 1

2

∫ 1

1
2

1

x
− x

x2 + 1
dx

=
2 ln(2)

5
− 1

2

[
ln(x)− ln(x2 + 1)

2

]1

1
2

=
5 ln(5)− 13 ln(2)

20

Ainsi ∫ 1

1
2

x ln(x)

(x2 + 1)2
dx =

5 ln(5) − 13 ln(2)

20

5.

∫ 1

0
xλ ln(x)n dx, où λ > 0 et n ∈ N,

Notons In =

∫ 1

0
xλ ln(x)n dx. Commençons par remarquer que lim

x→0
xλ ln(x)n = 0, la fon
tion x 7→

xλ ln(x)n peut alors être prolongée par 
ontinuité en 0 par 0 et qu'ainsi In a bien un sens.

Si n = 0 on a I0 =

∫ 1

0
xλ dx =

1

λ+ 1
.

Si n > 1, on va intégrer le xλ et dériver le ln(x)n. Soit u(x) =
xλ+1

λ
et v(x) = ln(x)n, on a alors

In =

∫ 1

0
xλ ln(x)n dx

=

∫

0
u′(x)v(x) dx
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= [u(x)v(x)]10 −
∫ 1

0
u(x)v′(x) dx

=

[
xλ+1 ln(x)n

λ+ 1

]1

0

−
∫ 1

0

xλ+1

λ+ 1

n

x
ln(x)n−1 dx

= 0− n

λ+ 1

∫ 1

0
xλ ln(x)n−1 dx

− n

λ+ 1
In−1

On a don
 montré que, pour n > 0, In =
−n
λ+ 1

In−1. D'où

In =
−n
λ+ 1

× −(n− 1)

λ+ 1
× −(n− 2)

λ+ 1
× · · · × −1

λ+ 1
× I0 =

(−1)nn!
(λ+ 1)n+1

6.

∫ π

0
ch(t) sin(2t) dt

On va dériver le sin(2t) et intégrer le ch(t). Soit u(t) = sh(t) et v(t) = sin(2t). On a alors

∫ π

0
ch(t) sin(2t) dt =

∫ π

0
u′(t)v(t) dt

= [u(t)v(t)]π0 −
∫ π

0
u(t)v′(t) dt

= [sh(t) sin(2t)]π0 − 2

∫ π

0
sh(t) cos(2t) dt

= −2
∫ π

0
sh(t) cos(2t) dt

On va faire une deuxième intégration par parties en dérivant le cos(2t) et en intégrant le sh(t). Soit alors
a(t) = ch(t) et b(t) = cos(2t). On a alors

∫ π

0
ch(t) sin(2t) dt = −2

∫ π

0
sh(t) cos(2t) dt

= −2
∫ π

0
a′(t)b(t) dt

= −2
(
[a(t)b(t)]π0 −

∫ π

0
a(t)b′(t) dt

)

= −2
(
[ch(t) cos(2t)]π0 + 2

∫ π

0
ch(t) sin(2t) dt

)

= −2 ch(π) + 2− 4

∫ π

0
ch(t) sin(2t) dt

Ainsi ∫ π

0
ch(t) sin(2t) dt = −2 ch(π) + 2− 4

∫ π

0
ch(t) sin(2t) dt

et don
 ∫ π

0
ch(t) sin(2t) dt =

2− 2 ch(π)

5
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7.

∫ π

0
(x2 + 2x+ 2) cos(2x) dx

On va faire deux intégrations par parties su

essives en dérivant d'abord le terme x2+2x+2 puis le terme

x+ 1.

Posons u(x) =
sin(2x)

2
, v(x) = x2 + 2x+ 2, a(x) =

cos(2x)

2
et b(x) = x+ 1. On a alors

∫ π

0
(x2 + 2x+ 2) cos(2x) dx =

∫ π

0
v(x)u′(x) dx

= [u(x)v(x)] −
∫ π

0
v′(x)u(x) dx

=

[
(x2 + 2x+ 2) sin(2x)

2

]π

0

−
∫ π

0
(2x+ 2)

sin(2x)

2
dx

= −
∫ π

0
(x+ 1) sin(2x) dx

=

∫ π

0
b(x)a′(x) dx

= [a(x)b(x)] −
∫ π

0
a(x)b′(x) dx

=

[
(x+ 1) cos(2x)

2

]π

0

−
∫ π

0

cos(2x)

2
dx

=
π + 1

2
− 1

2
−
[
sin(2x)

4

]π

0

=
π

2

D'où ∫ π

0
(x2 + 2x+ 2) cos(2x) dx =

π

2

8.

∫ 3

2
(3x2 − 4x+ 1) ln(x5 − x4) dx

On va intégrer le terme 3x2−4x+1 et dériver le terme x5−x4. Soit u(x) = x3−2x2+x et v(x) = ln(x5−x4).
On a alors

∫ 3

2
(3x2 − 4x+ 1) ln(x5 − x4) dx =

∫ 2

1
u′(x)v(x) dx

= [u(x)v(x)]32 −
∫ 3

2
u(x)v′(x) dx

=
[
(x3 − 2x2 + x) ln(x5 − x4)

]3
2
−
∫ 3

2
(x3 − 2x2 + x)

5x4 − 4x3

x5 − x4 dx

= 12 ln(162) − 2 ln(16)−
∫ 3

2
x(x− 1)2

x3(5x− 4)

x4(x− 1)
dx

= 12 ln(162) − 2 ln(16)−
∫ 3

2
(x− 1)(5x − 4) dx

= 12 ln(162) − 2 ln(16)−
∫ 3

2
5x2 − 9x+ 4 dx

= 12 ln(162) − 2 ln(16)−
[
10x3 − 27x2 + 4x

6

]3

2
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= 12 ln(162) − 2 ln(16)− 59

6

9.

∫ x

0
arctan(t) dt

On va dériver arctan(t) et intégrer 1. Soit u(t) = t et v(t) = arctan(t). On a alors

∫ x

0
arctan(t) dt =

∫ x

0
u′(t)v(t) dt

= [u(t)v(t)]x0 −
∫ x

0
u(t)v′(t) dt

= [t arctan(t)]x0 −
∫ x

0

t

1 + t2
dt

= x arctan(x)−
[
ln(1 + t2)

2

]x

0

= x arctan(x)− ln(1 + x2)

2

10.

∫ 1

0
(x+ 1) arctan x dx

On va dériver arctan(x) et intégrer x+ 1. Soit u(x) =
x2

2
+ x et v(x) = arctan(x). On a alors

∫ 1

0
(x+ 1) arctan x dx =

∫ 1

0
u′(x)v(x) dx

= [u(x)v(x)]10 −
∫ 1

0
u(x)v′(x) dx

=

[(
x2

2
+ x

)
arctan(x)

]1

0

−
∫ 1

0

(
x2

2
+ x

)
1

1 + x2
dx

=
3π

8
− 1

2

∫ 1

0

x2 + 2x

1 + x2
dx

=
3π

8
− 1

2

∫ 1

0

x2 + 1 + 2x− 1

1 + x2
dx

=
3π

8
− 1

2

∫ 1

0
1 +

2x

1 + x2
− 1

1 + x2
dx

=
3π

8
− 1

2

[
x+ ln(1 + x2)− arctan(x)

]1
0

=
π

2
− 1

2
− ln(2)

2

Réponse de l'exer
i
e 19.2

1. Soit ϕ(x) = x+ sin(x), on a alors ϕ′(x) = 1 + cos(x) = 1 + cos
(
2
x

2

)
= 1 + 2 cos

(x
2

)2
− 1 = 2 cos

(x
2

)2

D'où
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∫ π

π
2

cos2
(
x
2

)

x+ sin(x)
dx =

∫ π

π
2

ϕ′(x)
2ϕ(x)

dx

=

∫ ϕ(π)

ϕ(π
2 )

1

2t
dt

=

[
ln(t)

2

]π

π
2
+1

=
ln
(
π
2 + 1

)
− ln(π)

2

Ainsi ∫ π

π
2

cos2
(
x
2

)

x+ sin(x)
dx =

ln
(
π
2 + 1

)
− ln(π)

2
=

ln(2π) − ln(π + 2)

2

2. Soit ϕ(x) =
√
x+ 1, on a alors ϕ′(x) =

1

2
√
x+ 1

et x = ϕ(x)2 − 1. Ainsi

∫ 2

0

x√
x+ 1

dx =

∫ 2

0
2xϕ′(x) dx

=

∫ 2

0
(2ϕ(x)2 − 2)ϕ′(x) dx

=

∫ ϕ(2)

ϕ(0)
2t2 − 2 dt

=

[
2t3

3
− 2t

]√3

1

=
23

3
2

3
− 2
√
3− 2

3
+ 2

=
4

3

D'où ∫ 2

0

x√
x+ 1

dx =
4

3

3. Soit ϕ(x) = sin(x)−cos(x), on a alors ϕ′(x) = sin(x)+cos(x). De plus, pour x ∈
[
0,
π

4

]
on a 2−sin(2x) 6= 0

et

2− sin(2x) = 2− 2 sin(x) cos(x) = 1 + sin(x)2 + cos(x)2 − 2 sin(x) cos(x) = 1 + ( sin(x)− cos(x))2

D'où

∫ π
4

0

sin(x) + cos(x)

2− sin(2x)
dx =

∫ π
4

0

ϕ′(x)
1 + ϕ(x)2

dx

=

∫ ϕ(π
4 )

ϕ(0)

1

1 + t2
dt

= [arctan(t)]0−1

= 0−
(
−π
4

)

Bastien Marmeth 420 Page 420/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

=
π

4

Ainsi ∫ π
4

0

sin(x) + cos(x)

2− sin(2x)
dx =

π

4

4. Soit n ∈ N∗
, on pose ϕ(x) =

1

x
, on a alors ϕ′(x) =

−1
x2

.

D'où

∫ 2

1

1

x(xn + 1)
dx =

∫ 2

1

−x2ϕ′(x)
x(xn + 1)

dx

=

∫ 2

1

− 1
ϕ(x)2

ϕ′(x)
1

ϕ(x)(
1

ϕ(x)n + 1)
dx

=

∫ ϕ(2)

ϕ(1)

− 1
t2

1
t (

1
tn + 1)

dt

=

∫ 1
2

1

−tn−1

1 + tn
dt

=

[
− ln(1 + tn)

n

] 1
2

1

=
ln(2)− ln

(
1 + 1

2n

)

n

=
ln(2)− ln

(
2n+1
2n

)

n

=
ln
(

2n+1

2n+1

)

n

Ainsi

∫ 2

1

1

x(xn + 1)
dx =

ln
(

2n+1

2n+1

)

n

5. On pose ϕ(x) =
√
ex − 1, d'où ϕ′(x) =

ex

2
√
ex − 1

. On a alors

∫ ln(5)

ln(2)

ex

(3 + ex)
√
ex − 1

dx =

∫ ln(5)

ln(2)

2ϕ′(x)
(3 + ex)

dx

=

∫ ln(5)

ln(2)

2ϕ′(x)
(4 + ϕ(x)2)

dx

=

∫ ϕ(ln(5))

ϕ(ln(2))

2

4 + t2
dt

=

[
arctan

(
t

2

)]2

1

= arctan(1)− arctan

(
1

2

)

=
π

4
− arctan

(
1

2

)
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D'où ∫ ln(5)

ln(2)

ex

(3 + ex)
√
ex − 1

dx =
π

4
− arctan

(
1

2

)

6. On pose ϕ(x) = x− 1

x
, d'où ϕ′(x) = 1 +

1

x2
=
x2 + 1

x2
. On a de plus

1 + ϕ(x)2 = 1 +
(x2 − 1)2

x2
= 1 +

x4 − 2x2 + 1

x2
=
x4 − x2 + 1

x2

Alors

∫ √
2

1

x2 + 1

x
√
x4 − x2 + 1

dx =

∫ √
2

1

x2ϕ′(x)

x
√
x4 − x2 + 1

dx

=

∫ √
2

1

ϕ′(x)√
1 + ϕ(x)2

dx

=

∫ ϕ(
√
2)

ϕ(1)

1√
1 + t2

dt

= [arcsin(t)]

√
2
2

0

= argsh

(√
2

2

)
− argsh(0)

= argsh

(√
2

2

)

D'où ∫ √
2

1

x2 + 1

x
√
x4 − x2 + 1

dx = argsh

(√
2

2

)
= ln

(
1 +
√
3√

2

)

7. Posons ϕ(x) =
1

x
, d'où ϕ′(x) = − 1

x2
. On a alors

∫ 1

1
3

(x− x3) 1
3

x4
dx =

∫ 1

1
3

−ϕ(x)2
(

1

ϕ(x)
− 1

ϕ(x)3

) 1
3

ϕ′(x) dx

= −
∫ 1

1
3

ϕ(x)
(
ϕ(x)2 − 1

) 1
3 ϕ′(x) dx

= −
∫ ϕ(1)

ϕ( 1
3)
t(t2 − 1)

1
3 dt

= −
[
3(t2 − 1)

4
3

8

]1

3

=
3× 8

4
3

8

=
3× 24

8
= 6
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Ainsi ∫ 1

1
3

(x− x3) 1
3

x4
dx = 6

8. Soit a > 0, on pose ϕ(x) =
1

x
, d'où ϕ′(x) = − 1

x2
. Alors

∫ a

1
a

ln(x)

1 + x2
dx = −

∫ a

1
a

ln(x)ϕ′(x)
1
x2 + 1

dx

= −
∫ a

1
a

ln
(

1
ϕ(x)

)
ϕ′(x)

1 + ϕ(x)2
dx

=

∫ a

1
a

ln (ϕ(x))ϕ′(x)
1 + ϕ(x)2

dx

=

∫ ϕ(a)

ϕ( 1
a)

ln(t)

1 + t2
dt

=

∫ 1
a

a

ln(t)

1 + t2
dt

= −
∫

1
a

a
ln(x)

1 + x2
dx

Ainsi ∫ a

1
a

ln(x)

1 + x2
dx = −

∫ a

1
a

ln(x)

1 + x2
dx

D'où

∫ a

1
a

ln(x)

1 + x2
dx = 0

9. On pose ϕ(x) = x
1
6
, d'où ϕ′(x) =

1

6x
5
6

. Alors

∫ 1

0

1 +
√
x

1 + x
1
3

dx =

∫ 1

0

1 +
√
x

1 + x
1
3

6x
5
6ϕ′(x) dx

=

∫ 1

0

1 + ϕ(x)3

1 + ϕ(x)2
6ϕ(x)5ϕ′(x) dx

=

∫ ϕ(1)

ϕ(0)

6t5 + t8

1 + t2
dt

=

∫ 1

0

(t2 + 1)(t6`t4 + t3 + t2`t`1) + t+ 1

t2 + 1
dx

=

∫ 1

0
t6`t4 + t3 + t2`t`1 +

t

t2 + 1

1

t2 + 1
dx

=

[
t7

7
− t5

5
+
t4

4
+
t3

3
− t2

2
− t+ ln(1 + t2)

2
+ arctan(t)

]1

0

=
1

7
− 1

5
+

1

4
+

1

3
− 1

2
− 1 +

ln(2)

2
+
π

4
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= −409

420
+

ln(2)

2
+
π

4

Ainsi ∫ 1

0

1 +
√
x

1 + x
1
3

dx = −409

420
+

ln(2)

2
+
π

4

10. On pose ϕ(x) = sin(x),d'où ϕ′(x) = cos(x). On a alors

∫ π
2

0
cos7(x) dx =

∫ π
2

0
cos6(x) cos(x) dx

=

∫ π
2

0
(1− ϕ(x)2)3ϕ′(x) dx

=

∫ ϕ(π
2 )

ϕ(0)
(1− t2)3 dt

=

∫ 1

0
1− 3t2 + 3t4 − t6 dt

=

[
t− t3 + 3t5

5
− t7

7

]1

0

= 1− 1 +
3

5
− 1

7

=
16

35

Ainsi ∫ π
2

0
cos7(x) dx =

16

35

11. On pose ϕ(x) = tan(x), ainsi ϕ′(x) = 1 + tan(x)2 =
1

cos(x)2
. Alors

∫ π
4

0
tan7(x) dx =

∫ π
4

0
tan7(x)

ϕ′(x)
1 + tan(x)2

dx

=

∫ π
4

0

ϕ(x)7

1 + ϕ(x)2
ϕ′(x) dx

=

∫ ϕ(π
4 )

ϕ(0)

t7

1 + t2
dt

=

∫ 1

0

(t2 + 1)(t5 − t3 + t)− t
t2 + 1

dt

=

∫ 1

0
t5 − t3 + t− t

t2 + 1
dt

=

[
t6

6
− t4

4
+
t2

2
− ln(1 + t2)

2

]1

0

=
1

6
− 1

4
+

1

2
− ln(2)

2

=
5

12
− ln(2)

2
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Ainsi ∫ π
4

0
tan7(x) dx =

5

12
− ln(2)

2

Réponse de l'exer
i
e 19.3

1. Soit 0 < x < 1, alors 0 < x2 < x < 1 et don
, pour tout t ∈ [x2, x] on a ln(t) 6= 0. La fon
tion t 7→ 1

ln(t)
est alors bien dé�nie et 
ontinue sur [x2, x] et f(x) est don
 bien dé�nie.

De même, pour 1 < x on a 1 < x < x2 et don
, pour tout t ∈ [x, x2] on a ln(t) 6= 0. La fon
tion t 7→ 1

ln(t)
est alors bien dé�nie et 
ontinue sur [x, x2] et f(x) est don
 bien dé�nie.

2. Soit x ∈]0, 1[ et soit F (x) =

∫ x

1
2

1

ln(t)
dt. F est dérivable 
ar 
'est l'unique primitive de t 7→ 1

ln(t)
sur

]0, 1[ qui s'annule en
1

2
. Alors f(x) = F (x2)− F (x). f est alors dérivable sur ]0, 1[ en tant que somme de


omposées de fon
tions dérivables et on a

f ′(x) = 2xF ′(x2)− F ′(x)

=
2x

ln(x2)
− 1

ln(x)

=
x− 1

ln(x)

De même, pour x > 1 on dé�nit G(x) =

∫ x

2

1

ln(t)
dt. g est dérivable 
ar 
'est l'unique primitive de

t 7→ 1

ln(t)
sur ]1 +∞[ qui s'annule en 2. Alors f(x) = F (x2) − F (x). f est alors dérivable sur ]1,+∞[ en

tant que somme de 
omposées de fon
tions dérivables et on a

f ′(x) = 2xF ′(x2)− F ′(x)

=
2x

ln(x2)
− 1

ln(x)

=
x− 1

ln(x)

3. Pour x ∈]0, 1[ on a f ′(x) > 0, f est don
 stri
tement 
roissante sur ]0, 1[. De même, pour x ∈]1,+∞[ on a

f ′(x) > 0, f est don
 stri
tement 
roissante sur ]1,+∞[.

4. Soit x > 1, on a

∫ x2

x

1

t ln(t)
dt = [ln(ln(t))]x

2

x

= ln(ln(x2)− ln(ln(x))

= ln(2 ln(x))− ln(ln(x))

ln(2)

Pour t ∈ [x, x2] on a

x

t
6 1 6

x2

t
, d'où

x

t ln(t)
6

1

ln(t)
6

x2

t ln(t)
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Ainsi ∫ x2

x

x

t ln(t)
dt 6

∫ x2

x

1

ln(t)
dt 6

∫ x2

x

x2

t ln(t)
dt

C'est-à-dire

x ln(2) 6 f(x) 6 x2 ln(2)

Pour 0 < x < 1 on a

∫ x2

x

1

t ln(t)
dt = [ln(| ln(t)|)]x2

x

= ln(− ln(x2)| − ln(− ln(x))

= ln(−2 ln(x)) ln(− ln(x))

ln(2)

.

Pour t ∈ [x2, x] on a

x2

t
6 1 6

x

t
, d'où

x2

t ln(t)
>

1

ln(t)
>

x

t ln(t)

Ainsi ∫ x

x2

x2

t ln(t)
dt >

∫ x

x2

1

ln(t)
dt >

∫ x

x2

x

t ln(t)
dt

C'est-à-dire

−x ln(2) > −f(x) > −x2 ln(2)
D'où

x2 ln(2) 6 f(x) 6 x ln(2)

5. On a lim
x→+∞

x ln(2) = +∞ et lim
x→+∞

x2 ln(2) = +∞. Ainsi, d'après le théorème des gendarmes,

lim
x→+∞

f(x) = +∞

De même lim
x→0

x ln(2) = 0 et lim
x→+∞

x2 ln(2) = 0. Ainsi, d'après le théorème des gendarmes,

lim
x→0

f(x) = 0

Pour la limite en 1 on va étudier séparément les limites en 1− et 1+.

On a lim
x→1−

x ln(2) = ln(2) et lim
x→1−

x2 ln(2) = ln(2). Ainsi, d'après le théorème des gendarmes,

lim
x→1−

f(x) = ln(2)

Et lim
x→1+

x ln(2) = ln(2) et lim
x→1+

x2 ln(2) = ln(2). Ainsi, d'après le théorème des gendarmes,

lim
x→1+

f(x) = ln(2)

Puisque lim
x→1−

f(x) = lim
x→1+

f(x) alors f peut être prolongée par 
ontinuité en 1 par ln(2).
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Réponse de l'exer
i
e 19.4

1. Soit x ∈ R\{π
2
+ kπ , k ∈ Z}. On a

1 + tan(x)2 = 1 +
sin(x)2

cos(x)2
=

cos(x)2 + sin(x)2

cos(x)2
=

1

cos(x)2

Soit t ∈ R\{π + 2kπ , k ∈ Z}, on a

sin(t) = sin

(
2× t

2

)

= 2cos

(
t

2

)
sin

(
t

2

)

= 2cos

(
t

2

)2

tan

(
t

2

)

= 2
1

1 + tan
(
t
2

)
)2

sin

(
t

2

)

=
2 tan

(
t
2

)

1 + tan
(
t
2

)2

et

cos(t) = cos

(
2
t

2

)

= cos

(
t

2

)2

− sin

(
t

2

)2

= cos

(
t

2

)(
1− tan

(
t

2

)2
)

=
1

1 + tan
(
t
2

)2

(
1− tan

(
t

2

)2
)

=
1− tan

(
t
2

)2

1 + tan
(
t
2

)2

2. Soit f :
[
0,
π

2

[
→ R

t 7→ 1

cos(t)

On pose u(t) = tan

(
t

2

)
, d'où u′(t) =

1

2

(
1 + u(t)2

)

Soit x ∈
]
0,
π

2

[
, on a alors

∫ x

0

1

cos(t)
dt =

∫ x

0

1 + u(t)2

1− u(t)2 dt

=

∫ x

0

2u′(t)
1− u(t)2 dt
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=

∫ tan( x
2 )

tan(0)

2

1− x2 dx

=

∫ tan( x
2 )

0

1

1− x +
1

1 + x
dx

= [− ln(1− x) + ln(1 + x)]
tan(x

2 )
0 = [− ln(1− x) + ln(1 + x)]

tan(x
2 )

0 = ln

(
1 + tan

(
x
2

)

1− tan
(
x
2

)
)

et, pour θ ∈
]
0,
π

4

[

∫ π
4

0

1

1 + cos(θ) cos(t)
dt =

∫ π
4

0

u′(t)
1+u(t)2

1 + cos(θ)1−u(t)2

1+u(t)2

dt

=

∫ π
4

0

u′(t)
1 + u(t)2 + cos(θ)− cos(θ)u(t)2

dt

=

∫ π
4

0

u′(t)
1 + u(t)2 + cos(θ)− cos(θ)u(t)2

dt

=

∫ u(π
4 )

u(0)

1

1 + cos(θ) + (1− cos(θ))x2
dx

=

∫ 1

0

1

1− cos(θ)

1
1+cos(θ)
1−cos(θ) + x2

dx

=

[
1

1− cos(θ)

√
1− cos(θ)

1 + cos(θ)
arctan

(
x×

√
1− cos(θ)

1 + cos(θ)

)]1

0

=

√
1

1− cos2(θ)
arctan

(√
1− cos(θ)

1 + cos(θ)

)

=
1

| sin(θ)| arctan




√√√√ 2 sin
(
θ
2

)2

2 cos
(
θ
2

)2




=
1

| sin(θ)| arctan (tan(θ)|)

=
1

sin(θ)
arctan (tan(θ))

=
θ

sin(θ)

Réponse de l'exer
i
e 19.5

1. Soit f une fon
tion 
ontinue sur R et paire. Soit x ∈ R. On pose ϕ(t) = −t, d'où ϕ′(t) = −1.
Alors ∫ x

−x
f(t) dt =

∫ 0

−x
f(t) dt+

∫ x

0
f(t) dt

et

∫ 0

−x
f(t) dt =

∫ 0

−x
f(−ϕ(t))− ϕ′(t) dt
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= −
∫ 0

−x
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

= −
∫ ϕ(0)

ϕ(−x)
f(s) ds

= −
∫ 0

x
f(s) dx

=

∫ x

0
f(t) dt

Ainsi ∫ x

−x
f(t) dt =

∫ 0

−x
f(t) dt+

∫ x

0
f(t) dt = 2

∫ x

0
f(t) dt

2. Soit g une fon
tion 
ontinue sur R et impaire. Soit x ∈ R. On pose ϕ(t) = −t, d'où ϕ′(t) = −1.
Alors ∫ x

−x
f(t) dt =

∫ 0

−x
f(t) dt+

∫ x

0
f(t) dt

et

∫ 0

−x
f(t) dt =

∫ 0

−x
f(−ϕ(t))− ϕ′(t) dt

=

∫ 0

−x
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

=

∫ ϕ(0)

ϕ(−x)
f(s) ds

=

∫ 0

x
f(s) dx

= −
∫ x

0
f(t) dt

Ainsi ∫ x

−x
f(t) dt =

∫ 0

−x
f(t) dt+

∫ x

0
f(t) dt = 0

Réponse de l'exer
i
e 19.6

1. On pose ϕ(t) = −t, d'où ϕ′(t) = −1 et on a

∫ 2x

x

1√
t4 + t2 + 1

dt =

∫ 2x

x

−ϕ′(t)√
ϕ(t)4 + ϕ(t)2 + 1

dt

=

∫ ϕ(2x)

ϕ(x)

−1√
s4 + s2 + 1

ds

=

∫ −2x

−x

−1√
s4 + s2 + 1

ds

= −f(−x)

f est don
 impaire.
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2. Posons F (x) =

∫ x

0

1√
t4 + t2 + 1

dt. F est alors l'unique primitive de t 7→ 1√
t4 + t2 + 1

qui s'annule en 0,

d'où, pour x ∈ R, F ′(x) =
1√

x4 + x2 + 1
On a alors f(x) = F (2x) − F (x) et don
 f est dérivable sur R et, pour x ∈ R on a

f ′(x) = 2F ′(2x)− F ′(x)

=
2√

16x4 + 4x2 + 1
− 1√

x4 + x2 + 1

=
2
√
x4 + x2 + 1−

√
16x4 + 4x2 + 1√

16x4 + 4x2 + 1
√
x4 + x2 + 1

=

√
4x4 + 4x2 + 4−

√
16x4 + 4x2 + 1√

16x4 + 4x2 + 1
√
x4 + x2 + 1

=
4x4 + 4x2 + 4− (16x4 + 4x2 + 1)

√
16x4 + 4x2 + 1

√
x4 + x2 + 1

(√
4x4 + 4x2 + 4 +

√
16x4 + 4x2 + 1

)

=
3− 12x4

√
16x4 + 4x2 + 1

√
x4 + x2 + 1

(√
4x4 + 4x2 + 4 +

√
16x4 + 4x2 + 1

)

=
3(1 −

√
2x)(1 +

√
2x)(1 + 2x2)

√
16x4 + 4x2 + 1

√
x4 + x2 + 1

(√
4x4 + 4x2 + 4 +

√
16x4 + 4x2 + 1

)

On en déduit le tableau de variations suivant

x −∞ −1√
2

1√
2

+∞

f ′(x) − 0 + 0 −

f(x) & f

(−1√
2

)
= −f

(
1√
2

)
%

f

(
1√
2

)

&

3. Montrer que lim
x→+∞

f(x) = 0.

Soit x > 0, pour t ∈ [x, 2x] on a

0 6
1√

t4 + t2 + 1
6

1√
x4 + x2 + 1

D'où

0 6

∫ 2x

x

1√
t4 + t2 + 1

dx 6

∫ 2x

x

1√
x4 + x2 + 1

dx

C'est-à-dire

0 6 f(x) 6
2x− x√
x4 + x2 + 1

Or lim
x→+∞

2x− x√
x4 + x2 + 1

= 0. Ainsi, d'après le théorème des gendarmes, lim
x→+∞

f(x) = 0

Réponse de l'exer
i
e 19.7
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1. Soit λ ∈ R, on a

∫ b

a
(λf(t) + g(t))2 dt =

∫ b

a
λ2f2(t)+2λf(t)g(t)+g2(t) dt = λ2

∫ b

a
f2(t) dt+2λ

∫ b

a
f(t)g(t) dt+

∫ b

a
g2(t) dt

Notons A =

∫ b

a
f2(t) dt, B =

∫ b

a
f(t)g(t) dt et C =

∫ b

a
g2(t) dt. On a alors

∫ b

a
(λf(t) + g(t))2 dt = Aλ2 + 2λB + C

Notre fon
tion est don
 bien une fon
tion polynomiale.

On sait que, pour t ∈ [a, b], (λf(t) + g(t))2 > 0, ainsi, par positivité de l'intégrale,

∫ b

a
(λf(t) + g(t))2 > 0

2. De la question pré
édente on déduit que le dis
riminant de l'expression polynomiale Aλ2 + 2Bλ + C est

négatif ou nul (un polyn�me de degré 2 de signe 
onstant admet au plus un ra
ine).

Ainsi 4B2 − 4AC 6 0, d'où B2
6 AC, 
'est-à-dire

(∫ b

a
f(t)g(t) dt

)2

6

(∫ b

a
f2(t) dt

)(∫ b

a
g(t)2 dt

)

On retrouve bien l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz annon
ée.

3. On a, en 
onservant les notations pré
édentes

∫ b

a
(f(t) + g(t))2 dt =

∫ b

a
f2(t) + 2f(t)g(t) + g2(t) dt

=

∫ b

a
f2(t) dt+ 2

∫ b

a
f(t)g(t) dt+

∫ b

a
g2(t) dt

= A+ 2B + C

6 A+ 2
√
AC + C

6 (
√
A+
√
C)2

Ainsi

(∫ b

a
(f(t) + g(t))2 dt

)1
2

6

(
(
√
A+
√
C)2

) 1
2

6 A
1
2 +B

1
2

6

(∫ b

a
f2(t) dt

)1
2

+

(∫ b

a
g(t)2 dt

)1
2

D'où (∫ b

a
(f(t) + g(t))2 dt

)1
2

6

(∫ b

a
f2(t) dt

)1
2

+

(∫ b

a
g(t)2 dt

)1
2

On retrouve bien l'inégalité de Minkowski annon
ée.

Réponse de l'exer
i
e 19.8

Bastien Marmeth 431 Page 431/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

1. Pour t ∈ [a, b] on a

m 6 f(t) 6M

D'où, 
omme g(t) > 0,
mg(t) 6 f(t)g(t) 6Mg(t)

Ce qui, par 
roissan
e de l'intégrale, nous donne

m

∫ b

a
g(t) dt 6

∫ b

a
f(t)g(t) dt 6M

∫ b

a
g(t) dt

2. Dans un premier temps, traitons le 
as parti
ulier où

∫ b

a
g(t) dt = 0, 
omme g est positive sur [a, b] 
ela

entraine que g est identiquement nulle sur [a, b]. On a alors

∫ b

a
f(t)g(t) dt = 0 et f(c)

∫ b

a
g(t) dt = 0

D'où ∫ b

a
f(t)g(t) dt = f(c)

∫ b

a
g(t) dt

On suppose désormais que

∫ b

a
g(t) dt > 0. La question pré
édente nous donne alors l'inégalité

m 6

∫ b
a f(t)g(t) dt∫ b

a g(t) dt
6M

Ainsi

∫ b
a f(t)g(t) dt∫ b

a g(t) dt
∈ [m,M ].

f étant 
ontinue sur [a, b] on sait que f([a, b] est un intervalle, 
'est en fait exa
tement l'intervalle [m,M ].

Ainsi

∫ b
a f(t)g(t) dt∫ b

a g(t) dt
∈ f([a, b]). Il existe don
 c ∈ [a, b] tel que

f(c) =

∫ b
a f(t)g(t) dt∫ b

a g(t) dt

C'est-à-dire ∫ b

a
f(t)g(t) dt = f(c)

∫ b

a
g(t) dt
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Chapitre 20

Appli
ations linéaires et matri
es

Exer
i
es

Exer
i
e 20.1

Pour 
ha
une des appli
ations suivantes dire s'il s'agit d'une appli
ation linéaire (en justi�ant). Si 
'est le 
as

déterminer son image, son noyau (on donnera une base de 
ha
un de 
es sous-espa
es ve
toriels) et sa matri
e

dans les bases 
anoniques des espa
es 
on
ernés.

(i) ϕ1 : R2 → R2

(x, y) 7→ (y, 2x)

(ii) ϕ2 : R2 → R2

(x, y) 7→ (x− y, 3x− 3y)

(iii) ϕ3 : R2 → R2

(x, y) 7→ (xy, 0)

(iv) ϕ4 : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x− z, y + z)

(v) ϕ5 : R2 → R3

(x, y) 7→ (x− y, y − x, x+ 2y)

(vi) ϕ6 : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x− z, 1 + y)

(vii) ϕ7 : R2 → R

(x, y) 7→ x+ 2y

(viii) ϕ8 : R2 → R2

(x, y) 7→ (1, x− 2y)

Exer
i
e 20.2

Soit h : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (−x− y − z,−x− y − z, 0)
1. Montrer que h est un endomorphisme de R3

.

2. Déterminer son image et son noyau.

3. h est-elle inje
tive ? surje
tive ? bije
tive ?

4. Déterminer h+ 2Id et Ker(h+ 2Id)

5. Résoudre l'équation h(u) = −2u d'in
onnue u ∈ R3

Exer
i
e 20.3

On 
onsidère la matri
e

A =



−1 −2 −2
2 3 2
−2 −2 −1




et f l'appli
ation linéaire de R3
dans R3

dont la matri
e dans la base 
anonique est A.
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1. Montrer que f2 =IdR3 . f est-elle bije
tive ?

2. Soit g = f − IdR3 , donner sa matri
e M dans la base 
anonique de R3
.

3. Donner une base du noyau de g.

Exer
i
e 20.4

Soit B la base 
anonique de R3
et soit B′ = (e′1, e

′
2, e

′
3) ave
 e

′
1 = (−1, 1, 0), e′2 = (1, 0, 1) et e′3 = (1, 1, 1). Soit

f : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (x+ 2y − 2z, 2x + y − 2z, 2x+ 2y − 3z)

1. Montrer que f est une appli
ation linéaire.

2. Montrer que B′ est une base de R3

3. Déterminer MatB′(f)

Exer
i
e 20.5

Soit ϕ l'endomorphisme de R3
dont la matri
e dans la base 
anonique B est

MatB(ϕ) =



2 4 −1
0 6 5
0 0 3




1. Expli
iter ϕ

2. Déterminer le noyau et l'image de ϕ.

Exer
i
e 20.6

On 
onsidère l'appli
ation

f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x+ y, x+ 2y)

1. Déterminer la matri
e de f dans la base 
anonique de R2

2. Montrer que f est un automorphisme

3. Déterminer f−1
.

Exer
i
e 20.7

Soit f ∈ L(R3) dé�ni par f(x, y, z) = (x+ y − 2z, x− 2y + z,−2x+ y + z)

1. Déterminer une base de l'image et du noyau de f

2. Déterminer la matri
e de f dans la base 
anonique de R3
.

Exer
i
e 20.8

Soit E = C2
. On dé�nit f et g : C2 → C2

par

f(x, y) = (x+ y, x− y) et g(x, y) = (x+ 2y, x+ 2y)

1. Démontrer que f ∈ L(E) et que g ∈ L(E).

2. f et g sont-elles inje
tives ?
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3. Démontrer que f ∈ GL(E).

Exer
i
e 20.9

Soit E un R-espa
e ve
toriel ave
 B = (e1, e2, e3) une base de E. On 
onsidère l'unique endomorphisme f de E
véri�ant f(e1) = e2 + e3, f(e2) = e1 + e3, f(e3) = e1 + e2.

f est-il inje
tif ? surje
tif ? bije
tif ?

Exer
i
e 20.10

On dé�nit l'appli
ation

ϕ : R3[X] −→ R4

P 7−→ (P (0), P ′(0), P (1), P ′(1))

Montrer que ϕ est un isomorphisme et donner sa matri
e dans les bases 
anoniques des deux espa
es.

Exer
i
e 20.11

Soit E = C∞(R) et ϕ l'appli
ation dé�nie sur E par ϕ(f) = f ′ + 3f .

1. Montrer que ϕ ∈ L(E)

2. Déterminer Ker(ϕ).

3. Montrer que ϕ est surje
tive.

4. Déterminer une base de Ker(ϕ ◦ ϕ).

Exer
i
e 20.12

Soit l'appli
ation g dé�nie sur E = R3[X] par

g(P ) = P (1)X + P (2)X3

1. Montrer que g est un endomorphisme de E.

2. Déterminer la matri
e de g dans la base 
anonique de E.

3. Déterminer une base de l'image et du noyau de g.

Exer
i
e 20.13

1. Donner un exemple d'appli
ation linéaire surje
tive de R3
dans R2

2. Existe-t-il une appli
ation linéaire inje
tive de R3
dans R2

?

3. Généraliser.

Exer
i
e 20.14

1. Donner un exemple d'appli
ation linéaire inje
tive de R2
dans R3

2. Existe-t-il une appli
ation linéaire surje
tive de R2
dans R3

?

3. Généraliser.
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Exer
i
e 20.15

Soit E un K-espa
e ve
toriel et soit f et g deux endomorphismes de E qui 
ommutent (i.e. f ◦g = g◦f ). Montrer

qu'alors Im(f) et Ker(f) sont stables par g, 
'est-à-dire

g(Im(f)) ⊂ Im(f) g(Ker(f)) ⊂ Ker(f)

Exer
i
e 20.16

Soit u et v deux endomorphismes d'un K-espa
e ve
toriel E. Montrer que

v ◦ u = 0L(E) si et seulement si Im(u) ⊂ Ker(v)

Exer
i
e 20.17

Vrai ou faux ? (Justi�er)

Soit E et F deux K espa
es ve
toriels et f ∈ L(E,F ).
1. Si (e1, e2, · · · , en) est libre alors (f(e1), · · · , f(en)) est libre ;
2. Si (f(e1), · · · , f(en)) est libre alors (e1, e2, · · · , en) est libre ;
3. Si (e1, e2, · · · , en) est génératri
e de E alors (f(e1), · · · , f(en)) est génératri
e de F ;

4. Si (f(e1), · · · , f(en)) est génératri
e de F alors (e1, e2, · · · , en) est génératri
e de E ;

5. Si Im(f) = F alors f est inje
tive ;

6. Si Im(f) = F et dim(F ) = dim(E) alors f est inje
tive ;

7. Si g est une autre appli
ation linéaire de E dans F ave
 Im(f) = Im(g) et Ker(f) = Ker(g) alors f = g.

Exer
i
e 20.18

Pour 
ha
une des matri
es suivantes, donner son rang, puis donner une base du noyau et une base de l'image de

l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié. Quand l'endomorphisme est inversible on déterminera également son

inverse.

A =




1 2 1
−3 1 4
−3 4 7


 B =




4 2 0
1 2 −3
10 0 12


 C =




1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2


 D =



1 1 0
1 0 1
0 1 1




E =




−3 4 0
−2 4 7
1 0 −7
−1 4 0


 F =




1 1 1 1
1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0


 G =




2 −1 1 5
−1 2 3 −4
3 0 5 6




Exer
i
e 20.19

Soit E un K espa
e ve
toriel et f ∈ L(E). On suppose que f véri�é l'équation f2 − 3f + 2IdE = 0L(E).

1. Montrer que f est inversible et donner l'expression de f−1
en fon
tion de f et IdE

2. Montrer qu'il existe deux suites (αn)n∈N et (βn)n∈N telle que

∀n ∈ N fn = αnf + βnIdE
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3. En déduire l'expression de fn en fon
tion de f , de IdE et de n.

4. Donner en�n l'expression de f−n
en fon
tion de f et de IdE .

Exer
i
e 20.20

Donner le rang des matri
es suivantes

A =




1 2 1 2
2 4 3 5
3 1 5 3
−1 5 2 8


 B =




1 1 1−m
1 +m −1 2

2 −m 3


 m ∈ R

Exer
i
e 20.21

1. Déterminer le rang de la matri
e A =




1 −2 0
−2 3 −2
1 1 6




2. Soit E un K espa
e ve
toriel de dimension 3 et B = (e1, e2, e3) une base de E. Soit ϕ ∈ L(E) telle que

ϕ(e1) = e1 − 2e2 + e3, ϕ(e2) = −2e1 + 3e2 + e3 ϕ(e3) = −2e2 + 6e3

(a) É
rire la matri
e de ϕ dans la base B.
(b) Déterminer le rang de ϕ , une base de son noyau et une base de son image.

Exer
i
e 20.22

Déterminer le rang des appli
ations linéaires suivantes :

1. IdR3 et IdC3[X].

2. L'appli
ation f de R2[X] dans R4
telle que

f(1) = (5, 0,−1, 2), f(X) = (1, 2, 0, 0), f(X2) = (4,−2,−1, 2) .

3. L'endomorphisme g de R3[X] dé�ni par

g(P ) = P (1)X + P (2)X3

4. L'appli
ation h de R7[X] dans R qui à P asso
ie P (1).

Exer
i
e 20.23

Soit E un espa
e ve
toriel sur R admettant une base (e1, e2, e3). Soit ϕ un endomorphisme de E dé�ni par :

ϕ(e1) = 2e2 + 3e3, ϕ(e2) = 2e1 − 5e2 − 8e3, ϕ(e3) = −e1 + 4e2 + 6e3

1. Justi�er l'existen
e et l'uni
ité de ϕ .

2. Déterminer Ker(ϕ− IdE) et en donner une base.

3. Déterminer Ker(ϕ2 + IdE) et en donner une base.

4. Montrer que Ker(ϕ− IdE) ∩Ker(ϕ2 + IdE) = {0E}.
5. Montrer que la réunion des deux bases pré
édentes 
onstitue une base de E. Trouver l'image par ϕ2

des

ve
teurs de 
ette base.
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Exer
i
e 20.24

Soit E un espa
e ve
toriel de dimension n > 1. Soit f un endomorphisme de E tel que fn = 0L(E) et f
n−1 6= 0L(E).

Soit x un ve
teur de E tel que fn−1(x) 6= 0E .
Montrer que la famille (x, f(x), ..., fn−1(x)) 
onstitue une base de E.

Exer
i
e 20.25

Soit (x,1 , · · · , xn) n réels distin
ts. On dé�nit l'appli
ation linéaire

Ψ : Rn−1[X] → Rn

P 7→ (P (x1), P (x2), · · · , P (xn))

1. Montrer que Ψ est inje
tive.

2. En déduire que Ψ est un isomorphisme de Rn−1[X] dans Rn
.

3. On dé�nit la matri
e V (x1, x2, · · · , xn) ∈ Mn(R) par

V (x1, · · · , xn) =




1 x1 x21 · · · xn−1
1

1 x2 x22 · · · xn−1
2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 xn x2n · · · xn−1
n




Montrer que, si (x,1 , · · · , xn) sont n réels distin
ts alors V (x1, · · · , xn) est inversible.

Exer
i
e 20.26

Soit E un K espa
e ve
toriel de dimension �nie et f ∈ L(E).

1. On suppose qu'il existe g ∈ L(E) telle que g ◦ f = IdE . Démontrer que f est inje
tive. En déduire que f
est bije
tive.

2. On suppose qu'il existe g ∈ L(E) telle que f ◦ g = IdE . Que peut-on dire de f ?

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 20.1

(i) Soit u = (x1, y1) ∈ R2
et v = (x2, y2) ∈ R2

, soit (λ, µ) ∈ R2
. On a alors

ϕ1(λu+ µv) = ϕ1(λx1 + µx2, λy1 + µy2)

= (λy1 + µy2, 2(λx1 + µx2))

= λ(y1, 2x1) + µ(y2, 2x2)

= λϕ1(u) + µϕ1(v)

Ainsi ϕ1 est une appli
ation linéaire.

On a

ker(ϕ1) =
{
(x, y) ∈ R2 , ϕ1(x, y) = (0, 0)

}
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=

{
(x, y) ∈ R2 ,

{
y = 0

2x = 0

}

= {(0, 0)}

Notons e1 = (1, 0) et e2 = (0, 1) la base 
anonique B de R2
. On a alors

Im(ϕ1) = Vect(ϕ1(e1), ϕ1(e2))

= Vect ((0, 2), (1, 0))

= R2

et

MatB(ϕ1) =

(
0 1
2 0

)

(ii) Soit u = (x1, y1) ∈ R2
et v = (x2, y2) ∈ R2

, soit (λ, µ) ∈ R2
. On a alors

ϕ2(λu+ µv) = ϕ2(λx1 + µx2, λy1 + µy2)

= ((λx1 + µx2)− (λy1 + µy2), 3(λx1 + µx2)− 3(λy1 + µy2))

= λ(x1 − y1, 3x1 − 3y1) + µ(x2 − y2, 3x2 − 3y2)

= λϕ2(u) + µϕ4(v)

Ainsi ϕ2 est une appli
ation linéaire.

On a

ker(ϕ2) =
{
(x, y) ∈ R2 , ϕ2(x, y) = (0, 0)

}

=

{
(x, y) ∈ R2 ,

{
x− y = 0

3x− 3y = 0

}

=
{
(x, y) ∈ R2 , x = y

}

= {(x, x) , x ∈ R}
= Vect((1, 1))

Notons e1 = (1, 0) et e2 = (0, 1) la base 
anonique B de R2
. On a alors

Im(ϕ2) = Vect(ϕ2(e1), ϕ2(e2))

= Vect ((1, 3), (−1,−3))
= Vect((1, 3))

et

MatB(ϕ2) =

(
1 −1
3 −3

)

(iii) ϕ3 n'est pas une appli
ation linéaire. En e�et on a ϕ3((1, 0)) = ϕ3((0, 1)) = (0, 0) mais

ϕ3((1, 0) + (0, 1)) = ϕ((1, 1)) = (1, 0) 6= ϕ3((1, 0)) + ϕ3((0, 1))
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(iv) Soit u = (x1, y1, z1) ∈ R3
et v = (x2, y2, z2) ∈ R3

, soit (λ, µ) ∈ R2
. On a alors

ϕ4(λu+ µv) = ϕ4(λx1 + µx2, λy1 + µy2, λz1 + µz2)

= ((λx1 + µx2)− (λz1 + µz2), (λy1 + µy2) + (λz1 + µz2))

= λ(x1 − z1, y1 + z1) + µ(x2 − z2, y2 + z2)

= λϕ4(u) + µϕ4(v)

Ainsi ϕ4 est une appli
ation linéaire.

On a

ker(ϕ4) =
{
(x, y, z) ∈ R3 , ϕ4(x, y, z) = (0, 0)

}

=

{
(x, y, z) ∈ R3 ,

{
x− z = 0

y + z = 0

}

= {(x,−x, x) , x ∈ R}
= Vect((1,−1, 1))

Notons e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) et e3 = (0, 0, 1) la base 
anonique B de R3
. On a alors

Im(ϕ4) = Vect(ϕ4(e1), ϕ4(e2), ϕ4(e3))

= Vect ((1, 0), (0, 1), (−1, 1))
= R2

et

MatB(ϕ4) =

(
1 0 −1
0 1 1

)

(v) Soit u = (x1, y1) ∈ R2
et v = (x2, y2) ∈ R2

, soit (λ, µ) ∈ R2
. On a alors

ϕ5(λu+ µv) = ϕ5(λx1 + µx2, λy1 + µy2)

= ((λx1 + µx2)− (λy1 + µy2), (λy1 + µy2)− (λx1 + µx2), (λx1 + µx2) + 2(λy1 + µy2))

= λ(x1 − y1, y1 − x1, x1 + 2y1) + µ(x2 − y2, y2 − x2, x2 + 2y2)

= λϕ5(u) + µϕ5(v)

Ainsi ϕ5 est une appli
ation linéaire.

On a

ker(ϕ5) =
{
(x, y) ∈ R2 , ϕ5(x, y) = (0, 0, 0)

}

=




(x, y) ∈ R2 ,





x− y = 0

y − x = 0

x+ 2y = 0





=




(x, y) ∈ R2 ,





x− y = 0

0 = 0

3y = 0





(L2 ← L2 − L1 L3 ← L3 − L1)

= {(0, 0)}

Notons e1 = (1, 0) et e2 = (0, 1) la base 
anonique B de R2
. On a alors
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Im(ϕ5) = Vect(ϕ5(e1), ϕ5(e2))

= Vect ((1,−1, 1), (−1, 1, 2))

et

MatB(ϕ5) =




1 −1
−1 1
1 2




(vi) ϕ6 n'est pas une appli
ation linéaire. En e�et on a

ϕ6(0, 0, 0) = (0, 1) 6= (0, 0)

(vii) Soit u = (x1, y1) ∈ R2
et v = (x2, y2) ∈ R2

, soit (λ, µ) ∈ R2
. On a alors

ϕ7(λu+ µv) = ϕ7(λx1 + µx2, λy1 + µy2)

= λx1 + µx2) + 2(λy1 + µy2)

= λ(x1 + 2y1) + µ(x2 + 2y2)

= λϕ7(u) + µϕ7(v)

Ainsi ϕ7 est une appli
ation linéaire.

On a

ker(ϕ7) =
{
(x, y) ∈ R2 , ϕ7(x, y) = 0

}

=
{
(x, y) ∈ R2 , x+ 2y

}

= {(−2y, y) , y ∈ R}
= Vect((−2, 1))

Notons e1 = (1, 0) et e2 = (0, 1) la base 
anonique B de R2
. On a alors

Im(ϕ5) = Vect(ϕ5(e1), ϕ5(e2))

= Vect (1, 2)

= R

et

MatB(ϕ5) =
(
1 2

)

(viii) ϕ8 n'est pas une appli
ation linéaire. En e�et on a

ϕ8(0, 0) = (1, 0) 6= (0, 0)

Réponse de l'exer
i
e 20.2
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1. Soit u = (x1, y1, z1) ∈ R3
et v = (x2, y2, z2) ∈ R3

, soit (λ, µ) ∈ R2
. On a alors

h(λu+ µv) = h(λx1 + µx2, λy1 + µy2, λz1 + µz2)

= (−(λx1 + µx2)− (λy1 + µy2)− (λz1 + µz2),−(λx1 + µx2)− (λy1 + µy2)− (λz1 + µz2), 0)

= λ(−x1 − y1 − z1,−x1 − y1 − z1, 0) + µ(−x2 − y2 − z2,−x2 − y2 − z2, 0)
= λh(u) + µh(v)

Ainsi h est un endomorphisme de R3
.

2. On a

Ker(h) =




(x, y, z) ∈ R3 ,





−x− y − z = 0

−x− y − z = 0

0 = 0





=
{
(x, y, z) ∈ R3 , −x− y − z = 0

}

= {(x, y,−x− y) , (x, y) ∈ R2}
= Vect((1, 0,−1), (0, 1,−1))

et

Im(h) = Vect(h(1, 0, 0), h(0, 1, 0), h(0, 0, 1))

= Vect((−1,−1, 0), (−1,−1, 0), (−1,−1, 0))
= Vect((−1, 1, 0))

3. On a Ker(h) 6= {(0, 0, 0)} et Im(h) 6= R3
. Ainsi h n'est ni inje
tive, ni surje
tive et, par suite, n'est pas

bije
tive.

4. Soit (x, y, z) ∈ R3
, on a

(h+ 2Id)(x, y, z) = h(x, y, z) + 2(x, y, z) = (x− y − z,−x+ y − z, 2z)

Ainsi

h+ 2Id : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (x− y − z,−x+ y − z, 2z)
et

Ker(h+ 2Id) =




(x, y, z) ∈ R3 ,





x− y − z = 0

−x+ y − z = 0

2z = 0





=




(x, y, z) ∈ R3 ,





x− y = 0

−x+ y = 0

z = 0





(L3 ←
1

2
L3 L1 ← L1 + L3 L2 ← L2 + L3)

=




(x, y, z) ∈ R3 ,





x− y = 0

0 = 0

z = 0





(L2 ← L2 + L1)

= {(x, x, 0) , x ∈ R}
= Vect((1, 1, 0))
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5. Soit u ∈ R3
, On a

h(u) = −2u ⇔ (h+ 2Id)(u) = 0R3 ⇔ u ∈ Ker(h+ 2Id)

Ainsi, d'après la question pré
édente, on a

h(u) = −2u ⇔ u ∈ Vect((1, 1, 0))

Réponse de l'exer
i
e 20.3

1. D'après la matri
e on a f(1, 0, 0) = (−1, 2,−2), f(0, 1, 0) = (−2, 3,−2) et f(0, 0, 1) = (−2, 2,−1) et, pour
(x, y, z) ∈ R3

f(x, y, z) = xf(1, 0, 0) + yf(0, 1, 0) + zf(0, 0, 1)

= (−x− 2y − 2z, 2x + 3y + 2z,−2x − 2y − z)

On a alors

f ◦ f(1, 0, 0) = f(−1, 2,−2) = (1− 4 + 4,−2 + 6− 4, 2 − 4 + 2 = (1, 0, 0)

f ◦ f(0, 1, 0) = f(−2, 3,−2) = (2− 6 + 4,−4 + 9− 4, 4− 6 + 2) = (0, 1, 0)

f ◦ f(0, 0, 1) = f(−2, 2,−1) = (2− 4 + 2,−4 + 6− 2, 4 − 4 + 1 = (0, 0, 1)

Ainsi f ◦f est l'unique appli
ation linéaire g telle que g(1, 0, 0) = (1, 0, 0), g(0, 1, 0) = (0, 1, 0) et g(0, 0, 1) =
(0, 0, 1), 
'est-à-dire f ◦ f = IdR3

Ce
i montre également que f est bije
tive et f−1 = f .

2. On a

g : R3 → R3

(x, y, z) 7→ −2x− 2y − 2z, 2x+ 2y + 2z,−2x− 2y − 2z

et, en notant B la base 
anonique de R3

MatB =



−2 −2 −2
2 2 2
−2 −2 −2




3. On a

Ker(g) =




(x, y, z) ∈ R3 ,





−2x− 2y − 2z = 0

2x+ 2y + 2z = 0

−2x− 2y − 2z = 0





=
{
(x, y, z) ∈ R3 , x+ y + z = 0

}

= {(x, y,−x− y) , (x, y) ∈ R2}
= Vect((1, 0,−1), (0, 1,−1))

Il est aisé de véri�er que la famille ((1, 0,−1), (0, 1,−1)) est libre et est don
 une base de Ker(g).

Réponse de l'exer
i
e 20.4
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1. Soit u = (x1, y1, z1) ∈ R3
et v = (x2, y2, z2) ∈ R3

, soit (λ, µ) ∈ R2
. On a alors

f(λu+ µv) = f(λx1 + µx2, λy1 + µy2, λz1 + µz2)

= ((λx1 + µx2) + 2(λy1 + µy2)− 2(λz1 + µz2), 2(λx1 + µx2) + (λy1 + µy2)− 2(λz1 + µz2), 2(λx1 + µx

= λ(x1 + 2y1 − 2z1, 2x1 + y1 − 2z1, 2x1 + 2y1 − 3z1) + µ(x2 + 2y2 − 2z2, 2x2 + y2 − 2z2, 2x2 + 2y2 − 3

= λf(u) + µf(v)

Ainsi f est une appli
ation linéaire de R3
dans R3

.

2. On va montrer que la famille B′ est libre. Soit alors (λ1, λ2, λ3) ∈ R3
tel que λ1e

′
1 + λ2e

′
2 + λ3e

′
3 = 0R3 .

(λ1, λ2, λ3) est alors solution du système (S) suivant

(S) :





−λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ1 + λ3 = 0

λ2 + λ3 = 0

L2 ← L2 + L1

S) :⇔





−λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ2 + 2λ3 = 0

λ2 + λ3 = 0

L3 ← L3 − L3

S) :⇔





−λ1 + λ2 + λ3 = 0

λ2 + 2λ3 = 0

−λ3 = 0

On voit alors que (S) est un système de Cramer, il admet don
 une unique solution qui est (0, 0, 0). D'où
λ1 = λ2 = λ3 = 0.

La famille B′ est ainsi une famille libre de 
ardinal 3 de R3
qui est un R espa
e ve
toriel de dimension 3,


'est don
 une base de R3
.

3. On a

f(e′1) = (−1 + 2,−2 + 1,−2 + 2) = (1,−1, 0) = −e′1
f(e′2) = (1− 2, 2− 2, 2 − 3) = (−1, 0,−1) = −e′2

f(e′3) = (1 + 2− 2, 2 + 1− 2, 2 + 2− 3 = (1, 1, 1) = e3

On en déduit la matri
e de f dans la base B′ :

MatB′(f) =



−1 0 0
0 −1 0
0 0 1




Réponse de l'exer
i
e 20.5

1. Soit (x, y, z) ∈ R3
, on a

ϕ((x, y, z)) = ϕ(x(1, 0, 0) + y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1))

= xϕ((1, 0, 0)) + yϕ((0, 1, 0)) + zϕ((0, 0, 1))

= x(2, 0, 0) + y(4, 6, 0) + z(−1, 5, 3)
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= (2x+ 4y − z, 6y + 5z, 3z)

Ainsi

ϕ : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (2x+ 4y − z, 6y + 5z, 3z)

2. On a

Ker(ϕ) =




(x, y, z) ∈ R3 ,





2x+ 4y − z = 0

6y + 5z = 0

3z = 0





= {(0, 0, 0)}

Et

Im(ϕ) = Vect((2, 0, 0), (4, 6, 0), (−1, 5, 3))

On voit aisément que le rang de la famille ((2, 0, 0), (4, 6, 0), (−1, 5, 3)) est 3. AinsiVect((2, 0, 0), (4, 6, 0), (−1, 5, 3))
est un sous-espa
e ve
toriel de dimension 3 de R3

, 
e qui implique que Im(ϕ) = Vect((2, 0, 0), (4, 6, 0), (−1, 5, 3)) =
R3

.

Réponse de l'exer
i
e 20.6

1. Notons B la base 
anonique de R2
, on a alors

MatB(f) =

(
1 1
1 2

)

2. On sait déjà que f est un endomorphisme de R2
, il nous faut maintenant prouver qu'il est bije
tif.

On a

Ker(f) =

{
(x, y) ∈ R2 ,

{
x+ y = 0

x+ 2y = 0

}

=

{
(x, y) ∈ R2 ,

{
x+ y = 0

y = 0

}
(L2 ← L2 − L1)

=

{
(x, y) ∈ R2 ,

{
x = 0

y = 0

}
(L1 ← L1 − L2)

= {(0, 0)}

On sait de plus que Im(f) = Vect((1, 1), (1, 2)). Or (1, 0) = 2(1, 1) − (1, 2) et (0, 1) = (1, 2) − (1, 1).

Ainsi Vect((1, 0), (0, 1)) ⊂ Vect((1, 1), (1, 2)), 
'est-à-dire R2 ⊂ Im(f). D'où Im(f) = R2
.

L'endomorphisme f est ainsi inje
tif et surje
tif, don
 bije
tif. f est alors bien un automorphisme de R2
.

3. On sait que f−1
est également un endomorphisme de R2

. Pour (x, y) ∈ R2
notons

f−1(x, y) = (a(x, y), b(x, y))

On a alors

(x, y) = f(f−1(x, y)) = (a(x, y) + b(x, y), a(x, y) + 2b(x, y))
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C'est-à-dire {
x = a(x, y) + b(x, y)

y = a(x, y) + 2b(x, y)

D'où

a(x, y) = 2x− y b(x, y) = y − x
Et don


f−1 : R2 → R2

(x, y) 7→ (2x− y, y − x)

Réponse de l'exer
i
e 20.7

1. On a

Ker(f) = {(x, y, z) ∈ R3 , f(x, y, z) = (0, 0, 0)}

=




(x, y, z) ∈ R3 ,





x+ y − 2z = 0

x− 2y + z = 0

−2x+ y + z = 0





=




(x, y, z) ∈ R3 ,





x+ y − 2z = 0

−3y + 3z = 0

−3y − 3z = 0





(L2 ← L2 − L1 L3 ← L3 + 2L1)

=




(x, y, z) ∈ R3 ,





x+ y − 2z = 0

y − z = 0

0 = 0





(L3 ← L3 + L2 L2 ← −
1

3
L2)

=




(x, y, z) ∈ R3 ,





x− z = 0

y − z = 0

0 = 0





(L1 ← L1 − L2)

= {(z, z, z) , z ∈ R}
= Vect((1, 1, 1))

Notons B = ((1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) la base 
anonique de R3
.

Im(f) = Vect(f(1, 0, 0), f(0, 1, 0), f(0, 0, 1))

= Vect((1, 1,−2), (1,−2, 1), (−2, 1, 1))

On va 
al
uler le rang de la famille ((1, 1,−2), (1,−2, 1), (−2, 1, 1)) pour déterminer la dimension de Im(f)
et ainsi le 
ardinal des bases de Im(f).

MatB((1, 1,−2), (1,−2, 1), (−2, 1, 1)) =




1 1 −2
1 −2 1
−2 1 1




L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 + 2L1
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

1 1 −2
0 −3 3
0 3 −3




L3 ← L3 + L2



1 1 −2
0 −3 3
0 0 0




Ainsi la famille ((1, 1,−2), (1,−2, 1), (−2, 1, 1)) est de rang 2. Les bases de Im(f) sont don
 de 
ardinal 2.

Montrons que la famille ((1, 1,−2), (1,−2, 1)) est libre : Soit (λ, µ) ∈ R2
tel que

λ(1, 1,−2) + µ(1,−2, 1) = (0, 0, 0)

On a alors λ+ µ = 0 et λ− 2µ = 0 d'où λ = µ = 0.

La famille ((1, 1,−2), (1,−2, 1)) est ainsi une famille libre de 
ardinal 2 dans Im(f) qui est de dimension

2, 
'est don
 une base de Im(f).

2. On a

MatB(f) =




1 1 −2
1 −2 1
−2 1 1




Réponse de l'exer
i
e 20.8

1. Soit u = (x1, y1) ∈ C2
et v = (x2, y2) ∈ C2

, soit (λ, µ) ∈ C2
. On a alors

f(λu+ µv) = f(λx1 + µx2, λy1 + µy2)

= ((λx1 + µx2) + (λy1 + µy2), (λx1 + µx2)− (λy1 + µy2))

= λ(x1 + y1, x1 − y1) + µ(x2 + y2, x2 − y2)
= λf(u) + µf(v)

g(λu + µv) = g(λx1 + µx2, λy1 + µy2)

= ((λx1 + µx2) + 2(λy1 + µy2), (λx1 + µx2) + 2(λy1 + µy2))

= λ(x1 + 2y1, x1 + 2y1) + µ(x2 + 2y2, x2 + 2y2)

= λg(u) + µg(v)

Ainsi f et g sont des appli
ations linéaires.

2. On a

Ker(f) =

{
(x, y) ∈ C2 ,

{
x+ y = 0

x− y = 0

}

=

{
(x, y) ∈ C2 ,

{
2x = 0

x− y = 0

}
(L1 ← L1 + L2)

= {(0, 0)}
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et

Ker(g) =

{
(x, y) ∈ C2 ,

{
x+ 2y = 0

x+ 2y = 0

}

=

{
(x, y) ∈ C2 ,

{
x+ 2y = 0

0 = 0

}
(L2 ← L2 − L1)

= {(−2y, y) , y ∈ C}
= Vect((−2, 1))

Ainsi Ker(f) = {(0, 0)} et Ker(g) 6= {(0, 0)} (puisque, par exemple (−2, 1) =∈ Ker(g)). f est don
 inje
tive
mais g ne l'est pas.

3. Il nous reste à montrer que Im(f) = R2
. On a

Im(f) =Vect(f(1, 0), f(0, 1))

= Vect((1, 1), (1,−1))

On sait que f est inje
tive, ainsi ((1, 1), (1,−1)) est une famille libre. Comme 
'est une famille libre de


ardinal 2 de C2
qui est un C espa
e ve
toriel de dimension 2, 
'est alors une base de C2

.

Ainsi Im(f) = Vect((1, 1), (1,−1)) = C2
. f est un endomorphisme inje
tif et surje
tif de C2

don
 un

automorphisme, 
'est-à-dire f ∈ GL(E).

Réponse de l'exer
i
e 20.9

Commençons par déterminer la matri
e de f dans la base B :

MatB(f) =



0 1 1
1 0 1
1 1 0




On pourrait raisonner à l'aide de la matri
e mais les résultats né
essaires n'ont pas en
ore été abordés en 
ours.

On va don
 se débrouiller autrement.

Notons f1 = f(e1), f2 = f(e2) et f3 = f(e3) et montrons que la famille (f1, f2, f3) est une base de R3
. Pour


ela on peut, par exemple montrer qu'elle est génératri
e de R3
. On a en e�et

e1 =
1

2
(−f1 + f2 + f3) e2 =

1

2
(f1 − f2 + f3) f3 =

1

2
(f1 + f2 − f3)

Ainsi e1 ∈ Vect(f1, f2, f3), e2 ∈ Vect(f1, f2, f3) et e3 ∈ Vect(f1, f2, f3). On en déduit que R
3 = Vect(e1, e2, e3) ⊂

Vect(f1, f2, f3).
La famille (f1, f2, f3) est ainsi une famille génératri
e de R3

de 
ardinal 3. Comme R3
est un R espa
e

ve
toriel de dimension 3 on en déduit que (f1, f2, f3) est une base de R3
.

On a ainsi montré que l'image de le base B de R3
par f est une base de R3

, f est don
 un endomorphisme

bije
tif et en parti
ulier est aussi inje
tif et surje
tif.

Réponse de l'exer
i
e 20.10

Commençons par montrer que ϕ est une appli
ation linéaire. Soit (P,Q) ∈ R3[X]2 et (λ, µ) ∈ R2
. On a

ϕ(λP + µQ) =
(
(λP + µQ)(0), (λP + µQ)′(0), (λP + µQ)(1), (λP + µQ)′(1)

)

=
(
λP (0) + µQ(0), λP ′(0) + µQ′(0), λP (1) + µQ(1), λP ′(1) + µQ′(1)

)
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= λ(P (0), P ′(0), P (1), P ′(1)) + µ(Q(0), Q′(0), Q(1), Q′(1))

= λϕ(P ) + µϕ(Q)

Ainsi ϕ est bien une appli
ation linéaire de R3[X] dans R4
.

La base 
anonique B1 de R3[X] est la famille (1,X,X2,X3). On a ϕ(1) = (1, 0, 1, 0), ϕ(X) = (0, 1, 1, 1),
ϕ(X2) = (0, 0, 1, 2) et ϕ(X3) = (0, 0, 1, 3). D'où

Im(ϕ) = Vect((1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 2), (0, 0, 1, 3))

Montrons que la famille ((1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 2), (0, 0, 1, 3)) est libre. Soit (λ1, λ2, λ3, λ4) ∈ R4
tel

que

λ1(1, 0, 1, 0) + λ2(0, 1, 1, 1) + λ3(0, 0, 1, 2) + λ4(0, 0, 1, 3) = (0, 0, 0, 0)

(λ1, λ2, λ3, λ4) est alors solution du système S suivant :

S :





λ1 = 0

λ2 = 0

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 0

λ2 + 2λ3 + 3λ4 = 0

L3 ← L3 − L1

L3 ← L3 − L2

L4 ← L4 − L2

S :⇔





λ1 = 0

λ2 = 0

λ3 + λ4 = 0

2λ3 + 3λ4 = 0

L4 ← L4 − 2L3

S :⇔





λ1 = 0

λ2 = 0

λ3 + λ4 = 0

λ4 = 0

Ainsi λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = 0. La famille ((1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 2), (0, 0, 1, 3)) est don
 une famille

libre de 
ardinal de R4
qui est un R espa
e ve
toriel de dimension 4, 
'est don
 une base de R4

. Ainsi

Im(ϕ) = Vect((1, 0, 1, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 2), (0, 0, 1, 3)) = R4

ϕ est don
 surje
tive.

Déterminons maintenant Ker(ϕ). Soit P = aX3 + bX2 + cX + d ∈ Ker(ϕ). On a alors





d = 0

c = 0

a+ b+ c+ d = 0

3a+ 2b+ c = 0

On retrouve le même système que pré
édemment dont on a montré que la seule solution est (0, 0, 0, 0). On a

don
 P = 0R3[X]. D'où Ker(ϕ) = {0R3[X]}, ϕ est ainsi inje
tive.
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Puisque ϕ est une appli
ation linéaire surje
tive et inje
tive 
'est un isomorphisme de R3[X] dans R4
.

On a de plus, en notant B1 la base 
anonique de R3[X] et B2 la base 
anonique de R4

MatB1,B2(ϕ) =




1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 1 1
0 1 2 3




Réponse de l'exer
i
e 20.11

1. Soit (u, v) ∈ C∞(R) et (λ, µ) ∈ R2
. On a

ϕ(λu+ µv) = (λu+ µv)′ + 3(λu+ µv)

= λ(u′ + 3u) + µ(v′ + 3v)

= λϕ(u) + µϕ(v)

On sait également que, si f est de 
lasse C∞ alors f ′ est également de 
lasse C∞ et don
 f ′ + 3f est de


lasse C∞.

Ainsi ϕ ∈ L(E)

2. On a

Ker(ϕ) = {f ∈ C∞(R) , f ′ + 3f = 0}
= {f ∈ C∞(R) , ∃C ∈ R ∀x ∈ R f(x) = Ce−3x}

Notons f1 : R → R

x 7→ e−3x

On a alors Ker(ϕ) = Vect(f1).

3. Soit h ∈ C∞(R), on veut montrer qu'il existe f ∈ C∞(R) telle que f ′ + 3f = h

Soit f : x 7→ e−3x

∫ x

0
h(t)e3t dt. f est alors 
ontinue, dérivable et on a

f ′(x) = −3e−3x

∫ x

0
h(t)e3t dt+ e−3xe3xh(x) = h(x)− 3f(x)

Ainsi f ′ et, par suite f , sont de 
lasse C∞ et

f ′(x) + 3f(x) = h(x)

C'est-à-dire ϕ(f) = h

On a don
 trouvé f ∈ E tel que ϕ(f) = h. Ainsi h ∈ Im(ϕ). On ne déduit que ϕ est surje
tive.

4. Soit f ∈ E, on a

ϕ(ϕ(f)) = (f ′ + 3f)′ + 3(f ′ + 3f) = f ′′ + 6f ′ + 9f

On 
her
he i
i les solutions de l'équation di�érentielle f ′′+6f ′+9f = 0. Soit P = X2+6X+9 = (X+3)2

le polyn�me 
ara
téristique de 
ette équation di�érentielle.

Alors l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle f ′′ + 6f ′ + 9f = 0 est

S =
{
f ∈ E , ∃(A,B) ∈ R2 ∀x ∈ R f(x) = Ae−3x +Bxe−3x

}
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Notons

f1 : R → R

x 7→ e−3x
f2 : R → R

x 7→ xe−3x

On a alors S = Vect(f1, f2) et don

Ker(ϕ ◦ ϕ) = Vect(f1, f2)

Réponse de l'exer
i
e 20.12

1. Soit (P,Q) ∈ R3[X]2 et (λ, µ) ∈ R2
. On a

g(λP + µQ) = (λP + µQ)(1)X + (λP + µQ)(2)X3

= (λP (1) + µQ(1))X + (λP (2) + µQ(2))X3

= λ(P (1)X + P (2)X3) + µ(Q(1)X +Q(2)X3)

= λg(P ) + µg(Q)

Ainsi g est bien un endomorphisme de R3[X].

2. On rappelle que la base 
anonique B de R3[X] est la famille (1,X,X2,X3).

On a g(1) = X +X3
, g(X) = X + 2X3

, g(X2) = X + 4X3
et g(X3) = X + 8X3

. D'où

MatB(g) =




0 0 0 0
1 1 1 1
0 0 0 0
1 2 4 8




3. On rappelle qu'un polyn�me est égal au polyn�me nul si et seulement si tous ses 
oe�
ients sont nuls. On

a

Ker(g) =
{
P ∈ R3[X] , P (1)X + P (2)X3 = 0R3[X]

}

= {P ∈ R3[X] , P (1) = P (2) = 0}

On sait que P (1) = 0 si et seulement si X − 1 divise P . Ainsi P ∈ Ker(g) si et seulement si il existe

Q ∈ R1[X] tel que P = (X − 1)(X − 2)Q, 
'est-à-dire si et seulement si il existe (a, b) ∈ R2
tel que

P = (X − 1)(X − 2)(aX + b)

= (X2 − 3X + 2)(aX + b)

= aX3 − 3aX2 + 2aX + bX2 − 3bX + 2b = aX3 + (b− 3a)X2 + (2a− 3b)X + 2b

= a(X3 − 3X2 + 2X) + b(X2 + 2X + 2)

On en déduit que

Ker(g) = Vect(X3 − 3X2 + 2X,X2 + 2X + 2)

La famille (X3 − 3X2 + 2X,X2 + 2X + 2) est de degré é
helonné, elle est don
 libre. Ainsi (X3 − 3X2 +
2X,X2 + 2X + 2) est une base de Ker(g).

On a également

Im(g) = Vect(g(1), g(X), g(X2), g(X3))

= Vect(X +X3,X + 2X3,X + 4X3,X + 8X3)
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Remarquons que X = 2(X +X3)− (X +2X3) et que X3 = (X +2X3)− (X +X3). Ainsi Vect(X,X3) ⊂
Vect(X +X3,X + 2X3,X + 4X3,X + 8X3).

Il est aisé de remarquer que ré
iproquement Vect(X +X3,X + 2X3,X + 4X3,X + 8X3) ⊂ Vect(X,X3).

Ainsi Im(g) = Vect(X,X3). La famille (X,X3) est 
lairement libre et est don
 une base Im(g).

Réponse de l'exer
i
e 20.13

1. L'appli
ation linéaire ϕ : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x, y)
est de manière assez 
laire surje
tive de R3

dans R2
.

2. Supposons par l'absurde qu'il existe une appli
ation linéaire inje
tive f de R3
dans R2

. Notons B =
(e1, e2, e3) une base de R

3
. Alors, de par l'inje
tivité de f , (f(e1), f(e2), f(e3)) est une famille libre de R2

.

On a alors une famille libre de 
ardinal 3 dans un espa
e ve
toriel de dimension 2 
e qui est absurde.

Ainsi il n'existe pas d'appli
ation linéaire inje
tive de R3
dans R2

3. On peut généraliser 
e résultat à deux espa
es ve
toriels E et F de dimension �nie ave
 dim(F ) < dim(E) :

Si E et F sont deux espa
es ve
toriels de dimension �nie ave
 dim(F ) < dim(E) alors il n'existe pas

d'appli
ation linéaire inje
tive de E dans F

Ce résultat se prouve de la même manière qu'à la question pré
édente. Notons n = dim(E) et p = dim(F ),
on a don
 p < n.

Supposons par l'absurde qu'il existe une appli
ation linéaire inje
tive f de E dans F . Notons B =
(e1, · · · , en) une base de E. Alors, de par l'inje
tivité de f , (f(e1), · · · , f(en)) est une famille libre de

F . On a alors une famille libre de 
ardinal n dans un espa
e ve
toriel de dimension p < n 
e qui est

absurde.

Réponse de l'exer
i
e 20.14

1. L'appli
ation linéaire ϕ : R2 → R3

(x, y 7→ (x, y, 0)
est de manière assez 
laire inje
tive de R2

dans R3
.

2. Supposons par l'absurde qu'il existe une appli
ation linéaire surje
tive f de R2
dans R3

. Notons B = (e1, e2)
une base de R2

. Alors, de par la surje
tivité de f , (f(e1), f(e2)) est une famille génératri
e de R3
. On a

alors une famille génératri
e de 
ardinal 2 dans un espa
e ve
toriel de dimension 3 
e qui est absurde.

Ainsi il n'existe pas d'appli
ation linéaire surje
tive de R2
dans R3

3. On peut généraliser 
e résultat à deux espa
es ve
toriels E et F de dimension �nie ave
 dim(F ) > dim(E) :

Si E et F sont deux espa
es ve
toriels de dimension �nie ave
 dim(F ) > dim(E) alors il n'existe pas

d'appli
ation linéaire surje
tive de E dans F

Ce résultat se prouve de la même manière qu'à la question pré
édente. Notons n = dim(E) et p = dim(F ),
on a don
 p > n.

Supposons par l'absurde qu'il existe une appli
ation linéaire surje
tive f de E dans F . Notons B =
(e1, · · · , en) une base de E. Alors, de par la surje
tivité de f , (f(e1), · · · , f(en)) est une famille génératri
e

de F . On a alors une famille génératri
e de 
ardinal n dans un espa
e ve
toriel de dimension p > n 
e qui

est absurde.

Réponse de l'exer
i
e 20.15

Soit f et g deux endomorphismes de E qui 
ommutent.

Soit u ∈ Im(f). Il existe don
 v ∈ E tel que u = f(v). On a alors g(u) = g ◦ f(v) = f(g(v) ∈ Im(f)
Ainsi g(Im(f)) ⊂ Im(f)
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Soit u ∈ Ker(f). Montrons que g(u) ∈ Ker(f).
On a f(g(u)) = g(f(u)) = g(0E) = 0E . D'où g(u) ∈ Ker(f).
Ainsi g(Ker(f)) ⊂ Ker(f).

Réponse de l'exer
i
e 20.16

Soit u et v deux endomorphismes d'un K-espa
e ve
toriel E.
Supposons d'abord que v ◦ u = 0L(E)

Soit x ∈ Im(u), il existe alors y ∈ E tel que x = u(y). On en déduit que v(x) = v ◦ u(y) = 0E . Ainsi
x ∈ Ker(v).

On a don
 prouvé que Im(u) ⊂ Ker(v)
Supposons maintenant que Im(u) ⊂ Ker(v)
Soit x ∈ E, alors u(x) ∈ Im(u) don
 u(x) ∈ Ker(v). Ainsi v ◦ u(x) = 0E .
On a don
 montré que, pour tout x ∈ E, v ◦ u(x) = 0, 
'est-à-dire v ◦ u = 0L(E).

Réponse de l'exer
i
e 20.17

Soit E et F deux K espa
es ve
toriels et f ∈ L(E,F ).
1. Si (e1, e2, · · · , en) est libre alors (f(e1), · · · , f(en)) est libre ; FAUX

Si, par exemple e1 ∈ Ker(f) alors la famille (f(e1), · · · , f(en)) 
ontient le ve
teur nul et est don
 lié.

L'exemple le plus �agrant est le 
as où f = 0L(E,F ).

2. Si (f(e1), · · · , f(en)) est libre alors (e1, e2, · · · , en) est libre ; VRAI
Soit (λ1, λ2, · · · , λn) ∈ Kn

tel que

λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λnen = 0E

Alors

λ1f(e1) + λ2f(e2) + · · ·+ λnf(en) = f(λ1e1 + λ2e2 + · · ·+ λnen) = f(0E) = 0F

Par liberté de la famille (f(e1), · · · , f(en)) on a alors λ1 = λ2 = · · · = λn = 0. La famille (e1, e2, · · · , en)
est don
 libre.

3. Si (e1, e2, · · · , en) est génératri
e de E alors (f(e1), · · · , f(en)) est génératri
e de F ; FAUX

Si (f(e1), · · · , f(en)) est génératri
e de F alors F est surje
tive, 
e qui n'est pas toujours le 
as, prendre

par exemple le 
as où dim(F ) > dim(E).

4. Si (f(e1), · · · , f(en)) est génératri
e de F alors (e1, e2, · · · , en) est génératri
e de E ; FAUX

Prenons par exemple l'appli
ation f : R2 → R

(x, y) 7→ x

Alors la famille f(1, 0) est génératri
e de R mais (1, 0) n'engendre pas R2
.

5. Si Im(f) = F alors f est inje
tive ; FAUX

Si Im(f) = F alors f est surje
tive mais pas for
ement inje
tive. Considérons par exemple l'appli
ation

f : R2 → R

(x, y) 7→ x

On a bien Im(f) = R mais Ker(f) 6= {0R2}, f n'est pas inje
tive.

6. Si Im(f) = F et dim(F ) = dim(E) alors f est inje
tive ; VRAI

C'est un résultat du 
ours.

7. Si g est une autre appli
ation linéaire de E dans F ave
 Im(f) = Im(g) et Ker(f) = Ker(g) alors f = g.
FAUX
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Prenons par exemple f = IdR2 et g : R2 → R2

(x, y) 7→ (y, x)
.

Alors Im(f) = Im(g) = R2
et Ker(f) = Ker(g) = {0R2} mais f 6= g.

Réponse de l'exer
i
e 20.18

� A =




1 2 1
−3 1 4
−3 4 7




L2 ← L2 + 3L1

L3 ← L3 + 3L1



1 2 1
0 7 7
0 10 10




L3 ← L3 −
10

7
L2



1 2 1
0 7 7
0 0 0




Ainsi a est de rang 2.
Notons ϕA l'appli
ation linéaire 
anoniquement asso
iée àA. Alors Im(ϕA) = Vect((1,−3,−3), (2, 1, 4), (1, 4, 7)).
On sait que dim(Im(ϕA)) = Rang(ϕA) = 2. Ainsi, les bases de Im(ϕA) sont de 
ardinal 2. On sait que

de toute famille génératri
e on peut extraire une base, on va alors extraire une base de Im(ϕA) à partir

de la famille (1,−3,−3), (2, 1, 4), (1, 4, 7).
On a Rang((1,−3,−3), (2, 1, 4)) = 2. Ainsi

Vect((1,−3,−3), (2, 1, 4)) ⊂ Vect((1,−3,−3), (2, 1, 4), (1, 4, 7))

et

dim(Vect((1,−3,−3), (2, 1, 4))) = dim(Vect((1,−3,−3), (2, 1, 4), (1, 4, 7)))
D'où Im(ϕA) = Vect((1,−3,−3), (2, 1, 4)) et ((1,−3,−3), (2, 1, 4)) est une base de Im(ϕA).
On a

Ker(ϕA) =



(x, y, z) ∈ R3 , A



x
y
z


 =



0
0
0








=



(x, y, z) ∈ R3 ,



1 2 1
0 7 7
0 0 0





x
y
z


 =



0
0
0








=

{
(x, y, z) ∈ R3 ,

{
x = z

y = −z

}

= {(z,−z, z) , z ∈ R}
= Vect((1,−1, 1))

Ainsi (1,−1, 1) est une base de Ker(ϕA). Comme Ker(ϕA) 6= {0R3} alors ϕA n'est pas inversible.
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� B =




4 2 0
1 2 −3
10 0 12




L2 ↔ L1




1 2 −3
4 2 0
10 0 12




L2 ← L2 − 4L1

L3 ← L3 − 10L1



1 2 −3
0 −6 12
0 −20 42




L2 ← −
1

6
L2



1 2 −3
0 1 −2
0 −20 42




L3 ← L3 + 20L2



1 2 −3
0 1 −2
0 0 2




Ainsi B est de rang 3. Notons ϕB l'appli
ation linéaire 
anoniquement asso
ié à B. Alors Im(ϕB) =
Vect((4, 1, 10), (2, 2, 0), (0,−3, 12)) = R3

et don
 ((4, 1, 10), (2, 2, 0), (0,−3, 12)) est une famille génératri
e

de 
ardinal 3 de Im(ϕB) qui est de dimension 3, ((4, 1, 10), (2, 2, 0), (0,−3, 12)) est ainsi une base de

Im(ϕB) = R3
.

De plus Ker(ϕB) = {0R3}.
ϕB est inversible. Son inverse est l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié à B−1

que l'on va déterminer.




4 2 0 1 0 0
1 2 −3 0 1 0
10 0 12 0 0 1




L2 ↔ L1




1 2 −3 0 1 0
4 2 0 1 0 0
10 0 12 0 0 1




L2 ← L2 − 4L1

L3 ← L3 − 10L1




1 2 −3 0 1 0
0 −6 12 1 −4 0
0 −20 42 0 −10 1




L2 ← −
1

6
L2
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


1 2 −3 0 1 0

0 1 −2 −1

6

2

3
0

0 −20 42 0 −10 1




L3 ← L3 + 20L2




1 2 −3 0 1 0

0 1 −2 −1

6

2

3
0

0 0 2 −10

3

10

3
1




L2 ← L2 + L3

L3 ←
1

2
L3




1 2 −3 0 1 0

0 1 0 −7

2
4 1

0 0 1 −5

3

5

3

1

2




L1 ← L1 + 3L3

L1 ← L1 − 2L2




1 0 0 2 −2 −1

2

0 1 0 −7

2
4 1

0 0 1 −5

3

5

3

1

2




Et don
 B−1 =




2 −2 −1

2

−7

2
4 1

−5

3

5

3

1

2




ϕ−1
B est alors l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié à B−1

, 
'est-à-dire

ϕ−1
B : R3 → R3

(x, y, z) 7→
(
2x− 2y − z

2
,−7x

2
+ 4y + z,−5x

3
+

5y

3
+
z

2

)

� C =




1 1 −1
−3 −3 3
−2 −2 2




L2 ← L2 + 3L1

L3 ← L3 + 2L1



1 1 −1
0 0 0
0 0 0




Ainsi C est de rang 1. On note ϕC l'appli
ation linéaire 
anoniquement asso
iée à C. Alors Im(ϕC) =
Vect((1,−3,−2), (1,−3,−2), (−1, 3, 2)) = Vect((1,−3,−2)). (1,−3,−2) est don
 une base de Im(ϕC).
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On a de plus

Ker(ϕC) =



(x, y, z) ∈ R3 , C



x
y
z


 =



0
0
0








=
{
(x, y, z) ∈ R3 , x+ y − z = 0

}

= {(z − y, y, z) , (y, z) ∈ R2}
= Vect((1, 0, 1), (−1, 1, 0))

La famille (1, 0, 1), (−1, 1, 0) est 
lairement libre et est don
 une base de Ker(ϕC).
Comme Ker(ϕC) 6= {0R3}, ϕC n'est pas inversible.

� D =



1 1 0
1 0 1
0 1 1




L2 ← L2 − L1



1 1 0
0 −1 1
0 1 1




L3 ← L3 + L2



1 1 0
0 −1 1
0 0 2




Ainsi D est de rang 3. Notons ϕD l'appli
ation linéaire 
anoniquement asso
ié à D. Alors Im(ϕD) =
Vect((1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)) = R3

et don
 ((1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)) est une famille génératri
e de


ardinal 3 de Im(ϕD) qui est de dimension 3, ((1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)) est ainsi une base de Im(ϕD) = R3
.

De plus Ker(ϕD) = {0R3}.
ϕD est inversible. Son inverse est l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié à D−1

que l'on va déterminer.




1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1




L2 ← L2 − L1




1 1 0 1 0 0
0 −1 1 −1 1 0
0 1 1 0 0 1




L3 ← L3 + L2




1 1 0 1 0 0
0 −1 1 −1 1 0
0 0 2 −1 1 1




L3 ←
1

2
L3

L2 ← −L2




1 1 0 1 0 0
0 1 −1 1 −1 0

0 0 1 −1

2

1

2

1

2



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L2 ← L2 + L3




1 1 0 1 0 0

0 1
1

2
−1

2

1

2

0 0 1 −1

2

1

2

1

2




L1 ← L1 − L2




1 1 0
1

2

1

2
−1

2

0 1
1

2
−1

2

1

2

0 0 1 −1

2

1

2

1

2




Et don
 D−1 =




1

2

1

2
−1

2
1

2
−1

2

1

2

−1

2

1

2

1

2




ϕ−1
D est alors l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié à D−1

, 
'est-à-dire

ϕ−1
D : R3 → R3

(x, y, z) 7→
(
x+ y − z

2
,
x− y + z

2
,
−x+ y + z

2

)

� E =




−3 4 0
−2 4 7
1 0 −7
−1 4 0




L3 ↔ L1




1 0 −7
−2 4 7
−3 4 0
−1 4 0




L2 ← L2 + 2L1

L3 ← L3 + 3L1

L4 ← L4 + L1




1 0 −7
0 4 −7
0 4 −21
0 4 −7




L4 ← L4 − L2

L3 ← L3 − L2




1 0 −7
0 4 −7
0 0 −14
0 0 0



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E est don
 de rang 3. On note ϕE : R3 → R4
l'appli
ation linéaire 
anoniquement asso
iée à E. On a alors

Im(ϕE) = Vect((−3,−2, 1,−1), (4, 4, 0, 4), (0, 7,−7, 0)). On sait de plus que Im(ϕE) est de dimension 3.
Ainsi ((−3,−2, 1,−1), (4, 4, 0, 4), (0, 7,−7, 0)) est une base de Im(ϕE). D'après le théorème du rang on a

dim(Ker(ϕE) = dim(R3)− Rang(ϕE)) = 3− 3 = 0

D'où Ker(ϕE) = {0}.
ϕE n'est pas inversible 
ar dim(R4) 6= dim(R3).

� F =




1 1 1 1
1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0




L1 ↔ L2

L2 ↔ L3

L3 ↔ L4




1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 1 1 1




L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

L4 ← L4 − L1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 1 1 1




L4 ← L4 − L2

L4 ← L4 − L3




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




F est don
 de rang 4. Notons ϕF l'appli
ation linéaire 
anoniquement asso
iée à F . Alors Im(ϕF ) =
Vect((1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 0)) = R4

et don
 ((1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 0))
est une famille génératri
e de 
ardinal 4 de Im(ϕF ) qui est de dimension 4, ((1, 1, 1, 1), (1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1), (1, 0, 0,
est ainsi une base de Im(ϕF ) = R4

.

De plus Ker(ϕF ) = {0R4}.
ϕF est inversible. Son inverse est l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié à F−1

que l'on va déterminer.




1 1 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1




L1 ↔ L2

L2 ↔ L3

L3 ↔ L4
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


1 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 0 0 0




L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

L4 ← L4 − L1




1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 −1 1 0
0 0 1 0 0 −1 0 1
0 1 1 1 1 −1 0 0




L4 ← L4 − L2

L4 ← L4 − L3




1 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 −1 1 0
0 0 1 0 0 −1 0 1
0 0 0 1 1 1 −1 −1




Et don
 F−1 =




0 1 0 0
0 −1 1 0
0 −1 0 1
1 1 −1 −1




ϕ−1
F est alors l'endomorphisme 
anoniquement asso
ié à F−1

, 
'est-à-dire

ϕ−1
F : R4 → R4

(x, y, z, t) 7→ (y,−y + z,−y + t, x+ y − z − t)

� G =




2 −1 1 5
−1 2 3 −4
3 0 5 6




L1 ←
1

2
L1




1 −1

2

1

2

5

2
−1 2 3 −4
3 0 5 6




L2 ← L2 + L1

L3 ← L3 − 3L1




1 −1

2

1

2

5

2

0
3

2

7

2
−3

2

0
3

2

7

2
−3

2




L3 ← L3 − L2
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


1 −1

2

1

2

5

2

0
3

2

7

2
−3

2
0 0 0 0




G est don
 de rang 2. Soit ϕG : R4 → R3
l'appli
ation linéaire 
anoniquement asso
iée à G.

Alors Im(ϕG) = Vect((2,−1, 3), (−1, 2, 0), (1, 3, 5), (5,−4, 6)). On sait que dim(Im(ϕG)) = Rang(ϕG) =
2. Ainsi, les bases de Im(ϕG) sont de 
ardinal 2. On sait que de toute famille génératri
e on peut extraire

une base, on va alors extraire une base de Im(ϕG) à partir de la famille ((2,−1, 3), (−1, 2, 0), (1, 3, 5), (5,−4, 6)).
On a Rang((2,−1, 3), (−1, 2, 0)) = 2. Ainsi

Vect((2,−1, 3), (−1, 2, 0)) ⊂ Vect((2,−1, 3), (−1, 2, 0), (1, 3, 5), (5,−4, 6))

et

dim(Vect((2,−1, 3), (−1, 2, 0))) = dim(Vect((2,−1, 3), (−1, 2, 0), (1, 3, 5), (5,−4, 6)))
D'où Im(ϕG) = Vect((2,−1, 3), (−1, 2, 0)) et ((2,−1, 3), (−1, 2, 0)) est une base de Im(ϕG).
On a

Ker(ϕG) =




(x, y, z, t) ∈ R4 , G




x
y
z
t


 =




0
0
0
0








=




(x, y, z, t) ∈ R4 ,




1 −1

2

1

2

5

2

0
3

2

7

2
−3

2
0 0 0 0







x
y
z
t


 =




0
0
0
0








=




(x, y, z, t) ∈ R4 ,





x =
y

2
− z

2
− 5t

2
3y

2
= −7z

2
+

3t

2





=

{(
−5z

3
− 2t,−7z

3
+ t, z, t

)
, (z, t) ∈ R2

}

= Vect

((
−5

3
,−7

3
, 1, 0

)
, (−2, 1, 0, 1)

)

La famille

((
−5

3
,−7

3
, 1, 0

)
, (−2, 1, 0, 1)

)
est libre et, par 
onséquent, est une base de Ker(ϕG). Comme

dim(R4) 6= dim(R3) alors ϕG n'est pas inversible.

Réponse de l'exer
i
e 20.19

1. De l'égalité f2 − 3f + 2IdE = 0L(E) on tire

f ◦ (f − 3IdE) = −2IdE

(f − 3IdE) ◦ f = −2IdE
D'où

f ◦
(
3

2
IdE −

1

2
f

)
= IdE
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(
3

2
IdE −

1

2
f

)
◦ f = IdE

Ainsi f est inversible et f−1 =
3

2
IdE −

1

2
f .

2. On pro
ède par ré
urren
e. On a

� f0 = IdE, d'où α0 = 0 et β0 = 1.
� f1 = f , d'où α1 = 1 et β1 = 0.
� f2 = 3f − 2Id, d'où α2 = 3 et β2 = −2.
Soit n ∈ N, on suppose qu'il existe (αn, βn) ∈ R2

tel que fn = αnf + βnId.

Alors

fn+1 = f ◦ fn

= f ◦ αnf + βnId

= αnf
2 + βnf

= αn(3f − 2Id) + βnf

= (3αn + βn)f − 2αnId

Ainsi, en posant αn+1 = 3αn + βn etβn+1 = −2αn on a bien

fn+1 = αn+1f + βn+1Id

On a ainsi montré que les suites (αn)n∈N et (βn)n∈N dé�nies par

α0 = 0, β0 = 1 ∀n ∈ N

{
αn+1 = 3αn + βn

βn+1 = −2αn

sont telles que

∀n ∈ N fn = αnf + βnIdE

3. Pour n ∈ N on a

αn+2 = 3αn+1 + βn+1 = 3αn+1 − 2αn

Posons alors P = X2−3X+2 = (X−2)(X−1) le polyn�me 
ara
téristique de notre relation de ré
urren
e.

Il existe alors (A,B) ∈ R2
tel que

∀n ∈ N αn = A1n +B2n

On a α0 = 0 = A+B et α1 = 1 = A+ 2B d'où A = −1 et B = 1. Ainsi

∀n ∈ N αn = 2n − 1

Pour n ∈ N∗
on a également βn = −2αn−1 = −2(2n−1 − 1) = 2− 2n

Finalement on obtient l'expression suivante de fn :

∀n ∈ N fn = (2n − 1)f + (2− 2n)Id

4. On sait que f−1 =
3

2
IdE −

1

2
f , et que f−n =

(
f−1

)n
d'où, en 
omposant par f−1

f−2 =
3

2
f−1 − 1

2
Id

De manière similaire aux questions pré
édentes on montre qu'il existe deux suites (γn)n∈N et (δn)n∈N telles

que

∀n ∈ N f−n = γnf
−1 + δnId
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ave


γ0 = 0, δ0 = 1 ∀n ∈ N





γn+1 =
3

2
γn + δn

δn+1 = −
1

2
γn

D'où

∀n ∈ N γn+2 =
3

2
γn+1 −

1

2
γn

Le polyn�me 
ara
téristique de 
ette relation de ré
urren
e est P = X2 − 3

2
X +

1

2
= (X − 1)

(
X − 1

2

)

Ainsi il existe (C,D) ∈ R2
tel que

∀n ∈ N γn = C1n +D
1

2n

On a γ0 = C +D = 0 et γ1 = 1 = C +
D

2
, d'où C = 2 et D = −2 et don


∀n ∈ N γn = 2− 1

2n−1

Pour n ∈ N∗
on a

δn = −1

2
γn−1 = −

1

2

(
2− 2

2n−1

)
=

1

2n−1
− 1

et �nalement, pour n ∈ N on a

f−n =

(
2− 1

2n−1

)
f−1 +

(
1

2n−1
− 1

)
Id

=

(
2− 1

2n−1

)(
3

2
IdE −

1

2
f

)
+

(
1

2n−1
− 1

)
Id

=

(
1

2n−1
− 1

)
f +

(
2− 1

2n

)
Id

Réponse de l'exer
i
e 20.20

On utilise l'algorithme du pivot de Gauss pour déterminer le rang de 
es matri
es.

A =




1 2 1 2
2 4 3 5
3 1 5 3
−1 5 2 8




L2 ← L2 − 2L1

L3 ← L3 − 3L1

L4 ← L4 + L1




1 2 1 2
0 0 1 1
0 −5 2 −3
0 7 3 10




L2 ↔ L3
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


1 2 1 2
0 −5 2 −3
0 0 1 1
0 7 3 10




L4 ← L4 +
7

5
L2




1 2 1 2
0 −5 2 −3
0 0 1 1

0 0
29

5

29

5




L4 ← L4 −
29

5
L3




1 2 1 2
0 −5 2 −3
0 0 1 1
0 0 0 0




Ainsi Rang(A) = 3.

Soit m ∈ R,

B =




1 1 1−m
1 +m −1 2

2 −m 3




L2 ← L2 − (1 +m)L1

L3 ← L3 − 2L1



1 1 1−m
0 −2−m 1 +m2

0 −m− 2 1 + 2m




L3 ← L3 − L2



1 1 1−m
0 −(m+ 2) 1 +m
0 0 m(2−m)




On voit alors que, si m ∈ {−2, 0, 2} alors B est de rang 2 et si m 6∈ {−2, 0, 2} alors B est de rang 3.

Réponse de l'exer
i
e 20.21

1. Soit A =




1 −2 0
−2 3 −2
1 1 6




L2 ← L2 + 2L1

L3 ← L3 − L1



1 −2 0
0 −1 −2
0 3 6



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L3 ← L3 + 3L2



1 −2 0
0 −1 −2
0 0 0




Ainsi A est de rang 2.

2. (a) On a

MatB(ϕ) =




1 −2 0
−2 3 −2
1 1 6


 = A

(b) D'après la question 1. on sait que Rang(ϕ) = 2.

On a Im(ϕ) = Vect((1,−2, 1), (−2, 3, 1), (0,−2, 6)). On sait que dim(Im(ϕ)) = Rang(ϕA) = 2. Ainsi,
les bases de Im(ϕ) sont de 
ardinal 2. On sait que de toute famille génératri
e on peut extraire une

base, on va alors extraire une base de Im(ϕA) à partir de la famille (1,−2, 1), (−2, 3, 1), (0,−2, 6).
On a Rang((1,−2, 1), (−2, 3, 1)) = 2. Ainsi

Vect((1,−2, 1), (−2, 3, 1)) ⊂ Vect((1,−2, 1), (−2, 3, 1), (0,−2, 6))

et

dim(Vect((1,−2, 1), (−2, 3, 1))) = dim(Vect((1,−2, 1), (−2, 3, 1), (0,−2, 6)))
D'où Im(ϕ) = Vect((1,−2, 1), (−2, 3, 1)) et ((1,−2, 1), (−2, 3, 1)) est une base de Im(ϕA).

On a

Ker(ϕ) =



xe1 + ye2 + ze3 ∈ E , A



x
y
z


 =



0
0
0








=



xe1 + ye2 + ze3 ∈ E ,



1 −2 0
0 −1 −2
0 0 0





x
y
z


 =



0
0
0








=

{
xe1 + ye2 + ze3 ∈ E ,

{
x = 2y

y = −2z

}

= {−4ze1 − 2ze2 + ze3 , z ∈ R}
= Vect(−4e1 − 2e2 + e3)

Ainsi −4e1 − 2e2 + e3 est une base de Ker(ϕ).

Réponse de l'exer
i
e 20.22

1. IdR3 est une appli
ation bije
tive de R3
dans R3

, elle est en parti
ulier surje
tive, ainsi son rang est égal à

la dimension de R3
, 
'est-à-dire 3. De même le rang de IdC3[X] est égal à la dimension de C3[X], 
'est-à-dire

4.

2. Notons B la base 
anonique (1,X,X2) de R2[X] et B′ la base 
anonique de R4
. On a alors

MatB,B′(f) =




5 1 4
0 2 −2
−1 0 −1
2 0 2



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On applique l'algorithme du pivot de Gauss.

L1 ↔ L3




−1 0 −1
0 2 −2
5 1 4
2 0 2




L3 ← L3 + 5L1

L4 ← L4 + 2L1




−1 0 −1
0 2 −2
0 1 −1
0 0 0




L3 ← L3 −
1

2
L2




−1 0 −1
0 2 −2
0 0 0
0 0 0




Ainsi MatB,B′(f) est de rang 2 et don
 f est de rang 2.

3. Notons B la base 
anonique (1,X,X2,X3) de R3[X]. On a alors

MatB(g) =




0 0 0 0
1 1 1 1
0 0 0 0
1 2 4 8




Un pivot de Gauss rapide nous montre que la rang de g est alors 2.

4. h est 
lairement surje
tive (si c ∈ R alors c = h(cX)), ainsi la rang de h est égal à la dimension de R, soit

1.

Réponse de l'exer
i
e 20.23

1. La famille (e1, e2, e3) est une base de E. Soit y1 = 2e2 +3e3, y2 = 2e1− 5e2 − 8e3 et y3 = −e1 +4e2 +6e3.
On sait alors qu'il existe appli
ation linéaire ϕ telle que ϕ(e1) = y1, ϕ(e2) = y2 etϕ(e3) = y3.

2. Notons B la base (e1, e2, e3). Alors

MatB(ϕ) =



0 2 −1
2 −5 4
3 −8 6




Et don


M = MatB(ϕ− IdE) =



−1 2 −1
2 −6 4
3 −8 5




On a, pour (x, y, z) ∈ R3
on a

u = xe1 + ye2 + ze3 ∈ Ker(ϕ− IdE) ⇔M



x
y
z


 =



0
0
0



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On va résoudre l'équation M



x
y
z


 =



0
0
0




par la méthode du pivot de Gauss en utilisant une matri
e

augmentée



−1 2 −1 0
2 −6 4 0
3 −8 5 0




L2 ← L2 + 2L1

L3 ← L3 + 3L1



−1 2 −1 0
0 −2 2 0
0 −2 2 0




L3 ← L3 − L2

L1 ← L1 + L3

L2 ← −
1

2
L2

L1 ← −L1




1 0 −1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0




Ainsi on a M



x
y
z


 =



0
0
0




si et seulement si



1 0 −1
0 1 −1
0 0 0





x
y
z


 =



0
0
0




C'est-à-dire si et seulement si x = z et y = z.

Ainsi

Ker(ϕ−IdE) = {xe1+ye2+ze3 , (x, y, z) ∈ R3 , x = y = z} = {x(e1+e2+e3) , x ∈ R} = Vect(e1+e2+e3)

e1 + e2 + e3 est don
 une base de Ker(ϕ− IdE).

3. On a

N = Mat(ϕ2 + IdE) = Mat(ϕ2)3 + I3 =



2 −2 2
2 −2 2
2 −2 2




et ainsi

Ker(ϕ2 + IdE) = {xe1 + ye2 + ze3 , (x, y, z) ∈ R3 , 2x− 2y + 2z = 0}
= {xe1 + ye2 + ze3 , (x, y, z) ∈ R3 , x = y − z}
= {y(e1 + e2) + z(−e1 + e3) , (y, z) ∈ R2}
= Vect(e1 + e2,−e1 + e3)
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Véri�ons que la famille (e1 + e2,−e1+ e3) est libre. Soit (λ, µ) ∈ R2
tel que λ(e1+ e2)+µ(−e1 + e3) = 0E .

D'où

(λ− µ)e1 + λe2 + µe3 = 0E

Comme la famille (e1, e2, e3) est une base 
e
i implique que λ− µ = λ = µ = 0.

Ainsi la famille (e1 + e2,−e1 + e3) est libre est don
 une base de Ker(ϕ2 + Id).

4. Soit u ∈ Ker(ϕ− IdE)∩Ker(ϕ2+IdE). Alors, 
omme u ∈ Ker(ϕ− IdE) alors ϕ(u) = u et don
 ϕ2(u) = u.

On a également, 
omme u ∈ Ker(ϕ2 + IdE), ϕ
2(u) = −u.

Finalement on obtient u = −u, d'où u = 0E .

Ainsi Ker(ϕ− IdE) ∩Ker(ϕ2 + IdE) = {0E}
5. Notons f1 = e1+e2+e3, f2 = e1+e2 et f3 = −e1+e3. Soit (λ1, λ2, λ3) ∈ R3

tel que λ1f1+λ2f2+λ3f3 = 0E .

On a alors u = λ1f1 = −λf2 − λf3 ∈ Ker(ϕ− IdE) ∩Ker(ϕ2 + IdE) et don
 u = 0. Ce qui implique que

λ1f1 = 0E λ2f2 + λ3f3 = 0E

Ainsi λ1 = 0 et, par liberté de la famille (f2, f3), λ2 = λ3 = 0.

La famille (f1, f2, f3) est �nalement une famille libre de 
ardinal de E qui est un espa
e ve
toriel de

dimension 3, la famille (f1, f2, f3) est don
 une base de E.

Réponse de l'exer
i
e 20.24

On va montrer que la famille (x, f(x), ..., fn−1(x)) est libre. Soit (λ0, λ1, · · · λn−1) ∈ Rn
tel que

λ0x+ λ1f(x) + · · · + λn−1f
n−1(x) = 0E

En 
omposant par fn−1
on a alors

λ0f
n−1(x) + λ1f

n(x) + · · ·λn−1f
2n−2(x) = 0

Or, 
omme fn(x) = 0 , on a alors, pour k ∈ N, fn+k(x) = fk(fn(x)) = fk(0E) = 0E . Ainsi

λ0f
n−1(x) + λ1f

n(x) + · · ·λn−1f
2n−2(x) = λ0f

n−1(x)

On a alors λ0f
n−1(x) = 0, d'où, 
omme fn−1(x) 6= 0E , λ0 = 0.

Ainsi

λ1f(x) + · · ·+ λn−1f
n−1(x) = 0E

En 
omposant par fn−2
on obtient de manière similaire λ1f

n−1(x) = 0E , d'où λ1 = 0.
On répète 
e pro
édé et �nalement on obtient λ0 = λ1 = · · · = λn−1 = 0. La famille (x, f(x), ..., fn−1(x))

est alors une famille libre de 
ardinal n dans E qui est un espa
e ve
toriel de dimension n, 
'est ainsi une base
de E.

Réponse de l'exer
i
e 20.25

1. Soit P ∈ Ker(Ψ). On a alors P (x1) = · · · = P (xn) = 0. P admet don
 n ra
ines distin
tes x1, · · · , xn. Or
P est un polyn�me de degré inférieur ou égal à n− 1 et, à 
e titre, n'admet plus de n− 1 ra
ines que s'il

s'agit du polyn�me nul. On a ainsi P = 0Rn−1[X].

Puisque Ker(Ψ) = {0Rn−1[X]}, f est don
 inje
tive.

2. On a dim(Rn−1[X]) = n = dim(Rn). Ψ est alors une appli
ation linéaire inje
tive entre deux espa
es

ve
toriels de même dimension, 
'est don
 un isomorphisme.
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3. Soit B = (1,X,X2, · · · ,Xn−1) la base 
anonique de Rn−1[X] et B′ la base 
anonique de Rn
. On a alors

MatB,B′(Ψ) =




1 x1 x21 · · · xn−1
1

1 x2 x22 · · · xn−1
2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 xn x2n · · · xn−1
n


 = V (x1, x2, · · · , xn)

Comme Ψ est un isomorphisme alors V (x1, x2, · · · xn) est inversible.
On appelle la matri
e V (x1, x2, · · · , xn) une matri
e de Vandermonde.

Réponse de l'exer
i
e 20.26

1. On suppose qu'il existe g ∈ L(E) telle que g ◦ f = IdE .

Soit x ∈ Ker(f). Alors
x = (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(0E) = 0E

Ainsi Ker(f) = {0E}, f est don
 inje
tive. Puisque f ∈ L(E,E) et que dim(E) = dim(E) alors f est

bije
tive.

2. On suppose qu'il existe g ∈ L(E) telle que f ◦ g = IdE . Soit y ∈ E, alors y = f(g(y) et don
 y ∈ Im(f). f
est ainsi surje
tive et, 
omme f ∈ L(E,E) et que dim(E) = dim(E) alors f est bije
tive.
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Chapitre 21

Variables aléatoires réelles �nies

Exer
i
es

Exer
i
e 21.1

La loi de probabilité d'une variable aléatoire X est donnée par le tableau suivant :

xi −4 −2 1 2 3

P(X = xi) 0.1 0.35 0.15 0.25 0.15

1. Tra
er le diagramme en bâtons de X.

2. Donner sa fon
tion de répartition et en tra
er le graphe.

3. Cal
ulez P(X < 0), P(X > −1), P(−3, 5 < X 6 −2) et P(−3, 5 < X < −2).
4. Donner, sous forme d'un tableau, la loi de probabilité des variables aléatoires suivantes : |X|, X2 +X − 2,

inf(X, 1), sup(X,−X2).

Exer
i
e 21.2

Soit θ ∈
[
0,

1

2

[
et X une v.a.r à valeurs dans J0, 3K dont la loi de probabilité est dé�nie par

P(X = 0) = P(X = 3) = θ P(X = 1) = P(X = 2) =
1

2
− θ

1. Cal
uler E(X) et V(X).

2. On pose R = X(X − 1)(X − 2)(X − 3). Donner la loi de probabilité de R.

3. Donner la loi de probabilité des v.a.r. suivantes :

S =
(1−X)(2 −X)(3−X)

6
T =

X(3−X)

2
V =

X(X − 1)(X − 2)

6

Exer
i
e 21.3

Soit F : R→ R la fon
tion dé�nie par :

F (x) =





0 si x < −2
1

3
si − 2 6 x < 1

2

5
si 1 6 x < 2

1 si 2 6 x
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1. Tra
er la 
ourbe représentative de F .

2. Soit X une variable aléatoire ayant F pour fon
tion de répartition. Cal
uler P(X 6 0).

3. Cal
uler P(X = 1) et P(X = −1).
4. Déterminer la loi de X

5. Soient Y et Z les variables aléatoires dé�nies par Y =
X

2
et Z = X + 2. Déterminer les fon
tions de

répartition de Y et de Z et tra
er leurs 
ourbes représentatives sur le même graphique que F .

Exer
i
e 21.4

Aurore organise une loterie. Elle vend 50 billet à 1e 
ha
un, puis 
hoisit au hasard (de manière équiprobable)

un billet. Le détenteur du billet en question gagne alors une bi
y
lette a
hetée en solde pour 35e . Bastien a
hète

un billet et Catherine en a
hète deux.

1. Cal
uler la probabilité que Bastien gagne, que Catherine gagne.

2. On note B le gain de Bastien et C 
elui de Catherine. Cal
uler l'espéran
e et la varian
e de B, ainsi que
l'espéran
e de C.

Exer
i
e 21.5

Un dé à six fa
es amène le six ave
 la probabilité p (p ∈]0, 1[) à 
haque lan
er. On le lan
e indé�niment, et on

note Xn la v.a.r. égale au nombre de fois où le six est sorti au 
ours des 6n premiers lan
er (n ∈ N∗
).

1. Donner la loi de Xn, son espéran
e et sa varian
e.

2. É
rire l'inégalité de Bienaymé�T
hebi
hev pour la v.a.r. Xn.

3. On suppose le dé honnête. D'après l'inégalité, quelle est la plus petite valeur de n pour laquelle on a plus

d'une 
han
e sur deux d'obtenir une fréquen
e d'apparition du six qui s'é
arte de moins de 10−2
de la

valeur

1

6
?

Exer
i
e 21.6

Une ma
hine à sous fon
tionne de la manière suivante : on introduit une piè
e de 1e et 3 roues tournent ; 
es

roues présentent les dix 
hi�res 0 à 9 et 
haque roue s'arrête en montrant un 
hi�re au hasard. Si les trois 
hi�res

sont di�érents, le joueur perd sa mise. S'il y a un � double �le joueur tou
he 2e et s'il y a un � triple �le joueur

tou
he ye ( y est un entier).

Pour quelles valeurs de y le jeu est-il favorable au tenan
ier ?

Exer
i
e 21.7

On extrait au hasard 6 lapins de leur 
age. Chaque animal possède, indépendamment des autres, la probabilité

0.5 d'être un mâle. Soit C la variable aléatoire égale au nombre de 
ouples mâle�femelle formés simultanément

ave
 les 6 animaux. Donner la loi de C et 
al
uler E(C).

Exer
i
e 21.8

1. Trois garçons invitent trois �lles à une soirée. Chaque garçon 
hoisit indépendamment des autres une �lle

et lui envoie un SMS. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de �lles invitées. Donner la loi de X et


al
uler son espéran
e.

2. En fait les garçons peuvent inviter une �lle ou un garçon indi�éremment. Reprendre la question pré
édente.
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Exer
i
e 21.9

N urnes 
omportent 
ha
une des jetons numérotés de 1 à n. On tire au hasard un numéro dans 
haque urne, et

on appelle X le plus grand des numéros tirés.

1. Déterminer la fon
tion de répartition FX de X.

2. Trouver la loi de X.

3. Cal
uler E(X). Quelle est la limite de

E(X)

n
quand n tend vers +∞ ? En déduire un équivalent de E(X)

lorsque n tend vers +∞.

4. Quelle est la limite de E(X) lorsque N tend vers +∞ ? Commenter.

Exer
i
e 21.10

On 
onsidère 4 lettres et 4 enveloppes 
orrespondantes. On met au hasard les 4 lettres dans les enveloppes et on
dé�nit une variable aléatoire X égale au nombre de lettres qui atteindront leur destinataire. Cal
uler E(X).

Exer
i
e 21.11

On lan
e un dé idéal au plus 
inq fois, en s'arrêtant dès que l'on a obtenu un 6. On note Y le nombre de lan
er

e�e
tués. Déterminer la loi de Y .

Exer
i
e 21.12

Soit n ∈ N On lan
e une piè
e de monnaie supposée honnête n fois de suite.

1. À l'aide l'inégalité de Bienaymé-T
hebi
hev, trouver une 
ondition sur l'entier n pour que le rapport

du nombre de fa
e obtenus sur le nombre de lan
er soit stri
tement 
ompris entre 0, 4 et 0, 6 ave
 une

probabilité supérieure ou égale à 0, 9.

2. Au bout de 1000 lan
ers, on observe une proportion de pile de 0, 65. La piè
e est-elle vraiment honnête ?

Exer
i
e 21.13

En une semaine, un 
hangeur de monnaie a distribué 1000 piè
es de monnaie dont 50 sont fausses. Guillaume a

reçu 15 piè
es de 
e 
hangeur. Donner une valeur appro
hée de la probabilité qu'au moins 3 de 
es piè
es soient

fausses.

Exer
i
e 21.14

On 
onsidère une v.a.r. X telle que X(Ω) = J0, nK, ave
 n ∈ N. Montrer que

E(X) =

n∑

k=1

P(X > k)

Exer
i
e 21.15

Pour 
ha
une des variables aléatoires qui sont dé
rites 
i-dessous, indiquez quelle est sa loi exa
te (ave
 les

paramètres si l'énon
é permet de les déterminer) :

1. Nombre de �lles dans les familles de 6 enfants, sa
hant que la probabilité de naissan
e d'une �lle est 0.48

2. Nombre annuel d'a

idents à un 
arrefour donné, sa
hant qu'il y a 
haque jour une 
han
e sur 125 pour

qu'un a

ident survienne
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3. Dans une délégation de 20 personnes 
omptant 5 femmes, nombre de femmes présentes dans une sous-

délégation de 6 personnes tirées au sort.

4. Nombre de voix d'un des 
andidats à une éle
tion présidentielle lors du dépouillement des 100 premiers

bulletins dans un bureau de vote.

5. Il y a 128 boules numérotées de 1 à 128. On en tire 10 parmi les 128, puis on en tire une parmi les 10. On
note X le numéro de la boule obtenue. Loi de X ?

Exer
i
e 21.16

Dans 
ha
une des expérien
es qui suivent, re
onnaître la loi de X.

1. Un sa
 
ontient 26 jetons sur lesquels �gurent les 26 lettres de l'alphabet. On en aligne 5 au hasard que

l'on aligne a�n de former un mot de 5 lettres. X = nombre de voyelles dans 
e mot.

2. On range au hasard 20 objets dans 3 tiroirs. X = nombre d'objets dans le premier tiroir.

3. Une urne 
ontient 6 boules vertes, 3 boules rouges et 5 boules bleues. On tire su

essivement et sans remise

10 boules de l'urne. X = nombre de boules vertes tirées.

4. On prend un jeu de 32 
artes mélangées. On retourne une par une les 
artes jusqu'à l'apparition de l'as

de 
÷ur. X = nombre de 
artes que l'on a retournées.

5. On suppose que 1% des trè�es possèdent 4 feuilles. On 
ueille 100 trè�es. X = nombre de trè�es à 4 feuilles

ueillis.

Exer
i
e 21.17

1. Soit X une variable de loi uniforme sur J0, aK . On suppose que V(X) = 2. Déterminer la valeur de a.

2. Soit Y une variable de loi binomiale sur J0, nK. On suppose que E(Y ) = 6 et σ(Y ) = 2. Déterminer la

valeur de n.

3. Soit Z une variable suivant une loi binomiale, on suppose que X a une espéran
e de 24 et une varian
e de

18. Cal
uler les paramètres de la loi de Z.

Exer
i
e 21.18

Une urne 
ontient n − 1 boules blan
hes et une boule noire, où n > 1. On tire su

essivement et sans remise

toutes les boules. On désigne par X le rang du tirage de la boule noire.

Déterminer la loi de X, son espéran
e et sa varian
e.

Exer
i
e 21.19

1. Lors d'une séan
e de penaltys, 
inq joueurs tirent su

essivement leur penalty, indépendamment les uns

des autres. On suppose qu'ils ont tous une probabilité

2

3
de marquer.

(a) Donner la loi du nombre de penaltys marqués par l'équipe.

(b) Quelle est la probabilité pour que l'équipe réussisse exa
tement 3 penaltys ?

(
) Combien, en espéran
e, l'équipe réussira de penaltys ?

2. Dans une entreprise de 100 personnes dont 30 femmes, on 
hoisit au hasard une équipe de 5 joueurs (ou

joueuses) pour parti
iper à une 
ompétition de basket.

(a) Donner la loi du nombre de femmes dans l'équipe.

(b) Quelle est la probabilité pour que l'équipe 
ontienne exa
tement 2 femmes ?
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(
) Justi�er que 
ette probabilité peut être appro
hée grâ
e à la loi binomiale. Véri�er que 
ette approxi-

mation est bonne.

(d) Combien, en moyenne, l'équipe 
ontiendra t-elle de femmes ?

Exer
i
e 21.20

On tire 6 
artes ave
 remise dans un jeu de 32 
artes. On note Y le nombre de rois tirés.

1. Déterminer la loi de Y , son espéran
e et sa varian
e.

2. Même question ave
 un tirage sans remise.

Exer
i
e 21.21

On lan
e deux dés parfaitement équilibrés. Soit T la somme des points obtenus, X le reste de la division de T
par 2 et Y le reste de la division de T par 5.

1. Donner la loi 
onjointe de (X,Y ).

2. En déduire les lois marginales de X et Y .

3. X et Y sont-elles indépendantes ?

Exer
i
e 21.22

Une urne U1 
ontient n boules numérotées de 1 à n. Une urne U2 
ontient des boules rouges en proportion p.
On tire une boule au hasard dans U1 et on note X la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée. Si

X = k, on tire k fois une boule dans U2 ave
 remise et on appelle Y le nombre de boules rouges tirées.

1. Déterminer la loi de X, son espéran
e et sa varian
e.

2. Déterminer la loi de Y sa
hant X = k.

3. Déterminer la loi du 
ouple (X,Y ).

Exer
i
e 21.23

1. Soit X une v.a.r de loi uniforme sur J1, 20K.

(a) Quelle est la loi de max(X, 10) − 1 ?

(b) Quelle est la loi de 21−X ?

2. Soit Y une v.a.r de loi binomiale de paramètres 10 et

1

4
:

(a) Quelle est la loi de min(Y, 1) ?

(b) Quelle est la loi de 10− Y ?

Exer
i
e 21.24

On 
onsidère une urne 
ontenant 8 billes vertes et 8 billes bleues, dont on extrait un paquet de 8 billes. Soit N
la variable aléatoire égale au nombre de billes vertes dans le groupe. Cal
uler, à la 
al
ulatri
e, P(3 6 N 6 5) et


omparer ave
 la probabilité de l'évènement similaire pour une loi binomiale de paramètres 8 et

1

2
.

Exer
i
e 21.25

Aurore (A) et Bastien (B) jouent à un petit jeu dont la règle est la suivante : A lan
e deux piè
es et C trois ; si

A obtient plus de piles que C, elle gagne 10e , s'elle en obtient autant elle gagne 1e et s'il en obtient moins elle

perd 5e . Préférerez-vous être Aurore ou Bastien ?
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Exer
i
e 21.26

On dispose d'une urne 
ontenant 10 boules blan
hes et 10 boules noires. On tire 5 boules simultanément dans


ette urne.

1. Cal
uler (à la 
al
ulatri
e) la probabilité de tirer plus de boules blan
hes que de boules noires.

2. Reprendre la question pré
édente en supposant que les tirages se font su

essivement et ave
 remise.

Exer
i
e 21.27

Cette feuille d'exer
i
e 
ontient k erreurs typographiques. Lors de la rele
ture une erreur à la probabilité p = 0.75
d'être déte
tée par un le
teur attentif (et il y a indépendan
e entre la déte
tion des di�érentes erreurs).

1. Cal
uler le nombre moyen d'erreurs non déte
tées.

2. Cal
uler ensuite 
ette espéran
e si le texte est soumis à 37 rele
tures indépendantes.

Exer
i
e 21.28

Une urne 
ontient 5 boules rouges, 5 boules blan
hes et 6 boules bleues. On tire 4 boules su

essivement, sans

remise.

1. On désigne par X la v.a.r. égale au nombre de boules rouges obtenues. Déterminer la loi de X, puis 
al
uler

E(X) et V(X).

2. On tire 4 boules su

essivement, ave
 remise. On désigne par Y la v.a.r. égale au nombre de boules rouges

obtenues. Reprendre la question pré
édente ave
 Y .

3. (a) Comparer E(X) et E(Y ), 
ommenter.

(b) Comparer σ(X) et σ(Y ) et 
ommenter.

Exer
i
e 21.29

Un examen 
omporte 15 questions 
ha
une admettant 3 réponses possibles. Les étudiants répondent à 
haque

question indépendamment. On suppose que 70% des étudiants ont préparés l'examen et répondent à une question


orre
tement ave
 une probabilité de 0.8, les 30% restants répondent aux questions au hasard. Il faut au moins

8 bonnes réponses pour réussir l'examen.

1. Si un étudiant é
houe, quelle est la probabilité pour qu'il ait préparé l'examen ?

2. Soit M le nombre moyen de bonnes réponses pour un étudiant ayant préparé l'examen. Si un étudiant

obtient 
ette note M quelle est la probabilité pour qu'il n'ait pas préparé l'examen ?

Exer
i
e 21.30

Une urne 
ontient n > 1 boules dont r > 1 sont rouges et les autres sont blan
hes. On tire su

essivement et sans

remise toutes les boules. Soit x ∈ J1, rK. On appelle X le rang d'apparition de la x�ième boule rouge. Trouver la

loi de X.

Exer
i
e 21.31

Un sa
 
ontient n jetons numérotés de 1 à n, où n > 3. On extrait 3 jetons simultanément, on note X, Y et Z
les trois numéros obtenus ave
 X < Y < Z.

1. Déterminer la loi de Y .

2. Cal
uler son espéran
e.
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Exer
i
e 21.32

Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par

P(X = 0) =
1

6
, P(X = 1) = P (X = −1) = 1

4
et P(X = 2) = P (X = −2) = 1

6

Soit Y = X2
.

1. Donner la loi du 
ouple (X,Y ). En déduire la loi de Y .

2. X et Y sont-elles indépendantes ? Cal
uler Cov(X,Y ).

Exer
i
e 21.33

On lan
e n dés équilibrés et, pour tout entier i 
ompris entre 1 et 6, on note Xi la variable aléatoire qui prend

la valeur 1 si la fa
e i est apparue au moins une fois et à 0 sinon.

1. Donner la loi de Xi .

2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de numéros de fa
es di�érents obtenus. Cal
uler l'espéran
e

de X.

3. (a) Pour (i, j) ∈ J1, 6K2, i 6= j, déterminer la loi 
onjointe de (Xi,Xj). En déduire Cov(Xi,Xj).

(b) Cal
uler V(X).

Exer
i
e 21.34

Un sa
 
ontient n jetons numérotés de 1 à n. On tire su

essivement et sans remise 2 jetons de 
e sa
. On note

X le numéro du premier jeton tiré et Y le numéro du deuxième jeton tiré.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer P(Y = j|X = i) pour (i, j) ∈ J1, nK2. Les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Cal
uler la 
ovarian
e du 
ouple (X,Y ).

Exer
i
e 21.35

Soit n ∈ N∗
et X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur J1, nK. Soit Y la variable aléatoire dé�nie

par Y = (X + 1)2. Cal
uler la 
ovarian
e de X et de Y .

Exer
i
e 21.36

Soit X et Y deux v.a.r. dis
rètes admettant des varian
es V(X) et V(Y ). On pose Z = X + Y et T = X − Y .
1. Montrer que si Z et T sont indépendantes alors V(X) = V(Y ).

2. Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes de même lois prenant les valeurs 1, 2, 3 ave
 la probabilité

1

3
3. (a) Montrer que V(X) = V(Y ).

(b) Déterminer les lois de Z et de T . Sont-elles indépendantes ?

Exer
i
e 21.37

Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant toutes les deux une loi B
(
3,

1

2

)
. Soit Z = X − Y .

1. Déterminer la loi de Z.
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2. Z et X sont-elles indépendantes ?

3. Cal
uler Cov(X,Z).

Loi de Hardy-Weinberg 21.38

En 1908, un mathémati
ien anglais, G.H. Hardy, et un méde
in allemand W. Weinberg ont formulé une loi,


onnue sous le nom de loi de Hardy-Weinberg, qui 
on
erne les fréquen
es alléliques pour un gène pouvant

s'exprimer sous la forme de deux allèles A et a dans une population diploïde idéale. Nous dirons qu'une population

est idéale lorsque

� La population est de taille in�nie.

� Les individus s'y unissent aléatoirement, impliquant l'union aléatoire des gamètes. Il n'y a don
 pas de


hoix du 
onjoint en fon
tion de son génotype. On dit alors que la population est panmi
tique.

� Il n'y a pas de migration. Au
une 
opie allélique n'est apportée de l'extérieur.

� Il n'y a pas de mutation.

� Il n'y a pas de séle
tion.

� Les générations sont séparées.

On a alors la loi de Hardy-Weinberg :

Si p ∈ [0, 1] est la proportion d'allèles A dans la population initiale et 1− p la proportion d'allèles a alors

'est en
ore le 
as à 
haque génération suivante.

De plus, si r, s, t sont les proportions respe
tives des génotypes AA, Aa et aa dans la population initiale

ave
 r+ s+ t = 1 alors les fréquen
es de AA, Aa et aa pour toutes les générations suivantes sont égales à

(
r +

s

2

)2
, 2

(
r +

s

2

)(
t+

s

2

)
,

(
t+

s

2

)2

Cette loi est généralisable à un lo
us ave
 plusieurs allèles A1, A2, · · · , Ak.

Conséquen
es.

� Les relations de dominan
e entre allèles n'ont au
un e�et sur l'évolution des fréquen
es alléliques.

� La ségrégation mendélienne aléatoire des 
hromosomes préserve la variabilité génétique des populations.

� L'évolution étant dé�nie par un 
hangement des fréquen
es alléliques, une population diploïde idéale

n'évolue pas.

� Seules les violations des propriétés de la population idéale permettent le pro
essus évolutif.

Appli
abilité de la loi de Hardy-Weinberg.

Bien que les propriétés d'une population idéale apparaissent un peu surréalistes, la plupart des populations

présentent des fréquen
es génotypiques en équilibre de Hardy-Weinberg pour une grande majorité des lo
us.

Ce
i est dû au fait que 
et équilibre résulte avant tout de la ségrégation aléatoire des 
hromosomes qui a lieu

à 
haque génération. Par 
ontre, dans les populations naturelles, les fréquen
es alléliques varient 
onstamment

d'une génération à l'autre sous l'in�uen
e de divers fa
teurs (séle
tion, dérive génétique, et
...). Mais l'équilibre

de Hardy-Weinberg est rétabli au début de 
haque génération. L'équilibre est avant tout perturbé si les gamètes

ne sont pas produites aléatoirement (meioti
 drive), ou si il y a 
hoix du 
onjoint (
onsanguinité). Notez que

la séle
tion naturelle n'a�e
te pas l'équilibre de Hardy-Weinberg parmi les nouveau-nés. Son e�et ne devient

per
eptible que par la suite, au 
ours du développement.

On va prouver la loi de Hardy-Weinberg. Soit Xi la variable aléatoire exprimant le génotype d'un individu

tiré au hasard parmi la population à la génération i. On suppose que la la loi de X0 est donnée par le tableau

suivant :

xi AA Aa aa

P(X = xi) p q r

Bastien Marmeth 477 Page 477/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Pour obtenir un individu de la génération i+1 on tire indépendamment deux individus de la génération i et on
tire aléatoire un des allèles de 
haque individu pour 
onstituer le génotype de notre nouvel individu.

1. On note pi = P(Xi = AA), qi = P(Xi = Aa) et ri = P(Xi = aa). Exprimer (pi+1, qi+1, ri+1) en fon
tion

de (pi, qi, ri).

2. Déterminer (p1, q1, r1) et (p2, q2, r2). Que peut-on 
on
lure ?

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 21.1

1. On obtient le diagramme en bâtons suivant

Figure 21.1 � Diagramme en bâtons de X

−4 −2 1 2 3

0

0.2

0.1

0.3

0.02

0.04

0.06

0.08

0.12

0.14

0.16

0.18

0.22

0.24

0.26

0.28

0.32

0.34

2. La fon
tion de répartition FX de X est

FX : R → [0, 1]

t 7→





0 si t < −4
0.1 si − 4 6 t < −2
0.45 si − 2 6 t < 1

0.6 si 1 6 t < 2

0.85 si 2 6 t < 3

1 si 3 6 t

Son graphe est
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Figure 21.2 � Fon
tion de répartition de X

0−4 −2 2 4−5 −3 −1 1 3

0

1

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

1.1

3. On a

� P(X < 0) = P(X ∈ {−4,−2}) = P(X = −4) + P(X = −2) = 0.45
� P(X > −1) = 1− P(X 6 −1) = 1− F (−1) = 1− 0.45 = 0.55
� P(−3, 5 < X 6 −2 = P(X = −2) = 0.1
� P(−3, 5 < X < −2) = P(∅) = 0

4. Donner, sous forme d'un tableau, la loi de probabilité des variables aléatoires suivantes : |X|, X2 +X − 2,
inf(X, 1), sup(X,−X2).

On 
ommen
e par déterminer |X|(Ω), on a |X|(Ω) = {1, 2, 3, 4}
� P(|X| = 1) =

∑

x∈X(Ω)
|x|=1

P(X = x) = P(X = 1) = 0.15

� P(|X| = 2) =
∑

x∈X(Ω)
|x|=2

P(X = x) = P(X = −2) + P(X = 2) = 0.6

� P(|X| = 1) =
∑

x∈X(Ω)
|x|=3

P(X = x) = P(X = 3) = 0.15

� P(|X| = 1) =
∑

x∈X(Ω)
|x|=4

P(X = x) = P(X = −4) = 0.1

Ainsi la loi de |X| est donnée par le tableau suivant

xi 1 2 3 4

P(|X| = xi) 0.15 0.6 0.15 0.1

On a (X2 +X − 2)(Ω) = {0, 4, 10}
� P(X2 +X − 2 = 0) =

∑

x∈X(Ω)
x2+x−2=0

P(X = x) = P(X = −2) + P(X = 1) = 0.5

� P(X2 +X − 2 = 4) =
∑

x∈X(Ω)
x2+x−2=4

P(X = x) = P(X = 2) = 0.25
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� P(X2 +X − 2 = 10) =
∑

x∈X(Ω)
x2+x−2=10

P(X = x) = P(X = −4) + P(X = 3) = 0.25

Ainsi la loi de X2 +X − 2 est donnée par le tableau suivant

xi 0 4 10

P(X2 +X − 2 = xi) 0.5 0.25 0.25

On a (inf(X, 1))(Ω) = {−4,−2, 1}
� P(inf(X, 1) = −4) =

∑

x∈X(Ω)
inf(x,1)=−4

P(X = x) = P(X = −4) = 0.1

� P(inf(X, 1) = −2) =
∑

x∈X(Ω)
inf(x,1)=−2

P(X = x) = P(X = −2) = 0.35

� P(inf(X, 1) = 1) =
∑

x∈X(Ω)
inf(x,1)=1

P(X = x) = P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) = 0.55

Ainsi la loi de inf(X, 1) est donnée par le tableau suivant

xi −4 −2 1

P(X2 +X − 2 = xi) 0.1 0.35 0.55

En�n on a (sup(X,−X2))(Ω) = {−4,−2, 1, 2, 3}
� P(sup(X,−X2) = −4) =

∑

x∈X(Ω)
sup(x,−x2)=−4

P(X = x) = P(X = −4) = 0.1

� P(sup(X,−X2) = −2) =
∑

x∈X(Ω)
sup(x,−x2)=−2

P(X = x) = P(X = −2) = 0.35

� P(sup(X,−X2) = 1) =
∑

x∈X(Ω)
sup(x,−x2)=1

P(X = x) = P(X = 1) = 0.15

� P(sup(X,−X2) = 2) =
∑

x∈X(Ω)
sup(x,−x2)=2

P(X = x) = P(X = 2) = 0.25

� P(sup(X,−X2) = 3) =
∑

x∈X(Ω)
sup(x,−x2)=3

P(X = x) = P(X = 3) = 0.15

Ainsi la loi de sup(X,−X2) est donnée par le tableau suivant

xi −4 −2 1 2 3

P(X = xi) 0.1 0.35 0.15 0.25 0.15

sup(X,−X2) est don
 de même loi que X.

Réponse de l'exer
i
e 21.2

1. On a

E(X) =
∑

x∈X(Ω)

xP(X = x)

= 0θ + 1

(
1

2
− θ
)
+ 2

(
1

2
− θ
)
+ 3θ
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=
3

2

E(X) =
∑

x∈X(Ω)

xP(X = x)

= 02θ + 12
(
1

2
− θ
)
+ 22

(
1

2
− θ
)
+ 32θ

=
5

2
+ 4θ

D'où

V(X) = E(X2)− E(X)2 = 4θ +
5

2
− 9

4
= 4θ +

1

4

2. On a R(Ω) = {0}, ainsi R suit la loi 
ertaine égale à 0.

3. On a S(Ω) = {0, 1} et
� P(S = 0) =

∑

x∈X(Ω)
(1−x)(2−x)(3−x)

6 =0

P(X = x) = P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) = 1− θ

� P(S = 1) =
∑

x∈X(Ω)
(1−x)(2−x)(3−x)

6 =1

P(X = x) = P(X = 0) = θ

Ainsi S suit une loi de Bernoulli de paramètre θ.

On a T (Ω) = {0, 1} et
� P(T = 0) =

∑

x∈X(Ω)
x(3−x)

2 =0

P(X = x) = P(X = 0) + P(X = 3) = 2θ

� P(T = 1) =
∑

x∈X(Ω)
x(3−x)

2 =1

P(X = x) = P(X = 1) + P(X = 2) = 1− 2θ

Ainsi T suit une loi de Bernoulli de paramètre 1− 2θ.

On a V (Ω) = {0, 1} et
� P(V = 0) =

∑

x∈X(Ω)
x(x−1)(x−2)

6 =0

P(X = x) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) = 1− θ

� P(V = 1) =
∑

x∈X(Ω)
x(x−1)(x−2)

6 =1

P(X = x) = P(X = 3) = θ

Ainsi V suit une loi de Bernoulli de paramètre θ.

Réponse de l'exer
i
e 21.3

1. Le graphe de F est le suivant

Bastien Marmeth 481 Page 481/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Figure 21.3 � Fon
tion de répartition de X

0−2 2−3 −1 1 3−2.8 −2.6 −2.4 −2.2 −1.8 −1.6 −1.4 −1.2 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2.2 2.4 2.6 2.8

0

1

−0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

−0.1

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

1.1

2. On a P(X 6 0) = F (0) =
1

3
3. P(X = 1) 
orrespond à la � hauteur du saut que F fait en 1 �, soit

P(X = 1) = lim
t→1+

F (t)− lim
x→1−

F (t)

= 1− 2

5

=
3

5

De même, P(X = −1) 
orrespond à la � hauteur du saut que F fait en −1 �, soit
P(X = −1) = lim

t→−1+
F (t)− lim

x→−1−
F (t)

=
1

3
− 1

3
= 0

4. La fon
tion de répartition de X fait des � sauts �en −2, 1 et 2. Ainsi X(Ω) = {−2, 1, 2} et on a

� P(X = −2) = 1

3
− 0 =

1

3

� P(X = 1) =
2

5
− 1

3
=

1

15

� P(X = 2) = 1− 2

5
=

3

5
5. On a, pour t ∈ R

FY (t) = P(Y 6 t) = P

(
X

2
6 t

)
= P(X 6 2t) = FX(2t)

FZ(t) = P(Z 6 t) = P(X + 2 6 t) = P(X 6 t− 2) = FX(t− 2)

Ainsi, pour t ∈ R on a

FY (t) =





0 si 2t < −2
1

3
si − 2 6 2t < 1

2

5
si 1 6 2t < 2

1 si 2 6 2t

=





0 si t < −1
1

3
si − 1 6 t <

1

2
2

5
si

1

2
6 t < 1

1 si 1 6 t
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FZ(t) =





0 si t− 2 < −2
1

3
si − 2 6 t− 2 < 1

2

5
si 1 6 t− 2 < 2

1 si 2 6 t− 2

=





0 si t < 0
1

3
si 0 6 t < 3

2

5
si 3 6 t < 4

1 si 4 6 t

Sur le graphique suivant, FX est ra
ée en bleu, FY en rouge et FZ en vert.

Soient Y et Z les variables aléatoires dé�nies par Y =
X

2
et Z = X + 2.

Figure 21.4 � Fon
tions de répartition de X,Y et Z

0−2 2 4−3 −1 1 3 5−2.5 −1.5 −0.5 0.5 1.5 2.5 3.5 4.5

0

1

−0.2
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0.4

0.6

0.8

1.2

−0.1

0.1

0.3

0.5

0.7

0.9

1.1

Réponse de l'exer
i
e 21.4

1. Notons Gi l'événement � le billet i est gagnant �où le billet 1 est a
heté par Bastien et les billets 2 et 3

par Catherine, on a alors

� P( Bastien gagne ) = P(G1) =
1

50

� P( Catherine gagne ) = P(G2 ∪G3) = P(G2) + P(G3)− P(G2 ∩G3) =
2

50
2. On a B(Ω) = {−1, 34} et

E(B) = −1× 49

50
+ 34 × 1

50
= −15

50
= − 3

10

V(B) = E(B2)− E(B)2
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= 1× 49

50
+ 342 × 1

50
− 9

100

=
2401

100

On a également C(Ω) = {−2, 33} et

E(C) = −2× 48

50
+ 33× 2

50
= −3

5

De manière générale, une personne qui a
hète k billets a une probabilité

50− k
50

de perdre ke et une

probabilité

k

50
de gagner 35− ke 
e qui donne une espéran
e de gain de

−k × 50− k
50

+ (35− k) k
50

= −3k

10

La meilleure stratégie pour optimiser son gain moyen est don
 de ne pas a
heter de billets.

Réponse de l'exer
i
e 21.5

1. Xn suit une loi binomiale B(6n, p), son espéran
e est don
 E(X) = 6np et sa varian
e V(X) = 6np(1− p).
2. L'inégalité de Bienaymé�T
hebi
hev pour la v.a.r. Xn est

∀ε > 0 P(|Xn − 6np| > ε) 6
6np(1− p)

ε2

3. On suppose le dé honnête, d'où p =
1

6
.

On a alors

∀ε > 0 P(|Xn − n| > ε) 6
5n

6ε2

D'où

∀ε > 0 P

(∣∣∣∣
Xn

6n
− 1

6

∣∣∣∣ >
ε

6n

)
6

5n

6ε2

On prend alors ε = 6n× 10−2
et on a

P

(∣∣∣∣
Xn

6n
− 1

6

∣∣∣∣ > 10−2

)
6

5× 104n

63n2

D'où

P

(∣∣∣∣
Xn

6n
− 1

6

∣∣∣∣ 6 10−2

)
> 1− 5× 104

63n

On 
her
he alors n de telle sorte que 1− 5× 104

63n
>

1

2
, 
'est-à-dire n >

105

63
. Or

105

63
≃ 462.9.

Ainsi la plus petite valeur de n pour laquelle on a plus d'une 
han
e sur deux d'obtenir une fréquen
e

d'apparition du six qui s'é
arte de moins de 10−2
de la valeur

1

6
lorsque l'on fait 6n lan
ers est 463.

Réponse de l'exer
i
e 21.6

Notre univers est Ω = J0, 9K3 muni de la probabilité uniforme.

Notons X la variable aléatoire 
orrespondant au gain du joueur. On a alors X(Ω) = {−1, 1, y − 1}
On a alors
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� P(X = −1) = P( trois résultats di�érents ) =
10× 9× 8

103
=

72

100

� P(X = y − 1) = P( trois résultats égaux ) =
10× 1× 1

103
=

1

100

� P(X = 1) = 1− P(X = −1)− P(X = y − 1) = 1− 72

100
− 1

100
=

27

100
D'où

E(X) =
∑

x∈X(Ω)

xP(X = x)

= −1P(X = −1) + 1P(X = 1) + (y − 1)P(X = y − 1)

= − 72

100
+

27

100
+
y − 1

100

=
y − 46

100

Le jeu est favorable au tenan
ier si le gain moyen d'un joueur est stri
tement négatif, 
'est-à-dire si E(X) < 0

e qui 
orrespond à y < 46.

Réponse de l'exer
i
e 21.7

On va supposer que nos lapins sont monogames et don
 que si on tire par exemple 2 mâles et 4 femelles on ne

forme que 2 
ouples.

On a C(Ω) = J0, 3K et la loi de C est donnée par le tableau suivant :

ci 0 1 2 3

P(C = ci)
2

26
2×

(6
1

)

26
2×

(6
2

)

26

(6
3

)

26

C'est-à-dire

ci 0 1 2 3

P(C = ci)
1

32

6

32

15

32

10

32

On a alors

E(C) =
∑

c∈C(Ω)

cP(C = c)

= 0P(C = 0) + 1P(C = 1) + 2P(C = 2) + 3P(C = 3)

=
6 + 30 + 30

32

=
33

16

Réponse de l'exer
i
e 21.8

1. On suppose que 
haque garçon 
hoisit uniformément parmi les trois �lles (très romantique).

On a alors X(Ω) = J1, 3K et

� P(X = 1) =
3× 1× 1

33
=

1

9

� P(X = 3) =
3× 2× 1

33
=

2

9
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� P(X = 2) = 1− P(X = 1)− P(X = 3) =
6

9
La loi de X est don
 donnée par le tableau suivant

xi 1 2 3

P(X = xi)
1

9

6

9

2

9

2. Dans 
ette nouvelle situation on a X(Ω) = J0, 3K. Chaque garçon peut 
hoisir parmi 5 autres personnes

(ils ne poussent pas le nar
issisme jusqu'à s'inviter eux mêmes). Ainsi

� P(X = 0) =
23

53
=

8

125

� P(X = 3) =
3× 2× 1

53
=

6

125
X = 2 
orrespond à deux types de situations mutuellement in
ompatibles :

� Un garçon a invité un garçon et les deux autres deux �lles di�érentes, 
e qui arrive ave
 une probabilité

de

3× 2× 3× 2

53
(on 
hoisit au hasard le garçon qui n'invite pas de �lles, 
e garçon a deux 
hoix

possibles puis les deux autres garçons invitent deux �lles di�érentes)

� Tous les garçons on invité deux �lles mais une �lle a été invité deux fois, 
e qui arrive ave
 probabilité

2× 2× 3

53
(on 
hoisit les deux �lles invitées, on 
hoisit la �lle invitée une seule fois et on 
hoisit le

garçon qui invite 
ette �lle)

Ainsi P(X = 2) =
36

125
+

12

125
=

48

125
En�n on peut 
al
uler P(X = 1) en utilisant la relation P(X = 1) = 1 − P(X = 0) − P(X = 0) − P(X =

3) =
125− 8− 48− 6

125
=

63

125
On peut également dénombrer la situation X = 1 : On 
hoisit la seule �lle

invitée (3 
hoix), 
haque garçon a alors 3 
hoix possibles (27 situations) et on enlève les 6 situations ou

au
un garçon n'a invité de �lles, 
e qui nous fait don
 3× 21 situations soit 63 situations sur 125.

La loi de X est don
 donnée par le tableau suivant

xi 0 1 2 3

P(X = xi)
8

125

63

125

48

125

6

125

Réponse de l'exer
i
e 21.9

1. Notons Ti le résultat du tirage dans 
haque urne, tirages que l'on suppose indépendants.

Notons FT La fon
tion de répartition 
ommune des Ti (les Ti ont même loi don
 même fon
tion de

répartition), pour t ∈ R on a alors

FTi
= P(Ti 6 t)

=
Card({k ∈ J1, nK , k 6 t)

n

=





0 si t < 1
⌊t⌋
n

si t ∈ [1, n[

1 si t > n

On a ensuite, pour t ∈ R,

FX(t) = P(X 6 t)

= P( max
i∈J1,NK

Ti 6 t)
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= P(
(⋂
{Ti 6 t}

)

=

N∏

i=1

P(Ti 6 t)

= FT (t)
N

=





0 si t < 1

⌊t⌋N
nN

si t ∈ [1, n[

1 si t > n

2. On a X(Ω) = J1, nK et, pour k ∈ J1, nK

P(X = k) = FX(k)− FX(k − 1)

=
kN

nN
− (k − 1)N

nN

=
kN − (k − 1)N

nN

3. On a alors

E(X) =

n∑

k=1

kP(X = k)

=

n∑

k=1

k
kN − (k − 1)N

nN

=

∑n
k=1 k

N+1 −∑n
k=1 k(k − 1)N

nN

=

∑n
k=1 k

N+1 −∑n−1
j=0 (j + 1)jN

nN
on prend j = k − 1

=
nN+1 +

∑n−1
k=1 k

N+1 −∑n−1
j=0 j

N+1 −∑n−1
j=0 j

N

nN

=
nN+1 +

∑n−1
k=1 k

N+1 −∑n−1
j=1 j

N+1 − 0N+1 −∑n−1
j=0 j

N

nN

=
nN+1 −∑n−1

j=0 j
N

nN

= n−
n−1∑

j=0

jN

nN

Alors

E(X)

n
= 1− 1

n

n−1∑

j=0

(
j

n

)N

On re
onnait une somme de Riemann pour la fon
tion x 7→ xN , ainsi

lim
n→+∞

1

n

n−1∑

j=0

(
j

n

)N

=

∫ 1

0
tN dt =

1

N + 1

D'où

lim
n→+∞

E(X)

n
=

N

N + 1
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On en déduit que

E(x) ∼
n→+∞

Nn

N + 1

4. On a E(X) = n−
n−1∑

j=0

(
j

n

)N

Pour j ∈ J0, n− 1K on a −1 < j

n
< 1 d'où lim

N→+∞
E(X) = n

Réponse de l'exer
i
e 21.10

On a Ω = S4 l'ensemble des permutations d'un ensemble à 4 éléments, et X(Ω) = {0, 1, 2, 4}.
Le plus � simple �i
i est d'expli
iter les 24 éléments de S4 pour déterminer s'ils 
orrespondent à 0, 1, 2 ou 4

� bonnes �lettres.

On rappelle que (a, b) désigne la permutation qui é
hange a et b et laisse les autres éléments invariants,

(a, b, c) désigne la permutation qui envoie a sur b, b sur c et c sur a et laisse les autres invariants, (a, b, c, d) est la
permutation qui envoie a sur b, b sur c, c sur d et d sur a en laissant les autres éléments in
hangés et (a, b)(c, d)
est la permutation qui é
hange a et b et é
hange c et d.

Ω ={Id, (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4),
(1, 2, 3), (1, 3, 2), (1, 2, 4), (1, 4, 2), (1, 3, 4), (1, 4, 3), (2, 3, 4), (2, 4, 3),

(1, 2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3),

(1, 2, 3, 4), (1, 2, 4, 3), (1, 3, 2, 4), (1, 3, 4, 2), (1, 4, 2, 3), (1, 4, 3, 2)}

La loi de X est alors donnée par le tableau suivant

xi 0 1 2 4

P(X = xi)
9

24

8

24

6

24

1

24

On a alors

E(X) =
∑

x∈X(Ω)

xP(X = x)

=
8

24
+ 2

6

24
+ 4

1

24
= 1

Réponse de l'exer
i
e 21.11

On note X1,X2,X3,X4 et X5 les résultats des lan
ers su

essifs que l'on suppose indépendants et suivant la loi

uniforme sur J1, 6K.
On a Y (Ω) = J1, 5K et

� P(Y = 1) = P(X1 = 6) =
1

6
�

P(Y = 2) = P(X1 6= 6 , X2 = 6)

= P(X1 6= 6)P(X2 = 6) 
ar les lan
ers sont indépendants)

=
5

6

1

6
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�

P(Y = 3) = P(X1 6= 6 , X2 6= 6 , X3 = 6)

= P(X1 6= 6)P(X2 6= 6)P(X3 = 6) 
ar les lan
ers sont indépendants)

=

(
5

6

)2 1

6

�

P(Y = 4) = P(X1 6= 6 , X2 6= 6 , X3 6= 6 , X4 = 6)

= P(X1 6= 6)P(X2 6= 6)P(X3 6= 6)P(X4 = 6) 
ar les lan
ers sont indépendants)

=

(
5

6

)3 1

6

�

P(Y = 5) = P(X1 6= 6 , X2 6= 6 , X3 6= 6 , X4 6= 6 , X5 6= 6)

= P(X1 6= 6)P(X2 6= 6)P(X3 6= 6)P(X4 6= 6)P(X5 6= 6) 
ar les lan
ers sont indépendants)

=

(
5

6

)5

Le tableau de la loi de Y est don


yi 1 2 3 4 5

P(Y = yi)
1

6

5

6

1

6

(
5

6

)2 1

6

(
5

6

)3 1

6

(
5

6

)5

Réponse de l'exer
i
e 21.12

1. Notons X le nombre de fa
es obtenus, X suit alors une loi binomiale de paramètres n et

1

2
. On a E(X) =

n

2
et V(X) =

n

4
.

L'inégalité de Bienaymé-T
hebi
hev nous dit que, pour ε > 0,

P(|X − E(X)| > ε) 6
V(X)

ε2

D'où, en prenant ε = n× 0.1 on obtient

P

(
|X − n

2
| > n× 0.1

)
6

100n

4n2

C'est-à-dire

P

(∣∣∣∣
X

n
− 1

2

∣∣∣∣ > 0.1

)
6

25

n
ou en
ore

P

(
X

n
6∈]0.4, 0.6[

)
6

25

n

En passant aux événements 
ontraires on a alors

P

(
X

n
∈]0.4, 0.6[

)
> 1− 25

n

Il ne nous reste plus qu'à trouver n tel que 1− 25

n
> 0.9, 
'est-à-dire

n > 250
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2. L'inégalité obtenu pré
édemment nous dit que, si n = 1000 et la piè
e est vraiment honnête alors

p

(
X

1000
= 0.35

)
6 P

(∣∣∣∣
X

1000
− 0.5

∣∣∣∣ > 0.15

)

6 P(|X − E(X)| > 150)

6
V(X)

1502

6
25

22500

6
1

900

Si la piè
e est vraiment honnête alors on a une probabilité inférieure à

1

900
d'obtenir une proportion de

pile de 0, 65. Il est ainsi raisonnable de penser que la piè
e n'est pas honnête.

Réponse de l'exer
i
e 21.13

NotonsX le nombre de piè
es fausses reçues par Guillaume.X suit alors une loi hypergéométriqueH(50, 9950, 15).
On a alors

P(X > 3) = 1− P(X < 3)

= 1− P(X = 0)− P(X = 1)− P(X = 2)

= 1−
(50
0

)(950
15

)
(1000

15

) −
(50
1

)(950
14

)
(1000

15

) −
(50
2

)(990
13

)
(1000

15

)

=
113600023058004501381839

3246522832693782873159330
grâ
e à un logi
iel de 
al
ul

≃ 0.035

Réponse de l'exer
i
e 21.14

Comme X(Ω) = J0, nK on a don
 P(X > n+ 1) = 0. (
e qui sera utilise dans le 
al
ul suivant).

On a alors

E(X) =

n∑

k=0

kP(X = k)

=
n∑

k=0

k (P(X > k)− P(X > k + 1))

=
n∑

k=0

kP(X > k)−
n∑

k=0

kP(X > k + 1)

=
n∑

k=0

kP(X > k)−
n+1∑

j=1

(j − 1)P(X > j) on pose j = k + 1

= 0P(X > 0) +

n∑

k=1

kP(X > k)−
n∑

k=1

(k − 1)P(X > k)− nP(X > n+ 1)

=

n∑

k=1

(k − (k − 1))P(X > k)

= P(X > k)
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On a don
 bien

E(X) =

n∑

k=1

P(X > k)

Réponse de l'exer
i
e 21.15

1. On répète 6 fois de suite une expérien
e de Bernoulli qui a une probabilité de su

ès de 0.48. Le nombre
de su

ès suit alors une loi binomiale de paramètres 6 et 0.48. I
i le nombre de �lles dans les familles de 6
enfants, sa
hant que la probabilité de naissan
e d'une �lle est 0.48 suit alors une loi binomiale B(6, 0.48)

2. On répète 365 fois de suite une expérien
e de Bernoulli qui a une probabilité de su

ès de

1

125
. Le nombre

de su

ès suit alors une loi binomiale de paramètres 365 et

1

125
. I
i le nombre annuel d'a

idents à un


arrefour donné, sa
hant qu'il y a 
haque jour une 
han
e sur 125 pour qu'un a

ident survienne suit alors

une loi binomiale B
(
365,

1

125

)

3. On fait i
i 6 tirages su

essifs sans remise dans une population 
omptant 5 femmes et 15 hommes, le

nombre de femmes présentes dans une sous-délégation de 6 personnes tirées au sort suit alors une loi

hypergéométrique H(5, 15, 6)
4. Notons N le nombre total de bulletins et N1 le nombre total de voix obtenus par le 
andidats. On e�e
tue

alors 100 tirages su

essifs sans remise dans un ensemble 
ontenant N1 bulletins pour le 
andidat étudié

et N − N1 autres bulletins. Le nombre de voix d'un des 
andidats à une éle
tion présidentielle lors du

dépouillement des 100 premiers bulletins dans un bureau de vote suit alors une loi hypergéométrique

H(N1, N −N1, 100)

5. Il y a 128 boules numérotées de 1 à 128. On en tire 10 parmi les 128, puis on en tire une parmi les 10.
Cette expérien
e équivaut à simplement tirer une boule parmi les 128 uniformément au hasard. X suit

alors une loi uniforme U(J1, 128K).

Réponse de l'exer
i
e 21.16

1. On e�e
tue 5 tirages su

essifs sans remise dans un ensemble 
ontenant 6 voyelles et 20 
onsonnes. X suit

alors une loi hypergéométrique H(6, 20, 5).

2. Chaque objet a une probabilité

1

3
de se trouver dans le premier tiroir. En admettant que l'on range 
haque

objet indépendamment des autres, X suit alors une loi binomiale B
(
20,

1

3

)
.

3. On tire su

essivement et sans remise 10 boules de l'urne qui 
ontient 6 boules vertes et 8 autres boules.

X suit alors une loi hypergéométrique H(6, 8, 10).
4. X 
orrespond simplement à la position de l'as de 
÷ur dans le paquet. Si le paquet est bien mélangé l'as de


÷ur a autant de 
han
e de se trouver à n'importe quelle position du paquet. X suit alors une loi uniforme

U(J1, 32K)
5. Deux modélisations sont i
i possibles. Si l'on suppose un nombre in�ni de trè�es dans le monde alors X

suit une loi binomiale B(100, 0.01), si par 
ontre on suppose un nombre �ni N de trè�es dans le monde

alors X suit une loi hypergéométrique H(N, 0.01, 100). Le 
ours nous dit que pour N grand les deux lois

H(N, 0.01, 100) et B(100, 0.01) sont similaires. En pratique le nombre de trè�es dans le monde est in
onnu

mais est surement extrêmement grand, on utilisera alors plut�t la loi B(100, 0.01).

Bastien Marmeth 491 Page 491/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Réponse de l'exer
i
e 21.17

1. Soit X une variable de loi uniforme sur J0, aK . On a alors

E(X) =
a∑

k=0

k

a+ 1
=

a(a+ 1

2(a+ 1)
=
a

2

E(X2) =
a∑

k=0

k2

a+ 1
=
a(a+ 1)(2a + 1)

6(a+ 1)
=
a(2a + 1)

6

D'où

V(X) = E(X2)− E(X)2

=
a(2a+ 1)

6
− a2

4

=
4a2 + 2a

12
− 3a2

12

=
a2 + 2a

12

=
(a+ 1)2 − 1

12

On a i
i V(X) = 2 d'où

(a+ 1)2 − 1

12
= 2 
e qui nous donne a = 4.

2. Soit Y une variable de loi binomiale de paramètre n et p. On a E(Y ) = 6 = np et σ(Y ) = 2 =
√
np(1− p).

Déterminer la valeur de n.

On a ainsi

1− p = np(1− p)
np

=
22

6
=

2

3

D'où p =
1

3
et, par suite, n =

6
1
3

= 18.

3. Soit Z une variable suivant une loi binomiale B(n, p), on a np = 24 et np(1− p) = 18. Ainsi

1− p = np(1− p)
np

=
18

24
=

3

4

D'où p =
1

4
et n = 96.

Réponse de l'exer
i
e 21.18

On peut remarquer qu'il s'agit d'une situation similaire à 
elle de l'exer
i
e 2 où l'on 
her
hait le rang d'apparition
de l'as de 
÷ur. I
i X va suivre une loi uniforme sur

J1, nK.
Il est possible de retrouver 
ette loi autrement. La probabilité que X vaille 1 est la probabilité que notre

premier tirage soit la boule noire, soit

1

n
, la probabilité que X vaille 2 est la probabilité que l'on tire d'abord

une boule blan
he :

n− 1

n
puis la boule noire :

1

n− 1
soit au �nal

n− 1

n
× 1

n− 1
=

1

n
. De même la probabilité

que X vaille 3 est la probabilité que la première boule soit blan
he, que la deuxième boule soit blan
he puis que

la troisième soit la boule noire 
e qui nous donne une probabilité de

n− 1

n

n− 2

n− 1

1

n− 2
=

1

n
et ainsi de suite.
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L'espéran
e de X vaut alors

E(X) =
∑

k=1

n
k

n
=
n+ 1

2

et la varian
e de X vaut

V(X) = E(X2)− E(X)2

=
∑

k=1

n
k2

n
− (n+ 1)2

4

=
(n+ 1)(2n + 1)

6
− (n+ 1)2

4

=
(n+ 1)(4n + 2− 3n − 3)

12

=
n2 − 1

12

Réponse de l'exer
i
e 21.19

1. (a) On répète de manière indépendante 5 fois de suite une expérien
e aléatoire qui a une probabilité

2

3

de su

ès. La loi du nombre X de penaltys marqués par l'équipe est don
 une loi binomiale B
(
5,

2

3

)
.

(b) La probabilité pour que l'équipe réussisse exa
tement 3 penaltys est don


P(X = 3) =

(
5

3

)(
2

3

)3(1

3

)2

=
80

243

(
) On a E(X) = 5× 2

3
=

10

3
2. Dans une entreprise de 100 personnes dont 30 femmes, on 
hoisit au hasard une équipe de 5 joueurs (ou

joueuses) pour parti
iper à une 
ompétition de basket.

(a) La loi du nombre Y de femmes dans l'équipe est une loi hypergéométrique H(30, 70, 5).
(b) La probabilité pour que l'équipe 
ontienne exa
tement 2 femmes est

P(Y = 2) =

(30
2

)(70
3

)
(100

5

) =
56695

179256
≃ 0.3163

(
) On sait que quand la population totale N1+N2 est grande on peut appro
her une loi hypergéométrique

H(N1, N2, n) par une loi binomiale B
(
n,

N1

N1 +N2

)
, i
i 
ela donne une loi B

(
5,

3

10

)
.

De plus, si Z suit une loi B
(
5,

3

10

)
alors

P(Z = 2) =

(
5

2

)(
3

10

)2( 7

10

)3

=
3087

10000
= 0.3087

La di�éren
e entre les deux probabilités est su�samment faible pour juger que l'approximation est

bonne.

(d) On a E(Y ) = 5× 30

100
=

3

2
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Réponse de l'exer
i
e 21.20

1. Y 
orrespond au nombre de su

ès lors d'une répétition de 6 expérien
es de Bernoulli indépendantes de

loi B
(
1

8

)
, Y suit don
 une loi B

(
6,

1

8

)
. On a alors

E(Y ) =
6

8
=

3

4
V(X) = 6× 1

8
× 7

8
=

42

64
=

21

32
≃ 0.65

2. Dans le 
as d'un tirage sans remise notons Z le nombre de rois tirés. Z suit alors une loi hypergéométrique

H(4, 28, 6). On a alors

E(Z) =
6× 4

32
=

3

4
V(Z) = 6× 4

32
× 28

32
× 32− 6

32− 1
=

273

496
≃ 0.55

Réponse de l'exer
i
e 21.21

1. Commençons par déterminer la loi de T ,

ti 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(T = ti)
1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

On en déduit la loi du 
ouple (X,Y )

P
(
(X,Y ) = (xi, yj)

) xi
0 1

yj

0 3
36

4
36

1 5
36

2
36

2 2
36

6
36

3 5
36

2
36

4 3
36

4
36

2. On en déduit les lois marginales de X et de Y en sommant sur les 
olonnes et les lignes

xi 0 1

P(X = xi)
1
2

1
2

yj 0 1 2 3 4

P(Y = yj)
7
36

7
36

8
36

7
36

7
36

3. X et Y ne sont pas indépendantes, en e�et on a

P(X = 0, Y = 0) =
3

36
et P(X = 0)P(Y = 0) =

1

2
× 7

36
6= 3

36

Réponse de l'exer
i
e 21.22
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1. X suit une loi uniforme sur J1, nK, son espéran
e est

E(X) =

n∑

k=1

k

n
=
n+ 1

2

et sa varian
e est

V(X) = E(X2)− E(X)2 =

n∑

k=1

k2

n
− (n+ 1)2

4
=

(n+ 1)(2n + 1)

6
− (n+ 1)2

4
=
n2 − 1

12

2. Sa
hant que X = k, Y suit une loi binomiale B (k, p)
3. Soit (i, j) ∈ J1, nK× J0, nK, on a

P
(
(X,Y ) = (i, j)

)
= P(Y = j|X = i)P(X = i)

=





1

n

(
i

j

)
pj(1− p)i si j 6 i

0 sinon

Réponse de l'exer
i
e 21.23

1. Soit X une v.a.r de loi uniforme sur J1, 20K.

(a) Notons A = max(X, 10) − 1, on a A(Ω) = J9, 19K et la loi de probabilité de A est donnée par le

tableau suivant

ai 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

P(A = ai) 0.5 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05 0.05

(b) Notons B = 21−X, on a B(Ω) = J1, 20K et, pour k ∈ J1, 20K on a

P(B = k) = P(21−X = k) = P(X = 21− k) = 0.05

Ainsi B suit également la loi uniforme sur J1, 20K.

2. Soit Y une v.a.r de loi binomiale de paramètres 10 et

1

4
:

(a) Notons C = min(Y, 1), on a A(Ω) = J0, 1K et

p(C = 1) = 1− P(C = 0) = 1− P(Y = 0) = 1−
(
10

0

)(
1

4

)0(3

4

)10

= 1−
(
3

4

)10

C suit don
 une loi de Bernoulli de paramètre 1−
(
3

4

)10

(b) Notons D = 10− Y , on a D(Ω) = J1, 20K et, pour k ∈ J1, 20K on a

P(D = k) = P(10− Y = k)

= P(Y = 10− k)

=

(
10

10− k

)(
1

4

)10−k (3

4

)10−(10−k)

=

(
10

k

)(
1

4

)10−k (3

4

)k

Ainsi B suit une loi binomiale B
(
10,

3

4

)
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Réponse de l'exer
i
e 21.24

N suit une loi hypergéométrique H(8, 8, 8). On a alors

p(3 6 N 6 5) =

(8
3

)(8
5

)
(16
8

) +

(8
4

)(8
4

)
(16
8

) +

(8
5

)(8
3

)
(16
8

) =
1862

2145
≃ 0.868

Si M suit une loi binomiale B
(
8,

1

2

)
alors

p(3 6M 6 5) =

((
8

3

)
+

(
8

4

)
+

(
8

5

))
1

28
=

91

128
≃ 0.710

Les deux résultats sont relativement éloignés, on peut don
 en 
on
lure que 16 n'est pas un assez grand

nombre pour que l'assimilation de la loi hypergéométrique à la loi binomiale soit valable.

Réponse de l'exer
i
e 21.25

On va supposer que les lan
ers d'Aurore ou Bastien sont indépendants. Notons G le gain d'Anselme, on a

G(Ω) = {−5, 1, 10}.
On note A le nombre de piles d'Aurore et B le nombre de piles de Bastien, A suit alors une loi binomiale

B(2, 0.5) et B suit une loi binomiale B(3, 0.5).
Déterminons la loi de G.

P(G = 10) = P({A = 2, B = 1} ∪ {A = 2, B = 0} ∪ {A = 1, B = 0})
Les événements sont deux à deux in
ompatibles

= P(A = 2, B = 1) + P(A = 2, B = 0) + P(A = 1, B = 0)

Les lan
ers d'Aurore et Bastien sont indépendants

= P(A = 2)P(B = 1) + P(A = 2)P(B = 0) + P(A = 1)P(B = 0)

=

(
2

2

)
1

22

(
3

1

)
1

23
+

(
2

2

)
1

22

(
3

0

)
1

23
+

(
2

1

)
1

22

(
3

0

)
1

23

=
3 + 1 + 2

25

=
3

16

P(G = 1) = P({A = 2, B = 2} ∪ {A = 1, B = 1} ∪ {A = 0, B = 0})
Les événements sont deux à deux in
ompatibles

= P(A = 2, B = 2) + P(A = 1, B = 1) + P(A = 0, B = 0)

Les lan
ers d'Aurore et Bastien sont indépendants

= P(A = 2)P(B = 2) + P(A = 1)P(B = 1) + P(A = 0)P(B = 0)

=

(
2

2

)
1

22

(
3

2

)
1

23
+

(
2

1

)
1

22

(
3

1

)
1

23
+

(
2

0

)
1

22

(
3

0

)
1

23

=
3 + 6 + 1

25

=
5

16

P(G = −5) = 1− P(G = 10) − P(G = 1) =
1

2

Bastien Marmeth 496 Page 496/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Ainsi

E(G) = (−5)× P(G = −5) + 1× P(G = 1) + 10 × P(G = 10) =
−40 + 5 + 30

16
= − 5

16

L'espéran
e du gain d'Aurore étant négative elle va en moyenne perdre de l'argent, il vaut don
 mieux être

Bastien.

Réponse de l'exer
i
e 21.26

1. Notons X le nombre de boules blan
hes tirées. X suit une loi hypergéométrique H(10, 10, 5). On nous

demande de déterminer la probabilité P(X > 3). On a

P(X > 3) = P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5)

=

(
10
3

)(
10
2

)
(20
5

) +

(
10
4

)(
10
1

)
(20
5

) +

(
10
5

)(
10
1

)
(20
5

)

=
7752

15504

=
1

2

2. On se pla
e désormais dans la situation d'un tirage ave
 remise. Notons Y le nombre de boules blan
hes

tirées. Y suit une loi binomiale B
(
5,

1

2

)
et on a

P(Y > 3) = P(Y = 3) + P(Y = 4) + P(Y = 5)

=

(
1

2

)5((5
3

)
+

(
5

4

)
+

(
5

5

))

=
10 + 5 + 1

32

=
1

2

On aboutit au même résultat 
e qui est i
i plus lié à la question posée qu'au 
hoix de tirages ave
 ou sans

remise.

Réponse de l'exer
i
e 21.27

1. Chaque erreur est repérée indépendamment des autres ave
 une probabilité 0.75. Le nombre d'erreurs

déte
tées 
orrespond don
 aux nombre de su

ès lorsque que l'on répète k expérien
es de Bernoulli indé-

pendante de même paramètre 0.75. Ainsi le nombre d'erreurs déte
tées suit une loi binomiale B(k, 0.75).
On a alors E(X) = k × 0.75 d'où E(k −X) = k − k × 0.75 =

k

4
. En moyenne un quart des erreurs sont

non déte
tées.

2. Cal
ulons la probabilité qu'une erreur reste indéte
tée au bout des 37 rele
tures. Il faut pour 
ela qu'elle

soit indéte
tée par le premier le
teur, 
e qui arrive ave
 une probabilité

1

4
puis par le se
ond le
teur, en
ore

une probabilité

1

4
, et
. Au �nal la probabilité de non-déte
tion d'une erreur après 37 rele
tures est de

1

437
.

Le nombre moyen d'erreurs non déte
tées dans le texte après 
es 37 rele
tures est don
 de

k

437
=

k

18889465931478580854784
≃ k × 5× 10−23
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Un professeur peut don
 être sur que, si ses 37 élèves relisent ave
 attention 
e qu'il é
rit, au
une erreur

ne passera inaperçue.

Réponse de l'exer
i
e 21.28

1. X suit une loi hypergéométrique H(5, 11, 4), on a alors

E(X) = 4× 5

16
=

5

4
V(X) = 4× 5

16
× 11

16
× 16− 4

16− 1
=

11

16

2. Y suit une loi binomiale B
(
4,

5

16

)
, on a alors

E(Y ) = 4× 5

16
=

5

4
V(Y ) = 4× 5

16
× 11

16
=

55

64

3. (a) On a E(X) = E(Y ), 
e qui 
orrespond au fait, vu en 
ours, que lors d'un tirage aléatoire, le nombre

moyen de � su

ès �est le même que l'on ait remise ou non.

(b) On a σ(X) =

√
11

4
≃ 0.829 et σ(Y ) =

√
55

8
≃ 0.927 on obtient bien deux résultats di�érents 
omme

prévu.

Réponse de l'exer
i
e 21.29

1. On va 
al
uler la probabilité p qu'un étudiant ayant révisé réussisse. Notons S (
omme sérieux) le nombre

de bonnes réponses obtenues par un étudiant ayant révisé. S suit une loi binomiale B (15, 0.8). Ainsi

p = P(S > 8) =

15∑

k=8

(
15

k

)(
4

5

)k (1

5

)15−k

=
30388191232

30517578125
≃ 0.996

Ce qui est plut�t rassurant pour les élèves sérieux.

Cal
ulons également la probabilité q qu'un étudiant n'ayant pas révisé réussie. Notons C (
omme 
an
re)

le nombre de bonnes réponses obtenues par un étudiant n'ayant pas révisé. C suit une loi binomiale

B
(
15,

1

3

)
. Ainsi

q = P(C > 8) =

15∑

k=8

(
15

k

)(
1

3

)k (2

3

)15−k

=
422009

4782969
≃ 0.088

Ce qui doit vous in
iter à réviser plut�t que vous �er au hasard.

Notons R l'événement � l'élève a révisé �et E l'événement � l'élève a é
houé �. D'après la formule de Bayes

on a

P(R|E) =
P(R)

P(E)
P(E|R)

=
P(R)P(E|R)

P(E|R)P(R) + P(E|R)P(R)

=
0.7 × (1− p)

(1− p)× 0.7 + (1− q)× 0.3

=
1443991495859073

134529928995859073
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≃ 0.011

Le professeur peut don
 être relativement sur de ne pas réaliser d'injusti
es en faisant é
houer un élève

sérieux.

2. M est le nombre moyen de bonnes réponses pour un étudiant ayant préparé l'examen, 
'est à-dire

M = E(S) = 15× 4

5
= 12

On a également

P(S = 12) =

(
15

12

)
412

515
=

1526726656

6103515625
≃ 0.250 P(C = 12) =

(
15

12

)
23

315
3640

14348907
≃ 0.00025

Notons R l'événement � l'élève a révisé �et D l'événement � l'élève a eu 12 �. D'après la formule de Bayes
on a

P(R|12) = P(R)

P(D)
P(D|R)

=
P(R)P(D|R)

P(D|R)P(R) + P(D|R)P(R)

=
30517578125

70244808608141
≃ 0.00043

Il est alors raisonnable de penser qu'un élève qui a eu 12 a révisé son examen.

Réponse de l'exer
i
e 21.30

Un tirage 
orrespond à répartir les r boules rouges parmi les n boules totales, 
e qui nous donne

(
n

r

)
tirages

au total, tous les tirages sont équiprobables. Soit k ∈ J1, nK on va 
ompter les tirages pour lesquels la x-ième

boules arrive au rang k.
Pour un tel tirage la position de la k-ième boule est �xé et il nous reste à déterminer la positions de k − 1

boules parmi les x− 1 premières boules puis de r− k boules parmi les n− x dernières boules, 
e qui nous donne(
x− 1

k − 1

)(
n− x
r − k

)
tirages possibles (ave
 la 
onvention habituelle que

(
m

j

)
= 0 si j < 0 ou j > m).

Ainsi on obtient

P(X = k) =

(x−1
k−1

)(n−x
r−k

)
(n
r

) =

(
x−1
k−1

)(n−(x−1)
r−(k−1)

)
(n
r

) r − (k − 1)

n− (x− 1)

Ce qui, et 
'est une autre manière d'arriver à la solution, 
orrespond à la probabilité de tirer x− 1 boules rouges
lors d'un tirage sans remise de k−1 boules puis de tirer ensuite une boule rouge quand il reste r− (k−1) boules
rouges parmi n− x− 1 boules restantes.

Réponse de l'exer
i
e 21.31

1. Le triplet (X,Y,Z) est tiré uniformément au hasard parmi tous les triplets possibles (i, j, k) ∈ J1, nK ave

i < j < k. Il y a autant de tels triplets que d'appli
ations stri
tement 
roissantes de {1, 2, 3} dans J1, nK

dont on a vu en début d'année qu'il y en a

(
n

3

)
.
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Soit j ∈ J1, nK, on va déterminer le nombre de triplets (X,Y,Z) possibles où Y = j. Remarquons tout

d'abord que si j = 1 ou j = n il n'y a pas de triplet possible.

Si Y = j ∈ J2, n − 1K alors on a j − 1 
hoix possibles pour X et n − j 
hoix pour Z, 
e qui nous donne
(j − 1)(n − j) triplets possibles.
On obtient ainsi

P(Y = j) =





(j − 1)(n − j)(
n
3

) =
6(j − 1)(n − j)
n(n− 1)(n − 2)

si j ∈ J2, n− 1K

0 sinon

Un moyen de véri�er notre raisonnement est de véri�er que

n−1∑

j=2

P(Y = j) = 1. On a

n−1∑

j=2

P(Y = j) =

n−1∑

j=2

6(j − 1)(n − j)
n(n− 1)(n − 2)

=
6

n(n− 1)(n − 2)




n−1∑

j=2

(−j2 + (n+ 1)j − n)




=
6

n(n− 1)(n − 2)




n−1∑

j=1

(−j2 + (n+ 1)j − n)− (−1 + (n + 1)− n)




=
6

n(n− 1)(n − 2)


−

n−1∑

j=1

j2 + (n+ 1)
n−1∑

j=1

j − (n− 1)n




=
6

n(n− 1)(n − 2)

(
−(n− 1)n(2n − 1)

6
+ (n+ 1)

(n − 1)n

2
− (n− 1)n

)

=
6

n− 2

(
−(2n− 1)

6
+
n+ 1

2
− 1

)

= 1

2. Cal
ulons l'espéran
e de Y , on a

E(Y ) = =

n−1∑

j=2

jP(Y = j)

=

n−1∑

j=2

6j(j − 1)(n − j)
n(n− 1)(n − 2)

=
6

n(n− 1)(n − 2)




n−1∑

j=2

(−j3 + (n+ 1)j2 − nj)




=
6

n(n− 1)(n − 2)




n−1∑

j=1

(−j3 + (n+ 1)j2 − nj)− (−1 + (n+ 1)− n)




=
6

n(n− 1)(n − 2)


−

n−1∑

j=1

j3 + (n+ 1)
n−1∑

j=1

j2 − n
n−1∑

j=1

j




=
6

n(n− 1)(n − 2)

(
−(n− 1)2n2

4
+ (n + 1)

(n − 1)n(2n − 1)

6
− (n− 1)n

2

)

Bastien Marmeth 500 Page 500/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

=
6

n− 2

(
−(n− 1)n

4
+

(n + 1)(2n − 1)

6
− n

2

)

=
n2 − 7n− 2

2n− 4)

On a utilisé i
i le résultat suivant

N∑

k=1

k3 =
N2(N + 1)2

4

Réponse de l'exer
i
e 21.32

1. La loi du 
ouple (X,Y ) est donnée par le tableau à doubles entrées suivant

P
(
(X,Y ) = (xi, yj)

) xi
−2 −1 0 1 2

yj

0 0 0 1
6 0 0

1 0 1
4 0 1

4 0

2 1
6 0 0 0 1

6

On en déduit la loi de Y en sommant sur les lignes,

yj 0 1 2

P(Y = yj)
1
6

1
2

1
3

2. X et Y ne sont pas indépendantes, en e�et on a

P(X = 0, Y = 1) = 0 et P(X = 0)P(Y = 1) =
1

12
6= 0

Pour 
al
uler la 
ovarian
e de X et Y on a besoin de l'espéran
e de X et de Y . On a

E(X) =
1

6
× (−2) + 1

4
× (−1) + 1

6
× 0 +

1

4
× 1 +

1

6
× 2 = 0

E(Y ) =
1

6
× 0 +

1

2
× 1 +

1

3
× 2 =

7

6

Puis

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

=
∑

(i,j)∈J1,5K×J1,3K

xiyjP
(
(X,Y ) = (xi, yj)

)
− 0× 7

6

=
1

6
× 0× 0 +

1

4
× (−1)× 1 +

1

4
× 1× 1 +

1

6
× (−2)× 2 +

1

6
× 2× 2

= 0

Ainsi X et Y sont de 
ovarian
e nulle mais ne sont pas indépendantes.
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Réponse de l'exer
i
e 21.33

1. Xi suit une loi de Bernoulli, déterminons son paramètre. Xi vaut 0 si la fa
e i n'est jamais apparue,


e qui arrive ave
 probabilité

(
5

6

)n

. Ainsi P(Xi = 1) = 1 −
(
5

6

)n

. Xi suit don
 une loi de Bernoulli

B
(
1−

(
5

6

)n)

2. On a X = X1 +X2 +X3 +X4 +X5 +X6, d'où

E(X) = E(X1 +X2 +X3 +X4 +X5 +X6)

= E(X1) + E(X2) + E(X3) + E(X4) + E(X5) + E(X6)

= 6

(
1−

(
5

6

)n)

3. (a) Soit (i, j) ∈ J1, 6K2, i 6= j, on a tout d'abord P(Xi = 0,Xj = 0) =

(
2

3

)n

. De plus on peut remarquer

que

{Xi = 0} = {Xi = 0Xj = 1} ∪ {Xi = 0,Xj = 0}
et que les deux événements sus-mentionnés sont in
ompatibles. Ainsi

P(Xi = 0) = P(Xi = 0Xj = 1) + P(Xi = 0,Xj = 0)

D'où

P (Xi = 0,Xj = 1) = P(Xi = 0)− P(Xi = 0,Xj = 0) =

(
5

6

)n

−
(
2

3

)n

et de manière similaire

P (Xi = 1,Xj = 0) = P(Xj = 0)− P(Xj = 0,X1 = 0) =

(
5

6

)n

−
(
2

3

)n

On obtient �nalement la loi 
onjointe de (Xi,Xj)

P
(
(Xi,Xj) = (ak, bl)

) ak
0 1

bl
0

(
2
3

)n (
5
6

)n −
(
2
3

)n

1
(
5
6

)n −
(
2
3

)n
1− 2×

(
5
6

)n
+
(
2
3

)n

Et, par suite

Cov(Xi,Xj) = E(XY )− E(X)E(Y )

= 1− 2×
(
5

6

)n

+

(
2

3

)n

−
(
1−

(
5

6

)n)2

= 1− 2×
(
5

6

)n

+

(
2

3

)n

− 1 + 2

(
5

6

)n

−
(
5

6

)2n

=

(
2

3

)n

−
(
5

6

)2n

On peut remarquer que 
e résultat ne dépend pas de i et j.
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(b) On a

V(X) = V(X1 +X2 +X3 +X4 +X5 +X6)

=

6∑

i=1

V(Xi) + 2

6∑

j=1

j−1∑

i=1

Cov(Xi,Xj)

= 6V(X1) + 15 ×
((

2

3

)n

−
(
5

6

)2n
)

= 6×
(
1−

(
5

6

)n)
×
(
5

6

)n

+ 15×
((

2

3

)n

−
(
5

6

)2n
)

= 6

(
5

6

)n

− 21

(
5

6

)2n

+ 15

(
2

3

)n

Réponse de l'exer
i
e 21.34

1. X suit une loi uniforme U(J1, nK)

2. On a, pour (i, j) ∈ J1, nK2,

P(Y = j|X = i) =





1

n− 1
si i 6= j

0 si i = j

On peut en déduire la loi de Y

P(Y = j) =

n∑

i=1

P(Y = j|X = i)P(X = i) =

n∑

i=1
i6=j

1

n(n− 1)
= (n− 1)

1

(n(n− 1)
=

1

n

Ainsi Y suit également une loi uniforme U(J1, nK).

X et Y ne sont pas indépendantes, en e�et on a

p(X = 1, Y = 1) = 0 et P(X = 1)P(Y = 1) =
1

n2
6= 0

3.

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

=
∑

(i,j)∈J1,nK2

ijP(X = i, Y = j)− (n+ 1)2

4

=
∑

(i,j)∈J1,nK2

ijP(Y = j|X = i)P(X = i)− (n+ 1)2

4

=
n∑

i=1

n∑

j
j 6=i

=1

ij
1

n(n− 1)
− (n+ 1)2

4

=
1

n(n− 1)

n∑

i=1

i
n∑

j
j 6=i

=1

j − (n+ 1)2

4
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=
1

n(n− 1)

n∑

i=1

i

(
n(n+ 1)

2
− i
)
− (n+ 1)2

4

=
1

n(n− 1)

(
n(n+ 1)

2

n∑

i=1

i−
n∑

i=1

i2

)
− (n+ 1)2

4

=
1

n(n− 1)

(
n2(n+ 1)2

4
− n(n+ 1)(2n + 1)

6

)
− (n+ 1)2

4

=
(n + 1)

n− 1
× 3n2 − n− 2

12
− (n+ 1)2

4

=
(n + 1)

n− 1
× (n− 1)(3n + 2)

12
− 3(n + 1)2

12

= −n+ 1

12

Réponse de l'exer
i
e 21.35

On a

E(X) =
n+ 1

2

E(X2) =
n∑

k=1

k2

n
=

(n+ 1)(2n + 1)

6

E(X3) =
n∑

k=1

k3

n
=
n(n+ 1)2

4

D'où

E(Y ) = E((X + 1)2)

= E(X2 + 2X + 1)

= E(X2) + 2E(X) + 1

=
(n+ 1)(2n + 1)

6
+ n+ 1 + 1

=
2n2 + 9n+ 13

6

et

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

= E(X3 + 2X2 +X)− n+ 1

2

2n2 + 9n+ 13

6

= E(X3) + 2E(X2) + E(X)− (n+ 1)(2n2 + 9n + 13)

12

=
n(n+ 1)2

4
+ 2

(n+ 1)(2n + 1)

6
+
n+ 1

2
− (n+ 1)(2n2 + 9n+ 13)

12

=
(n+ 1)

(
3n(n+ 1) + 4(2n + 1) + 6− (2n2 + 9n + 13)

)

12

=
(n+ 1)

(
n2 + 2n − 3)

)

12

=
(n+ 1)(n − 1)(n+ 3))

12
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Réponse de l'exer
i
e 21.36

1. On suppose que Z et T sont indépendantes, on a alors en parti
ulier E(ZT ) = E(Z)E(T ), 
'est-à-dire

E((X + Y )(X − Y )) = (E(X) + E(Y )) (E(X)− E(Y ))

D'où

E(X2)− E(Y 2) = E(X)2 − E(Y )2

Et don


V(X) = E(X2)− E(X)2 = E(Y 2)− E(Y )2 = V(Y )

2. Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes de même lois prenant les valeurs 1, 2, 3 ave
 la probabilité

1

3
3. (a) X et Y ont la même loi, elles ont don
 la même varian
e.

(b) Les lois de Z et T sont données par les tableaux suivants

zi 2 3 4 5 6

P(Z = zi)
1
9

2
9

3
9

2
9

1
9

ti −2 −1 0 1 2

P(T = ti)
1
9

2
9

3
9

2
9

1
9

Z et T ne sont pas indépendantes, en e�et

P(Z = 6, T = 2) = P({X = 3, Y = 3}∩{X = 3, Y = 1}) = 0 et P(Z = 6)P(T = 2) =
1

81
6= 0

Réponse de l'exer
i
e 21.37

1. La loi de Z est donnée par le tableau suivant

zi −3 −2 −1 0 1 2 3

P(Z = zi)
1
64

6
64

15
64

20
64

15
64

6
64

1
64

2. Z et X ne sont pas indépendantes, en e�et on a

P(Z = −3,X = 3) = P(X = 0, Y = 3,X = 3) = 0 et P(Z = −3)P(X = 3) =
1

512
6= 0

3. Comme X et Y sont indépendantes, on a, en parti
ulier E(XY ) = E(X)E(Y ).

Cov(X,Z) = E(XZ)− E(X)E(Z)

= E(X(X − Y ))− E(X)E(X − Y )

= E(X2)− E(XY )− E(X)2 + E(X)E(Y )

= E(X2)− E(X)E(Y )− E(X2) + E(X)E(Y )

= V(X)

= 3× 1

2
×
(
1− 1

2

)

=
3

4
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Réponse de l'exer
i
e 21.38

1. Un individu de type AA a quatre � 
hoix �pour ses parents : deux parents AA, un père AA et une mère

Aa, un père Aa et une mère AA ou en�n deux parents Aa.

Deux parents AA ont un enfant AA ave
 probabilité 1, un père AA et une mère Aa ont un enfant AA ave


probabilité

1

2
et deux parents Aa ont un enfant AA ave
 probabilité

1

4
. D'où

pi+1 = p2i +
1

2
piqi +

1

2
qipi +

1

4
q2i = p2i + piqi +

q2i
4

De manière similaire on a

ri+1 = r2i + riqi +
q2i
4

et

qi+1 = 1− pi+1 − ri+1

1− p2i − r2i − piqi − riqi −
q2i
2

= (pi + qi + ri)
2 − p2i − r2i − piqi − riqi −

q2i
2

= p2i + q2i + r2i + 2piqi + 2qiri + 2piri − p2i − r2i − piqi − riqi −
q2i
2

=
q2i
2

+ piqi + qiri + 2piri

On peut aussi obtenir qi+1 de manière similaire à pi et ri en énumérant les situations menant à un enfant

Aa.

2. D'après la question pré
édente on a

p1 = p2+pq+
q2

4
=
(
p+

q

2

)2
q1 =

q2

2
+pq+qr+2pr = 2

(
p+

q

2

)(
r +

q

2

)
r1 = r2+qr+

q2

4
=
(
r +

q

2

)2

Puis

p2 = p21 + p1q1 +
q21
4

=
(
p+

q

2

)4
+ 2

(
p+

q

2

)3 (
r +

q

2

)
+

4
(
p+ q

2

)2 (
r + q

2

)2

4

=
(
p+

q

2

)2((
p+

q

2

)2
+ 2

(
p+

q

2

)(
r +

q

2

)
+
(
r +

q

2

)2)

=
(
p+

q

2

)2 ((
p+

q

2

)
+
(
r +

q

2

))2

=
(
p+

q

2

)2
(p+ q + r)2

=
(
p+

q

2

)2

= p1

De manière similaire on obtient q2 = q1 et r2 = r1.

On a don
 prouvé la loi de Hardy-Weinberg et don
 ses 
onséquen
es dont en parti
ulier la non-disparation

des allèles ré
essifs n'a�e
tant pas le su

ès reprodu
tif 
omme le groupe sanguin O, le fa
teur rhésus −
ou bien en
ore la rousseur.
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Chapitre 22

Équations di�érentielles

Exer
i
es

Exer
i
e 22.1

Résoudre les problème de Cau
hy suivants :

(P1)





y′′ = y

y(0) = 1

y′(0) = 1

(P2)





y′′ + 5y′ = y + 2

y(0) = −2
y′(0) = 0

(P3)





y′′ = 6

y(0) = 8

y′(0) = −1

(P4)





y′′ − 6y′ + 13y = 0

y(0) = 4

y′(0) = 4

(P5)





y′′ − 1 = 2y′ + y

y(0) = −1
y′(0) = 1

(P6)





y′′ + y′ − 2y = 3

y(0) = 0

y′(0) = 2

(P7)





y′′ + y′ = 1

y(0) = 3

y′(0) = 2

(P8)





y′′ + 12y′ + 23y = 0

y(0) = 0

y′(0) = 0

Exer
i
e 22.2

Résoudre les équations di�érentielles suivantes

1. y′ + cos(x)y = 0

2. y′ +
1

x ln(x)
y = 0

3. y′ + cos3(x)y = 0

4. (1 + x2)y′ − 2xy = 0

5. y′ +
1− 2x

x2
y = 0.

Exer
i
e 22.3

Déterminer la solution générale des équations di�érentielles suivantes :
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1. y′ + y = cos(x) + sin(x)

2. y′ + 2y = cos(x)

3. y′ + xy = x+ 1

4. xy′ + (x− 2)y = (x− 2) sur ]0,+∞[

5. y′ + y = sin(x)

6. y′ − exy = ee
x

7. y′ +
2y

x2 + 1
= exp(−2 arctan(x))

8. (1 + x2)y′ − 2xy = (1 + x2)2

9. xy′ + y = ex

10. y′ +
1− 2x

x2
y = 1.

11. y′ − y = e2x

12. y′ − y = ex

13. y′ − y = xex

Exer
i
e 22.4

Déterminer la solution générale des équations di�érentielles suivantes :

1. y′′ + y′ − 2y = e−t

2. y′′ + ω2y = −2, où ω > 0,

3. 4y′′ + 4y′ + y = cos(2t)

4. y′′ − 2y′ + y = t2 + e2t

5. y′′ − 2y′ + 2y = 25te−t + 4

6. y′′ + 6y′ + 9y = x2 + ex cos(x) + e3x

Exer
i
e 22.5

Déterminer les solutions sur R du système di�érentiel suivant

{
x′ = 4x− 3y

y′ = 2x− y

Exer
i
e 22.6

Résoudre les problèmes de Cau
hy suivants

1.

{
y′ − y tan(x) = 0

y(0) = 1
sur

]
−π
2
,
π

2

[

2.




y′ − 1

x ln(x)
y = 0

y(e) = 1
sur ]1,+∞[

3.

{
y′ + xy = 2x

y(0) = 1
sur R.

4.

{
y′ + y = 3 sin(x)

y(0) = C
C ∈ R �xé.

Exer
i
e 22.7

Résoudre les équations homogènes suivantes sur un intervalle de R que l'on pré
isera.

1. (1 + x2)y′ + xy = 0

2. 2y′ − 1

1 + x
y = 0

3. y′ − 1√
1− xy = 0

4. xy′ + x2y = 0

5. cos(x)y′+sin(x)y = 0 à l'aide d'une solution évi-

dente.
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Exer
i
e 22.8

1. On 
onsidère l'équation di�érentielle

(E1) : (1 + x2)y′ + xy = 1 + 2x2

Résoudre (E1) sur R en trouvant une solution évidente.

2. On 
onsidère l'équation di�érentielle

(E2) : cos(x)y′ + sin(x)y = 1

Résoudre (E2) sur R en trouvant une solution évidente.

3. On 
onsidère l'équation di�érentielle

(E3) : (x+ 1)y′ + y = x2

Montrer qu'il existe une unique solution polynomiale de degré 2 sur R puis résoudre (E3) sur un intervalle

à pré
iser.

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 22.1

(P1)





y′′ = y

y(0) = 1

y′(0) = 1

On sait que le problème de Cau
hy P1 admet une unique solution. On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E1 y′′ − y = 0

Cette équation est homogène. Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation E1 est P (x) = x2−1 = (x−1)(x+
1).

P admet don
 deux ra
ines réelles distin
tes 1 et −1.
On sait alors que les solutions de E1 sont de la forme

y : t 7→ Aet +Be−t

où (A,B) ∈ R2
.

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A+B

y′(0) = A−B
On en déduit le système {

A+B = 1

A−B = 1

L'unique solution de 
e système est (A,B) = (1, 0).

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P1 est la fon
tion

y : t 7→ et
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(P2)





y′′ + 5y′ = y + 2

y(0) = −2
y′(0) = 0

On sait que le problème de Cau
hy P2 admet une unique solution. Si on a de l'intuition on pourrait le

trouver tout de suite et 
on
lure que 
'est la seule. On va faire 
omme si on n'avait au
une intuition à 
e

sujet.

On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E2 y′′ + 5y′ − y = 2

L'équation homogène asso
iée est

H2 y′′ + 5y′ − y = 0

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H2 est P (x) = x2 + 5x− 1.

Déterminons les ra
ines de P . Le dis
riminant de P est 25+4 = 29. P admet deux ra
ines réelles distin
tes

λ =
−5−

√
29

2
µ =

−5 +
√
29

2

L'ensemble des solutions de H2 est

SH∈ = {y : t 7→ Aeλt +Beµt , (A,B) ∈ R2}

D'après le théorème de stru
ture de l'espa
e des solutions on sait que, si y0 est une solution de E2 alors

l'ensemble des solutions de E2 est
SE∈ = {y + y0 , y ∈ SH∈}

Il nous faut don
 trouver une solution parti
ulière de E2. Pour 
ela on va 
ommen
er par essayer de trouver

une solution 
onstante. I
i la fon
tion y0 : t 7→ −2 est une solution de E2.
Ainsi

SE∈ = {t 7→ 2 +Aeλt +Beµt , (A,B) ∈ R2}

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A+B − 2

y′(0) = λA+ µB

On en déduit le système {
A+B − 2 = −2
λA+ µB = 0

L'unique solution de 
e système est (A,B) = (0, 0).

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P2 est la fon
tion

y : t 7→ −2

(P3)





y′′ = 6

y(0) = 8

y′(0) = −1
Ce problème peut très bien être résolu de manière simple sans utiliser la méthode vue en 
ours.

On sait que le problème de Cau
hy P3 admet une unique solution. Soit y 
ette solution.
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On a alors y′′ = 6. Ainsi y′ est un primitive de la fon
tion 
onstante égale à 6. C'est don
 une fon
tion de

la forme y′ : t 7→ 6t+K, où K est une 
onstante. On sait que y′(0) = −1, ainsi K = −1.
Par suite y est une primitive de la fon
tion t 7→ 6t− 1. Elle est don
 de la forme y : t 7→ 3t2 − t+C, où C
est une 
onstante. On sait que y(0) = 8, ainsi C = 8.

Finalement l'unique solution du problème de Cau
hy P3 est

y : t 7→ 3t2 − t+ 8

Retrouvons 
e résultat en appliquant la méthode du 
ours

On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E3 y′′ = 6

L'équation homogène asso
iée est

H3 y′′ = 0

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H3 est P (x) = x2. P admet 0 
omme ra
ine double.

l'ensemble des solutions de H3 est don


SH∋ = {y : t 7→ Ae0t +Bte0t , (A,B) ∈ R2}

D'après le théorème de stru
ture de l'espa
e des solutions on sait que, si y0 est une solution de E3 alors

l'ensemble des solutions de E3 est
SE∋ = {y + y0 , y ∈ SH∋}

Il nous faut don
 trouver une solution parti
ulière de E3. On ne peut pas trouver de fon
tions 
onstante

ou a�ne qui fon
tionne. On essaye alors les polyn�mes de degré 2 et on voit alors que t 7→ 3t2 est une

solution de E3 Ainsi
SE∋ = {t 7→ 3t2 +A+Bt , (A,B) ∈ R2}

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A

y′(0) = B

On en déduit le système {
A = 8

B = −1
L'unique solution de 
e système est (A,B) = (8,−1).
Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P3 est la fon
tion

y : t 7→ 3t2 − t+ 8

(P4)





y′′ − 6y′ + 13y = 0

y(0) = 4

y′(0) = 4

On sait que le problème de Cau
hy P4 admet une unique solution. On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E4 y′′ − 6y′ + 13y = 0

Cette équation est homogène.

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H4 est P (x) = x2 − 6x+ 13.
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Déterminons les ra
ines de P . Le dis
riminant de P est 36−4×13 = −16. P admet deux ra
ines 
omplexes


onjuguées

λ = 3 + 2i µ = 3− 2i

L'ensemble des solutions de E4 est don


SH△ = {y : t 7→ e3t (A cos(2t) +B sin(2t)) , (A,B) ∈ R2}

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A

y′(0) = 3A+ 2B

On en déduit le système {
A = 4

3A+ 2B = 4

L'unique solution de 
e système est (A,B) = (4,−4).
Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P4 est la fon
tion

y : t 7→ e3t (4 cos(2t) − 4 sin(2t))

On peut réutiliser 
e que l'on a vu en trigonométrie pour mettre 
ette fon
tion sous une autre forme. Soit

t ∈ R et soit z = 4− 4i = 4
√
2e−iπ

4
. Alors

4 cos(2t) − 4 sin(2t) = Re(ze2it) = 4
√
2 cos

(
2t+

π

4

)

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P4 est la fon
tion

y : t 7→ 4
√
2e3t cos

(
2t+

π

4

)

(P5)





y′′ − 1 = 2y′ + y

y(0) = −1
y′(0) = 1

On sait que le problème de Cau
hy P5 admet une unique solution. On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E5 y′′ − 2y′ − y = 1

L'équation homogène asso
iée est

H5 y′′ − 2y′ − y = 0

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H5 est P (x) = x2 − 2x− 1.

Déterminons les ra
ines de P . Le dis
riminant de P est 8. P admet deux ra
ines réelles distin
tes 1−
√
2

et 1 +
√
2.

L'ensemble des solutions de H5 est

SH▽ = {y : t 7→ Ae(1−
√
2)t +Be(1+

√
2)t , (A,B) ∈ R2}

D'après le théorème de stru
ture de l'espa
e des solutions on sait que, si y0 est une solution de E5 alors

l'ensemble des solutions de E5 est
SE▽ = {y + y0 , y ∈ SH▽}
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Il nous faut don
 trouver une solution parti
ulière de E5. Pour 
ela on va 
ommen
er par essayer de trouver

une solution 
onstante. I
i la fon
tion y0 : t 7→ −1 est une solution de E5.
Ainsi

SE▽ = {t 7→ Ae(1−
√
2)t +Be(1+

√
2)t − 1 , (A,B) ∈ R2}

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A+B − 1

y′(0) = (1−
√
2)A+ (1 +

√
2)B

On en déduit le système {
A+B = 0

(1−
√
2)A+ (1 +

√
2)B = 1

L'unique solution de 
e système est (A,B) =

(
−
√
2

4
,

√
2

4

)
.

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P5 est la fon
tion

y : t 7→ −
√
2

4
e(1−

√
2)t +

√
2

4
e(1+

√
2)t − 1

C'est-à-dire

y : t 7→
√
2

4
e(1+

√
2)t
(
2e

√
2t − 1

)
− 1

(P6)





y′′ + y′ − 2y = 3

y(0) = 0

y′(0) = 2

On sait que le problème de Cau
hy P6 admet une unique solution. On retrouve i
i l'équation di�érentielle

E6 y′′ + y′ − 2y = 3

L'équation homogène asso
iée est

H6 y′′ + y′ − 2y = 0

Le polyn�me 
ara
téristique de l'équation H6 est P (x) = x2 + x− 2.

Déterminons les ra
ines de P . Le dis
riminant de P est 9. P admet deux ra
ines réelles distin
tes −2 et 1.
L'ensemble des solutions de H6 est

SH6 = {y : t 7→ Ae−2t +Bet , (A,B) ∈ R2}

D'après le théorème de stru
ture de l'espa
e des solutions on sait que, si y0 est une solution de E6 alors

l'ensemble des solutions de E6 est
SE6 = {y + y0 , y ∈ SH6}

Il nous faut don
 trouver une solution parti
ulière de E6. Pour 
ela on va 
ommen
er par essayer de trouver

une solution 
onstante. I
i la fon
tion y0 : t 7→ −
3

2
est une solution de E6.

Ainsi

SE6 =
{
t 7→ Ae−2t +Bet − 3

2
, (A,B) ∈ R2

}

On va déterminer A et B à l'aide des 
onditions initiales. On a

y(0) = A+B − 3

2
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y′(0) = B − 2A

On en déduit le système 


A+B =

3

2
B − 2A = 2

L'unique solution de 
e système est (A,B) =

(
−1

6
,
5

3

)
.

Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P6 est la fon
tion

y : t 7→ −1

6
e−2t +

5

3
et − 3

2

(P7)





y′′ + y′ = 1

y(0) = 3

y′(0) = 2

Soit y l'unique solution du problème de Cau
hy P7. Soit z = y′. Alors z véri�e
{
z′ + z = 1

z(0) = 2

Ainsi z : t 7→ e−t + 1. y est alors une primitive de z. D'où

y : t 7→ −e−t + t+ C

où C est une 
onstante.

Comme y(0) = 3 on alors C = 4. Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P7 est

y : t 7→ −e−t + t+ 4

(P8)





y′′ + 12y′ + 23y = 0

y(0) = 0

y′(0) = 0

On sait que le problème de Cau
hy P8 admet une unique solution. On remarque aisément que la fon
tion

y : t 7→ 0 est une solution de P8.
Ainsi l'unique solution du problème de Cau
hy P8 est

y : t 7→ 0

Réponse de l'exer
i
e 22.2

1. y′ + cos(x)y = 0

Il nous faut 
al
uler une primitive de x 7→ cos(x), x 7→ sin(x) en est une. L'ensemble des solutions de notre

équation di�érentielle est alors

S1 =
{
x 7→ Ke− sin(x) , K ∈ R

}
= Vect

(
x 7→ e− sin(x)

)
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2. y′ +
1

x ln(x)
y = 0

Une primitive de x 7→ 1

x ln(x)
est x 7→ ln(ln(x)). L'ensemble des solutions de notre équation di�érentielle

est alors

S2 =
{
x 7→ Ke− ln(ln(x)) , K ∈ R

}
=

{
x 7→ K

ln(x)
, K ∈ R

}
= Vect

(
x 7→ 1

ln(x)

)

3. y′ + cos3(x)y = 0

Il nous faut 
al
uler une primitive de x 7→ cos3(x), pour 
ela on va linéariser cos3(x)

cos3(x) =

(
eix + e−ix

2

)2

=
e3ix + 3eix + 3e−ix + e−3ix

8
=

cos(3x) + 3 cos(x)

4

Un primitive de x 7→ cos3(x) est alors x 7→ sin(3x) + 9 sin(x)

12
L'ensemble des solutions de notre équation di�érentielle est alors

S3 =
{
x 7→ K exp

(
−sin(3x) + 9 sin(x)

12

)
, K ∈ R

}
= Vect

(
x 7→ exp

(
−sin(3x) + 9 sin(x)

12

))

4. (1 + x2)y′ − 2xy = 0

x 7→ 1 + x2 ne s'annule jamais, notre équation di�érentielle est don
 équivalente à l'équation

y′ − 2x

1 + x2
y = 0

Une primitive de x 7→ −2x
1 + x2

est x 7→ − ln(1 + x2).

L'ensemble des solutions de notre équation di�érentielle est alors

S4 =
{
x 7→ Keln(1+x2) , K ∈ R

}
=
{
x 7→ K(1 + x2) , K ∈ R

}
= Vect

(
x 7→ (1 + x2)

)

5. y′ +
1− 2x

x2
y = 0.

Une primitive de x 7→ 1− 2x

x2
est x 7→ −1

x
− 2 ln(x).

L'ensemble des solutions de notre équation di�érentielle est alors

S5 =
{
x 7→ Ke

1
x
+2 ln(x) , K ∈ R

}
=
{
x 7→ Kx2e

1
x , K ∈ R

}
= Vect

(
x 7→ x2e

1
x

)

Réponse de l'exer
i
e 22.3

1. y′ + y = cos(x) + sin(x)

La forme générale des solutions de l'équation homogène est x 7→ Ke−x
, K ∈ R, la fon
tion x 7→ sin(x) est

une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre. Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation

di�érentielle y′ + y = cos(x) + sin(x) est

S1 = {x 7→ sin(x) +Ke−x , K ∈ R}
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2. y′ + 2y = cos(x)

La forme générale des solutions de l'équation di�érentielle homogène y′ + 2y = 0 est

x 7→ Ke−2x K ∈ R

On doit ensuite trouver une solution parti
ulière à l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre y′ + 2y =
cos(x).

On va i
i utiliser la méthode de variation de la 
onstante. On 
her
he don
 une solution parti
ulière de

y′ + 2y = cos(x) sous la forme y 7→ K(x)e−2x
.

On a alors, pour x ∈ R,

cos(x) = y′(x) + 2y(x) = K ′(x)e−2x − 2K(x)e−x + 2K(x)e−x = K ′(x)e−2x

Il nous faut don
 trouver une fon
tion K telle que K ′(x) = e2x cos(x), on va don
 
al
uler

∫ x

0
e2t cos(t) dt

via deux intégrations par parties su

essives. Soit x ∈ R, on a

K(x) =

∫ x

0
e2t cos(t) dt

=
[
e2t sin(t)

]x
0
−
∫ x

0
2e2t sin(t) dt

= e2x sin(x)−
∫ x

0
2e2t sin(t) dt

= e2x sin(x)−
([
−2e2t cos(t)

]x
0
+

∫ x

0
4e2t cos(t) dt

)

= e2x sin(x) + 2e2x cos(x)− 2− 4K(x)

D'où, pour x ∈ R

K(x) =
e2x sin(x) + 2e2x cos(x)− 2

5

Une solution parti
ulière de y′ + 2y = cos(x) est don


y : x 7→ K(x)e−2x
i.e. y : x 7→ sin(x) + 2 cos(x)

5
− 2e−2x

5

L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle y′ + 2y = cos(x) est ainsi

S2 = {x 7→
sin(x) + 2 cos(x)

5
+

(
K − 2

5

)
e−2x , K ∈ R}

3. y′ + xy = x+ 1

L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle homogène y′ + xy = 0 a été déterminé dans l'exer
i
e

pré
édent, elles sont de la forme x 7→ Ke−
x2

2
,K ∈ R. On détermine une solution parti
ulière par la méthode

de variation de la 
onstante en la 
her
hant sous la forme x 7→ K(x)e−
x2

2
, on a alors K ′(x) = (x+ 1)e

x2

2

On a ∫ x

0
(t+ 1)e

t2

2 dt = e
t2

2 +

∫ x

0
e

t2

2 dt

L'intégrale

∫ x

0
e

t2

2 dt ne se 
al
ule pas (il n'existe pas d'expression de 
ette intégrale à partir des fon
tions

usuelles) on va la noter Φ(x). Une solution parti
ulière de l'équation di�érentielle y′+xy = x+1 est don


y : x 7→ 1 + Φ(x)e−
x2

2
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L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle y′ + xy = x+ 1 est don


S3 =
{
x 7→ 1 + Φ(x)e−

x2

2 +Ke−
x2

2 , K ∈ R

}

4. xy′ + (x− 2)y = (x− 2) sur ]0,+∞[

Sur ]0,+∞ 
ette équation di�érentielle est équivalente à

y′ +
x− 2

x
y =

x− 2

x

Une primitive de x 7→ x− 2

x
est x 7→ x − 2 ln(x), les solutions de l'équation di�érentielle homogène sont

don
 de la forme x 7→ Ke−x+2 ln(x)
, K ∈ R. La fon
tion 
onstante x 7→ 1 est une solution parti
ulière

de l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre. Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle

xy′ + (x− 2)y = (x− 2) sur ]0,+∞[ est

S4 =
{
x 7→ Kx2e−x + 1 , K ∈ R

}

5. y′ + y = sin(x)

La forme générale des solutions de l'équation di�érentielle homogène y′ + y = 0 est

x 7→ Ke−x K ∈ R

On doit ensuite trouver une solution parti
ulière à l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre y′ + y =
sin(x).

On va i
i utiliser la méthode de variation de la 
onstante, on 
her
he don
 une solution parti
ulière de

y′ + y = sin(x) sous la forme y 7→ K(x)e−x
.

On a alors, pour x ∈ R,

sin(x) = y′(x) + y(x) = K ′(x)e−x −K(x)e−x +K(x)e−x = K ′(x)e−x

Soit x ∈ R, on a

K(x) =

∫ x

0
et sin(t) dt

=
[
et sin(t)

]x
0
−
∫ x

0
et cos(t) dt

= ex sin(x)−
∫ x

0
et cos(t) dt

= ex sin(x)−
([
et cos(t)

]x
0
+

∫ x

0
et sin(t) dt

)

= ex sin(x)− ex cos(x) + 1−K(x)

D'où, pour x ∈ R

K(x) =
ex sin(x)− ex cos(x) + 1

2

Une solution parti
ulière de y′ + y = sin(x) est don


y : x 7→ K(x)e−x
i.e. y : x 7→ sin(x)− cos(x)

2
+

1

2
e−x

L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle y′ + y = sin(x) est ainsi

S5 =
{
x 7→ sin(x)− cos(x)

2
+

1

2
e−x +Ke−x , K ∈ R

}
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6. y′ − exy = ee
x

Une primitive de x 7→ −ex est x 7→ −ex. Les solutions de l'équation di�érentielle homogène y′ − exy = 0
sont don
 de la forme x 7→ Ke−ex

, K ∈ R

On détermine une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre par la méthode de variation de la


onstante sous la forme x 7→ K(x)ee
x

. Il nous faut alors trouver une fon
tion K telle que K ′(x)ee
x

= ee
x

.

La fon
tion K : x 7→ x 
onvient.

L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle y′ − exy = ee
x

est don


S6 =
{
x 7→ Kee

x

+ xee
x

, K ∈ R
}

7. y′ +
2y

x2 + 1
= exp(−2 arctan(x))

Une primitive de x 7→ 2

x2 + 1
est x 7→ 2 arctan(x). Les solutions de l'équation di�érentielle homogène

y′ +
2y

x2 + 1
= 0 sont don
 de la forme x 7→ Ke−2 arctan(x)

, K ∈ R.

On détermine une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre par la méthode de variation

de la 
onstante sous la forme x 7→ K(x)e−2 arctan(x)
. Il nous faut alors trouver une fon
tion K telle que

K ′(x)e−2 arctan(x) = e−2 arctan(x)
. La fon
tion K : x 7→ x 
onvient.

L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle y′ +
2y

x2 + 1
= exp(−2 arctan(x)) est don


S7 =
{
x 7→ Ke−2 arctan(x) + xe−2 arctan(x) , K ∈ R

}

8. (1 + x2)y′ − 2xy = (1 + x2)2

La fon
tion x 7→ 1 + x2 ne s'annule pas sur R, notre équation di�érentielle est alors équivalente à

y − 2x

1 + x2
y = 1 + x2

Une primitive de x 7→ − 2x

1 + x2
est x 7→ − ln(1 + x2). Les solutions de l'équation di�érentielle homogène

y − 2x

1 + x2
y = 0 sont don
 de la forme x 7→ Keln(1+x2)

, i.e. x 7→ K(1 + x2), K ∈ R.

On détermine une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre par la méthode de variation

de la 
onstante sous la forme x 7→ K(x)e−2 arctan(x)
. Il nous faut alors trouver une fon
tion K telle que

K ′(x)(1 + x2) = 1 + x2. La fon
tion K : x 7→ x 
onvient.

L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle (1 + x2)y′ − 2xy = (1 + x2)2 est don


S8 =
{
x 7→ K(1 + x2) + x+ x3 , K ∈ R

}

9. xy′ + y = ex

On se pla
e sur l'intervalle ]0,+∞[, sur 
et intervalle notre équation di�érentielle est équivalente à

y′ +
1

x
y =

ex

x

Une primitive de x 7→ 1

x
est ln(x), les solutions de l'équation di�érentielle homogène sont de la forme

x 7→ Ke− ln(x)
, i.e. x 7→ K

x
, K ∈ R.

On détermine une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre par la méthode de variation de

la 
onstante sous la forme x 7→ K(x)

x
. Il nous faut alors trouver une fon
tion K telle que

K ′(x)
x

= ex.
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On va 
al
uler

∫ x

0
tet dt via une intégration par parties.

∫ x

0
tet dt =

[
tet
]x
0
−
∫ x

0
et dt = xex − ex + 1

Une solution parti
ulière de l'équation di�érentielle est don
 x 7→ xex − ex + 1

x
. L'ensemble des solutions

de l'équation di�érentielle xy′ + y = ex sur ]0,+∞ est alors

S9 =
{
x 7→ xex − ex +K + 1

x
, K ∈ R

}

10. y′ +
1− 2x

x2
y = 1

On se pla
e sur l'intervalle ]0,+∞[. Sur 
et intervalle une primitive de x 7→ 1− 2x

x2
est x 7→ −1

x
− 2 ln(x).

Les solutions de l'équation di�érentielle homogène y′+
1− 2x

x2
y = 0 sont ainsi de la forme x 7→ Ke

1
x
+2 ln(x)

,

K ∈ R.

La fon
tion x 7→ x2 est une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre. L'ensemble des solutions

de l'équation di�érentielle est ainsi

S10 =
{
x 7→ x2 +Kx2e

1
x , K ∈ R

}

11. y′ − y = e2x

Les solutions de l'équation di�érentielle homogène y′ − y = 0 sont de la forme x 7→ Kex, K ∈ R. La

fon
tion x 7→ e2x est une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre. Ainsi l'ensemble des

solutions de l'équation di�érentielle y′ − y = e2x est

S11 =
{
x 7→ e2x +Kex , K ∈ R

}

12. y′ − y = ex

Les solutions de l'équation di�érentielle homogène y′ − y = 0 sont de la forme x 7→ Kex, K ∈ R. On va

déterminer une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre par la méthode de variations de

la 
onstante. Il nous faut alors trouver une fon
tion K telle que K ′(x)ex = ex. La fon
tion K : x 7→ x

onvient. Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle y′ − y = ex est

S12 = {x 7→ xex +Kex , K ∈ R}

13. y′ − y = xex

Les solutions de l'équation di�érentielle homogène y′ − y = 0 sont de la forme x 7→ Kex, K ∈ R. On va

déterminer une solution parti
ulière de l'équation ave
 se
ond membre par la méthode de variations de la


onstante. Il nous faut alors trouver une fon
tion K telle que K ′(x)ex = xex. La fon
tion K : x 7→ x2

2

onvient. Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle y′ − y = xex est

S13 =
{
x 7→ x2ex

2
+Kex , K ∈ R

}

Réponse de l'exer
i
e 22.4

Déterminer la solution générale des équations di�érentielles suivantes :
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1. L'ensemble des solutions de l'équation y′′ + y′ − 2y = 0 est

{t 7→ Ae−2t +Bet , (A,B) ∈ R2}

Il nous faut maintenant trouver une solution parti
ulière à y′′ + y′ − 2y = e−t
, on la 
her
he sous la forme

t 7→ Ke−t
, 
e qui revient à K −K − 2K = 1 d'où K = −1

2
Finalement, l'ensemble des solutions de y′′ + y′ − 2y = e−t

est

{
t 7→ Ae−2t +Bet − e−t

2
, (A,B) ∈ R2

}

2. L'ensemble des solutions de l'équation y′′ + ω2y = 0 est

{t 7→ A cos(ωt) +B sin(ωt) , (A,B) ∈ R2}

Il nous faut maintenant trouver une solution parti
ulière à y′′ + ω2y = −2, on la 
her
he sous la forme

t 7→ K, 
e qui revient à K = − 2

ω2

Finalement, l'ensemble des solutions de y′′ + ω2y = −2 est

{
t 7→ A cos(ωt) +B sin(ωt)− 2

ω2
, (A,B) ∈ R2

}

3. L'ensemble des solutions de l'équation 4y′′ + 4y′ + y = 0 est

{t 7→ Ae−
t
2 +Bte−

t
2 , (A,B) ∈ R2}

Il nous faut maintenant trouver une solution parti
ulière à 4y′′+4y′+y = cos(2t), on la 
her
he sous la forme

t 7→ C cos(2t) +D sin(2t), 
e qui revient à (−16C +8D+C) cos(2t) + (−16D− 8C +D) sin(2t) = cos(2t)

d'où C = − 15

289
et D =

8

289
Finalement, l'ensemble des solutions de 4y′′ + 4y′ + y = cos(2t) est

{
t 7→ Ae−

t
2 +Bte−

t
2 +

8 sin (2x)− 15 cos (2x)

289
, (A,B) ∈ R2

}

4. L'ensemble des solutions de l'équation y′′ − 2y′ + y = 0 est

{t 7→ Aet +Btet , (A,B) ∈ R2}

Il nous faut maintenant trouver une solution parti
ulière à y′′−2y′+y = t2+e2t, pour 
ela on va exploiter

le prin
ipe de superposition et trouver des solutions parti
ulières à y′′ − 2y′ + y = t2 et y′′ − 2y′ + y = e2t

On 
her
he une solution à y′′ − 2y′ + y = t2 sous la forme d'un polyn�me de degré 2 : t 7→ t2 + at+ b, on
aboutit alors à t2 + (a− 4)t+ 2− 2a+ b = t2, ainsi t 7→ t2 + 4t+ 6 est une solution de y′′ − 2y′ + y = t2

On 
her
he une solution à y′′ − 2y′ + y = e2t sous la forme t 7→ Ke2t, on aboutit à t 7→ e2t.

Finalement l'ensemble des solution de y′′ − 2y′ + y = t2 + e2t est

{t 7→ Aet +Btet + t2 + 4t+ 6 + e2t , (A,B) ∈ R2}

5. L'ensemble des solutions de l'équation y′′ − 2y′ + 2y = 0 est

{t 7→ et(A cos(t) +B sin(t)) , (A,B) ∈ R2}
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Il nous faut maintenant trouver une solution parti
ulière à y′′ − 2y′ + 2y = 25te−t + 4, pour 
ela on va

exploiter le prin
ipe de superposition et trouver des solutions parti
ulières à y′′ − 2y′ + 2y = 25te−t
et

y′′ − 2y′ + 2y = 4

La fon
tion t 7→ 2 est une solution parti
ulière de y′′ − 2y′ + 2y = 4.

On 
her
he une solution à y′′−2y′+2y = 25te−t
sous la forme t 7→ (at+b)e−t

, on aboutit à t 7→ (5t+4)e−t

Finalement l'ensemble des solutions de y′′ − 2y′ + 2y = 25te−t + 4 est

{t 7→ et(A cos(t) +B sin(t)) + 2 + (5t+ 4)e−t , (A,B) ∈ R2}

6. L'ensemble des solutions de l'équation y′′ + 6y′ + 9y = 0 est

{t 7→ Ae−3x +Bxe−3x , (A,B) ∈ R2}

Il nous faut maintenant trouver une solution parti
ulière à y′′ + 6y′ + 9y = x2 + ex cos(x) + e3x, pour 
ela
on va exploiter le prin
ipe de superposition et trouver des solutions parti
ulières à y′′ + 6y′ + 9y = x2,
y′′ + 6y′ + 9y = ex cos(x) et y′′ + 6y′ + 9y = e3x

On 
her
he une solution parti
ulière à y′′ + 6y′ + 9y = x2 sous la forme d'un polyn�me de degré 2, on

trouve x 7→ 3x2 − 4x+ 2

27
.

On 
her
he une solution parti
ulière à y′′+6y′+9y = ex cos(x) sous la forme x 7→ ex(A cos(x)+B sin(x)),

on trouve x 7→ 8ex sin (x) + 15ex cos (x)

289
.

En�n on 
her
he une solution parti
ulière à y′′+6y′+9y = e3x sous la forme x 7→ Ke3x, on trouve x 7→ e3x

36
.

Finalement l'ensemble des solutions de y′′ + 6y′ + 9y = x2 + ex cos(x) + e3x est

{
t 7→ Ae−3x +Bxe−3x +

3x2 − 4x+ 2

27
+

8ex sin (x) + 15ex cos (x)

289
+
e3x

36
, (A,B) ∈ R2

}

Réponse de l'exer
i
e 22.5

On va pro
éder par analyse-synthèse :

Soit (x, y) une solution du système. Alors

x′ = 4x− 3y

D'où

x′′ = 4x′ − 3y′ = 4x′ − 3(2x− y) = 4x′ − 6x+ 3y = 4x′ − 6x+ (4x− x′) = 3x′ − 2x

Ainsi x′′ − 3x′ + 2 = 0.
Le polyn�me 
ara
téristique de 
ette équation est P (t) = t2 − 3t+ 2. Les ra
ines de P sont 1 et 2. Ainsi il

existe deux 
onstantes réelles A et B telles que x : t 7→ Aet +Be2t.
Par suite on a

y =
4x− x′

3

D'où

y : t 7→ 3Aet + 2Be2t

3

Ainsi, si x et y sont solutions du système alors il existe deux 
onstantes A et B telles que

x : t 7→ Aet +Be2t
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y : t 7→ 3Aet + 2Be2t

3

Ré
iproquement il est fa
ile de véri�er que, si x et y sont dé�nies par

x : t 7→ Aet +Be2t

y : t 7→ 3Aet + 2Be2t

3

ave
 A et B deux 
onstantes réelles, alors x et y sont solution de notre système.

Ainsi l'ensemble des solutions du système est

{(
t 7→ Aet +Be2t, t 7→ 3Aet + 2Be2t

3

)
, (A,B) ∈ R2

}

Réponse de l'exer
i
e 22.6

1.

{
y′ − y tan(x) = 0

y(0) = 1
sur

]
−π
2
,
π

2

[

On travaille i
i sur

]
−π
2
,
π

2

[
, une primitive de x 7→ − tan(x) y est x 7→ ln(cos(x)). La forme générale des

solutions de l'équation di�érentielle y′ − y tan(x) = 0 est don


x 7→ Ke− ln(cos(x))
i.e. x 7→ K

cos(x)
K ∈ R

La 
ondition initiale impose K = 1. L'unique solution de notre problème de Cau
hy est don


f1 : x 7→
1

cos(x)

2.




y′ − 1

x ln(x)
y = 0

y(e) = 1
sur ]1,+∞[

On travaille i
i sur ]1,+∞[. On peut remarquer que la fon
tion x 7→ ln(x) est solution de 
e problème de

Cau
hy et est don
 l'unique solution. On va toutefois le retrouver par la méthode générale.

Une primitive de x 7→ − 1

x ln(x)
sur ]1,+∞[ est x 7→ ln(ln(x)). La forme générale des solutions de l'équation

di�érentielle y′ − 1

x ln(x)
y = 0 est don


x 7→ Keln(ln(x)) i.e. x 7→ K ln(x)

La 
ondition initiale impose K = 1. L'unique solution de notre problème de Cau
hy est don
 bien

f2 : x 7→ ln(x)

3.

{
y′ + xy = 2x

y(0) = 1
sur R.

On va 
ommen
er par déterminer la forme générale des solutions de l'équation di�érentielle homogène.

Une primitive de x 7→ x sur R est x 7→ x2

2
. La forme générale des solutions de l'équation di�érentielle

homogène y′ + xy = 0 est don


x 7→ Ke−
x2

2

Bastien Marmeth 522 Page 522/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

On doit ensuite trouver une solution parti
ulière à l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre y′+xy = 2x.
La fon
tion 
onstante x 7→ 2 
onvient i
i. La forme générale des solutions de l'équation di�érentielle

y′ + xy = 2x est don


x 7→ 2 +Ke−
x2

2

La 
ondition initiale impose K = −1. Ainsi l'unique solution de notre problème de Cau
hy est

f3 : x 7→ 2− e−x2

2

4.

{
y′ + y = 3 sin(x)

y(0) = C
C ∈ R �xé.

La forme générale des solutions de l'équation di�érentielle homogène y′ + y = 0 est

x 7→ Ke−x K ∈ R

On doit ensuite trouver une solution parti
ulière à l'équation di�érentielle ave
 se
ond membre y′ + y =
3 sin(x). Deux méthodes s'o�rent à nous :

� On peut, 
omme le se
ond membre est une somme de 
osinus et de sinus, 
her
her une solution sous la

forme d'une somme de 
osinus et de sinus de même période x 7→ A cos(x) +B sin(x) ave
 A et B deux


onstantes réelles.

� On peut aussi utiliser la méthode de variation de la 
onstante.

On va i
i utiliser la méthode de variation de la 
onstante qui est plus lente mais dont la maitrise est

fondamentale. On 
her
he don
 une solution parti
ulière de y′ + y = 3 sin(x) sous la forme y 7→ K(x)e−x
.

On a alors, pour x ∈ R,

3 sin(x) = y′(x) + y(x) = K ′(x)e−x −K(x)e−x +K(x)e−x = K ′(x)e−x

Il nous faut don
 trouver une fon
tion K telle que K ′(x) = 3ex sin(x), on va don
 
al
uler

∫ x

0
3et sin(t) dt

via deux intégrations par parties su

essives. Soit x ∈ R, on a

K(x) =

∫ x

0
3et sin(t) dt

=
[
3et sin(t)

]x
0
−
∫ x

0
3et cos(t) dt

= 3ex sin(x)−
∫ x

0
3et cos(t) dt

= 3ex sin(x)−
([

3et cos(t)
]x
0
+

∫ x

0
3et sin(t) dt

)

= 3ex sin(x)− 3ex cos(x) + 3−K(x)

D'où, pour x ∈ R

K(x) =
3ex sin(x)− 3ex cos(x) + 3

2

Une solution parti
ulière de y′ + y = 3 sin(x) est don


y : x 7→ K(x)e−x
i.e. y : x 7→ 3 sin(x)− 3 cos(x)

2
+

3

2
e−x

La forme générale des solutions de l'équation di�érentielle y′ + y = 3 sin(x) est ainsi

x 7→ 3 sin(x)− 3 cos(x)

2
+

3

2
e−x +Ke−x

Bastien Marmeth 523 Page 523/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

La 
ondition initiale impose K = C. Ainsi l'unique solution de notre problème de Cau
hy est

f4 : x 7→
3 sin(x)− 3 cos(x)

2
+

(
C +

3

2

)
e−x

Réponse de l'exer
i
e 22.7

1. (1 + x2)y′ + xy = 0

La fon
tion x 7→ 1 + x2 ne s'annule pas sur R, notre équation di�érentielle est alors équivalente à

y +
x

1 + x2
y = 0

Une primitive de x 7→ x

1 + x2
est x 7→ 1

2
ln(1 + x2). Les solutions de l'équation di�érentielle homogène

y +
x

1 + x2
y = 0 sont don
 de la forme x 7→ Ke−

1
2
ln(1+x2)

, i.e. x 7→ K√
1 + x2

, K ∈ R.

L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle ((1 + x2)y′ + xy = 0 sur R est don


S1 =
{
x 7→ K√

1 + x2
, K ∈ R

}

2. 2y′ − 1

1 + x
y = 0

On se pla
e sur ]− 1,+∞[. Notre équation di�érentielle est équivalente à y′− 1

2 + 2x
y = 0. Une primitive

de x 7→ −1

2

1

1 + x
est x 7→ −1

2
ln(1 + x)

L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle 2y′ − 1

1 + x
y = 0 sur ]− 1,+∞[ est alors

{
x 7→ K

√
1 + x , K ∈ R

}

3. y′ − 1√
1− xy = 0

On se pla
e sur ]−∞, 1}. Sur 
et intervalle, une primitive de x 7→ − 1√
1− x est x 7→ 2

√
1− x

L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle y′ − 1√
1− xy = 0 sur ]−∞, 1} est alors

S3 =
{
Ke−2

√
1−x , K ∈ R

}

4. xy′ + x2y = 0

On se pla
e sur ]0,+∞, sur 
et intervalle notre équation est équivalente à y′ + xy = 0. Une primitive de

x 7→ x est x 7→ x2

2
.

L'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle xy′ + x2y = 0 sur ]0,+∞[ est alors

S4 =
{
x 7→ Ke−

x2

2 , K ∈ R

}
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5. cos(x)y′ + sin(x)y = 0

On sait que l'ensemble des solutions d'une équation di�érentielle linéaire homogène de degré 1 est un

espa
e ve
toriel de dimension 1. Il est don
 engendré par n'importe lequel de ses éléments non-nuls. On

peut remarquer que la fon
tion x 7→ cos(x) est une solution de 
ette équation di�érentielle, ainsi l'ensemble

des solutions de l'équation di�érentielle cos(x)y′ + sin(x)y = 0 est

S5 = Vect(x 7→ cos(x)) = {x 7→ K cos(x) , K ∈ R}

Réponse de l'exer
i
e 22.8

1. (E1) : (1 + x2)y′ + xy = 1 + 2x2

Sur R, l'équation di�érentielle (E1) est équivalente à

y′ +
x

1 + x2
y =

1 + 2x2

1 + x2

On sait, d'après l'exer
i
e pré
édent que les solutions de l'équation homogène y′ +
x

1 + x2
y = 0 sont de la

forme x 7→ K√
1 + x2

.

De plus, la fon
tion x 7→ x est une solution évidente de l'équation ave
 se
ond membre.

Ainsi l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle (E1) est

∫1 =
{
x 7→ x+

K√
1 + x2

, K ∈ R

}

2. (E2) : cos(x)y′ + sin(x)y = 1

On sait, d'après l'exer
i
e pré
édent que les solutions de l'équation homogène cos(x)y′ + sin(x)y = 0 sont

de la forme x 7→ K cos(x), K ∈ R.

La fon
tion x 7→ sin(x) est une solution évidente de l'équation ave
 se
ond membre, ainsi l'ensemble des

solutions de (E2) est
S2 = {x 7→ sin(x) +K cos(x) , K ∈ R}

3. (E3) : (x+ 1)y′ + y = x2

On va pro
éder par analyse-synthèse :

Soit P : x 7→ ax2 + bx+ c, (a, b, c) ∈ R3
une fon
tion polynomiale de degré 2 solution de (E3). On a alors

∀x ∈ R (x+ 1)(2ax + b) + ax2 + bx+ c = x2

C'est-à-dire

∀x ∈ R 3ax2 + (2a + 2b)x+ b+ c = x2

Par uni
ité des 
oe�
ients d'un polyn�me on a alors





a =
1

3

b = −1

3

c =
1

3

Ainsi, si P est une fon
tion polynomiale de degré 2 solution de (E3) alors né
essairement P est la fon
tion

x 7→ x2 − x+ 1

3
.
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Ré
iproquement il est ainsi de montrer que la fon
tion x 7→ x2 − x+ 1

3
est solution de (E3).

Finalement la fon
tion x 7→ x2 − x+ 1

3
est bien l'unique fon
tion polynomiale de degré 2 solution de (E3).

On se pla
e sur ]−1,+∞[ pour résoudre (E3), sur 
et intervalle (E3) est équivalente à y
′+

y

x+ 1
=

x2

x+ 1
.

Sur x ∈]− 1,+∞[ une primitive de x 7→ 1

x+ 1
est x 7→ ln(x + 1). Ainsi l'ensemble des solutions de (E3)

est

S3 =
{
x 7→ x2 − x+ 1

3
+

K

x+ 1
, K ∈ R

}

Bastien Marmeth 526 Page 526/538



Ly
ée Albert S
hweitzer BCPST1 2016-2017

Chapitre 23

Fon
tions réelles de deux variables réelles

Exer
i
es

Exer
i
e 23.1

Déterminer les dérivées partielles d'ordre 1 et 2 des fon
tions suivantes

1. a : (x, y) 7→ x2y + x2y2 + 2xey

2. b : (x, y) 7→ ex + ey − exy
3. c : (x, y) 7→ ln(x2 + y4 + 2x2y2 + 3)

4. d : (x, y) 7→ cos(x+ y) + sin(x− y)
5. e : (x, y) 7→ xy

1 + x2 + y2

6. f : (x, y) 7→ exy

cos(xy) + 2

7. g : (x, y) 7→ x cos(y) + y cos(x)

8. h : (x, y) 7→ arctan

(
x2

1 + y2

)

Exer
i
e 23.2

Tra
er les lignes de niveau des fon
tions f : R2 → R données par :

1. f1 : (x, y) 7→ ln(1 + x2 + y2).

2. f2 : (x, y) 7→ 1 +
√
x2 − y2.

3. f3 : (x, y) 7→ ex
2+2y2 .

Exer
i
e 23.3

Les dérivées partielles interviennent de manière 
ru
iale pour modéliser 
ertains phénomènes naturels.

On regarde i
i ave
 l'équation d'une 
orde vibrante. On 
onsidère une 
orde de longueur L que l'on suppose

�xée entre les points x = 0 et x = L. On va é
arter la 
orde de sa position initiale dans le plan Oxy, la lâ
her

et tenter de modéliser son mouvement au 
ours du temps.

Le paramètre x désigne don
 la position le long de l'axe Ox, t désigne le temps. Au point x et au temps t,
y = y(x, t) désigne la position de la 
orde au dessus de x.

Ainsi, pour x �xé, y = y(x, t) dé
rit le mouvement du point de la 
orde au dessus de x au 
ours du temps,

et ∂2y(x, t) désigne la vitesse de 
e point et ∂22,2y(x, t) son a

élération.

On peut démontrer (ave
 quelques hypothèses appropriées) que 
e mouvement est dé
rit par une équation

aux dérivées partielles donnée par

∂22,2y(x, t) = c2∂21,1y(x, t) (23.1)
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où c est une 
onstante positive dépendant des 
ara
téristiques physiques de la 
orde.

1. Montrer que y(x, t) = sin(x− ct) est une solution de l'équation.

2. Plus généralement, montrer que pour une fon
tion f : R → R de 
lasse C2
, alors les fon
tions y(x, t) =

f(x+ ct) et y(x, t) = f(x− ct) satisfont l'équation.
3. Montrer que tout tout ω ∈ R, y(x, t) = sin(cωt) sin(ωx) satisfait l'équation.

4. Montrer que si deux fon
tions y1(x, t) et y2(x, t) satisfont l'équation, il en est de même de toutes les


ombinaisons linéaires α1y1(x, t) + αy2(x, t) ave
 α1, α2 ∈ R.

Exer
i
e 23.4

Asso
ier 
ha
une des 
ourbes 3D suivantes ave
 ses lignes de niveau.

Figure 23.4 � Courbes 3D

1) 2)

3) 4)

Figure 23.5 � Lignes de niveau

A) B)

C) D)

Exer
i
e 23.5
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Déterminer les positions des éventuels extremums des fon
tions f(x, y) = x2 + 3xy + 3y2 − 6x+ 3y et g(x, y) =
x2y − 6y2 − 3x2 dans R2

.

Exer
i
e 23.6

On s'intéresse à la température sur une �ne plaque de métal, on note T (x, y) la température au point (x, y). On
suppose que la plaque o

upe tout le premier quadrant de R2

, 
'est à dire la partie x > 0, y > 0 et que la fon
tion
température est T (x, y) = xy. On appelle 
ourbes isothermes les lignes de niveau de la fon
tion température,

tous les points sur une même 
ourbe isotherme sont à la même température.

1. Tra
er les isothermes T = 1, T = 2 et T = 3

2. On dépose une fourmi au point (1, 4), 
ette fourmi se dépla
e de sorte que la température sur son 
hemin

soit 
onstante. Quel va être le 
hemin de la fourmi et quelle est la température le long du 
hemin

Exer
i
e 23.7

Les questions se rapportent aux 
ourbes de niveau suivantes

1. Lequel des deux points A et B est le plus haut ?

2. Lequel des deux points A et B est sur la pente la plus raide ?

3. Partant de A et se déplaçant de sorte que y reste 
onstant et x 
roisse, l'altitude va t'elle d'abord 
roître

ou dé
roître ?

4. Partant de B et se déplaçant de sorte que y reste 
onstant et x 
roisse, l'altitude va t'elle d'abord 
roître

ou dé
roître ?

5. Partant de A et se déplaçant de sorte que x reste 
onstant et y dé
roisse, l'altitude va t'elle d'abord 
roître

ou dé
roître ?

6. Partant de B et se déplaçant de sorte que x reste 
onstant et y dé
roisse, l'altitude va t'elle d'abord 
roître

ou dé
roître ?
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Exer
i
e 23.8

La �gure suivante représente les surfa
es de niveau d'une fon
tion f . Conje
turez le signe des dérivées partielles
∂1f(x0, y0) et ∂2f(x0, y0) et expliquez votre raisonnement.

Exer
i
e 23.9

On dit qu'une fon
tion f de 
lasse C2
à deux variables satisfait l'équation de Lapla
e si on a

∂21,1f(x, y) + ∂22,2f(x, y) = 0.

Il s'agit d'une équation aux dérivées partielles très importante intervenant dans la modélisation de beau
oup

de phénomènes.

Montrer que les fon
tions f(x, y) = x2 − y2 + 2xy et f(x, y) = ex sin(y) + ey cos(x) satisfont 
ette équation.

Des inse
tes et leur habitat 23.10 (Mathématiques pour les s
ien
es de la vie et de l'environnement (Boularas, Fedon, Petit))

Des espè
es d'inse
tes ont été inventoriées dans plusieurs milieux sur une 
olline 
al
aire, selon une é
helle

de dynamique végétale ν depuis la pelouse sè
he (valeur 1) jusqu'au sous-bois (valeur 6) et la hauteur h en 
m

de la végétation herba
ée (entre 5 et 40 
m). Le nombre NBI d'espè
es d'inse
tes est modélisé par la fon
tion

NBI = −0, 466ν2 + 2, 960ν − 0, 00655h2 + 0, 34625h + 1, 08725.

1. Représenter 
ette fon
tion par un graphe en dimension 3.

2. Quelle est la valeur du milieu où l'on attend la plus grande ri
hesse en espè
e d'inse
tes ?

3. Quelle est 
ette ri
hesse maximale ?

4. En un point quel
onque M(ν, h), quelle est la dire
tion dans laquelle la fon
tion NBI varie le plus vite ?

Quelle est la valeur f(ν, h) de 
ette variation maximale ?

5. Étudier les positions des éventuels extremums de 
ette fon
tion f .

Exer
i
e 23.11

Dans la suite, on 
onsidère un potentiel φ dans le plan (
'est-à-dire une fon
tion de R2
dans R, et on pose

φ(x, y) = x2 − y2.
Les lignes de niveau φ = constante sont les équipotentielles. Si φ est un potentiel éle
trostatique, φ donne

lieu au 
hamp éle
trique E = −∇φ. Si φ est la température, ∇φ est le gradient de température.
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1. Déterminer la dire
tion et l'intensité du 
hamp éle
trique au point (2, 1).

2. Déterminer la dire
tion dans laquelle la température dé
roît le plus vite au point (−3, 2).
3. Cal
uler le taux de 
hangement de la température en fon
tion de la distan
e au point (1, 2) dans la dire
tion

du ve
teur

−→u = 3
−→
i −−→j .

Réponses

Réponse de l'exer
i
e 23.1

1. a : (x, y) 7→ x2y + x2y2 + 2xey

∂1a(x, y) = 2xy + 2xy2 + 2ey ∂2a(x, y) = x2 + 2x2y + 2xey

∂21,1a(x, y) = 2y + 2y2 ∂21,2a(x, y) = ∂22,1a(x, y) = 2x+ 4xy + 2ey ∂22,2a(x, y) = 2x2 + 2xey

2. b : (x, y) 7→ ex + ey − exy

∂1b(x, y) = ex − yexy ∂2b(x, y) = ey − xexy

∂21,1b(x, y) = ex − y2exy ∂21,2b(x, y) = ∂22,1b(x, y) = −exy − yxexy ∂22,2b(x, y) = ey − x2exy

3. c : (x, y) 7→ ln(x2 + y4 + 2x2y2 + 3)

∂1c(x, y) =
4xy2 + 2x

y4 + 2x2y2 + x2 + 3
∂2c(x, y) =

4y3 + 4x2y

y4 + 2x2y2 + x2 + 3

∂21,1c(x, y) =
4y2 + 2

y4 + 2x2y2 + x2 + 3
−

(
4xy2 + 2x

)2

(y4 + 2x2y2 + x2 + 3)2

∂22,2c(x, y) =
12y2 + 4x2

y4 + 2x2y2 + x2 + 3
−

(
4y3 + 4x2y

)2

(y4 + 2x2y2 + x2 + 3)2

∂21,2c(x, y) = ∂22,1c(x, y) =
8xy

y4 + 2x2y2 + x2 + 3
−
(
4xy2 + 2x

) (
4y3 + 4x2y

)

(y4 + 2x2y2 + x2 + 3)2

4. d : (x, y) 7→ cos(x+ y) + sin(x− y)

∂1d(x, y) = cos(y − x)− sin(y + x) ∂2d(x, y) = − sin(y + x)− cos(y − x)
∂21,1d(x, y) = sin(y − x)− cos(y + x) ∂22,2d(x, y) = sin(y − x)− cos(y + x)

∂21,2d(x, y) = ∂22,1d(x, y) = − cos(y + x)− sin(y − x)

5. e : (x, y) 7→ xy

1 + x2 + y2

∂1e(x, y) =
y
(
y2 − x2 + 1

)

(y2 + x2 + 1)2
∂2e(x, y) = −

x
(
y2 − x2 − 1

)

(y2 + x2 + 1)2

∂21,1e(x, y) = −
2xy

(
3y2 − x2 + 3

)

(y2 + x2 + 1)3
∂22,2e(x, y) =

2xy
(
y2 − 3x2 − 3

)

(y2 + x2 + 1)3

∂21,2e(x, y) = ∂22,1e(x, y) = −
y4 − 6x2y2 + x4 − 1

(y2 + x2 + 1)3
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6. f : (x, y) 7→ exy

cos(xy) + 2

∂1f(x, y) =
yexy (sin (xy) + cos (xy) + 2)

(cos (xy) + 2)2
∂2f(x, y) =

xexy (sin (xy) + cos (xy) + 2)

(cos (xy) + 2)2

∂21,1f(x, y) =
2y2exy

(
sin (xy)2 + cos (xy) sin (xy) + 2sin (xy) + cos (xy)2 + 3cos (xy) + 2

)

(cos (xy) + 2)3

∂22,2f(x, y) =
2x2exy

(
sin (xy)2 + cos (xy) sin (xy) + 2sin (xy) + cos (xy)2 + 3cos (xy) + 2

)

(cos (xy) + 2)3

∂21,2f(x, y) = ∂22,1f(x, y) =
2xyexysin (xy)2

(cos (xy) + 2)3
+

2xyexysin (xy)

(cos (xy) + 2)2
+

exysin (xy)

(cos (xy) + 2)2

+
xyexy

cos (xy) + 2
+

exy

cos (xy) + 2
+

xyexycos (xy)

(cos (xy) + 2)2

7. g : (x, y) 7→ x cos(y) + y cos(x)

∂1g(x, y) = cos(y)− y sin(x) ∂2g(x, y) = cos(x)− x sin(y)
∂21,1g(x, y) = −y cos(x) ∂21,2g(x, y) = ∂22,1g(x, y) = − sin(x)− sin(y) ∂22,2g(x, y) = −x cos(y)

8. h : (x, y) 7→ arctan

(
x2

1 + y2

)

∂1h(x, y) =
2x
(
y2 + 1

)

y4 + 2y2 + x4 + 1
∂2h(x, y) = −

2x2y

y4 + 2y2 + x4 + 1

∂21,1h(x, y) =
2
(
y2 + 1

) (
y4 + 2y2 − 3x4 + 1

)

(y4 + 2y2 + x4 + 1)2
∂22,2h(x, y) =

2x2
(
3y4 + 2y2 − x4 − 1

)

(y4 + 2y2 + x4 + 1)2

∂21,2h(x, y) = ∂22,1h(x, y) = −
4xy

(
y2 − x2 + 1

) (
y2 + x2 + 1

)

(y4 + 2y2 + x4 + 1)2

Réponse de l'exer
i
e 23.2

Figure 23.1 � Lignes de niveau de f1
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Figure 23.2 � Lignes de niveau de f2

Figure 23.3 � Lignes de niveau de f3

Réponse de l'exer
i
e 23.3

1. Cal
ulons les dérivées partielles ∂22,2y(x, t) et ∂
2
1,1y(x, t)

∂2y(x, t) = −c cos(x− ct) ∂22,2y(x, t) = −c2 sin(x− ct)

∂1y(x, t) = cos(x− ct) ∂21,1y(x, t) = sin(x− ct)

Ainsi on a bien

∂22,2y(x, t) = c2∂21,1y(x, t)

C'est à dire y(x, t) = sin(x− ct) est une solution de l'équation.

2. Soit f : R → R une fon
tion de 
lasse C2
. On pose y1(x, t) = f(x+ ct) et y2(x, t) = f(x− ct). Cal
ulons

les dérivées partielles au se
ond ordre de y1 et y2.

Pour y1 on a

∂2y1(x, t) = cf ′(x+ ct) ∂22,2y1(x, t) = c2f ′′(x+ ct)

∂1y1(x, t) = f ′(x+ ct) ∂21,1y1(x, t) = f ′′(x+ ct)
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Ainsi on a bien

∂22,2y1(x, t) = c2∂21,1y1(x, t)

De même pour y2 on a

∂2y2(x, t) = −cf ′(x− ct) ∂22,2y2(x, t) = c2f ′′(x− ct)

∂1y2(x, t) = f ′(x− ct) ∂21,1y2(x, t) = f ′′(x− ct)

Et don


∂22,2y2(x, t) = c2∂21,1y2(x, t)

En 
on
lusion y1 : (x, t) 7→ f(x+ ct) et y2 : (x, t) 7→ f(x− ct) satisfont l'équation.

3. Soit ω ∈ R. On va, 
omme aux questions pré
édentes 
al
uler les dérivées se
ondes de y.

∂2y(x, t)cω cos(cωt) sin(ωx) ∂22,2y(x, t) = −c2ω2 sin(cωt) sin(ωx)

∂1y(x, t) = ω sin(cωt) cos(ωx) ∂21,1y(x, t) = −ω2 sin(cωt) sin(ωx)

Ainsi on a bien

∂22,2y(x, t) = c2∂21,1y(x, t)

Don
 y : (x, t) 7→ sin(cωt) sin(ωx) satisfait l'équation.

4. Soit deux fon
tions y1(x, t) et y2(x, t) qui satisfont l'équation. Soit α1 et α2 deux réels. On pose z(x, t) =
α1y1(x, t) + αy2(x, t).

Cal
ulons les dérivées se
ondes de z.

∂2z(x, t) = α1∂2y1(x, t) + α2∂2y2(x, t) ∂22,2z(x, t) = α1∂
2
2,2y1(x, t) + α2∂

2
2,2y2(x, t)

∂1z(x, t) = α1∂1y1(x, t) + α2∂1y2(x, t) ∂21,1z(x, t) = α1∂
2
1,1y1(x, t) + α2∂

2
1,1y2(x, t)

Or, on sait que y1(x, t) et y2(x, t) satisfont l'équation. Ainsi

∂22,2y1(x, t) = c2∂11,1y1(x, t)

∂22,2y2(x, t) = c2∂21,1y2(x, t)

On a alors

∂22,2z(x, t) = α1∂
2
2,2y1(x, t) + α2∂

2
2,2y2(x, t) = α1c

2∂11,1y1(x, t) + α2c
2∂21,1y2(x, t) = c2∂21,1z(x, t)

La fon
tion z(x, t) = α1y1(x, t) + αy2(x, t) satisfait don
 l'équation.

Réponse de l'exer
i
e 23.4

La 
ourbe 3D 1) a les lignes de niveau B), la 
ourbe 3D 2) a les lignes de niveau A), la 
ourbe 3D 3) a les lignes
de niveau D) et la 
ourbe 3D 4) a les lignes de niveau C)
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Réponse de l'exer
i
e 23.5

On veut déterminer les points 
ritique de f(x, y) = x2 + 3xy + 3y2 − 6x+ 3y. Pour 
ela on 
al
ule d'abord ses

dérivées partielles

∂1f(x, y) = 2x+ 3y − 6 ∂2f(x, y) = 3x+ 6y + 3

Déterminons maintenant les points où ∂1f(x, y) = ∂2f(x, y) = 0
On obtient le système

(S) :

{
2x+ 3y = 6

3x+ 6y = −3
L2 ← L2 − 2L1

(S)⇔
{
2x+ 3y = 6

−x = −15
L1 ← L1 + 2L2

(S)⇔
{
3y = −24
−x = −15

(S)⇔
{
y = −8
x = 15

Ainsi (15,−8) est l'unique point 
ritique de f (il s'agit i
i d'un minimum mais les outils pour le prouver ne

sont pas au programme).

On veut ensuite déterminer les points 
ritique de g(x, y) = x2y− 6y2− 3x2. Pour 
ela on 
al
ule d'abord ses

dérivées partielles

∂1g(x, y) = 2xy − 6x ∂2g(x, y) = x2 − 12y

Déterminons maintenant les points où ∂1g(x, y) = ∂2g(x, y) = 0
On obtient le système

(S) :

{
2xy − 6x = 0

x2 − 12y = 0

(S)⇔
{
2x(y − 3) = 0

x2 = 12y

Si x = 0 alors, 
omme y =
x2

12
, y = 0. Si x 6= 0 alors né
essairement y = 3 et x = 6 ou x = −6.

Ainsi g admet trois points 
ritiques qui sont (0, 0), (−6, 3) et (6, 3).

Réponse de l'exer
i
e 23.6
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Figure 23.6 � Isothermes

1.

2. La fourmi va se dépla
er à température 
onstante don
 sur une 
ourbe isotherme, en parti
ulier elle se

dépla
e sur la 
ourbe isotherme T = 4, la température le long de son 
hemin sera don
 de 4.

Figure 23.7 � Chemin de la fourmi

Réponse de l'exer
i
e 23.7

1. Le point A est le plus haut.

2. Le point B est sur la pente la plus raide.

3. Partant de A et se déplaçant de sorte que y reste 
onstant et x 
roisse, l'altitude va d'abord 
roître.

4. Partant de B et se déplaçant de sorte que y reste 
onstant et x 
roisse, l'altitude va d'abord dé
roître.

5. Partant de A et se déplaçant de sorte que x reste 
onstant et y dé
roisse, l'altitude va d'abord 
roître.

6. Partant de B et se déplaçant de sorte que x reste 
onstant et y dé
roisse, l'altitude va d'abord dé
roître.

Réponse de l'exer
i
e 23.8

La dérivée partielle selon la première 
oordonnée ∂1f(x0, y0) représente la variation de f lorsque l'on fait varier

uniquement x.
I
i on voit sur le graphe que, si x augmente, alors la valeur prise par f(x, y0) diminue (on passe de la valeur

4 à une valeur 
omprise entre 4 et 3). Ainsi ∂1f(x0, y0) est négative.
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De même la dérivée partielle selon le se
onde 
oordonnée ∂2f(x0, y0) représente la variation de f lorsque l'on

fait varier uniquement y.
I
i on voit sur le graphe que si y augmente, alors la valeur de f(x0, y) augmente (on passe de la valeur 4 à

une valeur 
omprise entre 4 et 5). Ainsi ∂2f(x0, y0) est positive.

Réponse de l'exer
i
e 23.9

Soit f(x, y) = x2 − y2 + 2xy. On veut montrer que f véri�e l'équation de Lapla
e. Cal
ulons les dérivées

partielles de f
∂1f = 2x+ 2y ∂2f = −2y + 2x

∂21,1f = 2 ∂22,2f = −2
Ainsi

∂21,1f(x, y) + ∂22,2f(x, y) = 2 + (−2) = 0

f véri�e don
 l'équation de Lapla
e

Soit f(x, y) = ex sin(y)+ey cos(x). On veut montrer que f véri�e l'équation de Lapla
e. Cal
ulons les dérivées
partielles de f

∂1f = ex sin(y)− ey sin(x) ∂2f = ex cos(y) + ey cos(x)

∂21,1f = ex sin(y)− ey cos(x) ∂22,2f = −ex sin(y) + ey cos(x)

Ainsi

∂21,1f(x, y) + ∂22,2f(x, y) = ex sin(y)− ey cos(x)− ex sin(y) + ey cos(x) = 0

f véri�e don
 l'équation de Lapla
e.

Réponse de l'exer
i
e 23.10

Figure 23.8 � Graphe 3D de NBI

1.

2. On 
her
he les points 
ritiques de la fon
tion NBI(ν, h), 
'est à dire les points où son ve
teur gradient est

nul. On a

∇NBI(ν, h) =
(

−0.932ν + 2.96
−0.0131h + 0.34625

)
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Ainsi le seul point 
ritique est le point

(
740

233
,
6925

262

)
≃ (3.17597, 26.4313). Si la ri
hesse en espè
es d'in-

se
tes atteint un maximum, 
e sera for
ement en 
e point. Véri�ons toutefois qu'il s'agit bien d'un maxi-

mum.

La 
ourbe nous in
ite à penser qu'il s'agit bien d'un maximum lo
al.

3. La ri
hesse maximale vaut NBI

(
740

233
,
6925

262

)
=

5061249433

488368000
≃ 10.363598

4. On sait que la dire
tion dans laquelle NBI varie le plus vite est la dire
tion du ve
teur gradient, 
'est à

dire

1

‖∇NBI‖∇NBI =
1√

(−0.932ν + 2.96)2 + (−0.0131h + 0.34625)2

(
−0.932ν + 2.96

−0.0131h + 0.34625

)

La valeur de 
ette variation maximale 
orrespond à la norme du ve
teur gradient, à savoir f(ν, h) =√
(−0.932ν + 2.96)2 + (−0.0131h + 0.34625)2

5. On rappelle qu'étudier les extrema d'une fon
tion de la forme f =
√
g est équivalent à étudier les extrema

de la fon
tion g. I
i on pose don
 g(ν, h) = (−0.932ν + 2.96)2 + (−0.0131h + 0.34625)2. Cal
ulons ∇g

∇g =

(
2× (−0.932) × (−0.932ν + 2.96)

2× (−0.0131) × (−0.0131h + 0.34625)

)

∇g ne s'annule qu'au point

(
740

233
,
6925

262

)
≃ (3.17597, 26.4313) qui est don
 le seul point où f atteint

éventuellement un extremum (il s'avère i
i que f admet un minimum lo
al en 
e point)

Réponse de l'exer
i
e 23.11

1. On sait que la dire
tion du 
hamp éle
trique est la dire
tion du ve
teur gradient, 
'est à dire

1

‖∇φ‖∇φ =
1√

4x2 + 4y2

(
2x
−2y

)

Au point (2, 1) on obtient

1

‖∇φ‖∇φ(2, 1) =
1

2
√
5

(
4
−2

)

La valeur de 
ette variation maximale 
orrespond à la norme du ve
teur gradient, à savoir 2
√
5.

2. La dire
tion dans laquelle la température dé
roît le plus vite au point (−3, 2) est la dire
tion opposée au

ve
teur gradient, 
'est à dire

− 1

‖∇φ‖∇φ =
1√

4x2 + 4y2

(
−2x
2y

)

Au point (−3, 2) on obtient

1

‖∇φ‖∇φ(2, 1) =
1

2
√
13

(
6
4

)

3. Le taux de 
hangement de la température en fon
tion de la distan
e au point (1, 2) dans la dire
tion 3i− j
est dé�ni par

〈(3,−1);∇φ(2, 1)〉 = 3× 2 + (−1)× (−4) = 10
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