Systemes et calcul matriciel.

& rSystémes linéaires équivalents. Réduction d'un systeme linéaire par la méthode du pivot de)
Gauss via les opérations élémentaires, a savoir : multiplier une équation par un scalaire non
nul, ajouter a une équation une combinaison linéaire des autre.

Rang d’un systeme, c¢’est-a-dire son nombre de pivots apres réduction.

Opérations sur les matrices : somme, produit par un scalaire, produit matriciel. Formule du
binome de Newton dans le cas de deux matrices qui commutent.

Transposée d’une matrices. Ecriture matriciel d’un systeme. Rang d’une matrice.

Matrices carrées inversibles. Expression dans le cas particulier des matrices 2 x 2.

Exercice 1 :

Résoudre par la méthode du Gauss les systemes d’équations linéaires suivants, d’inconnues réelles :

r+y—z =0 r+y+z =0 rT+y+z =1
(S1))Sz—y+2 =2 (So) S x+2y+32 =0 et (S3) S ax+2y+32 =-1
r+y+z =6 r+3y+5z =0 r+3y+5z =2

Exercice 2 : systemes d’équations linéaires avec parametres

@ Résoudre les systemes d’équations linéaires suivants, en fonction des parametres a,b € R :

ar+y+z =0 ar+y+z =4
(S1) §z+ay+z =0; (So) Sz+by+2z =3
r+y+az =0 x+2by+z2 =4

@ Résoudre les systemes suivants dans le cas des valeurs de A réelles pour lesquelles la solution
n’est pas unique :

T4y = \z -2+ Nz —-2y+2 =0 B=Nzx+2y+4z =0
(S1)d —z4+2y+2 =Xdy; (S2) 2x+(1—Ny—22 =0et(S3)q2r—A\y+2z =0
T+ z =z r—2y—(24+ Nz =0 dr+2y+B3—-XNz =0



Exercice 3 : Produit matriciel

-1 0 -2
On considere la matrice A= | 1 1 1 | et I3 la matrice identité de M3(R).
1 0 2

On cherche & résoudre 'équation d’inconnues réelles : (13 + yA)? = Is.

® Calculer A2
@ Soient z,t € R. Montrer que zA+tl =0& 2=0=1.

® Conclure.

Exercice 4 *x* : Sommes usuelles

Pour a € R, on définit les matrices

1 0 0 -1 0 0
R,=10 cos(a) —sin(a) | etS=| 0 -1 0
0 sin(a) cos(a) 0 0 1

® Montrer que R,Rs = Ry p pour (o, 3) € R%
@ Montrer que la matrice R, est inversible. Calculer son inverse.
® Pour chaque o € R, calculer SR,S et pour tout entier naturel n calculer R".

@ En calculant de deux fagons différentes (R, + R_,)", exprimer cos"(a) en fonction de cos(«),
cos(2ar), - -+, cos(na).

Exercice 5 : Puissances d’une matrice

Calculer les puissances successives des matrices suivantes :

4 2 2 0O 0 0 -4 -2 =2 21 —1
Al = 0 0 0 y AQ = 3 4 3 y Ag = 3 4 3 et A4 = 1 2 -1
-4 -2 =2 -3 -4 -3 1 -2 -1 00 1

& pour A7, on commencera par poser By = A, — 3I3 et par déterminer o € R tel que B} = aBj.

Exercice 6 : Puissances d’une matrice

2 -2 1
On considere la matrice N = 2 =3 2
-1 2 0

® Vérifier que N? = —2N + 315.

@ Montrer par récurrence qu’il existe deux suites (uy)n>0 et (v,)n>0 telle que :
N =y, N + 0,15 Vn € N

Préciser notamment la relation qui existe entre (uy,,v,) et (Uni1, Upi1).
® Vérifier que U, i1 + Upy1 = Up + Uy
@ En déduire que u, 1 = —3u, + 1.

® Exprimer (u,,v,) en fonction de n



Exercice 7 : Suites enchevétrées
On considere deux suites réelles (u,)nen €t (v, )nen définies par :

n = 3u, + 2v,
{u i tn Y Vn € N, avec ug = 1 et vg = 2

Upt1 = —4u, — 3vu,

U,

® Montrer qu’il existe une matrice A € My(R) telle que X1 = A- X,, ou X, = (v

n

),VnEN.

@ En déduire la forme explicite des suites (u,)nen €t (Un)nen-

Exercice 8 : Inversibilité

Dire dans chaque cas si la matrice est inversible et dans ce cas, calculer son inverse.

2 5 -2 5 3 1
®A_(—6 —16)’ B_<6 —15)’ C‘<1 —2)

0 -1 0 2 1 3 -2 =2 2
@D=(|1 1 -1 E={(1 3 -1, F=\|-1 2 2
-2 -1 0 3 -1 7 1 -2 3

® Pour chacune des matrices suivantes, déterminer les valeurs de A pour lesquelles elles ne sont
pas inversibles :

3—A -2 2 2—-A 1 -7
My = 3 —2-=A 3 Ny = 2 3—A -8
2 -2 3—A 2 2 —7—=A

@ Soit la matrice A =

[ —

1
0
1

o~ -

a. Montrer qu’il existe a,b € R tels que : A? = aA + bl.
b. En déduire que A est inversible et calculer A7,

Exercice 9 :

-2 -1 2 1 00
Soient A=(—-15 —6 11]etP=|1 3 0
—14 -6 11 2 21

@® Montrer que la matrice P est inversible et calculer son inverse P~
Calculer la matrice T'= P~ 1AP.
Exprimer A en fonction de P, P~ et T.

Montrer que pour tout entier naturel n, on a : A" = PT"P~1.

o TP

@ a. On définit la matrice N en écrivant T = I3 + N. Calculer N? et N3. En déduire N* si
ke N, n>3.
b. Déterminer 7™ en fonction de n et de N, puis de n uniquement.
c. Montrer que P-N-P'=A—I;et que P-N?- P~ ' = A2 - 24+ I;.
d. Donner I'expression de A" en fonction de n, I, A et A2



