Nombres complexes et polynomes.

A [Rappels (BCPST1 - Trigonométrie et nombres complexes)

e Nombres complexes : Ecriture algébrique et trigonométrique d’un nombre complexe. Repré-
sentation géométrique. Propriétés des conjugués, modules et arguments d’un nombre complexe.
Linéarisation de cosP(z) sin?(x).

Résolution des équations du second degré a coefficients réels. Somme et produit des solutions.
Résolution de I’équation 2% = a avec a € C.

e trigonométrie : Définition, périodicité et symétrie des fonctions cos, sin et tan.
Formules de trigonométrie cos?(a) + sin?(a) = 1, cos(a + b), sin(a £ b), cos(2a), sin(2a).
Résolution d’équations trigonométrique du type : cos(x) = ¢, sin(x) = s et tan(z) = ¢.
Notations arccos, arcsin et arctan.

Transformation : a cos(6) + bsin(f) = Rcos(6 + ¢).

1 Nombres complexes
Exercice 1 * : Linéariser les expressions suivantes

Ay = cos*() —sin?(0), Ay = cos?() - sin?(6)

Exercice 2 : formules usuelles

Soit 0 € R et n € N.

@ Exprimer tan(26) en fonction de tan(f).
1 2

an(f)  tan(26)

@ Calculer : en précisant 'ensemble de validité.

n
® En déduire une expression simple de Z 2k tan(2).
k=0

Exercice 3 X : Formes algébriques et trigonométriques

Soit a =1+ et b = /3 — 4. Déterminer la forme trigonométrique de a, b et ab.
En déduire les valeurs exactes de cos(m/12) et sin(7/12).

Exercice 4 % : Etude de conjugaison et de module

21+ 22

® Soit (21, 22) € C? tels que |z1] = 1 = |23]. Montrer que Z =
1+ 2122

@ Soit z un nombre complexe de module 1. Montrer que |1+ z| > 1 ou |1 + 22| > 1.
& Remarque : On pourra utiliser la forme trigonométrique de 1 + z et de 1 + 22 et montrer que
11+ 2%+ 14 22| > 2.



Exercice 5 * : Résolution d’équations du second degré

Résoudre dans C les équations suivantes :
®22—24+1=0
@ 2% — 423 + 1422 — 362 + 45 = 0. & On montrera qu’elle admet deux solutions imaginaires pures.

® (1+cos(20))z? —2sin(260)z+2 = 0 o § € [0,27[. & On déterminera un argument de chaque solution.
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Exercice 6 X :

2r o 2m 2., .4 3. .54 .6
Onposez:cos7+zsm7,5’:z—|—z +z0et T =2° 4 2° 4+ 2°.

® Que vaut 27 ? En déduire que S et T sont des nombres complexes conjugués.
@ Calculer S+ T et S-T.

® Montrer que S et T sont racines d’un trindéme qu’on déterminera. En déduire les valeurs de S et de T’
apres avoir déterminer le signe de la partie imaginaire de S.



2 Polynomes
Exercice 7 X : Factoriser sur R et sur C les polyndomes suivants

PX)=X3-8,QX)=X-3X?-2, RX)=X*+X?+1et S(X)=(2X +1)* — (X — 1)*

Exercice 8 * : Racines et degré d’un polynéme

Soient deux réels a et b tels que a # b et a # —b. Pour tout entier n > 1, on considere le polynoéme :
P2n+1(X) — (X +a+ b)2n+1 _ X2n—|—1 _ a2n+1 _ b2n+1

@ Quel est le degré de Poy, 117
@ Montrer que P, est divisible par P3, c’est-a-dire qu'’il existe @ € R[X] tel que : P11 = P3- Q.

Exercice 9 * : racines et coefficients d’un polynome

On cherche a déterminer tous les triplets de nombres complexes (21, 22, 23) de méme module 1 tels que :
21+ 204+ 23=1¢et 212023 = 1.
® Soit P = X3+ as X% + a1 X + ag. Exprimer les coefficients de P en fonction de ses racines dans C.

@ De quel polynome z1, z2 et z3 sont les racines ?

® Conclure. Dire notamment quel est le nombre de solutions.

Exercice 10 * : Ordre de multiplicité

® Soit P(X) = 2X% + V2X — 3. Montrer que P n’a qu’une racine réelle et que celle-ci est simple et
positive.
2 X"

X
@ Soit n € N* et Pp(X) =1+ X + o1 et Montrer que P, n’a aucune racine multiple.
! n

¢ On pourra montrer que toute racine multiplé de P, est racine de P, — P,.

Exercice 11 *X :

On définit une suite (P,)pen de polynémes de C[X] par la donnée de Py = 2, P, = X et la relation de
récurrence :

Vn €N, Poyo = XPpi1 — P,

@® Calculer P, P3 et P4. Pour tout n € N, déterminer le degré et le coefficient dominant de P,.

@ Montrer que, pour tout n € N et tout z € C*, on a :

1 1
Polz4+-)=2"+—
z FAL

® Soit n € N*. Montrer que pour tout entier k € [0,n — 1], le réel :

T s
ap = 2cos <+ k:)
2n n

est racine de P,. Ces racines sont-elles deux a deux distinctes ? Que peut-on en conclure ?



Exercice 12 %> :

n
Soit n € N. A tout polynéme P =ag+ a1 X + -+ a, X" = Z ap X", on associe le polynome :
k=0

Qp(X)=(BX+8)P(X)+ (X?-5X)P'(X) - (X3 - X?)P"(X)

@® Comparer, lorsque P en non nul, le degré de P et celui de Qp.
@ Que vaut P lorsque Qp est le polynome nul ?
® Trouver tous les couples (A, P) ou A € R et P est un polynéme réel non nul, tel que Qp = \P.

Planche 13 : oral Agro 2018

Soit la fonction ® définie sur R[X] par ®(P) = 9XP — (X? —1)P'.

@® On modélise un polynome par la liste de ses coefficients donnée par ordre croissant. Par exemple le
polynome X + 2X3 + X4 va étre modélisé par [0,1,0,2,1].

a. Ecrire une fonction prenant en argument une liste de ce type représentant un polynome P et
retournant une liste modélisant le polynome dérivé P’.

b. Ecrire une fonction prenant en argument une liste représentant un polynéme P et retournant une
liste modélisant le polynéme X P.

c. En déduire une fonction retournant une liste représentant ®(P) a partir d’une liste représentant P.

@ On donne P = 2X2 +4X + 2. Calculer ®(P) et le factoriser.

@ Soit P € R[X], de degré n. Montrer que ®(P) est de degré inférieur ou égal a n + 1.
Pour quel degré a-t-on une inégalité stricte ?

@ On considere I'équation (E) : ®(P) = 9P.

a. Le polyndéme nul est-il solution ?

b. On cherche & déterminer tous les polynémes non nuls solution de (E).
Montrer que ceux-ci sont de degré 9.
Montrer qu’ils sont solution d’une équation différentielle du premier ordre et en déduire qu’on
peut les mettre sous la forme : A(X + 1) ot A € R.
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