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MATHEMATIQUES

Révisions d’analyse

Exercice 1 :

11—z
Soit f défini =1/ .
oit f définie par f(z) == T2

@ Donnons l’'ensemble de définition de f et de dérivabilité de f :
Pour ’ensemble de définition :

11—z
Fz()@l—l—m#()et (1-2)(1+2) >0« —1 <z <1 (tableau de signe)
x

Conclusion : | Dy =] — 1,1] |
Pour 'ensemble de dérivabilité, on rappelle que la fonction « racine carrée » n’est pas dérivable
en 0 et donc f n’est pas dérivable en z = 1.

Conclusion : |Dy =] —1,1]

@ Les bibliotheques numpy et matploltlib.pyplot ayant élé importées, donnons le moyen de
représenter le graphe de f sur son ensemble de dérivabilité :
On pourra se contenter de faire :

X = np.linspace(-0.9,0.99,100)
f = lambda x:x*np.sqrt((1-x)/(1+x))
plt.plot(X,f(X),’r-’)

® Calculons la dérivée de f et dresser son tableau de variation :
1—a—a?
(14 2)v1— 2?2
Pour I’étude de signe, sur | —1,1[, (1+2)v/1 — 22 > 0 donc f’(z) a méme signe que 1 —x — z2.

Un calcul rapide donne : Vo €] — 1,1[, f'(z) =

—1—4/5 —1++5
1—x—x2—0<:>x2—|—x—1—0<:>x1—T\/_etxg—T\/_

Deslors, 1 —x —22>0& 2 <z < 2.
—1-+5 P
On note alors que z; = — n’est pas dans I'ensemble de définition de f’ car :

4<5<9e2V/5<3& —4<—-1—-+5<—3etdoncz, < —3/2

—1++5
2
Conclusion : | f'(z) > 0z €] — 1,20] et f'(z) <0 & 2 €|ag, 1]

En revanche, o = €] —1,1] puisque 1 < —1++5 < 2...

@ Donner l'allure de la fonction. & Remarque : On prendra soin a indiquer la tangente verticale
en r = 1 et a mettre en évidence ’asymptote verticale d’équation xr = —1.
Intéressons-nous maintenant a I’équation de la tangente en 0 et a sa position par rapport a Cy :
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— premiére méthode : On rappelle que la tangente en 0 admet pour équation y = f(0)+ f/(0)x.
On connait ici 'expression de f’(z) donc il est immédiat d’obtenir f(0) =0 et f'(0) =
Des lors, la tangente en 0 a C; admet pour équation y = x.

Pour étudier sa position par rapport a la courbe, on évalue le signe de f(x) — x :

f(z) 1—2 . 2z
r)—T =2 — = — —
1+ 1+
— 2z u
Oru= T tend vers 0 quand x tend vers 0, donc on peut utiliser /1 +u — 1 NOESOit
T u—
2
x
f(x)_””xiox _1+x - 1—|—xx:0_$

On en déduit que f(x) — x est négatif au voisinage de 0.
Conclusion : ‘La courbe représentant f est sous sa tangente au voisinage de 0

— seconde méthode :

On fait directement le DL de f au voisinage de 0 :

1/111; -1 —x\/l—Qxl—m+o())

=z 1—2x—|—o

=z — 2% + o(2?)

—m 1—$—|—o

)Car\/1+u—1+2+o( u)

Conclusion : | f(x) — x = —x?% + o(z?) - on retrouve la conclusion précédente
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Probléeme : G2E 2010

Lu dans

le rapport de jury : « Le minimum sur les suites récurrentes n’est guere connu : sens

de variation, majoration ou minoration par un nombre fixe, détermination de la limite obtenue par
le point fize de la fonction f.

Une suite majorée par 1 et croissante ne converge pas nécessairement vers 1. Deux suites ['une dé-
croissante, autre croissante, ne sont adjacentes que si leur différence tend vers 0. »

Soit t un réel strictement positif.
On définit la suite (z,)nen par la donnée de xy = t et la relation de récurrence :

1. a)

Vn eN, x,11 = /T,
Etudions le signe de g :

Ve € RT, g(x) = o —x=/z(1l — x).
Or,si0<z<l,{/x<letsiz>1,z>1.

Conclusion :|g(z) > 0six €]0,1], g(x) < 0siz €|l,+oo[et g(z) =0siz=0ouz =1

Lu dans le rapport de jury : « Beaucoup de candidats trouvent que g est négative
sur R. La plupart des réponses manquent de concision. Citons par exemple [’étude de la
limite en 400 de la fonction g qui n’a aucun intérét par rapport a la question posée. Trop
de candidats donnent comme réponse le tableau de variation de g et semblent avoir oublié
en cours de travail que c’est le signe qui devait étre étudié. »

Montrons que sit > 1, ona :Vn € N, 1 < z,41 <z, : Supposons que t > 1 et démontrons
par récurrence que la propriété P, est vraie pour tout entier naturel n.
1. Initialisation : Pour n =0, zo =t > 1 donc x; = /7p > 1.
Par ailleurs : x; — xo = /2o — 2o = g(z0) < 0 d’apres l.a).
Dou 1l <y <z : Py est vraie.

ii. Hypothese : On suppose que P, est vraie pour n fixé (n > 0).
iii. Hérédité : La fonction x — /x est continue sur R, , strictement croissante. Donc :
1< @1 S0 = VIS Tt < VEn € 1< @i < Ty

iv. Conclusion : ’Vn eN 1<z, < xn‘

On en déduit que (x,)nen est une suite décroissante, minorée par 1.

Conclusion : | (z,),en converge

Déterminons sa limite qu’on notel : On a x,,1 = /T, Vn € N. Donc en passant a la limite
en U'infini et en utilisant la continuité de la fonction z — /x sur R, , on en déduit :

limx,q =1=11
n—oo
Or
I=Vie P=letl>0)a(I=00ul=1).

Par ailleurs la suite (x,),en est minorée par 1 donc [ = 0 est impossible.

Conclusion : | (z,),en converge vers [ = 1|.

3 /B




BCP [ 2

- Devoir surveillé n° 1 - 23 septembre 2023

c)

Etudions (Zn)nen lorsque t < 1 : Je choisis une autre forme de rédaction mais le raisonne-
ment précédent s’applique tout aussi bien en notant que si t < 1, alors 0 < t < v/t < 1 ou
encore 0 < xp <1 < 1...

Ici, je commence plutot par noter que si 0 < g =t < 1 alors 0 < z,, < 1, Vn € N. Ce qui
est évident par récurrence puisque si x €]0, 1, alors \/x €]0, 1[. L’intervalle I =]0, 1] est
dit stable par x — /.

Par ailleurs cette fonction est strictement croissante sur I donc la suite (x,,)nen est mono-

tone. Elle est par ailleurs bornée par 0 et 1 donc | (x,,)nen converge|.

Pour déterminer sa limite, il suffit de savoir si (z,)nen croit ou décroit... ¢’est justement
ce que nous donne la question 1.a).
En effet, z,, €]0,1[ donc g(z,,) = /T, — ©,, > 0. Autrement dit :

Tpi1 > Tp, Vn €N

On en déduite que (x,)nen est croissante et d’apres la question précédente on conclut que

(n)nen converge vers 1|.

Lu dans le rapport de jury : « Questions trés diversement traitées. Les meilleurs
font une récurrence, utilisent l’étude de g pour linitialisation, la croissance de la fonction
racine pour U’hérédité et citent la continuité de cette méme fonction pour conclure sur la
valeur de la limite de la suite (x,). Beaucoup de candidats semblent croire qu’une suite
croissante et majorée par 1 converge vers 1. »

On considere maintenant les deux suites (uy)nen €t (Vn)nen définies respectivement par :

2. Vn

Conclusion : | La suite (u,),en est décroissante.

1 Uy,
Vn e N, u, =2"(x, — 1) et v, =27 (1__> __"
Tn Ty

eN,

Upt1 — Up = 2n+1($n+1 —1)—2"(z, — 1) = 2n+1($n+1 —-1) - 2n($i+1 -1)

=2" (_xi—l-l + 20541 — 1) = —2"(@p41 — 1)2 <0

Lu dans le rapport de jury : « Beaucoup de candidats étudient le discriminant de [’ex-
pression —x2 + 2x — 1 pour déterminer son signe ».

3. Vn

Conclusion : |La suite (v,),en est croissante.

eN,
Tpr1 — 1 x, — 1 Tpy1 — 1 |
Upy1 — Up = 2n+1 n+ _9n n — 2n+1 n+ _9n 7L+21
Tnt1 T Tn+1 Tpa1
2" 2n
= 5 2t (@ — 1) = (a7, = 1) = (201 — 1) 2 0
anrl anrl

Lu dans le rapport de jury : « Certains candidats croient que la suite (u,) est positive
et essaient de conclure en utilisant que x, est plus grande que 1, ce qui est faux pourt <1 ».
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T, — 1 2nxi—2xn+1
T, T, N T,

4. Vn e N, u, — v, = 2"(x, — 1) — 2"

5. Montrons que les suites (un)neN et (vn)neN sont convergentes :
On sait que la suite (u,),en est décroissante. Il suffit donc de montrer qu’elle est minorée.
Or, d’apres 4. on a : u, > v, Vn € N.
Par ailleurs la suite (v,,)nen est croissante donc Vn € N, v, > .
On en déduit que Vn € N, u,, > vg. La suite (u,),en est donc décroissante et minorée par vy.

Conclusion : |La suite (u,),en converge | (Théoréeme de la limite monotone).

Lu dans le rapport de jury : « Les résultats précédents ne permettent pas de dire que
les suites sont adjacentes. Certains candidats veulent conclure en écrivant « la suite (up)nen
est décroissante minore par v, elle est donc convergente ». L’argument correct est « la suite
(Un)nen est décroissante minorée par vqy elle est donc convergente ».

De méme, en notant que v, < u, ¥n € N avec (u,)neny décroissante, on montre que la suite
(Un)nen est croissante et majorée par ug.

Conclusion : |La suite (vy,),en converge |.

6. Montrons que (up)nen €t (Uy)nen ont la méme limite qu’on notera L :

u
Rappelons que I'énoncé nous indique que v, = —, ¥n € N.
x

n
Or, r{z_}n;oxn = 1 d’apres la question 1. et ce pour tout xy € R,.
. . . . un .
Donc si ltmu,, = L alors limwv, = lim — = limu,,
n—oo n—o0 TL—}OOxn n—0o0

Conclusion : | (uy)nen et (Vn)neny ont méme limite notée L |.

Lu dans le rapport de jury : « On voit parfois que la limite de (up)nen est 2™ ou plus
souvent 0 car (x,)nen a pour limite 1 ».

7. (Up)nen est décroissante, (v, )nen est croissante, et toutes deux ont pour limite L.

En particulier, pour n =0,ona: vy < L<uy<1— —<L<xy—1, avec xyg =t.
Zo
. 1
Conclusion : 1—¥§L§t—1
Lu dans le rapport de jury : « Question souvent bien traitée ».

L est un nombre réel dépendant de la donnée de x(, c’est-a-dire de t. Nous considérons donc
désormais la fonction f définie sur R* par f(t) = L.

8. Ecrivons une fonction Python estimef (t) qui retourne une valeur approchée a 1073 prés de
L pour tout valeur de t € R :
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Nous avons besoin, pour chaque valeur de ¢ € RY, de déterminer a 1073 pres L = limu, =
n—oo

lim v,,. Pour chaque valeur de t, nous allons donc construire par récurrence une valeur appro-
n—oo

chée de L en utilisant les définitions des suites (), (uy) et (v,,).

Nous commencons par initialiser xg a ¢, ug & 2°(zg — 1) =t — 1 et vy & ug/wo = up/1.

Le nombre de répétition n’étant pas connu, nous répéterons le calcul de chacun de ces termes
tant que u,, — v, > le — 3.

Des que u,, — v, < le — 3 nous retournerons (u, + v,)/2 comme valeur approchée de L.

Une écriture possible de la fonction demandée est donc :
from math import x*

def estimf(t):
n=20
Xx =1t
u,v = t-1,u/t
while u-v > le-3: # on rappelle que :v, < u,, Vn € N

n+=1

x = sqrt(x)

u = 2%xxn*x(x-1)
v = u/x

return (u+v)/2

Pour donner une représentation graphique de f, on importera la bibliotheque matplot-
1ib.pyplot ainsi que la bibliothéque numpy et on écrira :

T = np.linspace(0.5,5,100)
Y [estimef(t) for t in T] # liste avec les valeurs de f(t)
plt.plot(T,Y,’r-’)

Pour tout ¢ > 0 et tout n € N, nous poserons : x,(t) = x,; un(t) = u,; v,(t) = v, pour indiquer

9.

10.

que ces réels dépendent aussi de t.

11 suffit de considérer 'inégalité obtenue en 7 en prenant ¢t = 1. Alors | f(1) =0|.

Lu dans le rapport de jury : « Question souvent bien traitée ».

t—1
t

1
L’encadrement obtenu en 7. s’écrit désormais 1—; < f(t) < t—1ouencore < f(t) <t—1.

t
Pour obtenir un encadrement de tf(—)l’ il reste a diviser par t — 1 # 0 :

1
— Sit—l>0<z>t>1alors:¥§t—1§1
. ) 1
— Slt—1<0<:>t<1,alor81§t—§¥
e - : _f(@)
Par théoreme d’encadrement des limites, on obtient : ltmllt—l =1
— _
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- o f() = f(1)
On rappelant que f(1) = 0 d’apres 8., cette limite s’écrit : étm%t—l =1
= _
Conclusion : | f est dérivable en 1 et f'(1) = 1|
Lu dans le rapport de jury : « L’immense majorité des candidats pense a utiliser le

théoréme d’encadrement des limites mais oublie de séparer les cast > 1 ett <1 ».
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