Applications linéaires et matrices

A Les capacités attendues : « Obtenir la matrice d’une application linéaire dans des bases données;
déterminer un noyau et une image ; opérer un changement de base; démontrer que deux matrices sont
semblables »

& Dans I'ensemble du chapitre, K désignera aussi bien R que C.
1 Applications linéaires
1.1 Deéfinitions et opérations
e Définition 1.1.

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels. On appelle application linéaire de F dans F tout application f
vérifiant :

V(A ) € K2 Y(u,v) € E?, f(Ou+ pv) = Mf(u) + uf(v)

¢ Remarque 1.1. :

e Si ' =K, on parle de forme linéaire

e Si E=F, f est un endomorphisme de FE

e Si f est bijective, f est un isomorphisme de F dans F' (E et F sont alors dits isomorphes).

e Si F = F et f est bijective, on dira que f est un automorphisme de FE.

& Pour montrer que f est un endomorphisme de E on montrera :
@ f est linéaire.
@ f(E)C EouencoreVu € E, f(u) € E.

& Notations : On note L(E, I') I'ensemble des applications linéaires de E dans F' et L(E) I'ensemble des
endomorphismes de F.

Propriété

prop.1.1.
Si f est une application linéaire de E dans F', alors :

® VueE, f(—u) =—f(u)
@ f(O0p) =0F




Exemple 1.1

fi R®—R fo RP—R f3 R? — R? fi R? — R?
(z,9,2) — x (z,9,2) —ax+by+cz (z,9)— (z—y,z+y) (z,y)— (z+2y,2+2y)

o1 Rs[X] — Ry[X] o2 C{R) — CR) g5 C’R) —c®) PR R
P+ P(1)X + P(0) fr=f—f fref"+f fr= | f(t)dt
=i
Et enfin
3 R3 — R Yo 1 My p(R) — M, (R)
ur—<u,v> ollveR? AL = P4

1.2 Opérations sur les applications linéaires
1.2.1 Addition :

f et g étant deux applications linéaires de £ dans F, on définit leur somme par :

Vue E, (f+g)(u) = f(u)+ g(u)

1.2.2 Multiplication par un scalaire :
Soit f une application linéaire de E dans F' et A € K, alors on définit la multiplication par un scalaire par :

V€ B, (- f)(u) = \f(u)

|
prop.1.2. Structure d’espace vectoriel
Vf,ge L(E,F),VAeK, A-f+ge€ L(E,F)

1.2.3 Composition :
Soit f € L(E,F) et g € L(F,G), alors on définit la composée de f et de g par :
Vue E, (go f)(u) =g(f(u))

Propriété
prop.1.3.

fEeL(EF),ge L(F,G)=go feL(E,G)

prop.1.4.

‘ Si f € L(E), alors f° = idg et f™ définie par f"T' = f" o f, Vn € N sont des endomorphismes de E.




B
prop.1.5. : binbme de Newton

Si f et g sont deux endomorphismes de E qui commutent, alors la formule du binbme de Newton s’applique
et permet d'écrire :

k=0 k=0

1.2.4 Reéciproque :

Si f est un isomorphisme de E dans F alors f admet une unique application réciproque notée f~! vérifiant :
foflt=idret flof=1idg

prop.1.6. : linéarité de I'application réciproque

Si f est un isomorphisme de E dans F alors f~' est un isomorphisme de F dans E

Propriété

prop.1.7. : composée d’isomorphismes

Si f est un isomorphisme de E dans F' et g est un isomorphisme de F' dans G, alors go f est un isomorphisme
de E dans G et (go f)~'=flog™!

1.3 Noyau et image

Définition 1.2. : Noyau
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F). On appelle noyau de f I'ensemble noté Kerf et défini
par :

Kerf ={u € E/f(u) =0r} = f~1({0r})

Propriété

prop.1.8.
Si f est une application linéaire de E dans F' alors Kerf est un sous-espace vectoriel de E

Définition 1.3. : Image

Soit E et F deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F). On appelle image de f I'ensemble noté Imf et défini
par :

Imf={veF/ueE, flu)=v}=f(F)




prop.1.9.

| Si f est une application linéaire de EZ dans F' alors Imf est un sous-espace vectoriel de F'

prop.1.10.

Si f est une application linéaire de E dans F' alors :
> f est injective si et seulement si Kerf = {0g}.
> f est surjective si et seulement si Imf = F'.

> f est bijective si et seulement si Kerf = {0g} et Imf = F.

& Quelques relations utiles
e Soit fe L(E,F)etge L(F,G).Sigo f=0alors Imf C Kerg
Kerf CKerf?c---C Kerf®

e Si f e L(FE) alors Vn € N*,
Imf* C---CImf?CImf

2 Cas de la dimension finie

¢ Caractérisation : Soit ' un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(FE, F).
Soit B = (e1,--- ,ey) une base de E. Alors f est entiérement déterminée par I'image de B, c’est-a-dire par la

connaissance de f(B) = (f(e1),--- , f(en)). En particulier : | Im(f) = Vect{f(e1), -+ , f(en)}]

Conséquence : Deux applications linéaires de E dans F' sont égales si et seulement si elles coincident sur
une base de E.

prop.2.1.

Soit f € L(E,F). Alors :

f est un isomorphisme si et seulement si I'image d’une base de E est une base de F.

Conséquence : Tout espace de dimension n est isomorphe a K™

Définition 1.3. : Rang d’une application linéaire

Soit f une application linéaire de E dans F. On appelle rang de f et on note rg(f) la dimension de I'image
de f.

rg(f) = dim(Im(f)) = rg{f(e1), -, flen)}




Propriété
prop.2.2. : Formule du rang

Soit f € L(E,F), E étant un espace vectoriel de dimension finie, alors :

dim(FE) = dim(Kerf) + rg(f)

Propriété

prop.2.3.
Soit f € L(E,F) ou E et F sont deux espaces vectoriels de méme dimension. Alors :
f injective < f surjective < f bijective
prop.2.4.

Soit f € L(E,F) ou E et F sont deux espaces vectoriels de dimension finie. On a :
@ rg(f) <inf(dim(F),dim(F))
@ f injective < rg(f) = dim(F)
® f surjective < rg(f) = dim(F)

3 Matrices et applications linéaires

3.1 Matrice d’une application linéaire

matrice d’une application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives Bg = (e1,--- ,ep) et Bp =
(€1,--+ ,en) OU p et n sont les dimensions respectives de E et de F.

Soit f € L(E,F).

On appelle matrice de [ relativement aux bases Bp et Bp la matrice des coordonnées de la famille de
vecteurs (f(e1), - , f(ep)) exprimés dans la base Bp

fler) =(ai1,a21, - ,an1)Bp = @111 + a21€2 + - - + aniep
Si fle2) = (a12,a22, - ,an2)By = a1261 + 2282 + - - - + an2en
f(ep) = (a1p7 a2py* - 7anp)l3p = a1p51 + a2p52 + -+ anp5n

ai; aiz - anp

a1 a2 - azp

alors Mg, B.(f) =

anl1 QAp2 - Gpp



Remarque 3.1. : Si B = B on notera plus simplement : Mz, (f)

Remarque 3.2. : Toute application linéaire admet une infinité de représentations matricielles possibles mais,
les bases des espaces vectoriels de départ et d'arrivée étant fixées, il n'existe qu'une seule écriture matricielle
possible dans ces bases.

exemple 3.1.
Soit E = R?, B la base canonique de E et B' = (e, €}) ot e} = (1,1)5 et ey = (—1,1)p. Ecrire Mp(idg),
M&@(id}_«j) et MB/(idE)

3.2 Opérations sur les applications linéaires et matrices

prop.3.1.

Soit f € L(E,F), Bg une base de E et Br une base de F. Soit uw € E et v = f(u). Si on note X = Mg, (u)
alors

Y = Mg, (v) = Mg, 5. (f) X

Théorémes . L :
Théoreme 3.1. : opérations sur les matrices

Soient B, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie et de bases respectives Bg, Br et Bg.
® Soient f,g € L(E,F), alors Mp, . (f +9) = Mg, s (f) + Mg, 5:(9)
@ Soit f € L(E,F) et X € K, alors Mp,, 5. (Af) =X Mp, 5. (f)
® Soit f e L(E,F) et ge L(F,G), alors Mp, p.(g0 f) = MB.B.(9)Mpy.58.(f)
@ Soi f € L(E), f bijective, alors Mg, (f~') = (Mp,(f))*

prop.3.2.

Soit E espace vectoriel de dimension n, f € L(E), B une base de E et A = Mpg(f)

f bijectif < A est inversible
< dBe M,(K)/A-B=1,
< 3IBe M,(K)/B-A=1,
< rg(A)=n




& (Toute matrice A € M, »,(K) peut-&tre vue comme matrice d'une application linéaire f de K? dans K",
On s'autorisera donc de parler d'image, de noyau et de rang de la matrice A en lien avec les mémes
notions pour les applications linéaires. Soit :

Ker(A) = {X € M,1(K)/AX =0}, Im(A) = {Y € M,,1(K)/3X € M, 1(K), AX =Y};
rg(f) =rg(A)

4 Changement de bases

4.1 Changement de base. Matrice de passage

définition 4.1. : matrice de passage

Soit E un espace vectoriel de dimension n, Bg = (e1,--- ,en) et By = (e}, ,el,) deux bases de E. Il est
possible d’écrire :

€] =puel +paes+---+ prien
6'2 = p12€1 + p22€2 + - -+ + Ppoey

e;; = Pin€l + P2n€2 + - + Dpnén

On appelle matrice de passage de B a B3} la matrice P des coordonnées de la famille By, exprimée dans
la base Bg, a savoir :

P11 P12 - DPin
p_ p?l p?Q ce p?n
Pnl Pn2 - DPnn

@ La matrice passage P de Bg a ng peut s’interpréter comme la matrice de 'application linéaire idg
relativement aux bases By et B, en remarquant que P = MB}E,BE (idg).

prop.4.1. Inversibilité

| Toute matrice de passage est inversible




prop.4.1. Inversibilité

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, Bg = (e1,--- ,e,) et By = (€}, ,¢},) deux bases de E.
Si P désigne la matrice de passage de la base B a la base B, alors la matrice de passage de la base BY; a la
base Bp est la matrice P~1.

4.2 Action d’un changement de base sur les coordonnées d’un vecteur

prop.4.2.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni de deux bases distinctes By et BY, et soit P la matrice de
passage de la base Bg a la base B};.
soit u un vecteur de E' et X = Mg, (u), X' = Mp_(u). Alors :

4.3 Action d’'un changement de base sur la matrice d’'un endomorphisme

prop.4.3.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni de deux bases distinctes Bg et B’E et soit P la matrice de
passage de la base B a la base B;.
soit f € L(E) avec A= Mp,(f) et A" = Mg, (f). Alors :

A =P 1AP

Soient A et B deux matrices de M,,(K) ot n € N*.
A et B sont dites semblables s'il existe une matrice P € M,,(K), inversible, telle que :

définition 4.2. : matrices semblables

B =P lAP

prop.4.4.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d'une base Bg.
Soit f € L(E). Alors :

A = Mp,(f) semblable a B < il existe une base B}, de E telle que B = Mg (f)
ou encore :

Deux matrices sont semblables si, et seulement si, elles sont les matrices d'un méme endomorphisme exprimé
dans deux bases distinctes.




Propriété

prop.4.5.
Si A et B sont deux matrices semblables, alors :

A inversible < B inversible.

Propriété

prop.4.6. : Calcul de puissances

Soit A et B deux matrices semblables de M,,(K) et P matrice inversible de M,,(K) telle que : B= P~1AP.
Alors :

vn €N, B" = P~1A"P
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