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Systemes

Systeme 1

2x+y+z =1
X—y+2z =2
) 1.
X+y—z =
x+y+z =5
S) a une unique solution.

a exactement deux solutions.

o (5)
@ (S) n’a pas de solution.
@ (5)
Q (5)

a une infinité de solutions.

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



Systemes

Systeme 1

2x+y+z =1
X—y+2z =2
() 1>
X+y—z =
x+y+z =5
S) a une unique solution. Faux

a exactement deux solutions.

o (5)
@ (S) n’a pas de solution.
@ (5)
Q (5)

a une infinité de solutions.

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



Systemes

Systeme 1

2x+y+z =1
X—y+2z =2
() 1>
X+y—z =
x+y+z =5
S) a une unique solution. Faux

a exactement deux solutions.

o (5)
@ (S) n’a pas de solution.
@ (5)
Q (5)

a une infinité de solutions.Faux

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



Systemes

Systeme 1

2x+y+z =1
X—y+2z =2
() 1>
X+y—z =
x+y+z =5
S) a une unique solution. Faux

a exactement deux solutions. Faux

o (5)
@ (S) n’a pas de solution.
@ (5)
Q (5)

a une infinité de solutions.Faux

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



Systemes

Systeme 1

2x+y+z =1
X—y+2z =2
() 1>
X+y—z =
x+y+z =5
S) a une unique solution. Faux

a exactement deux solutions. Faux

o (5)
@ (S5) n'a pas de solution. Vrai
@ (5)
Q (5)

a une infinité de solutions.Faux
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Systemes

Systéme 2

Soit (S) le systeme suivant d'inconnue (x,y, z) € R3 :

2x+y+z =1
(S) X—y+2z =2
3x+y—z =0

S) a une unique solution.

a exactement deux solutions.

a une infinité de solutions.

@ (9)
@ (S) n'a pas de solution.
@ (5)
Q (5)
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Systéme 2

Soit (S) le systeme suivant d'inconnue (x,y, z) € R3 :

S) a une unique solution.

a exactement deux solutions.

a une infinité de solutions. Faux

()
(S) n'a pas de solution.
()
()
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Systemes

Systéme 2

Soit (S) le systeme suivant d'inconnue (x,y, z) € R3 :

S) a une unique solution. Vrai

a exactement deux solutions. Faux

(5)

(S) n'a pas de solution. Faux

(5)

(S) a une infinité de solutions. Faux
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Systemes

Systéme 3

Soit (S) le systeme suivant d'inconnue (x,y, z) € R3 :

2Xx+y+z =1

X—y+2z =2
(5)

3x+y—z =0

108x + 108y + 108z =70

a une unique solution.

a exactement deux solutions.

S) n'a pas de solution.
) a une infinité de solutions.
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Systemes

Systéme 4

Soient k un réel et (S) le systeme suivant d'inconnue
(x,y,z) € R3:

X+ y+ kz =2
(S) 3x+4y +2z =
2x+3y—z =1

(S) a une unique solution.

(S) n'a pas de solution si kK = 3.
(5)
(5)

S

S) a une unique solution si k # 3.

a une unique solution si k = 3.

©0 00
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Systemes

Systéme 4

Soient k un réel et (S) le systeme suivant d'inconnue
(x,y,z) € R3:

X+ y+ kz =2
(S) 3x+4y +2z =
2x+3y—z =1

(S) a une unique solution. Faux

(S) n'a pas de solution si k = 3. Faux
(5)
(5)

S

S) a une unique solution si k # 3.

a une unique solution si kK = 3. Faux
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Systemes

Systéme 4

Soient k un réel et (S) le systeme suivant d'inconnue
(x,y,z) € R3:

X+ y+ kz =2
(S) 3x+4y +2z =
2x+3y—z =1

(S) a une unique solution. Faux

(S) n'a pas de solution si k = 3. Faux
(5)
(5)

S

S) a une unique solution si k # 3. Vrai

a une unique solution si kK = 3. Faux

©0 00
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Systemes

Systéme 5

Soient k un réel et (S) le systéme suivant d'inconnue
(x,y,z) e R3:

(s x+2y+kz =1
2x+ ky +8z =3

a une unique solution.
n'a pas de solution si k = 4.
a une unique solution si kK = 3.

a une unique solution si k # 3.
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Systemes

Systéme 5

Soient k un réel et (S) le systéme suivant d'inconnue
(x,y,z) e R3:

(s x+2y+kz =1
2x+ ky +8z =3

a une unique solution. Faux
n'a pas de solution si k = 4. Vrai
a une unique solution si kK = 3. Faux

a une unique solution si k # 3. Faux
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Systemes

Systéme 6

Soient k un réel et (S) le systéme suivant d'inconnue
(x,y,z) e R3:
kx+y+z =0
(S) X+ky+z =0
x+y+kz =0

@ (S) n'admet pas d'unique solution.

@ L'ensemble des solutions de (S) est un plan si k = —2.
@ (S) a une infinité de solutions si k = 1.

Q (S) a une unique solution si k # 3.
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Systemes

Systéme 6

Soient k un réel et (S) le systéme suivant d'inconnue
(x,y,z) e R3:
kx+y+z =0
(S) X+ky+z =0
x+y+kz =0

@ (S) n'admet pas d'unique solution. Faux

@ L'ensemble des solutions de (S) est un plan si k = —2.
@ (S) a une infinité de solutions si k = 1. Vrai

Q (S) a une unique solution si k # 3. Faux
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Systemes

Systeme 7

Soient a, b et c trois réels et (S) le systeme suivant d'inconnue
(x,y,z) €R3:
X—2y+2z =a
(S) x+3y—3z =0b
2x+y—z =c

@ (S5) a une unique solution.

@ L’'ensemble des solutions de (S) est une droite si ¢ = b+ a.

@ (S) a une infinité de solutions si ¢ # b + a.
© (S) a trois solutions.
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Systemes

Systeme 7

Soient a, b et c trois réels et (S) le systeme suivant d'inconnue
(x,y,z) €R3:
X—2y+2z =a
(S) x+3y—3z =0b
2x+y—z =c

@ (S5) a une unique solution. Faux

@ L’'ensemble des solutions de (S) est une droite si ¢ = b+ a.
Vrai

@ (S) a une infinité de solutions si ¢ # b + a. Faux
© (S) a trois solutions. Faux
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@ Calcul matriciel
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Calcul matriciel

Inversibilité dans M;(R)

Pour chaque matrice, donner son rang, dire si elles sont inversibles
et si oui, déterminer son inverse.

Q A = ((1) 2) ; 1g(A1) = ; Aq inversible : AL =
01 : . 1

Q A= 1 0) rg(A2) = ; Az inversible : VAT =
1 2 . .

Q Az = <0 0> ; 1g(A3) = ; As inversible :
1 2 . .

Q A= (2 4>  1g(Ag) = ; Ag inversible :

Q@ A=A, — | = ; 1g(As) = ; Apinv :
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Calcul matriciel

Inversibilité dans M;(R)

Pour chaque matrice, donner son rang, dire si elles sont inversibles
et si oui, déterminer son inverse.

0/41:((1)

2) ; 1g(A1) = 2; Aq inversible

10Ul AT = Ay

A =

Q0 A = <(1) (1)> ; 1g(A2) = 2; Az inversible :
1 2 . .

Q Az = <0 0> ; 1g(A3) = ; As inversible :
1 2 . .

Q A= (2 4>  1g(Ag) = ; Ag inversible :

Q@ As=A,— | =  rg(As) =

: Ao inv
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Inversibilité dans M;(R)

Pour chaque matrice, donner son rang, dire si elles sont inversibles
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Calcul matriciel
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et si oui, déterminer son inverse.
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Calcul matriciel

Inversibilité dans M;(R)

Pour chaque matrice, donner son rang, dire si elles sont inversibles
et si oui, déterminer son inverse.

QO A= (é 2) ; 1g(A1) = 2; Ap inversible : OUI; Al_1 = A

QO A= <(1) é) ; rg(Az) = 2; Ay inversible : OUI; At = Ay
1 2 . .

Q Az = <0 0> ; 1g(A3) = 1; Az inversible : NON
1 2 . .

Q A= (2 4) ; 1g(Asq) = 1; As inversible : NON

-1 1

1 1> ; 1g(As) = 1; Az inv: NON;
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Calcul matriciel

Inversibilité dans M;(R) - Suite

. 1 1
Soit A = <1 _1>.

Q rg(A1) = ; Ap inversible :
@ Que dire du systeme (51) AiX =0

@ A=

Solution de A; <X> = <3> :
3% 1

@ Soit f définie sur R? par : f(x,y) = (x +y,x — y).
A = Mp(f). f est-elle injective?

f est-elle surjective ?
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Calcul matriciel

Inversibilité dans M;(R) - Suite

. 1 1
Soit A = <1 _1>.
@ rg(A1) =2; A; inversible : OUI;
@ Que dire du systeme (S51) A1 X =0 : C'est un systeme de
Cramer. Son unique solution est X =0

1/1 1
—1
A4 =31 1

siin e () - (1) - ()- ()

@ Soit f définie sur R? par : f(x,y) = (x +y,x — y).
A = Mp(f). f est-elle injective 70Ul car Kerf = {(x,y) €
R?/F(x.y) = 0} = {(x.) € B2/A - (x y)} = {0z},
f est-elle surjective ?

On pouvait noter A> = 2/d
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Inversibilité dans M;(R) - Suite

. 1 1
Soit A = <1 _1>.
@ rg(A1) =2; A; inversible : OUI;
@ Que dire du systeme (S51) A1 X =0 : C'est un systeme de
Cramer. Son unique solution est X =0

1/1 1
—1
A4 =31 1

siin e () - (1) - ()- ()

@ Soit f définie sur R? par : f(x,y) = (x +y,x — y).
A = Mp(f). f est-elle injective 70Ul car Kerf = {(x,y) €
R?/f(x,y) =0} = {(x,y) € R?/A; - (x y)} = {Og:}.
f est-elle surjective 7OUI, A inversible ou F. du rang

On pouvait noter A> = 2/d
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Calcul matriciel

Inversibilité

Soit A la matrice 1 -3 1

2 11
Q@ (1 2 1] estl'inverse de A.
11 2
t

QO AZes —4/3 — 5A.
1
(3] Z(A + 5k) est I'inverse de A.

© A n'est pas inversible.
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Calcul matriciel

Inversibilité

Soit A la matrice 1 -3 1

2 11
Q@ (1 2 1] estl'inverse de A. Faux
11 2
t

QO AZes —4/3 —5A. Vrai
1
(s Z(A + 513) est I'inverse de A. Faux

© A n'est pas inversible. Faux
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Calcul matriciel

Inversibilité

O N W

01
Soit A la matrice [0 O
0 0

@ A3 est nulle.
Q A2 est nulle.
© A est inversible.
@ A? est inversible.
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Calcul matriciel

Inversibilité

O O =
oON W

0
Soit A la matrice | 0
0

@ A3 est nulle. Vrai
@ A2 est nulle. Faux
© A est inversible. Faux

© A2 est inversible. Faux
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Calcul matriciel

Inversibilité
2 0 -1 1 1 O
Soient A la matrice | =4 0 2 |, Pla matrice | =2 -2 1
0 0 1 0 1 0

et D la matrice P~ 1AP.
@ D n'est pas définie.
@ A2 est nulle.

© D est une matrice diagonale.

2 00
Q@ Dest O 0 O
0 01
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Calcul matriciel

Inversibilité
2 0 -1 1 1 O
Soient A la matrice | =4 0 2 |, Pla matrice | =2 -2 1
0 0 1 0 1 0

et D la matrice P~1AP.
© D n’est pas définie. Faux
@ A? est nulle. Faux

© D est une matrice diagonale. Vrai

2 00
Q@ Dest [0 0 O0]. Faux
0 01
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Calcul matriciel

Inversibilité

Soient k un réel et A la matrice 2 k—1 2

@ A est inversible.
Q@ A2 est nulle.
© A est inversible si et seulement si k vaut 3 ou —3.

@ A n’est pas inversible si et seulement si k vaut 3 ou —3.
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Calcul matriciel

Inversibilité

Soient k un réel et A la matrice 2 k—1 2

@ A est inversible. Faux
@ A2 est nulle. Faux
© A est inversible si et seulement si k vaut 3 ou —3. Faux

@ A n’est pas inversible si et seulement si k vaut 3 ou —3. Vrai
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Calcul matriciel

produit matriciel

Si A= (a;J) € MnJ(R) et B = (b;’j) € an(R) alors :

Ax B =(cij) € Mpp(R) avec ¢ j =

Application : Soit A € M,(R), diagonale, dont les termes sont
distincts deux a deux. Soit X € M,(R)/X? = A.

@ Montrer que AX = XA :
© En déduire que X est diagonale :
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Calcul matriciel

produit matriciel

Si A= (a;J) € MnJ(R) et B = (b;’j) € an(R) alors :

Ax B =(cij) € Mpp(R) avec ¢ j = Za,k bi.j

Application : Soit A € M,(R), diagonale, dont les termes sont
distincts deux a deux. Soit X € M,(R)/X2 = A

@ Montrer que AX = XA :
© En déduire que X est diagonale :
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Calcul matriciel

produit matriciel

Si A= (a;J) € MnJ(R) et B = (b;’j) € an(R) alors :

Ax B =(cij) € Mpp(R) avec ¢ j = Za,k bi.j

Application : Soit A € M,(R), diagonale, dont les termes sont
distincts deux a deux. Soit X € M,(R)/X2 = A

@ Montrer que AX = XA: AX = X?X = X3 =XX%2= XA
© En déduire que X est diagonale :
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Calcul matriciel

produit matriciel

Si A= (a;J) € MnJ(R) et B = (b;’j) € an(R) alors :

Ax B =(cij) € Mpp(R) avec ¢ j = Za,k bi.j

Application : Soit A € M,(R), diagonale, dont les termes sont
distincts deux a deux. Soit X € M,(R)/X2 = A

@ Montrer que AX = XA : AX = X?°X = X3 =XX? = XA
© En déduire que X est diagonale :
Vi 7&]7 Cij = Z aj kXk,j = ajiXij = ZXI kak,j = Xijajj

k=0 k=0
D'ou X;J(a;7;—aj’j):0:>x,-xj:0car a,-7,-7éaj’j
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Calcul matriciel

Produit matriciel (suite)

Soit ¥ = (x1,...,x,) €ER" et V = (y1,..., ¥n) € R".
On note X = Mp,(u) et Y = Mp(v) ou B désigne la base
canonique de R".

O Quevaut XX -Y?

@ Quevaut X -X7?

© Que vaut X -tY?
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Calcul matriciel

Produit matriciel (suite)

Soit ¥ = (x1,...,x,) €ER" et V = (y1,..., ¥n) € R".
On note X = Mp,(u) et Y = Mp(v) ou B désigne la base
canonique de R".

O Quevaut XX -Y?

tX'Y:ZXkyk:7-?
k=1

@ Quevaut X -X7?

© Que vaut X -tY?
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Calcul matriciel

Produit matriciel (suite)

Soit ¥ = (x1,...,x,) €ER" et V = (y1,..., ¥n) € R".
On note X = Mp,(u) et Y = Mp(v) ou B désigne la base
canonique de R".

O Quevaut XX -Y?

tX'Y:ZXkyk:7-?
k=1

@ Quevaut X -X7?

n
X-X=3 xi=|lul?
k=1

© Que vaut X -tY?
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Calcul matriciel

Produit matriciel (suite)

Soit ¥ = (x1,...,x,) €ER" et V = (y1,..., ¥n) € R".
On note X = Mp,(u) et Y = Mp(v) ou B désigne la base
canonique de R".

O Quevaut XX -Y?

tX'Y:ZXkyk:7-?
k=1

@ Quevaut X -X7?

n
X-X=3 xi=|lul?
k=1

O Que vaut X -tY?
X1y1r ... XiYn

XoY1 .. XoYn
X .ty — _ : € M,y(R);
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Calcul matriciel

Produit matriciel (suite)

Soit ¥ = (x1,...,x,) €ER" et V = (y1,..., ¥n) € R".
On note X = Mp,(u) et Y = Mp(v) ou B désigne la base
canonique de R".

O Quevaut XX -Y?

tX'Y:ZXkyk:7-?
k=1

@ Quevaut X -X7?

n
X-X=3 xi=|lul?
k=1

O Que vaut X -tY?
X1y1r ... XiYn

XYL - XY,
XY = y e M,(R); Son rang vaut?
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Calcul matriciel

Produit matriciel (suite)

Soit ¥ = (x1,...,x,) €ER" et V = (y1,..., ¥n) € R".
On note X = Mp,(u) et Y = Mp(v) ou B désigne la base
canonique de R".

O Quevaut XX -Y?

tX'Y:ZXkyk:7-?
k=1

@ Quevaut X -X7?

n
X-X=3 xi=|lul?
k=1

O Que vaut X -tY?
X1y1r ... XiYn

x e X2¥n
XY = 2.y1 2_ € M,(R); Son rang vaut? 1
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Calcul matriciel

Produit matriciel

On pose :

A=(1 12 0 0 0)etB=

NP, O NP
N B~ DN O 1N

© A est inversible.
@ AB n’existe pas.
© BA n'existe pas
Q@ ABest (19 22 17).
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Calcul matriciel

Produit matriciel

On pose :

A=(1 12 0 0 0)etB=

NP, O NP
N B~ DN O 1N

@ A est inversible. Faux

@ AB n'existe pas. Faux

© BA n'existe pas Vrai

Q@ ABest (19 22 17). Faux
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Espaces vectoriels

Table des matieres

© Espaces vectoriels
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Espaces vectoriels

Les erreurs a éviter (Vrai/Faux)

O |l existe des e.v. ne contenant que deux vecteurs?
O Restun C-ev.? un R-e.v.?
© {0g} est un sous-espace vectoriel de E 7

Q Le ssev engendré par un systeme de vecteurs de rang r est de
dimension r?

© Tout systeme de vecteurs qui engendre un e.v. E de
dimension finie n comporte exactement n vecteurs ?
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Espaces vectoriels

Les erreurs a éviter (Vrai/Faux)

© Il existe des e.v. ne contenant que deux vecteurs ? FAUX
O Restun C-ev.? un R-e.v.?
© {0g} est un sous-espace vectoriel de E 7

Q Le ssev engendré par un systeme de vecteurs de rang r est de
dimension r?

© Tout systeme de vecteurs qui engendre un e.v. E de
dimension finie n comporte exactement n vecteurs ?
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Espaces vectoriels

Les erreurs a éviter (Vrai/Faux)

© Il existe des e.v. ne contenant que deux vecteurs ? FAUX
@ R est un C-e.v.? FAUX un R-e.v.?
© {0g} est un sous-espace vectoriel de E 7

Q Le ssev engendré par un systeme de vecteurs de rang r est de
dimension r?

© Tout systeme de vecteurs qui engendre un e.v. E de
dimension finie n comporte exactement n vecteurs ?
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Espaces vectoriels

Les erreurs a éviter (Vrai/Faux)

© Il existe des e.v. ne contenant que deux vecteurs ? FAUX
@ R est un C-e.v.? FAUX un R-e.v. ? VRAI
© {0g} est un sous-espace vectoriel de E 7

Q Le ssev engendré par un systeme de vecteurs de rang r est de
dimension r?

© Tout systeme de vecteurs qui engendre un e.v. E de
dimension finie n comporte exactement n vecteurs ?
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Espaces vectoriels

Les erreurs a éviter (Vrai/Faux)

© Il existe des e.v. ne contenant que deux vecteurs ? FAUX
@ R est un C-e.v.? FAUX un R-e.v. ? VRAI
© {0g} est un sous-espace vectoriel de £ 7 VRAI

Q Le ssev engendré par un systeme de vecteurs de rang r est de
dimension r?

© Tout systeme de vecteurs qui engendre un e.v. E de
dimension finie n comporte exactement n vecteurs ?
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Espaces vectoriels

Les erreurs a éviter (Vrai/Faux)

© Il existe des e.v. ne contenant que deux vecteurs ? FAUX
@ R est un C-e.v.? FAUX un R-e.v. ? VRAI
© {0g} est un sous-espace vectoriel de £ 7 VRAI

Q Le ssev engendré par un systeme de vecteurs de rang r est de
dimension r 7 VRAI

© Tout systeme de vecteurs qui engendre un e.v. E de
dimension finie n comporte exactement n vecteurs ?
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Espaces vectoriels

Les erreurs a éviter (Vrai/Faux)

© Il existe des e.v. ne contenant que deux vecteurs ? FAUX
@ R est un C-e.v.? FAUX un R-e.v. ? VRAI
© {0g} est un sous-espace vectoriel de £ 7 VRAI

Q Le ssev engendré par un systeme de vecteurs de rang r est de
dimension r 7 VRAI

© Tout systeme de vecteurs qui engendre un e.v. E de
dimension finie n comporte exactement n vecteurs? FAUX
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Espaces vectoriels

Les erreurs a éviter (Vrai/Faux) - suite

e Si u, v et w sont non colinéaires deux a deux, alors {u, v, w}
forment une famille libre ?

@ Si F et G sont deux ssev d'un ev E, alors FN G, FU G sont
des ssev de E?
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Espaces vectoriels

Les erreurs a éviter (Vrai/Faux) - suite

e Si u, v et w sont non colinéaires deux a deux, alors {u, v, w}
forment une famille libre ? FAUX

@ Si F et G sont deux ssev d'un ev E, alors FN G, FU G sont
des ssev de E?
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Espaces vectoriels

Les erreurs a éviter (Vrai/Faux) - suite

e Si u, v et w sont non colinéaires deux a deux, alors {u, v, w}
forment une famille libre ? FAUX

@ Si F et G sont deux ssev d'un ev E, alors FN G, FU G sont
des ssev de E? VRAI, FAUX
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Espaces vectoriels

Espaces vectoriels

Soit E=R3, ¥ = (1,1,0) et V =(1,2,1) deux vecteurs de E.
Soit X = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de E.

o {,V} est une famille libre ?
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Espaces vectoriels

Espaces vectoriels

Soit E=R3, ¥ = (1,1,0) et V =(1,2,1) deux vecteurs de E.
Soit X = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de E.

° {7, 7} est une famille libre 7 Oui, car vecteurs non colinaires
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Espaces vectoriels

Espaces vectoriels

Soit E=R3, ¥ = (1,1,0) et V =(1,2,1) deux vecteurs de E.
Soit X = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de E.

° {7, 7} est une famille libre 7 Oui, car vecteurs non colinaires

@ Donner une condition sur a, b et ¢ pour que

X e Vect{d,V}:
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Espaces vectoriels

Espaces vectoriels

Soit E=R3 7 =(1,1,0) et V = (1,2,1) deux vecteurs de E.
Soit X = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de E.
o {U, V) est une famille libre ? Oui, car vecteurs non colinaires
@ Donner une condition sur a, b et ¢ pour que

X e Vect{U,V}:
X e Veet{d, V}erg{X, U, V}=2

1 1 a 11 a

<rg|ll 2 bl =rg|0 1 b—a] =2
01 c 0 1 c
11 a

Srgl|0 1 b—a =2&a—b+c=0
0 0 c—b+a
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Espaces vectoriels

Espaces vectoriels

Soit E=R3, ¥ = (1,1,0) et V =(1,2,1) deux vecteurs de E.
Soit X = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de E.

° {7, 7} est une famille libre 7 Oui, car vecteurs non colinaires

@ Donner une condition sur a, b et ¢ pour que

X eVect{w, V}a—b+c=0
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Espaces vectoriels

Espaces vectoriels

Soit E=R3, ¥ = (1,1,0) et V =(1,2,1) deux vecteurs de E.
Soit X = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de E.

° {7, 7} est une famille libre 7 Oui, car vecteurs non colinaires

@ Donner une condition sur a, b et ¢ pour que
X eVect{w, V}a—b+c=0

@ Application : Soit A= (1,0,1). Equation cartésienne du plan
P défini par A et les vecteurs U et V.
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Espaces vectoriels

Espaces vectoriels

Soit E=R3, ¥ = (1,1,0) et V =(1,2,1) deux vecteurs de E.
Soit X = (a, b, ¢) un vecteur quelconque de E.
° {7, 7} est une famille libre 7 Oui, car vecteurs non colinaires
@ Donner une condition sur a, b et ¢ pour que
X eVect{w, V}a—b+c=0
@ Application : Soit A= (1,0,1). Equation cartésienne du plan
P défini par_A> et les vecteurs o et V.
M P < AM € Vect{W,V}
AM =X =(x—1,y,z—1). D'ol :
MePs(x—1)—y+(z-1)=0z—-y+2z-2=0
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Applications linéaires

Table des matieres

@ Applications linéaires
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Applications linéaires

Exploitation du rang : détermination de Imf

1 -1 0
Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f)=[1 1 1
2 0 1

o rg(f) =
@ Donner une base de I'image :

@ Donner une équation cartésienne de Imf :
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Applications linéaires

Exploitation du rang : détermination de Imf

1 -1 0
Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f)=[1 1 1
2 0 1

o rg(f)=2car GG+ G =2Gs.
@ Donner une base de I'image :

@ Donner une équation cartésienne de Imf :
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Applications linéaires

Exploitation du rang : détermination de Imf

1 -1 0
Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f)=[1 1 1
2 0 1

o rg(f)=2car GG+ & =2G.
@ Donner une base de I'image : Imf = Vect{(—1,1,0),(0,1,1)}

@ Donner une équation cartésienne de Imf :
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Applications linéaires

Exploitation du rang : détermination de Imf

1 -1 0
Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f)=[1 1 1
2 0 1

o rg(f)=2car GG+ & =2G.
@ Donner une base de I'image : Imf = Vect{(—1,1,0),(0,1,1)}

@ Donner une équation cartésienne de Imf :

-1 0 x
(x,y,z)€elmferg| 1 1 y| =2
0 1 z
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Applications linéaires

Exploitation du rang : détermination de Imf

1 -1 0
Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f)=[1 1 1
2 0 1

o rg(f)=2car GG+ G =2Gs.
@ Donner une base de I'image : Imf = Vect{(—1,1,0),(0,1,1)}
@ Donner une équation cartésienne de Imf :

-1 0 x
(x,y,z) €elmferg| 1 1 y| =2&
0 1 ¢z
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Applications linéaires

Exploitation du rang : détermination de Imf

1 -1 0
Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f)=[1 1 1
2 0 1

o rg(f)=2car GG+ G =2Gs.
@ Donner une base de I'image : Imf = Vect{(—1,1,0),(0,1,1)}
@ Donner une équation cartésienne de Imf :

-1 0 x
(x,y,z) €elmferg| 1 1 y| =2&
0 1 z
-1 0 X -1 0 X
rgl 0 1 x4+y|=21rg| 0 1 X+y =2
0 1 z 0 0 x+y—=z
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Applications linéaires

Exploitation du rang : détermination de Imf

1 -1 0
Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f)=[1 1 1
2 0 1

o rg(f)=2car GG+ & =2G.

@ Donner une base de I'image : Imf = Vect{(—1,1,0),(0,1,1)}
@ Donner une équation cartésienne de Imf :

-1 0 x
(x,y,z) €elmferg| 1 1 y| =2&
0 1 z
-1 0 X -1 0 X
rgl 0 1 x4+y|=21rg| 0 1 X+y =2
0 1 z 0 0 x+y—=z

Conclusion : | Imf = Vect{(x,y,z) € R3/x +y — z = 0}
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Applications linéaires

Rang, noyau et image

Soit f € L(R?) tel que A = Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf et dire si la juxtaposition de leurs bases est une base de R?.

1 2
°A1_<2 4)

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



Applications linéaires

Rang, noyau et image

Soit f € L(R?) tel que A = Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf et dire si la juxtaposition de leurs bases est une base de R?.

0 A = (; i) rgA; = 1 = dim(Imf) = 1 = dim(Kerf)
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Applications linéaires

Rang, noyau et image

Soit f € L(R?) tel que A = Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf et dire si la juxtaposition de leurs bases est une base de R?.

0 A = é i rgA; = 1 = dim(Imf) = 1 = dim(Kerf)

Kerf = Vect{(2,—1)} car 2¢; — G; = 0.
Imf = Vect{(1,2)};

00
°A2:<1 0)
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Applications linéaires

Rang, noyau et image

Soit f € L(R?) tel que A = Mp(f). Déterminer une base de Kerf

et Imf et dire si la juxtaposition de leurs bases est une base de R?.
0 Al = é i rgA; = 1 = dim(Imf) = 1 = dim(Kerf)

Kerf = Vect{(2,—1)} car 2¢; — G; = 0.
Imf = Vect{(1,2)};La juxtaposition des bases est une base
de R?

00
°A2:<1 0)
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Applications linéaires

Rang, noyau et image

Soit f € L(R?) tel que A = Mp(f). Déterminer une base de Kerf

et Imf et dire si la juxtaposition de leurs bases est une base de R?.
0 Al = é i rgA; = 1 = dim(Imf) = 1 = dim(Kerf)

Kerf = Vect{(2,—1)} car 2¢; — G; = 0.
Imf = Vect{(1,2)};La juxtaposition des bases est une base
de R?

o A — <(1) 8) rgA; = 1 = dim(Imf) = 1 = dim(Kerf).
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Applications linéaires

Rang, noyau et image

Soit f € L(R?) tel que A = Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf et dire si la juxtaposition de leurs bases est une base de R?.

0 A = é i rgA; = 1 = dim(Imf) = 1 = dim(Kerf)

Kerf = Vect{(2,—1)} car 2¢; — G; = 0.
Imf = Vect{(1,2)};La juxtaposition des bases est une base
de R?

o A — <(1) 8) rgA; = 1 = dim(Imf) = 1 = dim(Kerf).

Kerf = Vect{ex} car (; = 0.
Imf = Vect{(0,1)} = Vect{er};
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Applications linéaires

Rang, noyau et image

Soit f € L(R?) tel que A = Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf et dire si la juxtaposition de leurs bases est une base de R?.

0 A = é i rgA; = 1 = dim(Imf) = 1 = dim(Kerf)

Kerf = Vect{(2,—1)} car 2¢; — G; = 0.
Imf = Vect{(1,2)};La juxtaposition des bases est une base
de R?

o A — <(1) 8) rgA; = 1 = dim(Imf) = 1 = dim(Kerf).

Kerf = Vect{ex} car (; = 0.

Imf = Vect{(0,1)} = Vect{er};

e € Kerf NImf. La juxtaposition des bases n'est pas une
base de R2.
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Applications linéaires

Rang, noyau et image (suite)

Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf. Leur juxtaposition est une base de R3?

1 -1 0
o A3=[1 0 1
0 1 1

-1 -1 2

o Av=|3 -1 -2

1 -1 0
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Applications linéaires

Rang, noyau et image (suite)

Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf. Leur juxtaposition est une base de R3?

1 -1 0
o A3=[1 0 1
0 1 1

rgAs = 2 = dim(Imf) = 2;dim(Kerf) =1

-1 -1 2
o Ay =13 -1 =2
1 -1 0
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Applications linéaires

Rang, noyau et image (suite)

Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf. Leur juxtaposition est une base de R3?

1 -1 0
o A3=[1 0 1
0 1 1

rgAs = 2 = dim(Imf) = 2;dim(Kerf) =1
Kerf = Vect{(1,1,—-1)} car Gt + & = Gs.
Imf = Vect{(1,1,0),(0,1,1)};

-1 -1 2
o Ay =13 -1 -2
1 -1 0
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Applications linéaires

Rang, noyau et image (suite)

Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf. Leur juxtaposition est une base de R3?

1 -1 0
o A3=[1 0 1
0 1 1

rgAs = 2 = dim(Imf) = 2;dim(Kerf) =1
Kerf = Vect{(1,1,—-1)} car Gt + & = Gs.
Imf = Vect{(1,1,0),(0,1,1)}; juxtaposition base de R3

-1 -1 2
o Ay =13 -1 -2
1 -1 0
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Applications linéaires

Rang, noyau et image (suite)

Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf. Leur juxtaposition est une base de R3?

1 -1 0
o A3=[1 0 1
0 1 1

rgAs = 2 = dim(Imf) = 2;dim(Kerf) =1
Kerf = Vect{(1,1,—-1)} car Gt + & = Gs.
Imf = Vect{(1,1,0),(0,1,1)}; juxtaposition base de R3

-1 -1 2
o Ay =13 -1 -2
1 -1 0

rgAs = 2 = dim(Imf) = 2;dim(Kerf) = 1.
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Applications linéaires

Rang, noyau et image (suite)

Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf. Leur juxtaposition est une base de R3?

1 -1 0
o A3=[1 0 1
0 1 1

rgAs = 2 = dim(Imf) = 2;dim(Kerf) =1
Kerf = Vect{(1,1,—-1)} car Gt + & = Gs.
Imf = Vect{(1,1,0),(0,1,1)}; juxtaposition base de R3

-1 -1 2
o Ay =13 -1 -2
1 -1 0

rgAs = 2 = dim(Imf) = 2;dim(Kerf) = 1.
Kerf = Vect{(1,1,1)} car GG + G + G3 = 0.
Imf = Vect{(1,1,1),(2,-2,0)};
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Applications linéaires

Rang, noyau et image (suite)

Soit f € L(R3) tel que A= Mp(f). Déterminer une base de Kerf
et Imf. Leur juxtaposition est une base de R3?

1 -1 0
o A3=[1 0 1
0 1 1

rgAs = 2 = dim(Imf) = 2;dim(Kerf) =1
Kerf = Vect{(1,1,—-1)} car Gt + & = Gs.
Imf = Vect{(1,1,0),(0,1,1)}; juxtaposition base de R3

-1 -1 2
o Ay =13 -1 -2
1 -1 0

rgAs = 2 = dim(Imf) = 2;dim(Kerf) = 1.
Kerf = Vect{(1,1,1)} car GG + G + G3 = 0.
Imf = Vect{(1,1,1),(2,-2,0)};
1,1,1) € Kerf N Imf. juxtaposition non base-de R3.
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Applications linéaires

Erreurs a ne pas commettre (Vrai/faux)

o f: R+ R définie par f(x) = x? est linéaire.
e Sif € L(E,F) alors Og est le seul vecteur de E dont I'image

est nulle.

e Soit f € L(E) ou E est un R-e.v. Alors f injective < f
bijective.

o Soient (f,g) € L?(E)/Kerf = Kerg et Imf = Img. Alors
f=g.

o rg(f + g) =rg(f) +rg(g).
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Applications linéaires

Erreurs a ne pas commettre (Vrai/faux)

o f: R+ R définie par f(x) = x? est linéaire. FAUX
e Sif € L(E,F) alors Og est le seul vecteur de E dont I'image

est nulle.

e Soit f € L(E) ou E est un R-e.v. Alors f injective < f
bijective.

o Soient (f,g) € L?(E)/Kerf = Kerg et Imf = Img. Alors
f=g.

o rg(f + g) =rg(f) +rg(g).
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Applications linéaires

Erreurs a ne pas commettre (Vrai/faux)

o f: R+ R définie par f(x) = x? est linéaire. FAUX

e Sif € L(E,F) alors Og est le seul vecteur de E dont I'image
est nulle. FAUX, sauf si f est injective...

e Soit f € L(E) ou E est un R-e.v. Alors f injective < f
bijective.

o Soient (f,g) € L?(E)/Kerf = Kerg et Imf = Img. Alors
f=g.

o rg(f + g) =rg(f) +rg(g).
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Applications linéaires

Erreurs a ne pas commettre (Vrai/faux)

o f: R+ R définie par f(x) = x? est linéaire. FAUX
e Sif € L(E,F) alors Og est le seul vecteur de E dont I'image
est nulle. FAUX, sauf si f est injective...

e Soit f € L(E) ou E est un R-e.v. Alors f injective < f
bijective. FAUX, sauf si dim(E) est finie

o Soient (f,g) € L?(E)/Kerf = Kerg et Imf = Img. Alors
f=g.

o rg(f + g) =rg(f) +rg(g).
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Applications linéaires

Erreurs a ne pas commettre (Vrai/faux)

o f: R+ R définie par f(x) = x? est linéaire. FAUX
e Sif € L(E,F) alors Og est le seul vecteur de E dont I'image
est nulle. FAUX, sauf si f est injective...

e Soit f € L(E) ou E est un R-e.v. Alors f injective < f
bijective. FAUX, sauf si dim(E) est finie

o Soient (f,g) € L?(E)/Kerf = Kerg et Imf = Img. Alors
f = g. FAUX sinon tous les automorphismes de R3 seraient
égaux...

o rg(f + g) =rg(f) +rg(g).
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Applications linéaires

Erreurs a ne pas commettre (Vrai/faux)

o f: R+ R définie par f(x) = x? est linéaire. FAUX
e Sif € L(E,F) alors Og est le seul vecteur de E dont I'image
est nulle. FAUX, sauf si f est injective...

e Soit f € L(E) ou E est un R-e.v. Alors f injective < f
bijective. FAUX, sauf si dim(E) est finie

o Soient (f,g) € L?(E)/Kerf = Kerg et Imf = Img. Alors
f = g. FAUX sinon tous les automorphismes de R3 seraient
égaux...

o rg(f + g) = rg(f) + rg(g). FAUX. Prendre f = idg et
g = —ide
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :
Kerf = E;

Kerf = {0g};

Imf = {OE} )

Imf = F;

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : ; Surjective : :
Bijective :

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f)?

Dans le cas f injective?
Dans le cas f surjective ?
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :

Kerf = E; f est I'application nulle
Kerf = {0g};

Imf = {OE} )

Imf = F;

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : ; Surjective : :
Bijective :

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f)?

Dans le cas f injective?
Dans le cas f surjective ?
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :

o Kerf = E; f est |'application nulle
o Kerf = {0g}; f est injective

o Imf = {0g};

o Imf =F;

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : ; Surjective : :
Bijective :

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f)?

Dans le cas f injective?
Dans le cas f surjective ?
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :

o Kerf = E; f est |'application nulle

o Kerf = {0g}; f est injective

o Imf = {0g}; f est I'application nulle
o Imf =F;

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : ; Surjective : :
Bijective :

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f)?

Dans le cas f injective?
Dans le cas f surjective ?
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :
Kerf = E; f est I'application nulle

Kerf = {0g}; f est injective

Imf = {0g}; f est I'application nulle

Imf = F; f est surjective

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : ; Surjective : :
Bijective :

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f)?

Dans le cas f injective?
Dans le cas f surjective ?
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :
Kerf = E; f est I'application nulle

Kerf = {0g}; f est injective

Imf = {0g}; f est I'application nulle

Imf = F; f est surjective

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : Famille libre; Surjective : :
Bijective :

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f)?

Dans le cas f injective ?
Dans le cas f surjective ?
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :
Kerf = E; f est I'application nulle

Kerf = {0g}; f est injective

Imf = {0g}; f est I'application nulle

Imf = F; f est surjective

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : Famille libre ; Surjective : Famille génératrice ;
Bijective :

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f)?

Dans le cas f injective ?
Dans le cas f surjective ?
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :
Kerf = E; f est I'application nulle

Kerf = {0g}; f est injective

Imf = {0g}; f est I'application nulle

Imf = F; f est surjective

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : Famille libre ; Surjective : Famille génératrice ;
Bijective : c'est une base

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f)?

Dans le cas f injective ?
Dans le cas f surjective ?
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :
Kerf = E; f est I'application nulle

Kerf = {0g}; f est injective

Imf = {0g}; f est I'application nulle

Imf = F; f est surjective

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : Famille libre ; Surjective : Famille génératrice ;
Bijective : c'est une base

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f) ? rg(f) < inf{dim(E),dim(F)};

Dans le cas f injective ?
Dans le cas f surjective ?
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :
Kerf = E; f est I'application nulle

Kerf = {0g}; f est injective

Imf = {0g}; f est I'application nulle

Imf = F; f est surjective

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : Famille libre ; Surjective : Famille génératrice ;
Bijective : c'est une base

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f) ? rg(f) < inf{dim(E),dim(F)};

Dans le cas f injective ? rg(f) = dim(E);
Dans le cas f surjective ?
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Applications linéaires

Quelques réflexes...

e Soient E et F, 2 R-e.v. et f € L(E,F). Que dire de f si :
Kerf = E; f est I'application nulle

Kerf = {0g}; f est injective

Imf = {0g}; f est I'application nulle

Imf = F; f est surjective

@ Que dire de I'image d'une base par une application linéaire :
Injective : Famille libre ; Surjective : Famille génératrice ;
Bijective : c'est une base

e Soit f € L(E,F) ou E et F 2 R-ev de dim finie. Que peut-on
dire de rg(f) ? rg(f) < inf{dim(E),dim(F)};

Dans le cas f injective ? rg(f) = dim(E);
Dans le cas f surjective ? rg(f) = dim(F);
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Applications linéaires

Quelques réflexes (suite)

© Donner la forme générale des applications linéaires :

o de R? dans R? ;
o de R3 dans R :
o de R dans R3 :

@ Montrer que Im(g o f) C Im(g) :

@ Montrer que Ker(f) C Ker(gof):

@ En déduire que ‘rg(g of) < inf{rg(f),rg(g)}‘ ;
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Applications linéaires

Quelques réflexes (suite)

© Donner la forme générale des applications linéaires :

o de R2 dans R? : f : (x,y) — (ax + by, cx + dy)
o de R3dans R :
o de R dans R? :

@ Montrer que Im(g o f) C Im(g) :

@ Montrer que Ker(f) C Ker(gof):

@ En déduire que ‘rg(g of) < inf{rg(f),rg(g)}‘ ;
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Applications linéaires

Quelques réflexes (suite)

© Donner la forme générale des applications linéaires :

o de R2 dans R? : f : (x,y) — (ax + by, cx + dy)
o deR3dansR: f:(x,y,z) — ax + by + cz
o de R dans R3 :

@ Montrer que Im(g o f) C Im(g) :

@ Montrer que Ker(f) C Ker(gof):

@ En déduire que ‘rg(g of) < inf{rg(f),rg(g)}‘ ;
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Applications linéaires

Quelques réflexes (suite)

© Donner la forme générale des applications linéaires :

o de R2 dans R? : f : (x,y) — (ax + by, cx + dy)
o deR3dansR: f:(x,y,z) — ax + by + cz
o de R dans R® : f : x — (ax, bx, cx)

@ Montrer que Im(g o f) C Im(g) :

@ Montrer que Ker(f) C Ker(gof):

@ En déduire que ‘rg(g of) < inf{rg(f),rg(g)}‘ ;
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Applications linéaires

Quelques réflexes (suite)

© Donner la forme générale des applications linéaires :

o de R2 dans R? : f : (x,y) — (ax + by, cx + dy)
o deR3dansR: f:(x,y,z) — ax + by + cz
o de R dans R® : f : x — (ax, bx, cx)

@ Montrer que Im(g o f) C Im(g) :
yelm(gof)=3xe E/y = g[f(x)]
@ Montrer que Ker(f) C Ker(gof):

@ En déduire que ‘rg(g of) < inf{rg(f),rg(g)}‘ ;
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Applications linéaires

Quelques réflexes (suite)

© Donner la forme générale des applications linéaires :

o de R2 dans R? : f : (x,y) — (ax + by, cx + dy)
o deR3dansR: f:(x,y,z) — ax + by + cz
o de R dans R® : f : x — (ax, bx, cx)

@ Montrer que Im(g o f) C Im(g) :
yelm(gof)=3xe E/y = g[f(x)]
@ Montrer que Ker(f) C Ker(gof):
x € Ker(f) = f(x) =0= g[f(x)]=g(0) =0
© En déduire que ‘rg(g of) < inf{rg(f),rg(g)}‘ ;
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Applications linéaires

Quelques réflexes (suite)

© Donner la forme générale des applications linéaires :
o de R? dans R? : f: (x,y) — (ax + by, cx + dy)
o deR3dansR: f:(x,y,z) —> ax + by + cz
o de R dans R : f : x — (ax, bx, cx)

@ Montrer que Im(g o f) C Im(g) :
yelm(gof)=3xe E/y = g[f(x)]
@ Montrer que Ker(f) C Ker(gof):
x € Ker(f) = f(x) =0= g[f(x)]=g(0) =0
© En déduire que ‘rg(g of) < inf{rg(f),rg(g)}‘ ;

rg(g o f) <rg(g) d'apres (2)
dim[Ker(f)] < dim[Ker(g o f)] d"apres (3)
= rg(f) >rg(gof); d'ou la conclusion
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changement de bases

Table des matieres

© changement de bases
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R”

Soit E = R?, B = (e1, &) base canonique et B’ = (u1, u2) une
nouvelle base de E avec : u; = (1,1) et up = (—1,1).
v est donné dans la base B. Donner ses coordonnées dans B’ :

QO vi=(L1)s=
Q@ vw=(-11)p=
() V3 = (1,0)3 =
QO vw=(0,1)p=
QO vs = (37 b)B =
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R”

Soit E = R?, B = (e1, &) base canonique et B’ = (u1, u2) une

nouvelle base de E avec : u; = (1,1) et up = (—1,1).

v est donné dans la base B. Donner ses coordonnées dans B’ :
0@ vi=(1,1)5=(1,0)s

Q@ vw=(-11)p=
Q »= (170)8 =
Q@ vs=(0,1)5=
QO = (37 b)B =
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R”

Soit E = R?, B = (e1, &) base canonique et B’ = (u1, u2) une
nouvelle base de E avec : u; = (1,1) et up = (—1,1).
v est donné dans la base B. Donner ses coordonnées dans B’ :

Q0 vv=(1,1)=(1,0)s
QO wn= (_1a 1)8 = (07 1)B’
() V3 = (1,0)3 =

Q v=(0,1)5

QO vs = (37 b)B
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R”

Soit E = R?, B = (e1, &) base canonique et B’ = (u1, u2) une
nouvelle base de E avec : u; = (1,1) et up = (—1,1).
v est donné dans la base B. Donner ses coordonnées dans B’ :

QO vi=(1,1)5=(1,0)m

QO w= (_1a 1)8 = (07 1)B’
Q@ v3=(1,0)5=3(1,-1)p
Q v, =(0,1)5=

Q vs = (37 b)B =

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R”

Soit E = R?, B = (e1, &) base canonique et B’ = (u1, u2) une
nouvelle base de E avec : u; = (1,1) et up = (—1,1).
v est donné dans la base B. Donner ses coordonnées dans B’ :

QO vs = (1, 1)3 = (l,O)B/

QO wn= (_1a 1)8 = (07 1)B’
Q v3=(1,0)5=3(1-1)p
QO vw=(0,1)p= 2(1, INY
QO vs = (37 b)B =
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R”

Soit E = R?, B = (e1, &) base canonique et B’ = (u1, u2) une
nouvelle base de E avec : u; = (1,1) et up = (—1,1).
v est donné dans la base B. Donner ses coordonnées dans B’ :

QO vi=(1,1)5=(1,0)m

Q@ v=(-11)=(0,1)p

Q@ v3=(1,0)5=3(1,-1)p

Q v,=(0,1)5= %(1, g

Q@ vs =(a,b)s=5(a+b,—a+b)p
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R”

Soit E = R?, B = (e1, &) base canonique et B’ = (u1, u2) une

nouvelle base de E avec : u; = (1,1) et up = (—1,1).

v est donné dans la base B. Donner ses coordonnées dans B’ :
0@ vi=(1,1)5=(1,0)s

Q@ v»=(-11)5=(01p

Q@ vs=(1,0)5=3(1,-1)m

Q@ vs=(0,1)5= %(1,1)5'

Q@ vs=(ab)s=3(a+b—a+b)s

- <i _]'1> ! PX/ X ou X/ MB/(V,) et X MB(VI)
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R”

Soit E = R?, B = (e1, &) base canonique et B’ = (u1, u2) une
nouvelle base de E avec : u; = (1,1) et up = (—1,1).
v est donné dans la base B. Donner ses coordonnées dans B’ :

QO vi=(1,1)5=(1,0)p

@ v=(-1,1)5=(0,1)s

@ v3=(1,0)5 = 3(1,—1)p

Q vy, = (0, 1)3 = %(17 1)B’

Q@ vs=(a,b)s=3(a+b—-a+b)p

- <i _]'1> ! PX/ X ou X/ MB/(V,) et X MB(VI)
Alors P~1 =
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R”

Soit E = R?, B = (e1, &) base canonique et B’ = (u1, u2) une
nouvelle base de E avec : u; = (1,1) et up = (—1,1).
v est donné dans la base B. Donner ses coordonnées dans B’ :

QO vi=(1,1)5=(1,0)m

Q@ v=(-11)=(0,1)p

Q@ v3=(1,0)5=3(1,-1)p

Q v,=(0,1)5= %(1, g

Q@ vs =(a,b)s=5(a+b,—a+b)p

1

- G _11> ; PX{ = Xj ol X{ = Mp/(vi) et X; = Mp(vi)
1
Alors P71 = 2< 1 1). D'ou :
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R”

Soit E = R?, B = (e1, &) base canonique et B’ = (u1, u2) une
nouvelle base de E avec : u; = (1,1) et up = (—1,1).
v est donné dans la base B. Donner ses coordonnées dans B’ :

Q0 vv=(1,1)=(1,0)s

Q@ v»=(-11)5=(0,1)p

© v3=(1,0)5 = 3(1, - 1)p

Q vs=(0,1)5= %(1 1)g

Q V5:(a b)B 5( +b —a—l—b)B/

1 -1
P = <1 1 ) ; PXI./ = X; ou X’/ = MB’(VI) et X; = MB(VI)
1
2

1 1 1 1
-1 oy - X! -1
Alors P~1 = < 1 1>. Dou: X; =P <1> = <0>
-1 0 a 1/a+b
/ -1 . X! -1 —
Xy=P <1) (1>,X5 p <b> 2( B b>
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X]

Soit E = Ry[X], B = (1,X,X?) et B = (Qo, 1, @) une nouvelle
base de E avec: @y =1, @1 = X et @ = X(X —1).

P = Pass(B,B') = Pl =
Soient P; = X2, P, = X?+3X et P3 =1+ X + X2.

Donnez leurs coordonnées dans la base B et dans la base B :
On note Y; = Mp(P;) et Y/ = Mp/(P;). Alors :
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X]

Soit E = Ry[X], B = (1,X,X?) et B = (Qo, 1, @) une nouvelle
base de E avec: @y =1, @1 = X et @ = X(X —1).
1 0 O
P="Pass(B,B)= [0 1 —-1|;P 1=
0 0 1
Soient P; = X2, P, = X?+3X et P3 =1+ X + X2.
Donnez leurs coordonnées dans la base B et dans la base B’ :
On note Y; = Mp(P;) et Y/ = Mp/(P;). Alors :
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X]

Soit E = Ry[X], B = (1,X,X?) et B = (Qo, 1, @) une nouvelle
base de E avec: @y =1, @1 = X et @ = X(X —1).

1 0 0 1 00
P="Pass(B,B)=[0 1 —-1|;Pt=1]0 11

0 0 1 0 01

Soient P; = X2, P, = X?+3X et P3 =1+ X + X2.
Donnez leurs coordonnées dans la base B et dans la base B :
On note Y; = Mp(P;) et Y/ = Mp/(P;). Alors :
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X]

Soit E = Ry[X], B = (1,X,X?) et B = (Qo, 1, @) une nouvelle
base de E avec: @y =1, @1 = X et @ = X(X —1).

1 0 0 1 00
P="Pass(B,B)=[0 1 —-1|;Pt=1]0 11

0 0 1 0 01

Soient P; = X2, P, = X?+3X et P3 =1+ X + X2.
Donnez leurs coordonnées dans la base B et dans la base B :
On note Y; = Mp(P;) et Y/ = Mp/(P;). Alors :Y; = PY/
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X]

Soit E = Ry[X], B = (1,X,X?) et B = (Qo, 1, @) une nouvelle
base de E avec: @y =1, @1 = X et @ = X(X —1).

1 0 0 1 00
P="Pass(B,B)=[0 1 —-1|;Pt=1]0 11

0 0 1 0 01

Soient P; = X2, P, = X?+3X et P3 =1+ X + X2.
Donnez leurs coordonnées dans la base B et dans la base B :
On note Y; = Mp(P;) et Y/ = Mp/(P;). Alors :Y; = PY/

Y] =
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X]

Soit E = Ry[X], B = (1,X,X?) et B = (Qo, 1, @) une nouvelle
base de E avec: @y =1, @1 = X et @ = X(X —1).

1 0 0 1 00
P="Pass(B,B)=[0 1 —-1|;Pt=1]0 11

0 0 1 0 01

Soient P; = X2, P, = X?+3X et P3 =1+ X + X2.
Donnez leurs coordonnées dans la base B et dans la base B :
On note Y; = Mp(P;) et Y/ = Mp/(P;). Alors :Y; = PY/

0
Yi=|0], donc Y] =

1
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X]

Soit E = Ry[X], B = (1,X,X?) et B = (Qo, 1, @) une nouvelle
base de E avec: @y =1, @1 = X et @ = X(X —1).

1 0 0 1 00
P="Pass(B,B)=[0 1 —-1|;Pt=1]0 11

0 0 1 0 01

Soient P; = X2, P, = X?+3X et P3 =1+ X + X2.
Donnez leurs coordonnées dans la base B et dans la base B :
On note Y; = Mp(P;) et Y/ = Mp/(P;). Alors :Y; = PY/

0 0 0
Yi= (0|, doncY{=P L. 0] =1
1 1 1
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X]

Soit E = Ry[X], B = (1,X,X?) et B = (Qo, 1, @) une nouvelle
base de E avec: @y =1, @1 = X et @ = X(X —1).

1 0 0 1 00
P="Pass(B,B)=[0 1 —-1|;Pt=1]0 11

0 0 1 0 01

Soient P; = X2, P, = X?+3X et P3 =1+ X + X2.
Donnez leurs coordonnées dans la base B et dans la base B :
On note Y; = Mp(P;) et Y/ = Mp/(P;). Alors :Y; = PY/

0 0 0
Yi= (0|, doncY{=P L. 0] =1
1 1 1

Soit P1 = (0,0,1)g =(0,1,1)s ou encore :
Pi(X)=X?>=X+X(X—-1)
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X]

Soit E = Ry[X], B = (1,X,X?) et B = (Qo, 1, @) une nouvelle
base de E avec: @y =1, @1 = X et @ = X(X —1).

1 0 0 1 00
P="Pass(B,B)=[0 1 —-1|;Pt=1]0 11

0 0 1 0 01

Soient P; = X2, P, = X?+3X et P3 =1+ X + X2.
Donnez leurs coordonnées dans la base B et dans la base B :
On note Y; = Mp(P;) et Y/ = Mp/(P;). Alors :Y; = PY/

0 0 0
Yi= (0|, doncY{=P L. 0] =1
1 1 1

Soit P1 = (0,0,1)g =(0,1,1)s ou encore :
PuX) = X2 = X + X(X — 1)
(On retrouve en particulier n> = n(n — 1) +n...)
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)

P, = X? 4+ 3X donc

P; =1+ X + X2 donc
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)

P, = X2 +3X donc Yo =

P; =1+ X + X2 donc
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)
0
P, = X?+3X donc Y= |3 ], donc Y} =
1

P; =1+ X + X2 donc
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)

0 0 0

P,=X?+3Xdonc Yo= [3|,donc Yi=P 1. [3]|=|4
2

1 1 1

P; =1+ X + X2 donc
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)

0 0 0

P,=X?+3Xdonc Yo= [3|,donc Yi=P 1. [3]|=|4
2

1 1 1

Soit P, =(0,0,1)g = (0,4,1)s ou encore :
Py(X) =3X + X2 =4X + X(X — 1)

P; =1+ X + X2 donc
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)

0 0 0

P,=X?+3Xdonc Yo= [3|,donc Yi=P 1. [3]|=|4
2

1 1 1

Soit P, =(0,0,1)g = (0,4,1)s ou encore :
Py(X) =3X + X2 =4X + X(X — 1)

P; =14 X 4+ X2 donc Y5 =
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)

0 0 0

P,=X?+3Xdonc Yo= [3|,donc Yi=P 1. [3]|=|4
2

1 1 1

Soit P, =(0,0,1)g = (0,4,1)s ou encore :
Py(X) =3X + X2 =4X + X(X — 1)
1
Psy=1+X+X?donc Yz3= |1] etY]=
1
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)

0 0 0
P,=X?+3Xdonc Y= [3],donc V=P 1. [3]| = |4
1 1 1
Soit P, =(0,0,1)g = (0,4,1)s ou encore :
Py(X) =3X + X2 =4X + X(X - 1)
1 1 1
Py=1+X+X?doncY3= [1]etYi=P1.-[1]=2
1 1 1
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)

0 0 0
P,=X?+3Xdonc Y= [3],donc V=P 1. [3]| = |4
1 1 1
Soit P, =(0,0,1)g = (0,4,1)s ou encore :
Py(X) =3X + X2 =4X + X(X - 1)
1 1 1
Py=1+X+X?doncY3= [1]etYi=P1.-[1]=2
1 1 1

Soit P3 =(1,1,1)3 = (1,2,1)5 ou encore :
P3(X)=1+X+X2=1+2X+X(X—-1)
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)

0 0 0

P,=X?+3Xdonc Yo= [3|,donc Yi=P 1. [3]|=|4
2

1 1 1

Soit P, =(0,0,1)g = (0,4,1)s ou encore :
Py(X) =3X + X2 =4X + X(X — 1)

1 1 1
Ps=1+X+X2doncYz= [1]etVj=P1.-|1|=]2
1 1 1

Soit P3 =(1,1,1)3 = (1,2,1)5 ou encore :
P3(X)=1+X+X2=1+2X+X(X—-1)

1+ n+ n?
Nature de ZT
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changement de bases

Vecteurs et changements de base dans R,[X] (Suite...)

0 0 0
P,=X?+3Xdonc Y= [3],donc V=P 1. [3]| = |4
1 1 1
Soit P, =(0,0,1)g = (0,4,1)s ou encore :
Py(X) =3X + X2 =4X + X(X - 1)
1 1 1
Py=1+X+X?doncY3= [1]etYi=P1.-[1]=2
1 1 1

Soit P3 =(1,1,1)3 = (1,2,1)5 ou encore :
P3(X)=1+X+X2=1+2X+X(X—-1)

1+ n+ n?
Nature de ———— :Série convergente car
3n &

1 2 1\"
7—'—;:_” =(1+2n+n(n-1)) (3)
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires

E =R? E; = Vect{(1,1)} et E; = Vect{(—1,1)}.
Soit p projection sur E7 dans la direction de E,. Exprimer la
matrice de p dans la base B’ :

Mp(p) = A =

Exprimer la matrice de p dans la base B en utilisant les formules
de changement de base :

Mp(p) =A=
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires

E =R? E; = Vect{(1,1)} et E; = Vect{(—1,1)}.
Soit p projection sur E7 dans la direction de E,. Exprimer la

matrice de p dans la base B’ :

Mp(p) =A = <é 8)

Exprimer la matrice de p dans la base B en utilisant les formules
de changement de base :

Mp(p) =A=
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires

E =R? E; = Vect{(1,1)} et E; = Vect{(—1,1)}.
Soit p projection sur E7 dans la direction de E,. Exprimer la

matrice de p dans la base B’ :

Mp(p) =A = <é 8)

Exprimer la matrice de p dans la base B en utilisant les formules
de changement de base :

o pwpa (1 -1\ (1 0y 171 1
Mp(p) = A= PA'P —<1 1) (0 0) 2(—1 1)
1/ -1y (111711
S2\1 1 0 0/ 2\1 1
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires (suite...)

Déterminer p(v) dans la base B pour vi = (1,1)5, v» = (0,1)35,
vz = (0, 1)3/ et vy = (2, —1)31 :

p(v1)?
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires (suite...)

Déterminer p(v) dans la base B pour vi = (1,1)5, v» = (0,1)35,
vz = (0, 1)3/ et vy = (2, —1)31 :

)7 Ma(p)Ms() =4 (1) = (}) =
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires (suite...)

Déterminer p(v) dans la base B pour vi = (1,1)5, v» = (0,1)35,
vz = (0, 1)3/ et vy = (2, —1)31 :

p) 7 Ma(plMs(n) = A ()

(}) = p(w) = (1,1)s
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires (suite...)

Déterminer p(v) dans la base B pour vi = (1,1)5, v» = (0,1)35,
vz = (0, 1)3/ et vy = (2, —1)31 :

)7 Ma(pbMs(n) = A (1) = (1) = o) = (1. 2)s

)=

N[

p(v2)? M5(p)Mp(v2) = A (g) _

p(v3)?

p(va)?
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires (suite...)

Déterminer p(v) dans la base B pour vi = (1,1)5, v» = (0,1)35,
vz = (0, 1)3/ et vy = (2, —1)31 :

)7 Ma(pbMs(n) = A (1) = (1) = o) = (1. 2)s
pl)? Ma(pbMs() = A (1) =5 (1) = plva) = (3.3

p(v3)?

p(va)?
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires (suite...

Déterminer p(v) dans la base B pour vi = (1,1)5, v» = (0,1)35,
vz = (0, 1)3/ et vy = (2, —1)31 :

)7 Ma(pbMs(n) = A (1) = (1) = o) = (1. 2)s

p(v2)? Mp(p)Mp(v2) = A ((1)> =3 G) = p(v2) = (3,3)8
p(v3)?

Mg (p)Mp(v3) = A (2) = (8) =

p(va)?
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires (suite...)

Déterminer p(v) dans la base B pour vi = (1,1)5, v» = (0,1)35,
vz = (0, 1)3/ et vy = (2, —1)31 :

)7 Ma(pbMs(n) = A (1) = (1) = o) = (1. 2)s

1
1
p(v2)? Mp(p)Mp(v2) = A ((1)> =3 G) = p(v2) = (3,3)8

p(v3)?
M ()M () = A (7) = (3) = pl12) = (0,00 = 0,00
p(va)?
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changement de bases

Changement de bases et applications linéaires (suite...

Déterminer p(v) dans la base B pour vi = (1,1)5, v» = (0,1)35,
vz = (0, 1)3/ et vy = (2, —1)31

p(1) ? Mis(p)Mis(v1) = A(

plv2) 7 Mi(plMs(va) = A
p(v3)?
M ()M () = A (7) = (3) = pl12) = (0,00 = 0,00

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



changement de bases

Changement de bases et applications linéaires (suite...)

Déterminer p(v) dans la base B pour vi = (1,1)5, v» = (0,1)35,
vz = (0, 1)3/ et vy = (2, —1)31

p(1) ? Mis(p)Mis(v1) = A(

plv2) 7 Mi(plMs(va) = A
p(v3)?
M ()M () = A (7) = (3) = pl12) = (0,00 = 0,00

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



changement de bases

Changement de bases et applications linéaires (suite...)

Déterminer p(v) dans la base B pour vi = (1,1)5, v» = (0,1)35,
vi =(0,1)p et vu = (2,-1)p :

)7 Ma(pbMs(n) = A (1) = (1) = o) = (1. 2)s
pl) 7 Ma(plMs(a) = A )
p(v3)?

M ()M () = A (7) = (3) = pl12) = (0,00 = 0,00

Or P (g) _ @ donc p(va) = (2,2)s
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changement de bases

Un exemple concret...

0 1 -1
Soit A= | —2 —1 1 | =Mpz(f).
2 -1 1

@ Calculer A% et A3 :
@ A inversible?

© Déterminer u € R3/f2(u) #0 :
Mq B’ = (u, f(u), f?(u)) est une base de R3 :
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changement de bases

Un exemple concret...

0 1 -1
Soit A= -2 —1 1 | =My(f)
-2 -1 1
0 0 O
@ Calculer A2et A3: A2=|0 -2 2
0o -2 2

@ A inversible?
© Déterminer u € R3/f2(u) #0 :
Mq B’ = (u, f(u), f?(u)) est une base de R3 :
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changement de bases

Un exemple concret...

o 1 -1
Soit A=[-2 -1 1 | =Mg(f).
-2 -1 1
0 0 O
@ Calculer A2et A3: A2=1|0 -2 2| etA3=0
0 -2 2

@ A inversible?
© Déterminer u € R3/f2(u) #0 :
Mq B’ = (u, f(u), f?(u)) est une base de R3 :
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changement de bases

Un exemple concret...

0 1 -1
Soit A=[-2 -1 1 | =Mg(f).
-2 -1 1
0 0 O
O Calculer A2et A3:A2=[0 —2 2| etA3=0
0 -2 2

@ A inversible ?Non, car sinon A2 = A~1A3 = A-10=0.
© Déterminer u € R3/f2(u) #0 :
Mq B’ = (u, f(u), f?(u)) est une base de R3 :
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changement de bases

Un exemple concret...

o 1 -1
Soit A=[-2 -1 1 | =Mg(f).
-2 -1 1
0 0 O
@ Calculer A2et A3: A2=1|0 -2 2| etA3=0
0 -2 2

@ A inversible ?Non, car sinon A2 = A~1A3 = A-10=0.

© Déterminer u € R3/f2(u) # 0 : Il suffit de prendre
Mq B’ = (u, f(u), f?(u)) est une base de R3 :
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changement de bases

Un exemple concret...

o 1 -1
Soit A=[-2 -1 1 | =Mg(f).
-2 -1 1
0 0 O
@ Calculer A2et A3: A2=1|0 -2 2| etA3=0
0 -2 2

@ A inversible ?Non, car sinon A2 = A~1A3 = A-10=0.

© Déterminer u € R3/f2(u) # 0 : Il suffit de prendre
Mq B’ = (u, f(u), f?(u)) est une base de R3 :
C’est une famille de bon cardinal (3) et libre.
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changement de bases

Un exemple concret...

o 1 -1
Soit A=[-2 -1 1 | =Mg(f).
-2 -1 1
0 0 O
@ Calculer A2et A3: A2=1|0 -2 2| etA3=0
0 -2 2

@ A inversible ?Non, car sinon A2 = A~1A3 = A-10=0.

© Déterminer u € R3/f2(u) # 0 : Il suffit de prendre
Mq B’ = (u, f(u), f?(u)) est une base de R3 :
C’est une famille de bon cardinal (3) et libre.
En effet, A\yu + Xof (u) + A\3f%(u) =0 = A\1f?(u) =0 en
composant de chaque cété par f2 avec f3 = f4 = 0.
Or 2(u) # 0 donc A\; = 0.
En composant ensuite par f on obtient A\p =0 et A3 =0
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changement de bases

Un exemple concret...(suite)

0 1 -1
Soit A= | —2 —1 1 | =Mpz(f).
2 -1 1

On a mq B’ = (u, f(u), f?(u)) est une base de R3 ot u = e.

@ Exprimer A" = Mp/(f) :

@ Relation matricielle entre A et A’ ?
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changement de bases

Un exemple concret...(suite)

0 1 -1
Soit A= (-2 -1 1 | =Mz
-2 -1 1
On a mq B’ = (u, f(u), f?(u)) est une base de R3 ot u = e.
0 0O
@ Exprimer A= Mp(f): A=|1 0 0
010

@ Relation matricielle entre A et A’ ?
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changement de bases

Un exemple concret...(suite)

0 1 -1
Soit A= (-2 -1 1 | =Mz
-2 -1 1
On a mq B’ = (u, f(u), f?(u)) est une base de R3 ot u = e.
0 0O
@ Exprimer A= Mp(f): A=|1 0 0
010

@ Relation matricielle entre Aet A/? |A' = P 1AP
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matrices alisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Table des matieres

@ Réduction d’endomorphismes
@ matrices diagonalisables
@ Recherche de valeurs propres
@ projections
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Réduction d'endomorphismes

. 2 1 2 0

e Soient A= Mp(f) = (0 2) et B=Mp(g) = <O 2).
e Sp(A) = f=2id? ; A est diagonalisable ?
e Sp(B)= ;g=2id? ; B est diagonalisable 7
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Réduction d'endomorphismes

o Soient A= Mp(f) = (0 2) et B=Mpz(g) = <(2) g)

e Sp(A) ={2}; f = 2id ?Non; A est diagonalisable ? Non.
e Sp(B)= ;g=2id? ; B est diagonalisable 7
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Réduction d'endomorphismes

o Soient A= Mp(f) = (0 2) et B=Mpz(g) = <(2) g)

e Sp(A) ={2}; f = 2id ?Non; A est diagonalisable ? Non.
o Sp(B) ={2}; g =2id 70ui; B est diagonalisable ? Oui.
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Réduction d'endomorphismes

o Soient A= Mp(f) = (0 2) et B=Mpz(g) = <(2) g)

e Sp(A) ={2}; f = 2id ?Non; A est diagonalisable ? Non.
o Sp(B) ={2}; g =2id 70ui; B est diagonalisable?

o Soit f € L(E)/Sp(f) = {1 —+/2,0,1,1++/2}.
o f est bijective?

Si dim(E) = 4, f est diagnonalisable ?

Si dim(E) =5, f est diagnonalisable ?

Si dim(E) = 3, que peut-on dire?

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Réduction d'endomorphismes

o Soient A= Mp(f) = (0 2) et B=Mpz(g) = <(2) g)

e Sp(A) ={2}; f = 2id ?Non; A est diagonalisable ? Non.
o Sp(B) ={2}; g =2id 70ui; B est diagonalisable?

o Soit f € L(E)/Sp(f) = {1 —+/2,0,1,1++/2}.
e f est bijective? Non

Si dim(E) = 4, f est diagnonalisable ?

Si dim(E) =5, f est diagnonalisable ?

Si dim(E) = 3, que peut-on dire?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Réduction d'endomorphismes

o Soient A= Mp(f) = (0 2) et B=Mpz(g) = <(2) g)

e Sp(A) ={2}; f = 2id ?Non; A est diagonalisable ? Non.
o Sp(B) ={2}; g =2id 70ui; B est diagonalisable?

o Soit f € L(E)/Sp(f) = {1 —+/2,0,1,1++/2}.
e f est bijective? Non

Si dim(E) = 4, f est diagnonalisable ? Oui

Si dim(E) =5, f est diagnonalisable ?

Si dim(E) = 3, que peut-on dire?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Réduction d'endomorphismes

o Soient A= Mp(f) = (0 2) et B=Mpz(g) = <(2) g)

e Sp(A) ={2}; f = 2id ?Non; A est diagonalisable ? Non.
o Sp(B) ={2}; g =2id 70ui; B est diagonalisable?

o Soit f € L(E)/Sp(f) = {1 —+/2,0,1,1++/2}.
e f est bijective? Non
Si dim(E) = 4, f est diagnonalisable ? Oui
Si dim(E) =5, f est diagnonalisable ? Peut-étre...
Si dim(E) = 3, que peut-on dire?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Réduction d'endomorphismes

o Soient A= Mp(f) = (0 2) et B=Mpz(g) = <(2) g)

e Sp(A) ={2}; f = 2id ?Non; A est diagonalisable ? Non.
o Sp(B) ={2}; g =2id 70ui; B est diagonalisable?

o Soit f € L(E)/Sp(f) = {1 —+/2,0,1,1++/2}.
e f est bijective? Non
Si dim(E) = 4, f est diagnonalisable ? Oui
Si dim(E) =5, f est diagnonalisable ? Peut-étre...
Si dim(E) = 3, que peut-on dire? Qu’on s’est trompé!
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Matrices diagonalisable ?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Matrices diagonalisable ?

1 2 2
e A=|0 1 3] Sp(A)={1}. A non diagonalisable
0 01
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres

projections

Matrices diagonalisable ?

1
0
0
1
2
2

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres

projections

Matrices diagonalisable ?

Sp(A) = {1}. A non diagonalisable

2 3 0
B non diagonalisable

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Matrices diagonalisable ?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Matrices diagonalisable ?

10
e C=|01 0 Sp(C) = {1,4}.
00

—1=dim(E)=3—-1=2

o O O
o O O

| |

,_g

(0]
A

g(C4/)rg(0 —3 0 | =2=dim(E;)=3-2=1
0

C diagonalisable

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



Réduction d’endomorphismes

matrices diagonalisables
Recherche de valeurs propres
projections

Matrices diagonalisables et inversibles

Dire, parmis les quatres matrices suivantes celles qui sont
diagonalisable, inversible :

1
oA-(O
oB:<(1)

1
oC-(O

0
oD—(O

2) inversible ?

g) inversible ?
i’) inversible ?

g) inversible ?

A+ B est diagonalisable ?

; diagonalisable ?

; diagonalisable ?

; diagonalisable ?

; diagonalisable ?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres

projections

Matrices diagonalisables et inversibles

Dire, parmis les quatres matrices suivantes celles qui sont
diagonalisable, inversible :

e A= ((IJ 2) inversible 70Ul ; diagonalisable 70Ul
1 3). . : .

e B= <0 0> inversible ? ; diagonalisable ?
1 3). : . .

o C= <0 1> inversible ? ; diagonalisable ?
0 3). : . :

o D= 0 0 inversible ? ; diagonalisable ?

A+ B est diagonalisable ?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres

projections

Matrices diagonalisables et inversibles

Dire, parmis les quatres matrices suivantes celles qui sont
diagonalisable, inversible :

e A= ((IJ 2) inversible 70Ul ; diagonalisable 70Ul
1 3). . . .

e B= <0 0> inversible ’NON ; diagonalisable 70Ul
1 3\. : . .

o C= <0 1> inversible ? ; diagonalisable ?
0 3). : . :

o D= 0 0 inversible ? ; diagonalisable ?

A+ B est diagonalisable ?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres

projections

Matrices diagonalisables et inversibles

Dire, parmis les quatres matrices suivantes celles qui sont
diagonalisable, inversible :

o A= ((IJ 2) inversible 7OUI ; diagonalisable 7OUI
1 3\. . ) .

e B = <0 0> inversible ’NON ; diagonalisable 70QUlI
1 3\. ) ) .

o C= <0 1> inversible 7OUI ; diagonalisable ’NON
0 3)\. ) ) )

o D= 0 0 inversible ? ; diagonalisable ?

A+ B est diagonalisable ?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Matrices diagonalisables et inversibles

Dire, parmis les quatres matrices suivantes celles qui sont
diagonalisable, inversible :

o A= ((IJ 2) inversible 7OUI ; diagonalisable 7OUI
1 3\. . ) .

e B = <0 0> inversible ’NON ; diagonalisable 70QUlI
1 3. ) ) .

o C= <0 1> inversible 7OUI ; diagonalisable ’NON
0 3)\. ) ) )

o D= 0 0 inversible ’NON ; diagonalisable ’NON

A+ B est diagonalisable ?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Matrices diagonalisables et inversibles

Dire, parmis les quatres matrices suivantes celles qui sont
diagonalisable, inversible :

e A= ((IJ 2) inversible 70Ul ; diagonalisable 70Ul
1 3). . . .

e B= <0 0> inversible ’NON ; diagonalisable 70Ul
1 3\. : . .

o C= <0 1> inversible 7OUI ; diagonalisable ’NON
0 3). : . :

o D= (O 0> inversible ’NON ; diagonalisable ’NON

0 2

A+ B est diag;onalisable?(2 6) donc A+ B NON diagonalisable

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Déterminer les valeurs propres de :
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Déterminer les valeurs propres de :

1 11
e A=[1 1 1| Sp(A)=1{0,3} car:
1 11
rg(A) =1 = dim(Ey) =3 — 1 =2
-2 1 1
rg(A=3N)=rg| 1 -2 1 |=2=dm(E3)=3-2=1
1 1 -2

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Déterminer les valeurs propres de :

1 11
e A=[1 1 1| Sp(A)=1{0,3} car:
1 11
rg(A) =1 = dim(Ey) =3 — 1 =2
-2 1 1
rg(A=3N)=rg| 1 -2 1 |=2=dm(E3)=3-2=1
1 1 -2
2 11
e B=11 21
11 2
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Déterminer les valeurs propres de :

1 11
e A=[1 1 1| Sp(A)=1{0,3} car:
1 11
rg(A) =1 = dim(Ey) =3 — 1 =2
-2 1 1
rg(A=3N)=rg| 1 -2 1 |=2=dm(E3)=3-2=1
1 1 -2

BCPST2 - J. Laurentin - Externat des enfants nantais



matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Déterminer les valeurs propres de :
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matrices diz alisables
Réduction d’endomorphismes Recherche d leurs propres
projections

Déterminer les valeurs propres de :

o A= _32 _14 Sp(A) = {—1,5} car:
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Déterminer les valeurs propres de :

o A= (_3’2 _14> Sp(A) = {~1,5} car :

rg(A+1)=rg (42 _24> =1=dm(E_.;)=2-1=1

rg(A —51) =1g (:g :i) =1=dimE)=2-1=1

@ A est diagonalisable? ; Matrice de passage?
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Déterminer les valeurs propres de :

o A= (_3’2 _14> Sp(A) = {~1,5} car :

rg(A+1)=rg (42 _24> =1=dm(E_.;)=2-1=1

rg(A —51) =1g (:g :i) =1=dimE)=2-1=1

@ A est diagonalisable ? Qui; Matrice de passage ?
1 -2
S

etVneN, A"=P.DI. P~1 o D1:<—01 g)
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matrices diz alisables
Réduction d’endomorphismes Recherche d leurs propres
projections

Matrice de passage :

. —4 3
Soit B = (—6 5>

Déterminer P € GL5(R) telle que P~1BP = <_01 g)
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Matrice de passage :

. —4 3
Soit B = (—6 5>

Déterminer P € GL5(R) telle que P~1BP = <_01 g)

B est diagonalisable et de valeurs propres —1 et 2.

La matrice P cherchée est la matrice de passage de la base
canonique dans la base de vecteur propre.

Il suffit donc de déterminer une base de E_1 et de E> :
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Matrice de passage :

. —4 3
Soit B = (—6 5>

Déterminer P € GL5(R) telle que P~1BP = <_01 g)

B est diagonalisable et de valeurs propres —1 et 2.

La matrice P cherchée est la matrice de passage de la base
canonique dans la base de vecteur propre.

Il suffit donc de déterminer une base de E_1 et de E> :

Ker(B + I) = Ker <:2 g) = Vect{ G)}
Ker(B — 2/) = Ker (:2 g) = Vect{ G)}

Conclusion : La matrice cherchée est : P = G é)
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matrices diz alisables

Réduction d’endomorphismes Recherche d leurs propres
projections

Question d’oral...

1
n
Soit A,=|-% 142 , avec n € N*,
n n

= 3= =

1
@ Montrer que 1 et 1 4+ — sont les valeurs propres de A, :
n
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Question d’oral...

1 1
A |1 q702 1 x
Soit A, = | —= 1+ , avec n € N*,
n 1n n
1

S

1
@ Montrer que 1 et 1 4+ — sont les valeurs propres de A, :
n

0 1 1
n n
rg(A,—1)=rg —1% %1 % =2car G+ G =G
11 g
A2 G BT
T 1 i
rg(An — (1 +1/n)l) =rg ~hom o =1 car
n “n " n

G+G=0etG+G=

o
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Question d’oral...

1
n
Soit A, = —% 1+% , avec n € N*,

= 3= =

1
@ Montrer que 1 et 1 4+ — sont les valeurs propres de A, :
n

@ Soit B, = A; - Ay ; By est-elle diagonalisable ? inversible 7
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

Question d’oral...

1
n
Soit A, = —% 1+% , avec n € N*,

= 3= =

1
@ Montrer que 1 et 1 4+ — sont les valeurs propres de A, :
n

@ Soit B, = A; - Ay ; By est-elle diagonalisable ? inversible 7
By, = PD1P~1 . PD,P~! = PD;D,P~! avec :

2 00 3/2 0 O 300
DiD,=(0 2 0f|-1 0O 3/2 0=10 30
0 01 0 0 1 0 01

D’ou on conclut : ‘ B, est diagonalisable et inversible‘
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matrices alisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

projections

Soit E un R-ev. et pe L(E)/pop=p.
e Montrer que Sp(p) C {0,1} :
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matrices diagonalisables

Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

projections

Soit E un R-e.v. et pe€ L(E)/pop=p.
e Montrer que Sp(p) C {0,1} : Soit A € Sp(p). Alors :
Jue E,u#0/p(u) = Au. D'ou
(PP —p)(u) = Nu-Au=0N-ANu=0= ) \A-1)=0
car u=#0
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

projections

Soit E un R-ev. et pe L(E)/pop=p.
e Montrer que Sp(p) C {0,1} :
@ On suppose p # id et p # 0.
o Montrer que Im(p) C Ker(p — id) et Im(p — id) C Ker(p)
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matrices diagonalisables
Réduction d’endomorphismes Recherche de valeurs propres
projections

projections

Soit E un R-ev. et pe L(E)/pop=p.
e Montrer que Sp(p) C {0,1} :
@ On suppose p # id et p # 0.

o Montrer que Im(p) C Ker(p — id) et Im(p — id) C Ker(p)
p?P—p=0«po(p—id)=0= Im(p—id) C Ker(p) et de
méme : Im(p) C Ker(p — id)
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