
Problème

③ On demande un script Python permettant d'afficherles points Mn = (fin (a) i 9nA) à se C- 2%-0 .kff080D }
On commence par le calcul de fn (a) et 9nA) :

def fcn: int , x : float) → float :
p = Itx

for
be in range (2 , nte) : # le C-¢2- ND .

p *= tt a** te
return P

On a utilisé que fieCa) =«+x
")- fb . . (a) k≥ 2

et feta)= un

def gcn: int , x: float) → float :
p = 1- x

for be in rampeC2 , n+1) :
p * = 1- a ** (Ue -d

return
p

En utilisant que 9e Cal = 1- x
et grata) :X -

sik- i) gpe - in) tk≥2

Dès lors
, pour obtenir les fn (tg )à b. c- foi8D ,

ainsi que les 9N (¥0) , on écrira :
n= 100

✗ = [ fcn , kln) for k in range (89)]
Y = [ gcn , b- In) for be in rouge (8^1)

quant à l'affichage graphique .
il suffit d' exécuter:

plt . plot(× , Y ,

'
r .

'

,
lw =4)

plt . grid C)
plt . showC)

② Sur le graphique .
il semble que les points Mn

soient positionnés sur la courbe d'équation y : 11m,
ce qu' on teste en exécutant :

2- = [1 (x for x in ×] conjecture : 9cal = 11f(a)plt . plot(X ,
Z

,

'b'

) car pour n= 100e on a

from≈ fin ; 9N ta ≈ gta)



② Soit ac-[ou[ ;

fixe toi = Ëcitxk) = (1+2^+1) . fn (a)b.= ,

D' où fuient - f. ta = n
"

fatal
comme n≥ ◦ , il est loin que fn (a)sortant

^

≥ 0.

Donc fn+, Ca) - fn(a) ≥ 0

Connexion : la suite (fin)↓
≥,
est croissante si

a C-Car[

De même
,

Inti

9m . ta = d - x
""
I.9nA ⇒ 9m ,toi- 9min) = -a. 9nA)

or ◦ ≤xcr donc ◦ ≤ xkcrv-KEG.no
d- donc ◦ ce _ xk ≤1
D'à 0 < gn (a) ≤ 1 [Produit

determes dans
30in] . . _ )

Par ailleurs
, _ x

""
co

Dose
,

ta c- [ai[
, gn+, là - 9,Cal < 0

connexion la suite (gnon)n≥, est dénoirsaute si
2E [◦ <^[

Remarque : Il était évidemment possible de Colville
fntc (a)
⇔,

et %g÷ pour les comparer à 1 ,
à

condition de ne pas oublier de prouver que
fn ton> 0 et 9N EN >0 V-xc-coirc.tn C- NE >

③ a) Plusieurs méthode ont été vues dont l' étude
de h : C- tn et

-

t
-
^

,
continue et dérivable sur IR ,

avec L' Ctl = et _ ^ > o ⇔ et > ^ ⇔ t> 0
Soit :

E
-
o o °

l'A) - ∅chat+°
au

contusion hltl≥ offer
ou :

>
0

et ≥ ^ + c- Attire



Remorque Pour une application du théorème des accrois .
-
serments finies appliqué à exp : ans en nu
[012] ,

on se rapportera à l'ex 7 ,① a)duTD2 .

Soit si c-Gi[ et n C-
*
: FKEGI ,ND ,

r ≤ 1+xk ≤ et
"

Donc
, par produit de réels positifs .

' ≤ fnca) ≤ EI e"
"
= exp ( Irak )

Le= ,

avec Ia" = -ÎÎ =
.
? -

b-=<

or ◦≤moi donc ≥ ◦ et Ça" ≤ 1-
Dès lors

, grâceà la croissante de la fonction exp :

→ ≤ fn ta ≤ exp (%-) ⇔)

on a presque fini . . .
la suite (finta)n≥, est croissante et majorée par

ÊT
donc elle converge.

fini = lin
me • fn (a) existe et par passage à la limitedans ladouble inégalité *) , on a :

1 ≤ f (a) ≤ e
÷

roi a c-Grc
.

b) Montrons que f est continue en 0 .

→ Dans le cas particulier se = 0 , on a pour tout
n C- * : n

In(o) = 1- = 1

la suite (fncd)n≥ , est
la suite constante égale
à 1

.
Elle converge vers 1 .

D'à f.(o) = là fn(o) = 1 .

Par ailleurs
, là e Ia = e? 1

.

Donc
,
d' après



le théorème d' encadrement des limites appliqué
à la double inégalité obtenue en③ a) :

bi fin = 1 = fio)n → 0

Conclusion
- f est continue en 0

④ a) Justifions l' existence de 9th pour n c- [arc :

On a vu en② que la suite (gnian≥,
estdécroissante

Par ailleurs 0C gn (a) ≤ 1 ,
FnEN*

la suite (gnon) n≥, est donc décroissante etminorée
. Elle converge d' après le théorème de

la limite monotone .

Couleriez :
Pour tout aC-Car[

, 9 (a) existe
et 0 ≤ 9cal ≤^ .

④ b) Soit C-C-Car] et a c-Girl . Appliquons cette fois le
théorème des auroisserments finis :
soit K définie ici par kcal= (i - alt
K est continue sur [0in] ,

dérivable sur ]onC ,
taE)QU

.

avec K' (a) = - tu_a)
t-^

.

D' après le théorème des accroissements finis :

Jc c- JO ,a [ 1 kcal - k lo) = Ca_ o) .L' (c)
⇔ Xx)

-

r =
-

xt ci
. c)
t - ^

ou encore : J-C C- Jo,a[ / 1- Ce_ a)
l'
=
Rt (1- c)

←^

O CCCx ⇔ - x C - C CO X O C i-x (1-C CA

En conséquence , parce que E- ^ <0e on a : d-CÎÎ 1
Et comme nt ≥ ° .

ona : 2€ I d
set 4- c)

←^
≥ at IÉ -IV.a !

Cette égalité est encore vraie
pour se = a 0

>""Î sa

Connexion EEGh)
,
xf[0,1C , on a:

^
- ce_ a)

≤
≥ at



c) On suppose que 2E [ai[ .

Montrons que :
e ≤ gin ≤ e-

ÎT
29cal > 0ou encore :

luµ-a) NEGin[
.

-→~
≤ hiatal) ≤ -Î

avec lu [g.cap= Irena - sik
- i) un≥ n

n ↳ = e

Or :

←-
x)ᵗ ≤ r - set ≤ e-

"←

[D'après③ a) et④b) ]
Uk-2

Donc : ◦ (@ - a)
à"-"

≤ 1- sik
-^

≤ e-
"
""

Correct = a c- [on[
2k-2 si 2E [on [

⇔ x enn-a) ≤entr- n
"'

) ≤
-

sik -^ /Kearny )
n

⇔ hein 2am
-2

≤ lncg cm) ≤ -É sik
- ^

b-= i

n

x

"
? Ici}? ÏCAÏ =Ê[En ↳ =. ↳ i = o

i-_b-^

Est:
±Écrit ._ ÷ .

a-
la =-

Soit :

Inv-x) d- x
"

Inn
≤ hcgcas) ≤ - x
ʰ

n d -x

Et comme si C- [arc , on a linzin = 0 .

Donc par
non

passage à la limite ( on sait que 9cal: Ez9nA
existe)

lnu-xl.IE ≤ lncg.cm) ≤ - xI
1-a

Puis en composant par la fonction exp ,
croisant sur

,

on obtient :

connexion e ≤ gaz ≤ e-
÷

Enfin 961=1 puisque Ojnco) = ^ pour tout n»
Et lin lutin
•→ 0#

= 0 = lin e-¥
ne 0

Donc lire = , =
à e- Îa

ne 0 nu 0

Et par encadrement : linnaso 9 (a) = 1- = 910) .

Connexion g est continue en a



⑤ a) V-x-c.fi ^[ . on a :

fruit. eux
"

) , gntoit-E.ca -x
""-2)

Soit n

9n'a4-- EI U -KU
-YY

= II.ce _ âʰ
- '

Ici + sik -
^

)
Donc :

fntn4.grtoi) = Utah) (un
"-74

-

sik-^ )

= II. +n

"'

) (mot ))EI u-ot ')
Yû

=#x) atah))Atakan" )) . . .#à
"') (mot)) . 9nA

= TÎ Canh) . 9nA
b.= i

conclusion V-xc-GMGfntoiY.grtoi) = fanta. 9nA)

Rou passage à la limite quand n tend vers +0 :

fait-9Gt) = ftp.gcn ; Soit encore) = htx
aC-Gil[

b) on montre par récurrence quehtnit-htxv-nzn.ci) h toi) =hin) d' après⑤ a)⇔ on suppose htx
") = htx) pour n fixé (n≥n).

Lü) AMI (aît
'

) = h[(x")] = htn") d' aprés⑤ a)puisque
n
"

C- MC . . .

) contusion tn≥r , hin
" ) = hcx)

on a x c- Guc done Info x2
"

_

- 0 et comme f et g sont
continues en 0

, le produit le= f.g est continue en 0
et linhcn") = hot = ft) . go) =1

•

ne@

Et comme Un") = htx) tn≥1 , on a htxl =1fr-401[

c) Confirmation de fort -9th -1 ⇔ 9th=4f(a) . . .


