
TD 19
_ Fonctions DE Plusieurs VARIABLES .

Exercice 1 : On regardera surtout les arguments pour
justifier la continuité des fonctions -

les dérivés partielles ne devraient pas poser de
difficulté ,

à condition d' être vigilant . . .

① Sont f définie surR
'

pou fin ,g) = (n'+y
') e-
"d

• cx.gl- n' +y
'
est continue sur 1122 cou produit et

combinaison linéaire des fonctions Ca,g)↳x
et toi ,D) c- y qui sont continues surFE

[Remorque : ce sont les deux seules fonctions de 1122

sur dont vous pouvez admettre la continuité ;
le reste doit être justifié . . .]

• Ca. g) tu + a.y
est continue sur ☒

~

par produit des
deux fonctions (my) to n et Cary)tsy qui
sont continues sur v2?

•
C-↳ e-
t est continue sur IR

Donc :

Ca ,g) ↳ e-
"°
est continue sur pas composition

de fonctions continues .

Coulson J est continue sur IR
'

pou produit de
fonctions continues sur v22 .

[Remarque : On montrerait avec exactement lesmêmes
arguments que f est de classe C

'

sur 1122 car
Ca ,y) to x et (my)toy sont de classe C

"
sur IR?

. .]
Calculons les dérivés partielles :

G-Ca .])= La e-" +Corkyet. c-y e-7)
= [2x - y Corkyy] e-

"2€1 Ca ,g) =My - xCarty e-
"2 s' obtient parsymétrie des notations.



② Sont g définie sur v22 - Hoop par gtay.ca?ty2)sinjq~
a) Montrons que g est continue surRT Ko , o) { :
• en ey) tu

n' +y
' continue me v22 par produit et somme

de Craig)↳ n et Ca.g)→ y qui sont
continues surR?

•
Cette fonction ne s' annule pas sur R

?
-{(a»{ etprend

des valeurs strictement positives sur☒ - {(o , dq .

Or u : t tu TE est continue sur 1RE
donc

(niy)tu Î¥ est continue sur 112? {lait / par
composition de fonctions continus
n

[ R? {look → 1RE
- 112¥

Corey) 1- n' 1- j' = tc-Âge = net) ]
•
Dès lors :
cm . g) 1- son ( Î,#g)et continue sur IR? {Cools carC-↳ Sink) continue sur IR

contusion g est continue sur v2
'
- leads pou produit

de Cay) trahi et@ is) ta nn (tg)qui sont continues
sur R'hllor04 -

b) Calutron les dérives partielles :

[on rappelle que (E)
'

= -

"YI = -È ]

ÊË. / = -
en

2Gimme
= -«Î→

⇒# [sina.pl] =! (É) .sin' (÷ç
D' à :

= -«Ë,.ws#q1?!-ca.s)=2a.sinLJ-q)i-Cn'tyYxfzI-i
,.us#i-D=2xsi*--n?-• (Ë)

Par symétrie :

g-casinoM€1 - :#Mûre)



3) On reconnait la densité de la loi normale centréeréduite qu' on souhaite dériver poutrellement par
rapport à µ et 0 . . . (x est un réel quelconque , fixé)
• (µ ,

o)-G - N l' est de classeC
'

sur v2? Eneffet :
• C -N)? n' _ toi .µ + µ

2
et (p i r)1- µ oh de

classe C
'
sur v22

.
cette fonction en donc combinaison linéaire de
CMMt 1 ;@ .Ntsµ et qui f) teµ

?

qui sont de
classe e' m IR?

• (µ ,5) ta - ça est de classe l'm Rx IRÎ
.

En effet:
i@iMts2T2EeElR4pouproduitdoqu.MtsT
qui est de classeC

'multi et 0 étant strictement

positif [loi normale . ..) elle prend des valeurs
strictement positives sur ✗☒* [ µERet 5fRÂ)

•
or u : t↳ - € de lasse l' au 1RE

• donc

ce v) ts _ Ça C- l'GRARE) par vonposition de
fonctions de Ione C

'

.

[ RxMÉ Is 1REÀ 1RE ](µ , o) 1- 2 JE t1- - Ça
• v.- t_ et continue sur 112 .

Donc

(pis) ↳ exp (- ¥Ca_pt) de clone
l'm IR✗ 1M¥

par produit et composition de fonctions de Irene l
'

.

• Enfin @ v7 te je C-l
'

(R✗IRÎ ) comme inverse de
crotte TVE qui estdeclasse C ' sur ☒✗NÉ et ne s' y

annule pas . . .

contusion ce est de lasse l' sur un✗ 1RE par produit
et composition de fonctions de Irene C?

b) Caledon les dérivées partielles

{FETEE ]
= "â→ = :*

¥ C- ' = - taxi E) = -
"¥? -¥ =

È Fra)= - * ÂGE)--Être)
On peut y aller ,

en repérant le produit de par
e-
%¥Î

/ / /



¥4.01 ;=☒È [e-K¥7
= Ea . E- e-

"¥? :* .

e-
':*
"

IE
E-aol.j-f-r.de

'

+En¥ [ e-
7¥ ]

= -Ère"¥¥⇒ e-
"¥?

=L - E -JÀ ) e-9¥
"

FÉ

conlrv_isonV-nElR.V-@iNc-lRxlRFiace_cn.iNis) = J-I-Cta.no)

toi , vis)=
Ca-M'-02
03

.✗ aiµ ,5)



Examine 2 fcn.gg) = un4-by? _3mg +yz- z
"

.

① Ca .] .g) ton ; Cniyg)1-J et Caiyig)↳z sont
trois fonctions de classe C2 surà [résultat admis)
Donc

JE l'?⃝ par produit et combinaison linéaire
de fonctions de classe Usm KU

IL-tn.az) = En _ 33 !¥n.]B)=L ; Ffjda.]B)= ° ;!§-àa]B)=-3
HÉ Ca . ] g) = 65+2 ⇒§fy(amigo ;YE-tayig-n-yjjf-ta.az?--1&zh-Cnyiz)---3aty-4z3

a?¥n>g)=-3 nyyt-1.az?-na3l---rz2

② Par définition :

Pf (A) =/ 214in) ; #Gin) ; £-1111,11)2x

Combivir Of (e , ru) = ( - lit, 6) = JJG .un) = 9Ûdf (A)

③ Résultat fondamental : on rappelle que si f et une
fonction d' une variable réelle de classe et auvoisinage
d'un réel a

,
alors

, pour le petit :

JCath) E fca) +h. J' (a) [D2
, (f) au voisinage

o de a. . .)

La généralisation pour les fonctions de 2 variables ,
de

classe C' au voisinage de d-= Cars) on le suivant :
si Chu ha) c- v22 , hi et hr petits ,

on a :

flash ,
↳the) ± fiais) + kiffea.b) +h~Y-ca.SI

ou encore produit scolaire deJfk,b)
flathribthrlx-fca.is) +TÉTÉ)

RÂ:(hihi .

Ce résultat se généralise aux fonctions de dansR

en écrivant : si on-
_Cm , . . ,an) C-v2

"

,
À =Chu . - ihn/ petit ,alors

fin +Î ) E fin) +⑦fin) /Â)



Appliquons ce résultat à laquestion③ de l'earnie :

f est de classe ee sur KE donc au voisinage de tt .
D' où ,
en prenant À = (0,01 ; 0,02 ; - o ,or) considéré comme

petit puisque NHK 0,024
on a :

f1104102 :O .
99) ± fuir .r) + (TEN) / Â)

(c-TF-FE.ae : "or , -
°

.a)
= 1 - 0.01 e- 7*0.02- 6*C-0.01)

conclusif : f (1.or ; 1.02; 0-99) E d.is

Remarque générale sur cet exercice .. Dors le cas n=2 ,

si f de classe le au voisinage de A = (a.b)
,
alors on

évalue la variation de f au voisinage de A en
calmeront :

fin+À) - fa) = C-laD. tu-f-Ca .b) en
= ( Tim / À ) à Â = / Ée)!] I-E-tohos-h.aevariation de f dans la direction donnéepar le routeurÀ semesure grâceàun produit scolaire!

(TU / Â) est nul lorsque Â et JIM sont- orthogonaux
et maximal lorsque Â et colinéaireà7f (A)
Soit À = a Ôf (A) à ✗£ 1RE

tenue : Si Â orthogonal à TTFÎA ,

alors f. (Att) -FAI = °
or envoie

fcn-i-i-l-f.IM
→ on se déplore sur une ligne de niveau !

teneur si À = ✗ÔfA) , & >a ,
alors .

-

(g-CAIIÂ) :(ÔAI
,

LJfm) : & . IlJAIIl? fait) - fa)
→ On s' est déploré selon la ligne de plus grande
pente à partir de A dans le sens croissant et d'autant
plus vite que la norme du gradient est grande !



E-✗envie 3 frais) = n'y + Ça
f on commence par noter que Enigma et taiytsy
sont de classe ce ^ au v22 donc :
• is) tu n'y c- encre) par produit de fonctions de

classe C' sur V2.

• u : tu Êg C- l'CIRE)

☒☒
*→ ☒& ☒ a encore :(aiytyfeest de Corse et@D) 1- Y → YÎ au☒* par composition

Donc JE l' (112×47) par produit , somme et composition
de fonctions de classe e?

objectif de cet exercice : Saluant que uct=t'NHKT
colorer g

' (t) HEERE à get) = fluet)NM)
RAKEL on a au programme :la règle

"

de la chaîne" ;
si git)= f ta Lt) ,ylt) et g dérivable
alors

g. (f) = n' (f) Liait .JAY + j'AI .£-tact ,y
= (ÔfcxctiyHD / v77) où VIH:(J'¥4

Appliquons ce résultat

- a.g)C-Rx# , {Lenny) = Zay
+ Je

G-Cng) = a? YI = a? ¥3
v41 = (u

'

(t)
,
v

'
(t) ) = ( 2E , e) . Donc : -70 Sit>a

t>o , g
' (f) = It . ff-1cette¥+1) + 1 . ¥-4 It ,HH)

= 2ff20 + E)+ (t
"
_ 2¥)

=
5 t' + f- - E- ⇒ HE >o

, g
' G) = St

"

Mais il y avait une méthode BEAUCOUP moins calculatoire
en replaçant dès le début alt) etvit) par leurs voleurs. . .

9kt = feuHIV (H) = fait) =
f5 +1 .

Donc
, ft >o, g

' (f) = St
"

. . .



t'✗envie 4 Vrais) = lu tag) - (rats)
On commence par noter que Craig) to x

et tony) tsy
sont de culasse l ' sur et sur ☒¥ ✗ 1RE les fonctions
ne prennent que des voleurs strictement positives.
Donc

•Cas) to ln Cny) shde classe C
'
sur ④¥ )
'

par produit
et composition de fonctions de Irene C

'

( puisque t teh (f) C- l'CRE) ._. )
• @ .]/ton+y C- l'CIRE )2) comme somme de fonction

de classe en nu *)?

Contre-sort V of de classe C" sur ]a+•[✗701+02
qu' on appelle un

" pavé ouvert
" de 1122

RAPPEL Soit D=I×J un pavé ouvertde ,
A =Carb) C-D

et f :D → 112
, JE l'(D) ; SI f admet un extremum

local en A alors

{Doggy
aB) = °

asjyca.sk-
A est un maximum global si fois) > ftany) Kay)ED
A est un minimum global si flats) s ferry) (zig)c-D-

Appliquons ce résultat:{E-tard = E-^
# tard= J - ^

Y-tn.y-o-Y-ta.mg) # a =g- ^
contusion : le seul extremum possible ArenA= 111)

et vaut vais = - 2

② Mq Ca ,g) C- Jo ,tu[
2

, Vtniy) E - 2
ou encore : H@g) C- K¥2 , v13 ,g) 1-2 E O .

✓ Ca.g)+2= lu toi.]) - toi+y) +2 =@(a) -a)+ flnlyty]+2
or t>0

,
tu(f) Et _ a [sedémontre d'au moins> fresno.

donc TAF ; concavité de ln e étude
de

f. . tu lnlt)-f+1 on Rit )
vinyl+2 E [ bien) -x +1) t [en ey) - y +1)

Es 0 + 0 = 0 .

Donc

V-@eyK-lRIt.Vlniy) t -2=V11.1) : A = the) et un
maximum "global

"

(plutôtque " strict!. .)



Exercice 5 :

RAPPEL le théorème de ScetARWZ assure que si f
est de classe C2 sur D= IXJ un pavé de 112? alors

V-cn.gl ED , §% Cny) = %fE-ta.rs
on retiendra la contraposée : siHâtais) #Èf- lais)alors f n'est pas de lasse l' en lais) .

Appliquons ce résultat :

vs
*tas)

=y ⇒taD) =#(E)tard =#g)= 1① {Île↳ix. ex ⇒{as⇒tard=#F)tnp-_2al2n--2Donc-_v-@dER2zYf_acn.D¥ }¥g toi7)
Conclusion : Il n'existe pas de fonction de classe C2 sur- v22 telle que ¥ =y

a-JE= 2x .

☒ tais
= n'+y (4)

⇒
zrfq:

g-tard
= a-yr au Fn

=#"+37=1 =!(a.gg
= j'fais)

Dmc
.

d' après le théorème de Schwarz , j est susceptible
d' exister et on va la chercher . ..

Résolvons le système proposé en commençant par
la ligne ( tn) :

¥-4.g) = n' +y ⇒ finiD= f- n' + y a + ou (g)
a- en est une fonction quelconque doy ,

de classeC2
sur puisque f de classe C2sur 1Re . .

On dérive partiellement par rapport à y cette
dernière égalité et on la confronte àla ligne④ :

78(4)⇒
g-

Ca . g) = se + C
'
(y) = 2-J' ⇒ c

' cyl = - y
2
⇒ «y)= - f-+K
CKER)

Alors ftaiy)= of tag - JE +K ,
KEIR.

Son a ffl'GR) et on peut vérifier {Aba
= N'Y

*by = a -yr '


