CE QU’IL FAUT SAVOIR FAIRE A L’ISSUE DE LA SEQUENCE...

o Revoir la premiére partie du cours sur les équations
différentielles a coefficients constants.

»
0 Résoudre une équation différentielle linéaire a E qu atlo nS
coefficients non constants et a second membre non
° V4 °
Differentielles

constant, avec ou sans conditions initiales.

0 Résoudre une équation linéaire du second ordre
a coefficients constants et a second membre non
constant, avec ou sans conditions initiales.

0 Résoudre de facon approchée avec la méthode
d’Euler dans un programme Python.

Définitions et principes généraux 2
Equation différentielle du premier ordre 2
Equations différentielles du second ordre 2
Résolution d’une équation différentielle 3
Principe de superposition 4

Résolution des EDL du premier ordre 6
Résolution d’une équation homogéne 6
Recherche d’une solution particuliére pour les EDL a coeflicients constants 7
Recherche d’une solution particuliere : cas général 8

EDL du 2éme ordre avec second membre 11
Résolution de I’équation homogéne (rappel) 11
Détermination d’une solution particuliere 11

Modeles d’évolution de population 14
Modele Malthusien 14
Modeéle logistique (de Verhulst) 14
Modele de Gompertz 15

Méthodes numériques : Méthode d’Euler 16

Exercices 17

Les équations différentielles sont omniprésentes en modélisation de phénomenes physiques.
Par exemple, la vitesse de charge d’un condensateur a un instant ¢ dépend de sa charge au
méme moment ¢. La croissance d'une population dépend du nombre d’individu (le nombre de
naissances est proportionnel au nombre d’individus), ou encore les lois de Newton mettent en
relation 'accélération (dérivée seconde de la position) avec les forces s’appliquant au systéme,
dont certaines comme les frottements dépendent de la vitesse...

Dans la suite, nous noterons généralement y, v, y”, y(3) ... la fonction inconnue et ses dérivées
successives. La variable par rapport a laquelle on dérive sera généralement le temps ¢, parfois
une autre variable x.

Dans tous les cours, « EDL » signifie « équation différentielle linéaire »
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Définitions et principes généraux

EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE

Définition 1

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une relation de la

forme :
vte I,y (t) +a(t)y(t) = f(t) (E})
souvent simplement notée :
Y +alt)y = f(t) (E1)

ou I est un intervalle de R, a et f deux fonctions données définies sur I.

f(t) est appelé second membre de I’équation différentielle.

(
\

° i iques, ’un condensateur soumis a une
Exemple n° 1 En sciences Physiques, la charge g d

tension f(¢) suit 'équation différentielle :
d 1
T;Z + mQ(t) = f(t)

Le nombre d’atomes N d’atomes radioactifs qui se sont désintégrés au temps ¢ vérifie
une équation différentielle de la forme :
N'(t) = AN(t)

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

Définition 2

On appelle équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients
constants une relation de la forme :

Vie Ly (t) +ay'(t) +by(t) = f(t) (B

souvent simplement notée
y' +ay +by=f(t) (B
ou [ est un intervalle de R, a et f deux fonctions données définies sur 1.

f(t) est appelé second membre de I’équation différentielle.
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Exemple n°2 Oscillateurs

En Physique, on rencontre souvent des grandeurs oscillantes (masse sur ressort, pendules,
circuit RLC et, plus généralement, de nombreux phénomenes périodiques)

Tous vérifient une équation présentant une forme commune :

Y’ + 20y +wly = f(t)

w est la pulsation propre du systéme et A le coefficient d’amortissement (correspond
aux « frottements » ou tout facteur empéchant la variation de y). Si f # 0 on parle
d’oscillations forcées.

RESOLUTION D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Résoudre une équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions y dérivables sur
I et vérifiant la relation (E).

On parle parfois aussi d’intégrer une équation différentielle. En effet, nous verrons que
les cas qui nous intéressent sont en lien étroit avec la recherche de primitives.

Définition 3 (Probléme de Cauchy)

Soit a et b deux fonctions réelles de la variable réelle, t, € Ret y, € R. Le
probléme

. y' +a(t)y = b(t)
() : {y<to> = 4

est appelé un probléme de Cauchy.

De méme, pour (a,b) € R?, ¢ une fonction réelle de la variable réelle, t, € R et
(Y0, Yy) € R2, le probléme

y” + ay’ + by = c(t)
(P) : y(to) = Yo
y'(to) =y,

[l est important que les deux conditions initiales portent sur le méme instant ¢,.

est aussi appelé un probleme de Cauchy.

o’ .

Propriété 1

On peut démontrer que dans les cas définis dans la définition précédente, un probleme
de Cauchy admet une unique solution.
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PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Propriété 2 (Principe de superposition pour les équations de degré 1)

Soit a, b, et b, trois fonctions réelles de la variable réelle et soit (A, \y) € R2,
Soit y; une solution de I'équation différentielle y" + a(t)y = b, (t)
et soit y, une solution de I’équation différentielle y" + a(t)y = by(t).

Alors Ay, + Aqy, est une solution de y" + a(t)y = A\ by (1) + Ayby(2).

Soit a, b, et b, trois fonctions réelles de la variable réelle et soit (A, \y) € R%.
Soit y; une solution de I’équation différentielle y" + a(t)y = b, (t)
et soit y, une solution de I’équation différentielle y* + a(t)y = by(t).
Soit alors f = A\jy; + Agye. Ona f" = \jy] + Ay,
D’ou, pour t € R
f(@) +a(t)f(t ) 1y1(t) + Aty (8) + a(t) Ay (1) + Agys (1))
A (y1(8) +a@®)yn (8) + Az (y5(2) + a(t)ys (1))
= Aiby (1) 3 Agbs(
t

t)
Ainsi A\;y; + A\yys est bien une solution de " + a(t)y = A1by (t) + Ayby ().

Propriété 3 (Principe de superposition pour les équations de degré 2)

Soit (a,b) € R?, ¢, et ¢, deux fonctions réelles de la variable réelle et soit (\;, \y) € R2.
Soit y; une solution de I’équation différentielle y” + ay’” + by = ¢, (¢)
et soit y, une solution de I’équation différentielle y” 4+ ay’ + by = ¢y (t).

Alors Ay, + Ayys, est une solution de y” + ay’ + by = Ajcq(t) + Ayeo(2).

Soit (a,b) € R?, soit ¢, et ¢, deux fonctions réelles de la variable réelle et soit (A, \y) € R?.

Soit y; une solution de 1'équation différentielle y” + ay’ + by = ¢, (t) et soit y, une solution de

I’équation différentielle y” + ay’ + by = cy(t).

Soit alors f = A\jy; + Aayp. Ona f/ = A\jy; + Agys et f7 = Xjy” 1 + Aoy,

D’ou, pour t € R

F/@) +af’ (t) +0f(t) = Ay"1 () + Xay”"2 () + a (A (2) + Ay5(2)) + b (A1 (8) + Aga(£))

= A1 (7 () + ay; () + byu () + Az (v5 () + ay,(t) + by (1))
= Aby () 4 Agby(t)

Ainsi A;y; + A5y, est bien une solution de y” + ay’ + by = A\ by (t) + A\ybs(2).

Le principe de superposition est tres utile en physique et en particulier en mécanique.
Considérons une solide de masse M soumis a deux forces F (t) et Fy 5(t) que 'on suppose
colinéaires a I'axe Oz. Le solide est alors en mouvement rectiligne et sa position au cours
du temps x(t) vérifie le principe fondamental de la dynamique

Mz”(t) = Fy(t) + Fy(¢)

Il est parfois compliqué de résoudre cette équation différentielle. Toutefois le principe de
superposition nous dit qu’il suffit de résoudre les équations différentielles

Maz"(t) = Fy(t) et Mz"(t) = Fy(t)

et d’additionner les solutions.

Le principe de superposition nous donne des propriétés remarquables sur la structure des
ensembles de solutions
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Propriété 4

Soit () une équation différentielle linéaire homogéne. Notons &, I'ensemble des
solutions de (). Alors 8, est un R-espace vectoriel

On peut étre un peu plus précis, si () est une équation différentielle linéaire homogeéne
d’ordre £ alors &, est un R-espace vectoriel de dimension &

Propriété 5 (Structure de I'ensemble des solutions)

\

Soit (&) une équation différentielle linéaire et (') I’équation homogeéne associée.
Notons & I’ensemble des solutions de (&) et § 4 ’ensemble des solutions de ().
Soit y, une solution de (&) alors

S={yo+vy,yeSy}

De maniere prosaique cela signifie que 'on obtient les solutions de I’équation (&) en
additionnant une solution particuliére de (&) aux solutions de ()

Ce résultat est valable pour les équation différentielles linéaires d’ordre 1 et 2.

Cas des équations différentielle linéaire d’ordre 1.

Soit a et b deux fonctions réelles de la variable réelle. On considere I’équation différentielle
Yy +alt)y = b(t)
et son équation homogene associée
Yy +a(t)y=0

Notons & 'ensemble des solutions de (€) et S, 'ensemble des solutions de ().
Soit ¥y, une solution particuliére de (&).
Soit y une solution de () alors, d’apreés le principe de superposition, y + ¥, est une solution de
I'équation différentielle y" + a(t)y = b(t) + 0, c’est-a-dire de ().
Ainsi

{vo+y, y€Sy}tCS
Soit maintenant f une solution de (&) et g = f — y,. D’apreés le principe de superposition, g =
f — Yo est une solution de I'équation différentielle y" + a(t)y = b(t) — b(t), c’est-a-dire de (H).
Ainsi, comme f = y,+g, fs’exprime bien comme la somme de la solution particuliere y, et d’une
solution de ().
D’ou

SC{yo+y, y€ S}
Et donc

S={vo+y,yeSs}

Cas des équations différentielle linéaire d’ordre 2.
Soit (a,b) € R? et c une fonction réelle de la variable réelle. On considére I’équation différentielle
y" +ay’ +by = c(t)
et son équation homogene associée
y' +ay +by=0
Notons S 'ensemble des solutions de (&) et S 4 I'ensemble des solutions de (F).
Soit y, une solution particuliére de (&).
Soit y une solution de () alors, d’apreés le principe de superposition, y + y, est une solution de
I’équation différentielle y” + ay’ + by = c(t) + 0, c’est-a-dire de (&).
Ainsi

{yo+y, yesdytCs

Soit maintenant f une solution de (&) et g = f — y,. D’aprés le principe de superposition, g =
f — y, est une solution de I'équation différentielle y” + ay’ + by = c(t) — c(t), c’est-a-dire de
(FC).
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Ainsi, comme f = y,+g, fs’exprime bien comme la somme de la solution particuliere y, et d’une
solution de ().
D’ou

SC{lyo+y, yeSs}

Et donc

S={yo+vy, yeSsu}

On en déduit une méthode pour résoudre les équations différentielle linéaire
Méthode « S’il n’est pas imposé, on détermine le domaine de définition de I’équation.
«  On résoud I’équation homogéne () (par une méthode que 1'on verra plus loin)

«  On trouve une solution particuliére de (&).

« On obtient la forme générale des solutions de (&) en additionnant notre solution
particuliére a la forme générale des solutions de ().

Résolution des EDL du premier ordre

RESOLUTION D’UNE EQUATION HOMOGENE

Propriété 6 (cas d’une équation homogéne)

On consideére I’équation différentielle
Vtel, y +a(t)=0 (&o)
avec a et f des fonctions continues sur I

Comme a est continue sur 1, elle admet une primitive A.
Les solutions de (&) sont les fonctions de la forme :

y(t) = CeA®  (CeR)

\

Preuve : Posons = : t - ey (t) est définie sur I et, comme e(*) = 0,
ysolution de (&,) < Vte I,y (t) + a(t)y(t) =

= VteI,e Wy (t) +a(t)e A<t)y() 0
= Vtel,z/(t)=0

e JCeRVLe, 2(t)=C

< 3C € R,Vt € I,y(t) = Ce4®)

Pour une version « a la physicienne » (mais non rigoureuse), on peut « séparer les variables » :

d
Yy +alt)y=0 < —y+a(t)y:0

dt
dy
— = —a(t)dt
" (t)
< In|y]| (t) + cte

< y=Cexp(—A({)) (car C peut étre négatif)
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RECHERCHE D’UNE SOLUTION PARTICULIERE POUR LES EDL A COEFFICIENTS CONSTANTS

Dans le cas des EDL d’ordre 1 a coefficients constants, on peut anticiper la forme d’une
solution particuliére en remarquant que certaines familles de fonctions sont « stables par
dérivation ».

On s’intéresse ici aux EDL de la forme

y' + ay = f(x) avec a # 0 constante

famille de f forme de la solution particuliére y,,

f:x+— P(x) polynémiale Y, : T Q(x) polynomiale de méme degré que P
fiz— P(x)e™m* Yy : T Q(x)e™”

avec m # —a avec () polynémiale de méme degré que P
fixz— P(x)e™m” Y, : T Q(x)e™”

avecm = —a avec deg ) = deg P + 1

f x> Acos(wz) 4+ Bsin(wz)|y, : © = Acos(wz) + psin(wz) avee (X, p) € R?

Exemple n°3 Résoudre y’ + 2y = x2
Les solutions de (£;) sont les z = Ae 2¢ (\ € R)

On cherche une solution particulicre de la forme y,, : © — ax? + bz + c. On a alors y}’) (a2) =
2ax + bet
y, est solution de £ <= 2ax + b+ 2(az® + bz + ¢) = ?

< (2a)x? + (2b+ 2a)z + (b + 2¢) = 22

20 =1
< <2a+2b=0

b+2c=0
1
a:§
= {b=—12

W

Cc

Ainsi, y,, : T %( 2 — 1) est une solution particuliére et I’ensemble des solutions de (&)

est:

{:z: > Ae 2 4 1(222 — 2z 4+ 1); 0 € [R}

Exemple n®4 Résoudre y’ —y = (z + 1)e”
Les solutions de (€ ) sont les z = Ae® (X € R)

On cherche une solution particuliere de la forme y,, : © (ax® + bx + c)e®. On a alors
yl’)(m) = (ax® + (2a + b)x + b+ c)e” et
y, est solutionde & < (az® + (2a + b)z + b+ c)e” — (ax® + bx + c)e” = (x + 1)e”
= 2ax+b=2x+1

— {2@:1
b=1

1

= {a:§
b=1

Ainsi, y, 1 ¥ > (%xz + z)e” est une solution particuliére et I’ensemble des solutions de (&)
est:

{3: > Ae® + (322 + x)e”; X € IR}
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RECHERCHE D’'UNE SOLUTION PARTICULIERE : CAS GENERAL

Dans le cas d'une EDL du premier ordre a coeflicients non constants, on dispose d'une méthode
pour calculer une solution particuliere.

Propriété 7 (méthode dite« de la variation de la constante »)

On consideére I’équation différentielle
viel, y +alt)=f(t) (&)
avec a et f des fonctions continues sur I

Comme a est continue sur I, elle admet une primitive A. Il existe une solution
particuliére de la forme :
— —A(t
vt € 1,y,(t) = C(t)e 4
ou C': I — R est une fonction dérivable sur I.

Exemple n°5 Résoudre I’équation différentielle ty’ + 2y = v/t (&)
sur [ = |0; +00]

@ on présente I’équation différentielle sous forme standard.

Sur I,

)2, 1
&) = v'+3v="7

@ on identifie la fonction a, on mentionne sa continuité puis on détermine une primitive.
La fonction a : ¢ — % est continue sur / et A : t > 21nt est une primitive de a.

@ On résoud I’équation homogéne associée.
Les solutions de I’équation homogeéne associée a (&) sont les fonctions de la forme :

vt € I,y(t) = Ce=4® avec C € R
@ On détermine une solution particuliére :
D’apres la méthode de la variation de la constante, il existe une solution particuliére sous la
forme
vt € 1,y,(t) = C(t)e ") avec C une fonction dérivable sur
On effectue les calculs jusqu’a trouver I'expression de C'(Z) puis une expression de y,,(t) en
fonction de t.
@ Conclusion générale
L’ensemble des solutions de ’équation différentielle (&) est
{t= Ce™® +y (1) | C e R}

Quand on commence a avoir l'oeil pour les dérivées de produits, on peut directement remarquer

3 _5

3 «
ty +2y =Vt <= 2y +2ty=12 <= (t%y) =t <= t>y(t)

5
52 sac

(\}

ce qui peut faire gagner un peu de rédaction
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e3t

Exemple n°6 Résoudre I’équation différentielle 3" + ﬁy = 3.

On se place sur l'intervalle I =|1, 400|.
On note J; I'équation homogéne associée y" + %y =0.

Pourt > 1,0ona t_Ll =1+ t_Ll Ainsi ¢ - t + In(¢ — 1) est une primitive de ¢ — t_Ll sur 1.

L’ensemble de solutions de 7¢; sur [ est donc

S, — —t—In(t—1) _ Ce?
9, = {t > Ce , CER} = th_l,Ce[R

—t
On va maintenant chercher une solution particuliére a £, sous la forme f : t C@‘i (-
méthode de la variation de la constante).

Cela revient a résoudre

@3t

VEER, C'(f)=(t— L)'

11 suffit donc de prendre C' : t % (— n’importe quelle primitive convient).

. . s C(t)e t . e3t
Notre solution partlcuhere est alors ¢ — ——7 > Le t— T—d-

Finalement I’ensemble des solutions de £ sur |1, +oo] est

e3t Ce—¢t
= — 4= R
Se, {tH4(t—1)+t—1’C€ }

Exemple n°7 Résoudre y" — %y = 2

On se place sur l'intervalle I =0, 4o0|.
On note H, 'équation homogéne associée y" — %y =0.

2 > —21In(z) est une primitive de z > —% sur [
L’ensemble de solutions de 7, sur I est donc
Sac, ={z Ce?"@ CeR}={z— C2?, CeR}

Cherchons une solution particuliére a ’équation avec second membre

sous la forme z — C(z)z?.

2
Cela revient a résoudre :Va > 0, Ch) = = = 1

1l suffit de prendre C' : z — x. Notre solution particuliére est alors - x°.

Finalement ’ensemble des solutions de &, sur 0, +oo[ est

Se, ={r—2*+Ca?, CeR}
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Exemple n®8 Résoudre y’ + y = sin(z)

On note H 5 I'équation homogeéne associée y’ + y = 0
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle homogéne est alors

Sy, ={z Ce ™, CER}

cherchons une solution particuliére a I’équation différentielle avec second

membre y’ + y = sin(z) sous la forme y — K (z)e *.

On a alors, pour z € R,
sin(z) =y’ (z) + y(z) = K'(x)e* — K(z)e * + K(z)e ® = K'(z)e ™

Soitz € R, on a

K(z) = /w elsin(t) dt
0

= [e"sin(t)]; — [ e cos(t) dt

8o

= e sin(x) —/0 el cos(t) dt
= e sin(z) — ([et cos(t)]g + /m el sin(t) dt)
0

= e”sin(z) — e” cos(z) + 1 — K(z)
D’ou, pour z € R

e sin(z) — e cos(z) + 1
2

K(z) =

Une solution particuliére de y’ + y = sin(z) est donc

i — 1
y:x— K(z)e ™ ie. y:at:l—>MQCOS(%)—|—§e—3c

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle 3" + y = sin(x) est ainsi

in(z) — 1
So, = {g; -, Sinfe) — cos(z) . cos(@) | set+KeT Ke [R}

Si on remarquait que I’équation différentielle est a coefficients constants, on pouvait directement
chercher une solution particuliere de la forme z +— Acosx + Bsinx. Cela pouvait épargner
quelques calculs !
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EDL du 2éme ordre avec second membre

RESOLUTION DE L’EQUATION HOMOGENE (RAPPEL)

Propriété 8

Les solutions générales de 'EDL homogene y” + ay’ + by = 0 dépendent du signe du
discriminant A de I’équation caractéristique associée 2 + ar + b = 0.

e Si A > 0, il y a deux racines réelles r; et ry et
yn(t) = Aet + Xm0 (A, Ay) € R?

e Si A =0, il y a une racine double rj € R.
n(t) =€t (Nt 4Ag) (A, A) € R?

e Si A <0, il y adeuxracines conjuguées z; = a+ifetz; = a—if (a, ) € R x R

Yn(t) = e (A cos(Bt) + Ay sin(Bt)) (A, A) € R?

DETERMINATION D UNE SOLUTION PARTICULIERE

« On trouve une solution évidente, souvent une constante, une fonction usuelle ou une
fonction étudiée au préalable dans le probleme.

+ On cherche une solution « du méme type que le second membre », en général I'énoncé
vous guide sur la direction dans laquelle orienter votre recherche.

Exemplen°9 Résoudre y” + y = x2.

Le second membre est un polyndome de degré 2, on va chercher une solution particuliére
sous la forme d’un polynéme de degré 2.
Soit P : z  ax® + bz + ¢, ou (a, b, ¢) € R®. On a alors

Vz e R, P'(z) + P(z) = ax? + bz + c + 2a

P est donc solution de notre équationsia = 1,b = 0etc = —2. Ainsi P : x x2 — 2 est
une solution particuliére de ’équation avec second membre.
On en déduit I'ensemble des solutions de I’équation

8, ={z + Acos(z) + Bsin(z) + 2> — 2, (4, B) € R?}

Exemple n° 10 Résoudre y” + 2y’ +y = z*.

Le second membre est un polyndme de degré 4, on va chercher une solution particuliére
sous la forme d’un polynéme de degré 4.
Soit P : z = ax* + ba® + cx? + dx + e, ou (a, b, ¢, d, e) € R%. On a alors

Vz e R, P”(z) + 2P’ (x) + P(x) = az* + (8a + b)x3 + (12a + 6b + ¢)z? + (6b + 4c + d)z + 2¢ + 2d + ¢

P est donc solution de notre équation sia = 1,b = —8, ¢ = 36, d = —96 et e = 120. Ainsi
Pz 2* —82% 4+ 3622 — 962 + 120 est une solution particuliére de I’équation avec
second membre

On en déduit I’ensemble des solutions de I’équation

8y ={z+ 2* —82% + 3622 — 962 + 120 + (Az + B)e *, (A, B) € R?}
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Exemple n° 11 Résoudre y” — 5y’ + 6y = e*!

Le second membre est une exponentielle, on va alors chercher une solution sous la forme
t— Ke*t

Soit K € Ret f:t > Ke't. Alors
vVt € R, f/@#)—5f(t) +6f(t) = (16 —5 x 4 + 6) Ke* = 2Ke*
f est donc solution de notre équation si K = % ; Ainsi f @t " est une solution

2
particuliére de I’équation
On en déduit I’ensemble des solutions de I’équation

At
S = {tr—) ‘% + Ae? + BePt | (A,B) € ue?}

Exemple n° 12 Résoudre y” — 5y’ + 6y = 2

La encore le second membre est une exponentielle, toutefois ici tester des fonctions de la
forme t -+ Ke?! n’aaucune chance d’aboutir (ce sont des solutions de I'équation homogéne).
On va alors chercher une solution sous la forme f : ¢t - Kte?t.

Soit K € Ret f : t  Kte?, on a alors

vVt € R, F/@#t) —=5f(t) +6f(t) = (4 +4t)Ke* — 5(1 + 2t)Ke2t + 6Kte?t = —Ke?

f est donc solution de notre équation si K = —1. Ainsi f : ¢t -+ —te®! est une solution
particuliere de I’équation avec second membre.
On en déduit I’ensemble des solutions de I’équation

8, = {t— —te* + Ae* + Be¥ | (A, B) € R?}

Exemple n° 13 Résoudre y” + 4y = cos(3t)

Le second membre est une fonction trigonomeétrique, on va chercher une solution sous la
forme t — C cos(3t) + C, sin(3t).
Soit (C;,Cy) € R% et f : t - O} cos(3t) + Cy sin(3t), on a alors

vVt € R, 17 (t) +4f(t) = —5C; cos(3t) — 5Cy sin(3t)

f est donc solution de notre équation si C; = —% et Cy =0.Ainsi f : t = —%(3” est une
solution particuliére de ’équation avec second membre.
On en déduit I'ensemble des solutions de I’équation

Sy = {_COS5(3t) + Acos(2t) + Bsin(2t) , (A, B) € IRz}
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Exemple n® 14 Résoudre y” + 4y = sin(2t)

La encore le second membre est une fonction trigonométrique, toutefois tester des fonctions
de la forme ¢ - C cos(2t) + C, sin(2t) n’a aucune chance d’aboutir (ce sont des solutions
de I’équation homogeéne). On va alors chercher une solution sous la forme ¢ — C ¢ cos(2t) +
Cytsin(2t).
Soit (Cy,Cy) € R et f : t = Ot cos(2t) + Cytsin(2t), on a alors, pour t € R
f7(t) +4f(t) = —4tC, cos(2t) — 4C, sin(2t) — 4tCy sin(2t) + 4C, cos(2t) + 4C, t cos(2t) + 4C,t sin(2t)
= —4C, sin(2t) + 4C,, cos(2t)
f est donc solution de notre équation si C; = —% et Cy = 0; Ainsi f : ¢ = —tcozﬂ est
une solution particuliére de ’équation différentielle avec second membre.

On en déduit I'ensemble des solutions de I’équation

2
Se = {t > _tcoi( 2 + Acos(2t) + Bsin(2t) , (4,B) € [RQ}

Soit (a,b) € R? et P € R[X], on note d le degré de P. Soit & I'équation différentielle
E: y" 4+ ay’ + by = P(t)

Alors il existe une solution particuliére de & de la forme ¢t — Q(t) ou @ est un
polynome de degré inférieur ou égal a d + 2.

Soit (a,b, o, m) € R* et & 'équation différentielle
& vy’ +ay’ + by = ae™
Soit P = X? + aX + b le polynome caractéristique de &.

« Sim n’est pas une racine de P alors il existe une solution particuliere de & de la
forme t - C'e™" avec C' une constante réelle a déterminer.

« Sim est une racine simple de P alors il existe une solution particuliére de &£ de la
forme ¢ > Cte™" avec C une constante réelle & déterminer.

« Sim est une racine double de P alors il existe une solution particuliére de & de la
forme t — Ct?e™* avec C une constante réelle a déterminer.

Soit (a, b, o, B,w) € R et & I'équation différentielle
E: y” 4+ ay’ + by = acos(wt) + Bsin(wt)
Soit P = X2 + aX + b le polynome caractéristique de &.

« Siiw n’est pas une racine de P alors il existe une solution particuliere de &£ de
la forme t — C cos(wt) + Cysin(wt) avec Cy et C,, deux constantes réelles a
déterminer.

+ Siiw est une racine simple de P alors il existe une solution particuliere de £ de
la forme t — Ct cos(wt) + Cytsin(wt) avec C et C, deux constantes réelles a
déterminer.

+ Il n’est possible que iw soit une racine double de P.
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Modeles d’évolution de population

MODELE MALTHUSIEN

Dans ce modéle, on suppose que la croissance N’ de la population est proportionnelle a la
population [V, ce qui donne 'EDL du premier ordre :

N'(t) =rN(t)
Si on prend comme condition initiale N (0) = V,;, on trouve comme unique solution
N(t) - Noert

On constate que l'effectif diverge rapidement vers +o0o. Le modeéle est donc faux. En effet,
on suppose que le sureffectif ou le sous-effectif n’a pas d’impact sur la reproduction. Or, on
peut constater que le manque d’espace, de ressources, le stress lié a la surpopulation... limitent
mécaniquement I’augmentation d’une population. (par exemple, une colonie bactérienne dans
une boite de Petri remplira rapidement la boite et stagnera)

MODELE LOGISTIQUE (DE VERHULST)

Si on considére qu’'une population maximale K ne peut étre dépassée, on peut aussi moduler
le facteur r de croissance par un facteur de la forme (1 — %), de sorte que plus la population

se rapproche de K, plus le facteur (1 — %) se rapproche de 0. A I'inverse, si la population

est faible par rapport a la capacité de I'écosystéme (c’est a dire si N(t) << K), le facteur est
proche de r et on retrouve le modele malthusien. L’équation différentielle obtenue alors est :

N'(t) =r (1 - %t)) Nt (V)

Elle n’est pas linéaire (présence de N?2). On peut toutefois quand méme résoudre I’équation
différentielle par la méthode dite « de séparation des variables » (fréquemment utilisée en
Physique). Le raisonnement qui suit n’est pas a connaitre par cceur.

Soit I un intervalle de R et /N une fonction de classe € sur I.

N
N est solution de (V) sur I <~ VtEI,N’(t)zr(l—%) N(t)
N'(t
— Vtel, (t) =r

(1- 2 N ()
N'(t)  N'(1)
— Vtel, N +K—N(t) =r

les fonctions en jeu étant continues, on peut intégrer et ce qui précéde équivaut a

t N/(>)ds:/0trds

N . K —N(
d’out vVt e I,In(N(t)) —In(Ny) —In(K — N(t)) + In(K — N,) =t
puis en passant a 'exponentielle,

N(t) K —N(t)
Vtel = rt
CON, TE-N, ©
en isolant NV (t) K
VteI,N(t) =
CLNO =T Rk/N e
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Vous étes invités a vérifier les calculs par vous méme et, a remarquer que, quand ¢t — +00, on
abien N(t) — K.

MODELE DE GOMPERTZ

On peut également moduler le coefficient » de facon logarithmique avec l’équation
différentielle :

N'(@#)=r(hK —InN@#)N@®) (9

Ici encore ’équation n’est pas linéaire (In N). Comme précédemment, K représente la

population maximale de I’écosystéme. Ici encore, on résout par séparation des variables.

N'(t)=r(InK—InNt)N{t) <= — N X prmyg =7
N—— N ——

u’(t) %t)

En intégrant entre O et ¢, on obtient :
—(In|InK —InN(t)| —In|InK —In Ny |) =rt

Et en passant a 'exponentielle

puis

N(t) = K exp <1n (%) ert)

Ici encore, vous étes invités a vous convaincre en refaisant les calculs intermédiaires par vous-

mémes, mais pas besoin d’apprendre par coeur la démarche.

comparaison des méthodes :

Le modele malthusien est clairement trop simpliste mais peut étre intéressant sur un
court intervalle de temps.

Concernant les modéles de Verhulst et de Gompertz, ils sont tous les deux pertinents
selon les situations et on choisira celui qui s’accorde le mieux aux données expérimentales
(éventuellement par des méthodes de régressions linéaires).
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Méthodes numériques : Méthode d’Euler

Dans la plupart des cas, on ne peut pas déterminer explicitement les solutions d’une équation
différentielle. Toutefois il est possible grace a I'outil informatique de déterminer une allure
approchée d’une solution a partir des conditions initiales vérifiées par cette fonction. Le
contexte est le suivant :

Soit F'une fonction définie sur R” a valeurs dans R” et y, € R™, on considére le probléme de

Cauchy
{ y' =F(y)

y(0) =y,

ou l'inconnue est une fonction y de la variable réelle a valeurs dans R”. Des théorémes nous
assure que, sous des hypotheéses raisonnables, un tel probleme admet une unique solution.

Un telle solution vérifie alors
t+h t+h
VteR, Vh>D0, y(t+h) —y(t) = / y'(s) ds = / F(y(s)) ds
t t

L’idée est alors la suivante, pour h petit, on va approcher I'intégrale ft hp (y(s)) ds par
hF(y(t)) (il s’agit de 'approximation obtenue par une méthode des rectangles a gauche) et
considérer donc que y(t + h) ~ y(t) + hF(y(t)).

Soit h > 0 (idéalement h est assez petit). On va approcher I’allure de la courbe de la solution

du probleme de Cauchy par le polygone défini par la suite de points (p,,),,c) définie par

Po =%
vn € N? pn—i—l = DPn + hF(pn>

On appelle cette méthode la méthode d’Euler explicite. Cette méthode est dite d’ordre 1, il faut
comprendre que 'écart entre la solution réelle et la solution estimée est du méme ordre de
grandeur que h'.

Il existe d’autres méthodes plus efficaces mais bien plus complexe. Toutefois dans le contexte
des équations issues de la biologie vues plus haut, cette méthode fonctionne relativement bien.
En Python on programmera cette méthode de la sorte

def euler(F, yO, h,n):
'"''Prend en argument

- une fonction F,
- une condition initiale yO

- un pas h

- un nombre d'étapes n (entier)

et renvoie la liste des valeurs [y_O, ... y_n]
obtenus par la méthode d'Euler'''

Y = [yo0]

y = y0

for i in range(n) :
y=y+ h*F(y)
Y.append (y)
return Y
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Exercices

exercice 1 Résoudre les probléme de Cauchy suivants :
y//:y y//_1:2y/+y
a. y(0) =1 e. y(0) = —1
y'(0)=1 y'(0)=1
y//+5y/:y+2 y//+y/_2y:3
b y(0) = =2 f. y(0)=0
y'(0)=0 y'(0) =2
y//:6 y//+y/:1
¢ §y(0)=38 g 1 y(0)=3
y'(0)=—1 y'(0) =2
y'' —6y +13y =0 y'' + 12y +23y =0
d < y(0)=4 h. < y(0)=0
y'(0) =4 y'(0)=0

Proposition de corrigé :

y// — y
a. qy0)=1
y'(0) =1
On sait que le probléeme de Cauchy ; admet une unique solution. On retrouve ici '’équation différentielle

61 y//_y:()

Cette équation est homogene. Le polynome caractéristique de I’équation &; est P(z) = 22 — 1 = (v —
1)z +1).

P admet donc deux racines réelles distinctes 1 et —1.

On sait alors que les solutions de £, sont de la forme

Yt Aet + Be
ot (A, B) € R

On va déterminer A et B a I’aide des conditions initiales. On a
y(0)=A+ B
y'(0)=A-B

On en déduit le systéme

A+B=1
A—-—B=1

L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (1,0).
Ainsi unique solution du probléeme de Cauchy P, est la fonction

y:tel

y(0) = —2

y'(0)=0
On sait que le probléme de Cauchy P, admet une unique solution. Si on a de I'intuition on pourrait le trouver
tout de suite et conclure que c’est la seule. On va faire comme si on n’avait aucune intuition a ce sujet.
On retrouve ici I’équation différentielle

{y”+5y’=y+2

Ey Y HBY —y=2
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L’équation homogéne associée est
Hy Y +5y —y=0

Le polynome caractéristique de I'équation F, est P(x) = 22 + 5z — 1.
Déterminons les racines de P. Le discriminant de Pest 25 + 4 = 29. Padmet deux racines réelles distinctes

5129 =5+ V/29

A
2 H 2

L’ensemble des solutions de 5 est
Sgc, = {y:t+> AeM + Bet' | (A, B) € R?}

D’apres le théoreme de structure de I'espace des solutions on sait que, si y, est une solution de &, alors
I’ensemble des solutions de &, est

Se, ={y+yo, YESs,}

Il nous faut donc trouver une solution particuliére de &,. Pour cela on va commencer par essayer de trouver
une solution constante. Ici la fonction y, : ¢ = —2 est une solution de &,.
Ainsi

8e, = {t 2+ Ae + Bet | (A, B) € R?}
On va déterminer A et B a 'aide des conditions initiales. On a
y(0)=A+B—2
y'(0) = A+ uB
On en déduit le systeme

A+B—-2=-2
M+ puB =0

L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (0,0).
Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy 2, est la fonction

y// — 6
c. { y(0) =38
y'(0) =—1
Ce probléme peut tres bien étre résolu de maniére simple sans utiliser la méthode vue en cours.
On sait que le probleme de Cauchy P; admet une unique solution. Soit y cette solution.
On a alors '’ = 6. Ainsi ¢’ est un primitive de la fonction constante égale a 6. C’est donc une fonction de
la forme y’ : t = 6t + K, ol K est une constante. On sait que y'(0) = —1, ainsi K = —1.
Par suite y est une primitive de la fonction ¢ -+ 6t — 1. Elle est donc de la forme y : t = 3t> — ¢t + C, ou C
est une constante. On sait que y(0) = 8, ainsi C' = 8.
Finalement 'unique solution du probléme de Cauchy 75 est

Yyt —2

Yyt 32 —t+8

Retrouvons ce résultat en appliquant la méthode du cours
On retrouve ici 'équation différentielle

&y y' =6
L’équation homogéne associée est

Hq y'’' =0

Le polynéme caractéristique de I'équation 5 est P(x) = z2. Padmet 0 comme racine double.
I’ensemble des solutions de (5 est donc

Sgc, = {y:t Ae® + Bte® | (A, B) € R?}

D’apres le théoréme de structure de I'espace des solutions on sait que, si y, est une solution de &4 alors
’ensemble des solutions de &5 est

Se, ={y~+yo, y€Sy,}
18/32



CuAPITRE N25 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagne]

Il nous faut donc trouver une solution particuliere de £5. On ne peut pas trouver de fonctions constante ou
affine qui fonctionne. On essaye alors les polynomes de degré 2 et on voit alors que ¢ — 3t est une solution
de &5 Ainsi

Se, ={t=3t>+ A+ Bt, (A,B) € R?}

On va déterminer A et B a I'aide des conditions initiales. On a

y(0) =4
y'(0)=B
On en déduit le systéeme
{A =38
B=-1

L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (8,—1).
Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy P est la fonction

Yyt 32 —t+8

y(0) =4
y'(0) =4
On sait que le probléeme de Cauchy P, admet une unique solution. On retrouve ici I’équation différentielle

{y”—Gy/—&—li’)y:O

&, y’' —6y +13y =0

Cette équation est homogene.

Le polynome caractéristique de I’équation #, est P(x) = 2% — 6z + 13.

Déterminons les racines de P. Le discriminant de Pest 36 —4 x 13 = —16. Padmet deux racines complexes
conjuguées

A=3+2 pu=3-2i
L’ensemble des solutions de £, est donc
Sgc, ={y:t = et (Acos(2t) + Bsin(2t)) , (A, B) € R*}

On va déterminer A et B a I'aide des conditions initiales. On a

On en déduit le systéeme

A=4

3A+2B =4
L’unique solution de ce systéme est (A4, B) = (4, —4).
Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy 2, est la fonction

y:t s e3t (dcos(2t) — 4sin(2t))
On peut réutiliser ce que 'on a vu en trigonométrie pour mettre cette fonction sous une autre forme. Soit
te Retsoitz=4—4i= 4\/5671%. Alors
4cos(2t) — 4sin(2t) = Re(ze?) = 4v/2 cos <2t + Z)

Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy 2, est la fonction

Yt 4v/2e3 cos (215 + Z)

y(0) = —1
y'(0)=1
On sait que le probléme de Cauchy P; admet une unique solution. On retrouve ici I’équation différentielle
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Es y' =2y —y=1
L’équation homogéne associée est
H y’' =2y —y=0

Le polynome caractéristique de I'équation 5 est P(x) = 22 — 22 — 1.
Déterminons les racines de P. Le discriminant de Pest 8. Padmet deux racines réelles distinctes 1 — v/2 et

142

L’ensemble des solutions de 7 5 est
Sy, ={y: t = Ae-V2t L Be14V2) (A B) € R?}

D’apres le théoreme de structure de I'espace des solutions on sait que, si y, est une solution de &5 alors
I’ensemble des solutions de &5 est

Se. ={y+yo, Y€ Sy}

Il nous faut donc trouver une solution particuliére de £5. Pour cela on va commencer par essayer de trouver
une solution constante. Ici la fonction y, : ¢ = —1 est une solution de &5.
Ainsi

Se, = {t > Ae"VPt 4 Be1+V21 1 (A, B) € R?}
On va déterminer A et B a I'aide des conditions initiales. On a
y(0)=A+B-1
y'(0)=(1-V2)A+(1+V2)B
On en déduit le systéeme

{ A+B=0
(1-vV2)A+(1+vV2)B=1
L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (—?, g)

Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy 75 est la fonction
Yt _@e(l—ﬁ)t + Qe(Hﬁ)t -1
4 4
C’est-a-dire
Yt gd“ﬂ” (2@\/5’E — 1) -1
y(0) =0

y'(0) =2
On sait que le probléeme de Cauchy P admet une unique solution. On retrouve ici I'’équation différentielle

{y”+y’2y3

66 y//+y1_2y:3
L’équation homogeéne associée est
%6 y//+y/_2y:0

Le polynéme caractéristique de I'équation H g est P(x) = 22 + z — 2.
Déterminons les racines de P. Le discriminant de Pest 9. Padmet deux racines réelles distinctes —2 et 1.
L’ensemble des solutions de 7 est

S, ={y:t> Ae™® 4 Be' | (A, B) € R?}

D’apres le théoréme de structure de 'espace des solutions on sait que, si y, est une solution de &4 alors
’ensemble des solutions de & est

Sey ={y+yo, y€ESy,}

[l nous faut donc trouver une solution particuliére de £4. Pour cela on va commencer par essayer de trouver
. . . 3 .
une solution constante. Ici la fonction y, : t - —35 est une solution de &.
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Ainsi
S —2t ¢ 3 2
56: tHAe +B€—§,(A7B)E[R
On va déterminer A et B a 'aide des conditions initiales. On a
3

Y (0) = B— 24

A+B=3
B—2A=2

L’unique solution de ce systéme est (A, B) = (—%, g)

On en déduit le systéme

Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy Py est la fonction

1 5 3
-t T2t ot 7
Y = 66 +36 5

y// Jr y/ — 1
g y0)=3
y'(0) =2
Soit y 'unique solution du probléme de Cauchy 2. Soit z = y’. Alors z vérifie

Ainsi 2 : t = e + 1. y est alors une primitive de z. D’ou
y:trs —et+t+C
ou C'est une constante.

Comme y(0) = 3 on alors C' = 4. Ainsi I'unique solution du probléme de Cauchy P est

Yyt —et4t+4

y(0) =0

y'(0)=0
On sait que le probléme de Cauchy Pg admet une unique solution. On remarque aisément que la fonction
y : t = 0 est une solution de Pg.
Ainsi 'unique solution du probléme de Cauchy Py est

{y”—l—12y/+23y:0

y:t—=0
exercice 2 Résoudre les équations différentielles suivantes
a. y +cos(z)y=0 c. y +cos](z)y=0
b. y’+ﬁ(x)y:0 d (1+2%)y —2z2y=0

e. y’+1;#y:0.

Proposition de corrigé :

« Yy +cos(x)y=0
Il nous faut calculer une primitive de « - cos(x), x - sin(z) en est une. L’ensemble des solutions de notre
équation différentielle est alors
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8 = {x — Kesin(@) , K e [R} = Vect (z — B*Sin(m))

1
y'-+ ;ﬂﬂ;jy =0
Une primitive de x —
alors

ﬁ@) est z — In(Iln(z)). L’ensemble des solutions de notre équation différentielle est

K 1
52:{x|—>Ke’1“<ln<z)>,K€[R}: r———, KeRy=Vect |z
In(x) In(x)
y' +cos®(z)y =0
Il nous faut calculer une primitive de o - cos®(x), pour cela on va linéariser cos® ()

cos?(r) = S = 1

eiv 4 e—iv ) 2 e 4 3ei 4 3w 3 cos(3x) 4 3 cos(x)
2
Un primitive de 2 i cos®(z) est alors z —» SnB2)+9sin(z)

L’ensemble des solutions de notre équation différentielle est alors

83 = {a: — K exp (—Sln(3x> :—29 Sm(x)) , K e [R} = Vect (x = exp (— sin(32) ;_29 Sm(m)))

(14 2?2y’ — 22y =0
x 1 + 22 ne s’annule jamais, notre équation différentielle est donc équivalente a I’équation

2x
2 =0
1+x2y

/

Y

Une primitive de = — % est x> —In(1 + 22).

L’ensemble des solutions de notre équation différentielle est alors
Sy={axr Keh1+" K eR} = {zm K(1+2?), K € R} = Vect (z - (1 +2?))

1—2x
22

Y+

Une primitive de = —

y=0.
1;51 estz i —= —2In(x).

L’ensemble des solutions de notre équation différentielle est alors

Sy = {1 s Ke=t2n@) , K € [R} = {L > K22es , K e [R} = Vect (L > xze%)

exercice 3 Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes :
a. y +y=cos(x)+ sin(x) h. (1+22)y —2zy = (1 +22)2
b. v + 2y = cos(x) L oxy +y=eé€"
c. Y+ry=x+1 j. y’+1;#y:1.
d a2y + (x —2)y = (x — 2) sur |0, +o0]
ko y —y=e*
e. ¥y +y=sin(x)
L oy —y=e"
f. ¢y —ey=e
m. y —y=uzxe”
g Y + -2 = exp(—2arctan(x))

Proposition de corrigé :

Yy +y = cos(z) + sin(z)

22/32



CuAPITRE N25 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagne]

La forme générale des solutions de I"équation homogéne est x - Ke *, K € R, la fonction z  sin(x)
est une solution particuliére de Péquation avec second membre. Ainsi I’ensemble des solutions de I’équation
différentielle y’ 4+ y = cos(z) + sin(x) est

S, ={xsin(x)+ Ke ™, K eR}

Yy + 2y = cos(x)
La forme générale des solutions de I’équation différentielle homogene y” + 2y = 0 est

x> Ke2® KeR

On doit ensuite trouver une solution particuliére a I’équation différentielle avec second membre y’ + 2y =
cos(z).

On va ici utiliser la méthode de variation de la constante. On cherche donc une solution particuliére de
y' + 2y = cos(x) sous la forme y -+ K (x)e 2%,

On a alors, pour z € R,

cos(z) =y (z) + 2y(x) = K'(z)e 2* — 2K (x)e ® + 2K (z)e ® = K/ (z)e 2®
Il nous faut donc trouver une fonction K telle que K’ (x) = *
via deux intégrations par parties successives. Soit x € R, on a

K(z) = /L et cos(t) dt
0

cos(z), on va donc calculer fom e?t cos(t) dt

= [e*sin(t)] | — / 2% sin(t) dt
0

= e* sin(x) — / 2e2tsin(t) dt
0

€T

= e** sin(x) — ([—Zezt cos(t)]§ + /

0
= e?® sin(x) + 2€%* cos(x) — 2 — 4K (z)

4e?t cos(t) dt)

D’ou, pour z € R

€27 gin(z) 4 2e2* cos(x) — 2

K(z) = 7

Une solution particuliére de y" 4+ 2y = cos(x) est donc

1 2 2 —2z
Yo K(z)e ie. Yyix sin(z) +5 cos(z) _ 65

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y” + 2y = cos(x) est ainsi

i 2 2
SQZ{JCHW+<K—5)6_%,KER}

Yy +ry=x+1
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle homogéne 4y’ + xy = 0 a été déterminé dans I'exercice

z2
précédent, elles sont de laforme z =+ Ke 2, K € R. On détermine une solution particuliére par la méthode
22 2

de variation de la constante en la cherchant sous la forme z = K(z)e” 2 ,onaalors K'(z) = (z + 1)e
Ona

fd
2

T +2 +2 T2
/ (t+1)ez dtzeT—l—/ ez dt
0 0

+2
L’intégrale jgc ez dt ne se calcule pas (il n’existe pas d’expression de cette intégrale a partir des fonctions
usuelles) on va la noter ®(x). Une solution particuliére de I’équation différentielle 4" + xy = x + 1 est donc

22

y:x 14+ d(x)e 2
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y" + zy = x + 1 est donc

22 22
8Sq = {$|—>1+(I)(Jj)€77 +Ke 7, Ke ﬂ?}
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xy + (z —2)y = (z — 2) sur |0, +00[
Sur |0, +o00 cette équation différentielle est équivalente &

, =2 T —2
Y +Ty=

x

Une primitive de x — %2 est ¢ = x — 21n(z), les solutions de I’équation différentielle homogéne sont

donc de la forme x - Ke @+2n(®)

, K € R. La fonction constante x + 1 est une solution particuliére
de Péquation différentielle avec second membre. Ainsi ’ensemble des solutions de I'équation différentielle

zy’ + (x —2)y = (x — 2) sur ]0, +o0[ est
S,={z— Kaz*e"+1, KeR}

y' +y =sin(z)
La forme générale des solutions de I’équation différentielle homogeéne vy’ 4+ y = 0 est

T = Ke™ KeR

On doit ensuite trouver une solution particuliére & I’équation différentielle avec second membre 3y’ + y =

sin(z).

On va ici utiliser la méthode de variation de la constante, on cherche donc une solution particuliére de
xr

Yy +y = sin(x) sous la forme y — K(x)e ™.

On a alors, pour z € R,
sin(z) =y’ (z) +y(z) = K'(z)e® — K(z)e ® + K(z)e™® = K'(z)e™™®

Soitz € R,on a

K(x) = /m elsin(t) dt
0

= [e! sin(t)]g —/ et cos(t) dt
0

= e%sin(z) — / el cos(t) dt
0

¢* sin(x) — ([et cos(t)]” + /0 " et sin(t) dt)

= e”sin(z) — e® cos(x) + 1 — K(x)
D’ou, pour z € R

e? sin(z) — e® cos(x) + 1

K =
@ 2
Une solution particuliére de y” + y = sin(x) est donc
i — 1
gz K@e?® e yipe Sn@oces@ 1o,

2 2

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y" + y = sin(x) est ainsi

Sy = {:17 > —sin(a:) ; cos(z) + %e’z +Ke™, Ke [R}
y —ety=e”
Une primitive de x - —e® est > —e”. Les solutions de I’équation différentielle homogéne y' — e*y = 0
sont donc de la forme z = Ke ", K € R
On détermine une solution particuliére de I’équation avec second membre par la méthode de variation de la
constante sous la forme 2 -+ K (x)e". Il nous faut alors trouver une fonction K telle que K’ (z)e®” = e*”
La fonction K : z = x convient.
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle ' — ey = e¢” est donc
S ={z+> Ke®" +xe” | K € R}
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Yy + IZQL = exp(—2arctan(x))

Une primitive de x IQLH est x > 2arctan(z). Les solutions de I’équation différentielle homogéne v’ +

mg—fh = () sont donc de la forme z — Ke 2arctan(@) [ ¢ R,

On détermine une solution particuliére de I’équation avec second membre par la méthode de variation

—2arctan(z

de la constante sous la forme z — K(x)e ). 1l nous faut alors trouver une fonction K telle que

K/ (x)e2arctan(@) — o—2arctan(z) | 5 fonction K : x - x convient.

2y
z2+1

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle 3" + = exp(—2arctan(x)) est donc

57 _ {1. [N K672arctan(m) + l,€72arctan(:1:) , K e |R}

(1+2%)y" =2y = (1 +2%)?
La fonction z + 1 + 22 ne s’annule pas sur R, notre équation différentielle est alors équivalente a

2x

ETeU

Y
Une primitive de x — —% est v - —1In(1 + 22). Les solutions de I’équation différentielle homogene

Yy — %gy = 0 sont donc de la forme z > Kem(1+7?) je 7 1 K(1+2%),KeR

On détermine une solution particuliére de I’équation avec second membre par la méthode de variation de la
constante sous la forme z = K (z)e~227°%1(*) || nous faut alors trouver une fonction K telle que K’ (x)(1+
2?) = 1+ 22, La fonction K : x + x convient.

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle (1 + z2)y’ — 22y = (1 + 22?)? est donc

Sg={r> K1+z*)+z+2°, KeR}

zy +y=e"
On se place sur I'intervalle |0, 400, sur cet intervalle notre équation différentielle est équivalente &

, 1 e’
y+-oy=—
x x

Une primitive de z — % est In(x), les solutions de I'équation différentielle homogéne sont de la forme

i Ke @) ez %, KeR.

On détermine une solution particuliére de I’équation avec second membre par la méthode de variation de la

K . K’ .
constante sous la forme x — % Il nous faut alors trouver une fonction K telle que % =e".

On va calculer j;)w te! dt via une intégration par parties.
T x
/ tet dt = [tet]ﬁ—/ el dt = ze® —e* + 1
0 0

ze®—e"+1

-~ . L’ensemble des solutions de

Une solution particuliére de I'équation différentielle est donc = —

I’équation différentielle zy” + y = e sur |0, +o00 est alors

T et 4 K 41
sgz{xH“ ey ,KG[R}

T

y/ + 1;§xy -1

On se place sur I'intervalle |0, +00[. Sur cet intervalle une primitive de z %2; est x —% —2In(z).

1 2In(x)

122, — 0 sont ainsi de la forme = - Ke= ,

x2

Les solutions de I’équation différentielle homogéne y" +

KeR
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La fonction x — 22 est une solution particuliére de I'’équation avec second membre. L’ensemble des solutions

de I’équation différentielle est ainsi

Sloz{meerKxQe% , KGR}

y —y=e*
Les solutions de I’équation différentielle homogéne y’ —y = 0 sont de la forme x - Ke*, K € R. Lafonction
x > €2 est une solution particuliére de I'équation avec second membre. Ainsi I’'ensemble des solutions de

I’équation différentielle y’ — y = €% est

Sy ={z e+ Ke*, K €R}

y—y=e"

Les solutions de I’équation différentielle homogéne y' — y = 0 sont de la forme x - Ke*, K € R. On va
déterminer une solution particuliére de I’équation avec second membre par la méthode de variations de la
constante. Il nous faut alors trouver une fonction K telle que K’ (z)e® = €. Lafonction K : z — x convient.

Ainsi 'ensemble des solutions de I’équation différentielle y’ — y = e® est

Sy ={z > ze" + Ke* , K € R}

Yy —y=uze®

Les solutions de I’équation différentielle homogéne y' — y = 0 sont de la forme = » Ke®, K € R. Onva

déterminer une solution particuliére de I’équation avec second membre par la méthode de variations de la
12

constante. Il nous faut alors trouver une fonction K telle que K'(x)e” = we”. La fonction K : = = %

convient. Ainsi I’ensemble des solutions de I’équation différentielle 3" — y = we” est

2 e
exercice 4 Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes :
a. y//_’_y/_zy:eft d. y//_2y/+y:t2_|_62t
b. vy +wly=—-20uw >0, e. Y/ —2y +2y=25tet+4
c. 4y +4y" +y = cos(2t) £y +6y + 9y =22+ e%cos(z) + e
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Proposition de corrigé :

Déterminer la solution générale des équations différentielles suivantes :
« L’ensemble des solutions de I'équation y’" + 3" — 2y = 0 est

{t = Ae 2" + Be! | (A, B) € R?}

t

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére 3y’ + vy’ — 2y = e %, on la cherche sous la forme

trs Ke !, cequirevienta K — K — 2K = 1 dou K = —3

Finalement, ’ensemble des solutions de y’" + 3’ — 2y = e ! est
et
{t — A€72t + Bet — 7 s (A,B) S RQ}

« L’ensemble des solutions de I'équation '’ + w?y = 0 est

{t = Acos(wt) + Bsin(wt) , (A, B) € R?}

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére a '’ + w?y = —2, on la cherche sous la forme
S 2

t+— K, ce quirevienta K = — =

Finalement, 'ensemble des solutions de y’’ 4+ w?y = —2 est

2
{t > Acos(wt) + Bsin(wt) — — , (A, B) € [RQ}
w
« L’ensemble des solutions de I’équation 4y’ + 4y’ +y = 0 est

{t> Ae"? + Bte ? , (A,B) € R?}
[l nous faut maintenant trouver une solution particuliére a 4y’” + 4y’ + y = cos(2t), on la cherche sous la
forme t > C cos(2t) + Dsin(2t), ce qui revient a (—16C 4+ 8D + C') cos(2t) 4+ (—16D — 8C + D) sin(2t) =
cos(2t) d’ou C' = —% et D = %
Finalement, I'ensemble des solutions de 4y’" + 4y" + y = cos(2t) est

8sin (2x) — 15 cos (2z)
289

{t > Ae™? + Bte 7 + , (A,B) € IR2}

« L’ensemble des solutions de I'équation vy’ — 23" +y = 0 est

{t = Ae! + Bte! |, (A, B) € R?}

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére a y’' — 2y’ +y = t2 + €2!, pour cela on va exploiter
le principe de superposition et trouver des solutions particulieres 2 y’’ — 2y’ +y = t?ety’’ — 2y’ +y = €2
On cherche une solution a 3y'" — 2y’ + y = t2 sous la forme d’un polynéme de degré 2 : ¢ - t> + at + b, on
aboutit alors 4 t? + (a — 4)t + 2 — 2a + b = t2, ainsi t > % + 4t + 6 est une solution de y'’ — 2y’ +y = t*
On cherche une solution 2 y’" — 2y’ + y = €2 sous la forme ¢t — Ke?*, on aboutit a ¢t — e?*.

Finalement I'ensemble des solution de 3y’ — 2y’ + 1y = 2 + €% est

{t > Ae! + Bte! +t> + 4t +6+¢e* | (A, B) € R?}

« L’ensemble des solutions de I'équation y’" — 2y’ + 2y = 0 est

{t > et(Acos(t) + Bsin(t)), (A, B) € R?}

Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére a 4’/ — 2y’ + 2y = 25te™" + 4, pour cela on va
exploiter le principe de superposition et trouver des solutions particuliéres a 3/’ — 2y’ + 2y = 25te™" et
y”*2y’+2y:4

La fonction ¢ > 2 est une solution particuliére de vy’ — 2y’ + 2y = 4.

On cherche une solution ay"” —2y’ 42y = 25te ! sous laforme ¢ + (at+b)e *, on aboutitat — (5t+4)e~*
Finalement I’'ensemble des solutions de v’/ — 2y’ + 2y = 25te™" + 4 est

{t = e'(Acos(t) + Bsin(t)) + 2+ (5t + 4)e~t , (A, B) € R?}

« L’ensemble des solutions de I’équation y’’ + 6y’ + 9y = 0 est

{t = Ae™3* + Bre3* | (A, B) € R?}
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Il nous faut maintenant trouver une solution particuliére & y'/ + 6y’ + 9y = 2 + e” cos(x) + €3, pour

cela on va exploiter le principe de superposition et trouver des solutions particulieres a '/ + 6y’ + 9y = 22,

Yy + 6y’ + 9y = e cos(z) et y’’ + 6y’ + 9y = e3*
On cherche une solution particuliére 2 4" + 6y" + 9y = x

322 —4x42
trouve x %

On cherche une solution particuliére a y’’ 46y’ +9y = e” cos(x) sous la forme x - e” (A cos(z)+ Bsin(z)),
8e” sin (x)+15e” cos (x)

2 sous la forme d’un polynome de degré 2, on

on trouve r 589 .
Enfin on cherche une solution particuliere a 3y'” + 63" + 9y = €% sous la forme = + Ke>?, on trouve
631:

Finalement I'ensemble des solutions de 3'” + 63’ + 9y = 2% + €% cos(z) + 3% est

) 322 —4x +2  8e® sin(x) + 15¢% cos (x)  e3%
t > Ae 3% + Bye 37 — , (A,B)eR?
{)—)e + Bre 3% + 5 + 589 +36,(,)e
exercice 5 Déterminer les solutions sur R du systeme différentiel suivant
x' =4z — 3y
y' =2z—y

Proposition de corrigé :

On va procéder par analyse-synthése :
Soit (z,y) une solution du systéme. Alors
2 =4dx—3y
D’ol
' =da’ =3y =4da’ — 32z —y) =4x’ —6x + 3y =42’ —6x + (4o —2’) = 32" — 2z

Ainsi 2’" — 3z’ +2 = 0.

Le polynome caractéristique de cette équation est P(t) = t? — 3t + 2. Les racines de Psont 1 et 2. Ainsi il existe
deux constantes réelles A et B telles que x : t > Ae! + Be?t.

Par suite on a

_4az—x/
4T3

D’ou

3Aet 4 2Be2t

=
Y 3

Ainsi, si x et y sont solutions du systéme alors il existe deux constantes A et B telles que

z:t Aet + Be?

3Aet 4 2Be2t
s S0 T2

Y- 3

Réciproquement il est facile de vérifier que, si = et y sont définies par
z:t Aet + Be*

3Aet + 2Be?t

A
4 3

avec A et B deux constantes réelles, alors x et y sont solution de notre systéme.
Ainsi 'ensemble des solutions du systéme est

3Aet + 2Be?t
{(t > Aet + Be?t t > ege> (A, B) € [R?}

exercice 6 Résoudre les problemes de Cauchy suivants

y —ytan(z) =0 aow
a. {y<0):1 sur] 2,2[ 28/32
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’r 1 — / — :
b Y ~emmy =0 sur |1, 00| d. {y Y =3sin@) oA
y(e) =1 y(0)=C
y 4+ xy = 2x
C. {y(O) Y sur R.

Proposition de corrigé :

y' —ytan(z) =0 sur]-3,7]
y(0) =1 22

On travaille ici sur ]—g, 5 [, une primitive de = — —tan(z) y est  — In(cos(z)). La forme générale des
solutions de I’équation différentielle y* — y tan(x) = 0 est donc

K
x> Ken(cos(z) i.e. z— ——KeR
cos(x)

La condition initiale impose K = 1. L’unique solution de notre probléme de Cauchy est donc

1
cos(x)

fixe

S S
. Y ~emm¥ sur |1, +o0[
yle) =1
On travaille ici sur |1, +00[. On peut remarquer que la fonction 2 > In(x) est solution de ce probléme de
Cauchy et est donc 'unique solution. On va toutefois le retrouver par la méthode générale.
Une primitive de z — —ﬁ(m) sur |1, +oo[ est z = In(In(x)). La forme générale des solutions de I’équation

différentielle " — ﬁmy = 0 est donc

z = K@) ie. z Kln(z)
La condition initiale impose K = 1. L’unique solution de notre probléme de Cauchy est donc bien

fo iz In(z)

{y tay =2r sur R.

y(0) =1
On va commencer par déterminer la forme générale des solutions de I’équation différentielle homogéne. Une

2
primitive de z - x sur R est « = %-. La forme générale des solutions de I’équation différentielle homogéne
y’ + xy = 0 est donc
2

rzH— Ke 2

On doit ensuite trouver une solution particuliére a I’équation différentielle avec second membre 3" + xy =
2z. La fonction constante = — 2 convient ici. La forme générale des solutions de ’équation différentielle
y’ + xy = 2z est donc

z2
=2+ Ke 2
La condition initiale impose K = —1. Ainsi I'unique solution de notre probléme de Cauchy est
z2

faix>2—e 2

Yy +y = 3sin(z)

) {y(0)=C

La forme générale des solutions de I’équation différentielle homogéne v’ + y = 0 est

C € R fixé.

T+ Ke™® KeR

On doit ensuite trouver une solution particuliére a I’équation différentielle avec second membre vy + y =
3sin(z). Deux méthodes s’offrent a nous :
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— On peut, comme le second membre est une somme de cosinus et de sinus, chercher une solution sous la
forme d’une somme de cosinus et de sinus de méme période = — A cos(x) + Bsin(z) avec A et B deux
constantes réelles.

— On peut aussi utiliser la méthode de variation de la constante.
On va ici utiliser la méthode de variation de la constante qui est plus lente mais dont la maitrise est
fondamentale. On cherche donc une solution particuliére de ¥y’ + y = 3 sin(z) sous la forme y = K(x)e™*.

On a alors, pour z € R,
3sin(z) =y’ (2) +y(z) = K'(v)e * — K(x)e T+ K(x)e ® = K'(z)e™™

[l nous faut donc trouver une fonction K telle que K’(x) = 3e” sin(x), on va donc calculer fox 3etsin(t) dt
via deux intégrations par parties successives. Soit x € R, on a
x

K(z) = / 3el sin(t) dt

= [3€! sin(t)]g —/ 3e' cos(t) dt
0
= 3e” sin(z) — / 3el cos(t) dt

0
T

— 3¢” sin(z) — ([3& cos(t)]” + /

0
= 3e” sin(x) — 3e® cos(x) + 3 — K(x)

3etsin(t) dt)

D’ou, pour z € R

3eT sin(x) — 3e” cos(x) + 3
Ki) = 2 5nl) 3" eote)

Une solution particuliére de y" + y = 3sin(z) est donc

3si -3 3
y:x K(z)e™ ie. YT sin(z) 5 cos(z) + 3¢

La forme générale des solutions de I’équation différentielle 3’ + y = 3sin(z) est ainsi

3 si -3 3
s sin(x) . cos(x) . §e_w L Ke®

La condition initiale impose K = C. Ainsi I'unique solution de notre probléme de Cauchy est

fiioes 3sin(x) — 3 cos(x) os 3 -
2 2
exercice 7 Résoudre les équations homogeénes suivantes sur un intervalle de R que

I'on précisera.

a.

€.

(1+2%)y +ay=0

/ r
2~ 14av =0
, 1

- = =0
y —Y

/ 2, _
zy +x°y=0

cos(x)y” + sin(x)y = 0 a 'aide d’une solution évidente.

Proposition de corrigé :
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(1+2%)y" +ay=0
La fonction - 1 + 2% ne s’annule pas sur R, notre équation différentielle est alors équivalente a

Y+ 0

x p—
1+a227 "
Une primitive de z # est z — %ln(l + 22). Les solutions de I’équation différentielle homogene

1 2y
2 In(l+e ), l.e.r — \/%, K eR.

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle ((1 + 22)y’ + 2y = 0 sur R est donc

K
=49z —, KeR
! { V1422 }

Y + 1752y = 0 sont donc de la forme x — Ke~

1

/ [
2 " T3z
On se place sur | — 1, +00]. Notre équation différentielle est équivalente a vy’ — ﬁy = 0. Une primitive de

y=0

11 1
T —51p estr i —5In(l + )

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle 2y” — H%y =0sur]—1,400] est alors
{r KVitz, KeR}
Y~y =0
v1i—z

On se place sur | — oo, 1}. Sur cet intervalle, une primitive de = — —\/11_7 estx = 2vV1—x

. Lo . 1
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y’ — ————=y = 0 sur ] — o0, 1} est alors
vi—z ’

Sy ={Ke?1=* K cR}

xy + 2%y =0

On se place sur ]0, +o00, sur cet intervalle notre équation est équivalente a ¥y + zy = 0. Une primitive de
2

T zestr i G

L’ensemble des solutions de I'équation différentielle zy” + z%y = 0 sur |0, +o00] est alors

x

2
54={$|—>K€77,K€R}

cos(x)y” + sin(x)y =0

On sait que I'ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogeéne de degré 1 est un
espace vectoriel de dimension 1. Il est donc engendré par n’importe lequel de ses éléments non-nuls. On
peut remarquer que la fonction 2 — cos(z) est une solution de cette équation différentielle, ainsi 'ensemble
des solutions de I’équation différentielle cos(x)y’” + sin(z)y = 0 est

85 = Vect(z > cos(z)) = {x K cos(z) , K € R}

exercice 8

1.

On considére I’équation différentielle
(By): (I+2?)y +ay=1+227

Résoudre (F;) sur R en trouvant une solution évidente.

On considere I’équation différentielle
(Ey) : cos(z)y’ + sin(x)y =1

Résoudre (F,) sur R en trouvant une solution évidente.

On considere I’équation différentielle
(By):  (a+1)y +y=2a’
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CuAPITRE N25 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagne]

Montrer qu’il existe une unique solution polynomiale de degré 2 sur R puis résoudre (E5)

sur un intervalle a préciser.

Proposition de corrigé :

(Ey): (1+2%)y +ay =1+ 22°
Sur R, ’équation différentielle (E,) est équivalente &

n T _1—|—2;1:2
1+227 " 1+a2

/

Y

On sait, d’aprés I'exercice précédent que les solutions de I’équation homogéne y" + ij = 0 sont de la

K
forme z — T
De plus, la fonction x + x est une solution évidente de I’équation avec second membre.

Ainsi ’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E, ) est

K
Sl{tz+m,K€[R}

(E,) : cos(z)y’ + sin(z)y =1

On sait, d’aprés I’exercice précédent que les solutions de I’équation homogeéne cos(z)y” + sin(x)y = 0 sont
de la forme z — K cos(z), K € R.

La fonction = + sin(x) est une solution évidente de I’équation avec second membre, ainsi I'ensemble des
solutions de (FE,) est

8y = {z > sin(z) + K cos(z) , K € R}
(Es): (x4 1y +y=2a?
On va procéder par analyse-synthese :
Soit P : z + ax® + bx + ¢, (a, b, c) € R? une fonction polynomiale de degré 2 solution de (E;). On a alors
Ve €R (x +1)(2az + b) + azx? + bx + ¢ = 22
C’est-a-dire
Vo eR 3ax? + (2a +2b)x + b+ c = 22

Par unicité des coefficients d’'un polyndme on a alors

1

a=3
1
b=—3

c

wl =

Ainsi, si Pest une fonction polynomiale de degré 2 solution de (E;) alors nécessairement Pest la fonction

x2—x+1
—

2_ .
Réciproquement il est ainsi de montrer que la fonction z %M est solution de (Es).

X =

2_ , .
Finalement la fonction z — %M est bien 'unique fonction polynomiale de degré 2 solution de (Ej).

2
On se place sur ] — 1, 400 pour résoudre (E;), sur cet intervalle (E;) est équivalente a y" + 5 = 2.

Sur z €] — 1, +00[ une primitive de x T}H est 2 — In(z + 1). Ainsi 'ensemble des solutions de (E;) est

22—z 41 K
Sa = KeR
3 {xr—> 3 —'_as—i—l7 < }
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