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MATHEMATIQUES
Algebre linéaire et Variables aléatoires a densité

Probléme 1 :

I. Préliminaires

Dans cette partie I., A désigne un réel strictement positif.

@ Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre .

a) N.B. Passer par la fonction de répartition évite d’avoir & calculer des (simples) intégrales impropres.
PX>z)=1-P(X<z)=1siz<0et
=1—[* ft)dt=1— [fAe Mt =1—[-e M| =e

Conclusion : |P(X > z) = ,1 S% z<0 appelée fonction de survie de X).
e ™M six>0

b) Pour x et y strictement positifs :

P(X>z4+ynX >z
P(X > )
P(X >z +vy)
P(X > x)
e~ M@ ty)
= Y =

= P(X>y)

PX>:E(X>:U+?/) =

carx+y>x

_)\y

Si X modélise la durée de vie d'un phénomene, le fait d’avoir duré au moins = [(X > z) est réalisé]
ne change pas la loi de la durée de vie restante.

Conclusion : ‘ La durée de vie ne dépend pas du vécu. On peux donc le dire « sans vieillissement ». ‘

@ Soit (Xy,),,~, une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi exponentielle de parametre
A. Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

-
k=1

n

1
a) On a|E (S,) = Z E(Xy) = ny | par linéarité de l’espérance
k=1

" 1
et comme les (X}) sont indépendantes, |V (S,,) = Z V(Xk) = v
k=1

b) Pa récurrence :
S1 = X7 < £(A) donc S7 a pour densité
0 sit<0;
t —> AL
(1-1)!
Soit n € N* tel que la densité de S, soit

e ML St > 0.

0 sit<O0; A\
fnit— A"

ef)\ttnfl 1R+ (t)
(n—1)!

e Ml it >0, (n—1)!
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alors Sp11 = Sn + Xpy1 est la somme de deux variables aléatoires a densités indépendantes car,
d’apres le lemme de coalition, X, -, X,,, X;,4+1 mutuellement indépendantes implique que S,, =

n
ZXk et X,4+1 le sont.

k=1
Donc, d’apres le rappel proposé par I’énoncé, S,11 est une variable a densité dont une densité est

donnée par

+o00
fusn (£) = / fo (@) fi (t - ) da

—00

Par ailleurs, S,+1(2) = Ry donc fr41(t) =0sit <0
etsit>0

Jna1(t) = /_ Z (nA_nl)!e—*’%c"—ue—“t—ff)1R+ (D)1g, (t — x)dz
Or
g, (t—x)=1sit—x >0zt
donc, pour tout t strictement positif,
g, (t—2)=1_ (@) et Ir, () - 1r, (t — ) = lp+nj—oo,(T) = 1o ()

et donc :

o0 ATL
Fari () = / e e NN () da

oo (n—1)!
t A"
_ / e—)\a:xn—l)\e—/\(t—x) dr
n+1 t
= AT e)‘t/ " ldx
(n—1)! 0
A N [ff’””]t
(n—1)! n |,
An+1
= e M avec (n—1)ln =n!

n!

Conclusion : ‘pour tout n € N* une densité de 5, est la fonction fn‘

I1. Loi de Pareto (Vilfredo Pareto (1848-1923), sociologue et économiste italien)

Soient a et b des réels strictement positifs. Par définition, on dit d’une variable aléatoire qu’elle suit la loi
de Pareto de parametres a et b si elle admet pour densité la fonction f définie sur R par :

0 sit<b;
fe)=9 b

ataﬁ Slth

Soit alors X une variable aléatoire de loi de Pareto de parametres a et b.

® — f est positive sur | — 0o, b[ car nulle et positive sur [b, +00] car par hypothese a et b sont deux réels
strictement positifs. Elle est donc positive sur R.

— f est continue sur | — 0o, b[ car constante égale a 0 et sur [b, +oo[ car t — ot est continue sur
R* et donc sur [b, 4+-00].
b? b
ta+1 = aba—H =

a
Par ailleurs, iinga 3 # 0. D’ou ’ [ est continue sur R\ {b} ‘
—
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— On note que f;roo a

t

X ba
a——dt
/b ta+1

Donc, d’apres la relation de Chales, /

b ]*
B [ ta]b

a a

= —+4+ — —>1lquand x — +oocara >0

e b

+oo
f(t) dt converge

—00

Conclusion : ‘ f est une densité de probabilités‘

+o0
E(X)= / tf (t)dt si elle converge absolument, avec /

—00
a

b
Or tf (t) = a— donc l'intégrale (Riemann) converge si a > 1 et diverge si a < 1.

Montrons-le! Sia > 1:

ba
i dt est impropre en +o00. Pour tout x > b :

et vaut 1. .

b
tf (t)dt = 0.

—00

b

xX b(l X b(l
/ ta—ldt = a/ —dt

b ta—f— b ta

= ab® [Mr
ta—l
ab® 1 1
- Ta—1\ge 1 pa-l
— car a > 1
Tr—+00 a — 1

Conclusion :

E(X) =

si a > 1 n’existe pas sinon.

Pour la variance, on utilise la formule de Koenig-Huygens et on étudie I'existence de E(X?) :

a

b
2f() = ag

donc l'intégrale de 2 f (t) diverge si a <2 (a — 1 < 1) et converge si a > 2.

La encore, fendons nous d’une démonstration (qui est une démonstration de cours ) :

T
J
b

Donc si a > 2, X? a une espérance et E (XQ) =

ta—1 ta—l

e [—1/<a—2>r

ta—2

b(l x ba
dt = a / dt
b

b

- ab”® 1 1
- a—2 \xo=2 po—2

ab?

%
r—+o0 a —

2

a —

V(X) =

B ab? _ ab
 a-—2 a—1

5 puisque a > 2

et X a une variance et

E(X?) - E(X)?

y

(a—2)

b (a — 1)2 —a

(a=1)*(a—2)
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ab?
(a— 1 (a—2)

@ La fonction de répartition de X est F'(z) =0siz <betsiz >b

Conclusion : |sia>2:V (X) = et n’existe pas sinon

xr ba

_ [t
= tab
bCL
-
T
b

Conclusion : |Fx(x)=1— () Ly, 4oof(Z) |
x

La fonction de survie s’obtient en écrivant que G(z) =P(X > z) =1 - P(X < x).

b a
. - sixz>b
Conclusion : |G(z) = (z)

1 sinon

a
b

® Fx est continue sur |b, 00| car z — () est continue sur R* et b > 0. Elle est strictement crois-
x

sante sur |b, +oo[ car sa dérivée f est strictement positive sur cet intervalle.
Conclusion : ‘FX est une bijection de |b, +-00[ sur Fx (]b, +o00[) =]0, 1[‘

C’est ensuite 4 nouveau une question de cours... : Posons T = Fy ' (U)

Si U < U [, alors T(Q) = Fx'(U)(Q) = F'(10,1]) =]b, +00[= X ().

Des lors :

— Six <b, Fr(z) = Fx(z) =0

— Siz>b, Pr(z) =P(T <) =P(Fy'(U) < 2) =P(U < Fx(z)) car Fy croissante.
D’ou, si # > b, Fr(x) = Fy(Fx(x)) = Fx(x) car Fx(x) €]0,1][.

On vient de montrer que Va € R, Fr(z) = Fx(x) et donc que T et X suivent la méme loi.

Conclusion : |Lavar T = F)}l(U) suit une loi de Pareto de parametres a et b.

Pour la fonction Python, on modélise la loi uniforme sur ]0, 1] par la fonction de random() de la bi-
bliotheque random.
Il ne reste donc plus qu’a exprimer la fonction F)zl :
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b

Conclusion : |Vy €]0, 1], F)El(y) — W
. y a

Ce qui donne :

1 simulPareto(a, b):

2 b/(1-rdm.random ())**(1/a)

3

4 estimEsperancePareto(a, b, m = 1000):

5 L = [simulPareto(a, b) k range (m)]
6

Sum(L)/m

@ Pour tout réel y positif ou nul et = > a (pour que la probabilité conditionnelle soit définie),

P(X>z+4+y) N (X >2x))
P(X >x)

P(X >z+vy)

P(X > x)

) ey

- o)

— 1 quand x — 400 cara >0

Pixsay X >z +y) =

Dans une telle modélisation de la durée de vie, plus on a vécut longtemps, plus la probabilité de vivre
d’avantage augmente.

Conclusion : ‘c’est un phénomene dans lequel 'expérience fait gagner en endurance.

® On commence par déterminer Y (2)

X
Sachant que X (Q) = [b, +o0[, on a X(Q) = [1,400[ et donc Y (Q) = Ry.

Des lors :
— Siz <0, Fy(z)=P(Y <z)=0
— Sixz >0,
Fy(z) =P (In () <z) =P(X < be®) = Fx(be®)
D’ou,
b ’ —axr
Ve >0, Fy(z) =1— bor =1l-—e

Conclusion : |Y — ¢ (a)

ITI. Estimation des parametres d’une loi de Pareto

& Remarque : Pour ceux qui seraient curieux de savoir d’ou vient cette fonction £ et la raison pour laquelle
elle permet de trouver une valeur « vraisemblable » pour le parametre «, vous trouverez en annexe de cette
corretion une justification possible...

@® On suppose tout d’abord que le parametre § fait partie des caractéristiques connues du canal de
communication ; on se propose de déterminer un estimateur de a par une méthode dite « du maximum
de vraisemblance ». Pour cela, n désignant un entier naturel non nul et x1, ..., x,, des réels supérieurs
ou égaux a (3, on introduit la fonction £, a valeurs dans R et définie sur |0, +o0o| par :

L(a) = fa(z1) X -+ X fol@y) = H fa (1),
k=1
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ou f, est la fonction définie sur R par :

0 sit<f;
fa(t) = B

GW SltZB

a
B < xy, alors f, (zx) = a—. -7 pour tout k et
T
k

n
£ (a) = a"B"/ (H :cg“)
k=1
tous les termes du produit étant strictement positifs,

In(L£(a)) =nln(a) +naln(5) — (a+1) Zln (k)
k=1

@ On considere la fonction ¢ de |0, +oo] dans R :

n

a+— nln(a) + naln(f) — (a+1) Z In (xg) .
k=1

a) o est dérivable sur |0, +o00| et

n

@) = nln(B) -y In(x)

k=1
n+ (n In(B8) — Z In (ack)> a]
k=1

Commengons par regarder le signe a 'intérieur de la parenthese ?

a

Pour tout & : zx > (8 donc In (x) > In(B) et Zln (z) > nln(B)

k=1
n

Donc nln (8) — Z In (z) < 0 (expression nulle si tous les zj sont égaux a 3, ce qui est exclus par

k=1
hypothese).

Des lors, la fonction ¢’ est strictement décroissante et elle s’annule, quand a > 0, pour

n

<n In(B) — Z In (a:k)>
k=1

a 0 w
On a donc le tableau de variation suivant : | ¢’ (a) 0 -

+
¢ (a) / N\

w = —

Conclusion : | ¢ a un unique maximum en w‘

n

nin (8) = > In (z)
k=1

b) Il n’y a rien a ajouter : |w = —

6 /|17
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c)

On a In(L(a)) = ¢(a) donc L(a) = exp(p(a)) et donc, par stricte croissance de la fonction
exponentielle :

Conclusion : ‘E est maximale en w‘

® On pose dorénavant, pour tout n de N* :

W, = —
In 2k
o Xk
k=1 6

n X n
ol 'on reconnait la formule donnant w avec Zln ?k =— (n In(B) — Z In (Xk)>

a)

k=1 k=1

On a vu (II. 5.) qu’avec X, suivant une loi de Pareto de parametres « et 3, la variable In % suivait
alors une loi £(a)).

Au (I 2.b) on a vu qu'une somme de loi exponentielles indépendantes était & densité et avait pour
densité f,.

Les (X%) étant indépendantes,

n

X
Conclusion : Zln 2k admet pour densité la fonction f,, avec A = «
k=1

n
D’apres ce qui précede, on peut dire que X,, = 5 ou S, est S, est une variable aléatoire de densité

n
Sh-
“+o0

n
Des lors, d’apres le théoreme de transfert, W,, a une espérance si I = / 7 fn (t) dt est absolu-

—0o0
ment convergente (<= convergente car tout est positif ou nul)

Or, d’apres le relation de Chasles :
©  na”
I= / e 2t
Commencons par montrer sa convergence :
— D’apres 1'énoncé n > 2, donc t — e~ "2 est continue en 0. Cette intégrale n’est donc
généralisée qu’en l'infini.
— 1l est temps de se souvenir du raisonnement suivi pour étudier la fonction Gamma d’Euler...!
lim t? (e_o‘tt”_z) = lim e " =0
, . L t—=4oo t——+o00
Donc, par définition de la limite :
JAER+ /Vt> A, 0<e ¥t < 1

ou encore
1
JAER+ V> A, 0 < e 2 < 2
+oo 1
or / t—2dt converge donc, par théoreme de comparaison sur les intégrales de fonctions posi-
A

+00
tives : / e~ " 24t converge.
A

On peut conclure que I converge et donc que |E(W),,) existe

Calculons sa valeur :
1

©  na® n © "
E(W,) = / MY atgn2gy / o2 —
o (n—1) n—1Jy, (n—2)! n—1
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Car on s’est débrouillé pour faire apparaitre f,,_1 qui est une densité de probabilité de support
R, ... Son intégrale entre 0 et I'infini vaut donc 1.

no

Conclusion : |E(W,,) existe et vaut

n—1

Pour finir cette question il suffit de poser, pour tout n de N* :

n—1

W = W,.

n
Alors, par linéarité de I'espérance, il est immédiat que E(W)) existe et vaut a.
On dira que W), permet d’estimer le parametre «

@ la fonction mystere(a, b) permet de modéliser une loi de Pareto de parametres a et b. Il suffit, pour
le justifier, d’utiliser la question II1.3.
En effet, si U < Ujg 1| alors 1 — U < Ujg q|-

b
Cette fonction retourne donc Ti/a qui a méme loi que m qui a été obtenue en II.3.
La fonction calcul(Lx, b) modélise quant a elle la variable W, puisque les valeurs de = sont issus de
n appels successifs et indépendants de la loi de Pareto de parametres a et b (ce qu’on peut observer a

la ligne 13 de la fonction mystere2).

Quant a cette derniére fonction, elle estime 'espérance de W, qu’elle retourne dans np.mean (LW).
Retourner la valeur de a dans cette fonction est un moyen de vérifier que np.mean(LW) permet bien
d’obtenir une valeur approchée de a qui a été choisi au hasard, selon une loi uniforme dans [0, 6].
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Probléme 2 :

Dans la suite p est un entier naturel supérieur ou égal a 3.

1 Résultats préliminaires

1. a) On calcule les inverses par I'une des méthodes vues en cours. Par exemple, pour Uinversibilité de

x a
D3 on pourra écrire : Soit X = |y | et Y =[]
z c
y =a T =c 0 01
DsX=Y &z =besqy =as=X=[100]Y
r —=c - 010
0 01
Conclusion : | D3 est inversible et Dy I = 1 00
010
0 001
. . . 1 _| 1000
De méme, Dy est inversible et D~ = 0100 |
0010

b) Plusieurs réponses sont possibles :

i. On raisonne comme dans la question précédente et on passe par la résolution de (S) D, X =Y,

soit :
o1 0 -0 2 a1 (27 = x1 =a,
: : To as r3 = a T2 =a
0 = = =
0o "-. . .1 Lp—1 ap—1 Tp = ap-1 Tp—1 = Ap—2
1 0 - -+ 0 Lp ap (21 =ap Tp = ap-1

par simple permutation circulaire des lignes, a savoir : Ly <= Ly <= L1 <= -+ < Lo < Ly ---

Soit | D, inversible et D! = ‘P

ii. On utilise I'indication de I’énoncé et d’apres la question précédente, on conjecture que D, est
inversible et que son inverse est sa transposée, que ’on notera Dg . On prouve la conjecture

en calculant le produit Dng : soit A = Dng , et a;; le coefficient de A sur la ligne i et la

colonne j.

— Rédaction 1 : On utilise la définition du produit, a savoir, si on note d; ; les coefficients de

D, et diTj les coefficients Dg :

p p
T
a;j; = Z dikdj j = Z d; kdj i
k=1 k=1

' 1 sik=i+1
or, size[[l,p—l]],onaidi,k::{ .
0 sinon
1 sik=i+l=j+1si=7j

0 sinon

Des lors a; ; = {
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et apj = Zd kdjg=1sij=pcardyp=1&k=1..
k=1
— Rédaction 2 : « a la main » Ce coefficient a; ; est obtenu en faisant le produit (matriciel)
de la ligne ¢ de D), par la colonne j de DZ , dont les coefficients sont ceux de la ligne j de
D,,. Or chaque ligne de D, ne comporte qu'un seul 1, qui se trouve en position ¢ + 1 pour
la ligne ¢ (position 1 pour la ligne p) ; le 1 de la ligne i est donc dans la méme position que
celui de la ligne j si et seulement ¢ = j, donc a;; = 1 si 7 = j et 0 sinon.

Conclusion : | Tout ca prouve que A = I,, ce qui montre que D,, est inversible d’inverse Dg .

1 )
2. a) Soient X = : e M,1(C), X' = } e M,1(C) et A eC.
Lp
T+ )\arl
Ona X +\X' = d’otu :
Tp + )\a:
P
F(X +2X") ka+)\xk Zxk—}—)\Zxk— )+ AF(XT),
ce qui prouve que f est une apphcatlon (C—hneau"e.
1
-1

b) La fonction f n’est pas injective car par exemple f(| 0 |) = 0 (le noyau de f contient un

vecteur non nul).

c¢) La fonction f est surjective : soit = € C, cet élément de 'espace d’arrivée a pour antécedent par
T

0
f par exemple le vecteur
0
d) La dimension de C comme C-espace vectoriel est 1, donc le rang de f vaut 1 puisqu’elle est
surjective, et donc d’apres le théoreme du rang, la dimension de son noyau est dim(M,(R)) —1
c’est-a-dire p — 1.
3. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison différente de 1, puisque zp =
2ikm 2im\ k
er = <67> . On en déduit :

1%~ 11— (%)
- S

Zk‘ 2im
p k=0 P 1= e »
p—1
Géométriquement, % Z 21, est laffixe de 'isobarycentre des points Ay, ..., A,_1, et on a trouvé que
k=0
cet isobarycentre est le centre O du cercle sur lequel sont placés ces points.

4. Soit z un complexe non nul; on peut ’écrire z = re’ ol r est un réel strictement positif et  un réel

quelconque. On a alors :

P e ppepil 1 ey § L e =1
Ik € 7, p = 2k 3k € 7,0 = 2kn/p

10 /[17]



BCP [ - Devoir surveillé n° 5 - 26 février 2022

2 Etude d’un modeéle de diffusion sur le cercle

5. 11 s’agit de relier la loi de U,41 a celle de U,. On va utiliser le systeme complet d’événements
{(Un = k) }refop—1] et la formule des probabilités totales :

p—1

P(Uns1 =) = > Pr,—j)(Unt1 = i) x P(Uy = j)
=0

Commencons en distinguant lescasi=0eti=p—1:

— Pour i =0_:

1 .
P(Un:p—l) (Un+1 == 0) == 5 - ]P(UnZI)(Un+1 - 0) et ]P)(Uan)(UTLJrl - O) == 07 VZ S j S P — 2. SOlt

P(Un+1 = O) = (P(Un = 1) + P(Un =P 1))

|

— Pouri=p—1:

1 )
Pwu=p-2)(Un1 = p = 1) = 5 = P,=0)(Uns1 = p = 1) et P,=)(Unt1 = 0) = 0, Vj €
[1,p = 1]\ {p — 2}. Soit

IP)(Un-‘rl =p—- 1) = (P(Un = 0) + P(Un =pP—- 2))

N

— Pour1 <:<p—2:
Lorsque la particule se trouve en A;, elle ne peut se déplacer que vers Aj;q1 ou A;j_1 et ceci avec
probabilité 1/2. On a donc :

P(Un+1:i):;x]P’(Un:i—l)+;><]P’(Un:i+l)
Ceci montre qu’on a bien une formule du type X,,11 = M X,, ou M est la matrice carrée dont les
coefficients sont les Py, —;(Up41 = 4). Autrement dit la matrice qui a des 1/2 sur la surdiagonale, la
sousdiagonale, et les coins en haut a droite et en bas a gauche, et des 0 partout ailleurs. Ou encore :

0 1 0 01
1 0 1 0 0

1 oo 1 T

Mp:§ Dol e :i(Dp_‘_Dp)'

0 0 0 01
1 0 0 1 0

1

0

6. OnaXn:M;lXo,oﬁon
0

7. La formule demandée découle de celle obtenue a la question 5) et de la propriété D, 1 — Dg de la
question 1)b).

8. a) On cherche donc les valeurs de A € C telles que rg(Ms — Al3) < 3; on calcule ce rang par pivot,
et on trouve apres calculs (je ne les ai pas rédigés mais ils doivent figurer sur la copie) :

1 1 —2A 1 siA=-1/2
rg(Ms —X3z)=rg| 0 —2x—1 142\ =1 2 siA=1
0 0 (I4+2XN)(2-2N) 3 sinon

11 /[17]
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b)

On détermine ensuite les noyaux demandés, a partir de la derniere matrice du calcul ci-dessus :

1 11
E_jjpy=Ker| 0 0 0 | = Vect{(-1,1,0),(-1,0,1)}.
0 0 0

Conclusion : | E_; 5 = Vect{uy,uz} ot uy = (—1,1,0) et uz = (—1,0,1)

1 1 -2
Ei=Ker| 0 -3 3 = Vect((1,1,1)).
0 0 O

Conclusion : ‘El = Vect{us} ot uz = (1,1,1) ‘
Par ailleurs, on vérifie comme nous le demande 1’énoncé, que :
X e E)\(Mg) = (Mg — /\Ig)X =0¢& (fg — )\ng)(u) =0¢& fg(u) —du=0« fg(u) = \u

1 1
Conclusion : | f3(u1) = —gu1, f3(uz) = —Jua et f3(us) = us
-1/2 0 0
Montrons que Mz et D = 0 —1/2 0 | sont semblables : Cela découle immédiatement
0 0 1

de la question précédente, & condition de montrer que B’ = (u1,uz,us) est une base de R3. En
effet, si c’est le cas, alors par construction, Mg (f3) = D.

Montrons donc que (ug,us,u3) est une base de R3 : C’est une famille de cardinal égale & 3 qui
est la dimension de R3. 1l suffit de montrer que c’est une famille libre pour montrer que c’est une
base de R3. On fait le choix ici de calculer le rang de cette famille de vecteurs en passant par le
rang de la matrice des coordonnées de cette famille de vecteur qui n’est autre que la matrice de
passage qui est demandée en fin de question.

11 1 -1 1 1 -1 1
rg{uy, ug,us} =rg 1 0 1) =rg| O 2l =rg| 0 -1 2] =3
0 1 1 0 1 1 0 0 3
On peut donc conclure que B’ = (u1, u2, u3) est une base de R
-1 -1 1 -1/2 0 O
Conclusion : | M3z = PDP~! avec P = 1 0 1 |etD= 0 -1/2 0
0o 1 1 0 0 1
-1 2 -1
Apres calcul, on trouve P~1 = 3 -1 -1 2 (& A faire. C’est trés rapide]
1 1 1

D’apres la question 6), X,, est la premiere colonne de M. On a, par une récurrence a écrire dans
la copie, pour tout n € N :

My = pPD"P!

L[ (=12 1/2 1 -1 2 -1
= 3| v2r 1) -1 -1 2
0 1/2 1 1 1 1

1 2(=1/2)" + 1/2)" +1 —(-1/2)"

= | =12+ ( 1/2)”+1 —(=1/2)"

—(=1/2)"+1 —(=1/2)"+1 2(-1/2)"
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9.

10.

La limite de P(U,, = k) quand n tend vers +oo est donc 1/3, quel que soit k € [0,2]. Les trois
positions tendent a devenir équiprobables lorsque le nombre de déplacements tend vers I'infini.

T
Soit X = : un vecteur et A un complexe. On a :
Tp
T = )\.CCl
xr3 = )\132
DpyX = 2\X <+
Tp = ATp_1
T1 = ATp
T = )\ZL‘l
T3 = )\21‘1
—
x, = NP1z
xIr = )\p:El
1
A
— X=0o0u |[N=1etX= z? 1
)\p'*l

Conclusion : Les valeurs de A pour lesquelles il existe X # 0 avec D, X = AX sont donc les complexes
A tels que AP = 1.

2ikm

En prenant 7 = 1, on obtient qu’il existe p valeurs A complexes, & savoir les zp = e » pour
1
2k
2
k € [0,p — 1], obtenus a la question I.4. pour lesquelles D, X}, = 2z, X}, avec X, = %k
p'—l
Pk
1 1 1 1
1 z1 Z9 te Zp_l
Soit Q@ = | . . . ) . On cherche a montrer que Q) est inversible :

1 zf_l LT Zg:i
& La question qu’il faut se poser c’est, quel est 'intérét de montrer cette inversibilité. La réponse
est immédiate si on note que la matrice () est la matrice des coordonnées des vecteurs X obtenus a
la question précédente (puisque zp = 1). Deés lors, montrer I'inversibilité de @ c¢’est montrer que son

rang vaut p et donc que la famille {Xo--- , X,_1} est libre...

Allons-y et, conformément & I’énoncé, on pose R = 'Q et on considére le systéme homogene () :
ao

a
RX =0o0u X =

ap—1
— Montrons que 1, z1,- - zp—1 sont racines du polynome P(X) =ap+a1 X + - -- ap_1Xp_1 :
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11.

12.

13.

Le systeme (S) donne :

1 1 1
1 oz - 2P

X = X = L
R 0<'Q 0 1 2 Zgl
1 21 - Z,]jj

.

apt+ar+---+ap =
-1

ap + z1a1 + -+ 2

ap—1 =
p—1
ag + 2201 + -+ 25 Tap—1 =

p—1 —
\ao + Zp—101 + -+ prlapfl =0

ou encre : 1, zq,-- -, z,—1 sont racines du polynéme P(X) =ag+ a1 X +--- + ap,lXp_l.

— Concluons que la seule solution de (S) est la solution nulle : 11 suffit de dire que le polynéme P
est un polynome de degrés inférieur ou égale & p — 1. Or il posséde p racines distinctes (cf. 1.4.).
Conclusion : ‘P est le polynome nul ou encore ag =0 =a; = ---ap_1 ‘

— On en déduit que le systéme homogene (S) : RX = 0 admet une unique solution qui est la solution
nulle. C’est un systéme de Cramer. La matrice R = Q) associée au systéme est donc inversible.
Et si on rappelle que rg(Q) = rg('Q), alors 1g(Q) = rg('Q) = p = ordre(Q).
Conclusion : ‘Q est inversible‘

Posons Xj, = Mg, (vi) ou By désigne la base canonique de CP. Montrons que la famille (vo, v1, - -+, Up—1)
est une base de CP : Cela découle immédiatement de la question précédente. Le rang de la famille
(vo,- -+ ,vp—1) est égale au rang de la matrice des coordonnées de cette famille de vecteur, autrement
dit la matrice Q.

Des lors, rg(vo, - -+ ,vp—1) = 1g(Q) = p. Ce qui prouve que cette famille est libre.

Par ailleurs Card(vp, - - ,vp—1) = p = dim(CP).

B" = (vg, - -

Conclusion : ,Up—1) est une base de CP.

Soit D, = Mp,(gp) ou g, est un endomorphisme de CP et B; est sa base canonique.
On sait grace a la question 9. que Dp Xy, = 2, Xk, soit gp(vr) = 2,vk.
L’expression de la matrice de g, dans la base B” donne immédiatement :

0 0 o0 oo 0
0 1 O 0
Mn(gp) = A =
: . . 0
0 - - 0 2z

Et d’apres les formules de changement de base, puisque par construction @ = Pass(Bz2,B"), on a :
Dp = QAinl

Justifions l'inversibilité de D), et exprimons D;l en fonction de Q et Ay :

La matrice A, est inversible car elle est diagonale et n’a pas de 0 sur sa diagonale.

On en déduit, & I'aide de la formule (AB)~! = B~'A~! pour des matrices A et B inversibles, que
D;l — (Q—l)—lA;IQ—I — QAEIQ_1~
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1 1
Par ailleurs, grace a la question 7., M, = i(Dp + D;l) =3 (QAPQ_I + QA;IQ_I), soit :
20+ & 0 e 0
0 z++ 0 ... 0
1 _ _ 1 . . . . . _
My =508 +2,HQ 7 =5Q | S Q.
: P 0
0 0 Zp_1+2p—1

On peut alors conclure que dans la base B” de CP, la matrice de 'endomorphisme f, dont M), est la
matrice, est diagonale.

1 0 0 E 0
0 cos(27/p) 0 : 0
14. Montrons que M, est semblable a T, = 0 0 cos(dr/p) -+ 0
0 0 0 -+ cos (@)

Il suffit pour ¢a de dire que :

2ikm 2ikm
1 1) _ 1 - _ 2k
st ) = (e +eT) —eos (37)

& Remarque que les valeurs sur la diagonales sont donc toutes réelles...

15. On suppose dans cette question que p est impair.

n
a) Soit k € [1;p — 1]. Déterminons lim cos (2’“—”> :
n—4o00 p
Cette limite vaut 0 car avec les hypotheses sur k, p étant impair, ’angle 27‘“7“ est dans l'intervalle

10, 27[\{7}, et donc son cosinus est strictement compris entre —1 et 1.

b) En déduire lim T, »+ On commence par rappeler qu’on obtient la puissance n-ieme d’une matrice

n—oo
diagonale en élevant les termes de sa diagonale a la puissance n. Des lors :
100 --- 0
000 ---0
limTr=|0 00 -0
nﬁoo p . . . .
000 ---0
¢) Comme lim X, = lim M»Xo = lim QT;Q 'Xo=Q - lim T}" - Q' X
n—oo n—oo n—oo n—oo
on obtient :
1 0 0 1 1 0 0 1
0O 0 0 ... 0 0 1 0 0 ... 0
lim X, =Q | © . . oot f=: o Q!
n—oo
: L0 0 : L0 0
0 ... ... 0 0 0 1 ... ... 0 0 0
La premiere colonne de la matrice obtenue par le produit de
1 0 ... ... 0
1 0 0 ... 0
par Q'
0
1 0 0
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a tous ses coefficients égaux au coefficient en haut & gauche de @~'. On ne connait pas ce co-
efficient, mais on sait que la somme des coefficients de X,, vaut 1 (et la multiplication par Xy
retournera justement cette premiere colonne...), donc la somme de leurs limites (qui est la limite
de la somme) vaut 1 aussi. Donc ce coefficient vaut forcément 1/p.

Interprétons le résultat obtenu : Comme dans le cas particulier p = 3, les différentes positions
possibles pour la particules tendent vers I’équiprobabilité lorsque le nombre de déplacements tend
vers l'infini.
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\ANNEXE PROBLEME 1 : « MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE » \

Soit n € N*, on suppose disposer d’'un n-échantillon {z1,---,x,} d’une loi de Pareto de parameétres a et
dont seul le parametre 8 est connu.

Posons Xj, < P(a, 8) pour k € [1,n], n variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi de Pareto dont
il s’agit d’estimer la valeur la plus « vraisemblable » de o au regard de ’échantillon proposé.

On notera par la suite f, sa densité.

Pour tout € € RY, on définit sur R, la fonction g par :

g(a) =P(([X1 —a1[ <e) N (| X2 —a2[ <e)N---N([Xn —2n| <)) =P (ﬂ(le — x| < E))
=1

étant entendu que pour chaque valeur de a, la valeur de P (| X} — x| < ¢) sera distincte.
Comme les variables aléatoires X}, sont supposées indépendantes, on peut écrire avec € aussi petit qu’on le

souhaite :
n
gla) =[P (1 Xk — zx| <)
i=1

La valeur de a qui semble la plus « vraisemblable » est celle pour laquelle g(a) est maximale.
Recherchons donc la valeur de a qui maximise g...

On a:

P(| Xy —ap| <e)=P(zp —e < Xj <z + )
= Fx,(x +¢) — Fx, (21, — €)
= 2ef,(c) ot x — e < ¢ < x, + ¢ d’apres le Th. des accroissements finis

En effet, F'x, est une fonction de répartition de variable aléatoire a densité et a ce titre elle est de classe C 1
sur le support de X () =[5, +o0] et le T.A.F. peut donc s’appliquer sur l'intervalle |z — e,z + €]...

Des lors, les valeurs de a qui maximisent g(a) sont celles qui maximisent :
1 n
Szo(a) = T[ fuler)
k=1
et en faisant tendre € vers 0, on cherche a tel que :
n
£(a) = I fo(s)
k=1

soit maximal...
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