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O N NG Rs WD

Dans tout le chapitre, | {2 désigne un univers fini. .4 désigne I’ensemble des parties de 2.

C’est 'ensemble des issues. P est une probabilité.
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Cuaritre N26 — Couples de variables aléatoires [BCPST1 Externat Chavagne]

Couples de variables aléatoires

Définition 1

On appelle couple de variables aléatoires la donnée de deux variables aléatoires
X et Ysur le méme espace probabilisé (2, A, P).
On parle aussi de vecteur aléatoire (X,Y).

Exemple n° 1 Etant donné une expérience aléatoire, on associe donc a toute issue
deux caractéristiques quantitatives. Par exemple, on choisit un individu w au hasard
dans une population. X (w) représente son age et Y (w) son poids.

Exemple n°2 On lance deux dés a six faces.
X associe a une issue le produit des deux dés. Yassocie la somme.

Lo1 CONJOINTE, LOI MARGINALE

Définition 2

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire et X(Q) = {z,2,,...,2,} Y(Q) =
{y17y27 [ ym} .
« On appelle loi conjointe de X et de Y'la donnée des réels :

V(i) € [Lin] x [sm], P(IX = 2] 0 [Y = y,])

« On appelle lois marginales du couple (X, Y) les lois des variables aléatoires X
etY.

Propriété 1 (Lien entre loi conjointe et loi marginale)

La formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements
(Y = yj)1<j<m

Vie [l;n],P(X =x;) = ip([X =z, NY = yj])

et de méme avec les.ce (X = ;)<

Vi€ [Lm] P(Y =y;) = 3 P(IX =z 0 [Y =)
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Cuaritre N26 — Couples de variables aléatoires [BCPST1 Externat Chavagne]

Les formules précédentes permettent de comprendre la terminologie « loi marginale ».
Si on prend I'exemple d’un couple de v.a.r (X,Y)
tel que X(Q) = {1,2,3} et Y(Q) = {1,2}),0on a:

€T.:
’ x, Ty X5 total

Yi

1 [P(IX =z N[Y =y )| P(X = 2] N [Y =) |P(X = 23] N [Y =y )| PY = y;)

Yo |[P(X =20 [Y =p])|P(X =2] N [Y = y])|P(X = 23] N [Y = 15,])|P(Y =y,)

total P(X = ;) P(X = z,) P(X = z3) 1

Les lois « marginales » sont les lois qu’on obtient « dans les marges ».

Proprieté 2
Avec le notations précédentes,

P(X=2]0[Y =y) =Y P(X=2) =3 P =j)=1

n m n
=1 i=1 7j=1

i=1j

LoI CONDITIONNELLE, V.A.R INDEPENDANTES

Définition 3

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire et z € X (Q2) tel que P(X = x) # 0.

On appelle loi de Y conditionnée par I'événement [X = x] la donnée des
probabilités :

P([X =a]n[Y = Y]]
vj € [;m], P(Y = y;)/IX = o)) = ( )

P(X =x)
De méme,siy € Y (), on définit laloi de Y conditionnée par I’événement [Y = y]
o P(IY =yl N (X =)
Vi [Ln] PIX =n)/[Y = 1) = 55—
\ J
Définition 4

On dit que deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes ssi

V(z,y) € X(Q) x Y(Q),P([X =2]N[Y = y]) = P(X=2)x P(Y =y)

En d’autres termes, chaque évémenent que I’on peut définir a partir de X est indépendant
de chaque événement défini a partir de Y.

Dans un exercice, on pourra soit avoir a prouver 'indépendance de deux v.ar X et Y
(al'aide de la définition) soit utiliser I'indépendance si elle est donnée en hypothese.
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CHAPITRE N26 — composition avec une fonction de deux variablesfBCPST1 Externat Chavagne]

Propriété 3

Soitx € X () ety € Y(Q). Si X et Ysont indépendantes,
e |a loi de X conditionnée par [Y = y] est la méme que la loi de X.
e |a loi de Y conditionnée par [X = z] est la méme que la loi de Y.

Propriété 4

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, f et g deux fonctions définies sur
R. Alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

composition avec une fonction de deux variables

Propriété 5

Soit ‘(X, Y') un vecteur aléatoire tel que |§f((g)):gll;"{ g une fonction de R dans R

On définit Z = g(X,Y"). Son support Z(£2) vérifie
Z(Q) c {g(z;,y;) |z € X(Q),y; €Y(Q)}

V2€Z(Q),P(Z=2= Y  P(X=z]n[Y =y

zeX(Q),ycY(Q)
g(x,y)==2

Si de plus X et Ysont indépendantes, on a

Vze Z(Q),P(Z =z) = P(X =x)P(Y =vy)
a:eX(Q),y)eY(Q)
glz,y)==2

ona Z(Q) C {g(z;y;) |z € X(Q),y, €Y ()}

etpas Z(Q) = {g(z;,y;) | z; € X(Q),y; €Y(Q)}

En effet, les variables X et Y peuvent étre corrélées dans ce cas tous les couples ne sont
pas nécessairement atteints.

ESPERANCE, FORMULE DE TRANSFERT

Propriété 6

\

Soit (X, Y) un vecteur aléatoire, g une fonction de deux variables et Z = g(X,Y).

BZ) =303 gl P(1X = 2] [Y =)

n
i=1 j=1

Exemple n°3 Calculer directement I'espérance de sup(X;, X,).

Propriété 7 (linéarité de l'espérance)

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire et (\, 1) € R2. Alors
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CHAPITRE N26 — composition avec une fonction de deux variablesfBCPST1 Externat Chavagne]

l BaX +bY) = aB(X) + bEY)

Preuve : avec la formule de transfert et la linéarité de la somme
Propriété 8
Soit (X, Y) un vecteur aléatoire tel que X et Y'sont indépendantes. Alors

EXY) = BX)EY)

Preuve : avec la formule de transfert et la linéarité de la somme

I La réciproque est fausse !

CAS PARTICULIER : SOMME DE V.A.R

Propriété 9
Soit (X,Y) un vecteur aléatoire tel que ‘}),(((8)):[[[[09;:1%

Alors,si Z = X +Y, Z(Q2) C [0;n 4+ m]

V2€Z(0),P(Z=2)=> P(X=KN[Y =2z—k)

Il est plus élégant de rédiger ce résultat avec la formule des probabilités totales.

La formule des probabilités totales avec le s.c.e ([X =4]),_._ donne:
P(Z=2z) =) P(X=iN[Z=2])
=0

P(X=i|N[X+Y = 2))
P(X =qN[Y =2 —1i])

On utilise ensuite la loi conditionnelle si on la connait ou, si X et Y'sont indépendantes,

on continue les calculs.

I Exemple n° 4
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CHAPITRE N26 — composition avec une fonction de deux variablesfBCPST1 Externat Chavagne]

Exemple n°5 Somme de v.a.r indépendantes suivant une loi binémiale

Soit X & B(n,p) et Y < B(m, p) indépendantes. Déterminer la loi de X + Y.

Ona (X +Y)(Q) = [0;n + m]. Soit k € [0;m + n]

La famille (X = i)y<;<,, forme un s.c.e et la formule des probabilités totales donne :
n

PX+Y=k =Y P(X=in[Z=k)

:En:P([X:i]ﬂ[X—FY:k])

=p*(1 —p)ntmk ( 1 m) avec la formule de Van der Monde

‘ X+Y < Bn+m,p) ‘

COVARIANCE, CORRELATION

Définition 5

Soit z et Y deux variables aléatoires. On appelle covariance de X et Y'le réel

Cov(X,Y) =E((X —HEX))(Y —HY)))

Propriété 10 (formule de Keenig Huygens)

Cov(X,Y) = B(XY) - EX)EY)

Propriété 11

Si X et Ysont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0.
la réciproque est fausse

Propriété 12 (Propriétés de la covariance)
soit X, Y, X;, X, des variables et (), 1) € R

e Cov(X, X) =V(X)
e Cov(X,Y) =Cov(Y, X) symétrie
e Cov(AX,| + uX,,Y) =ACov(X,,Y) + uCov(X,,Y) linéarité a gauche
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CuariTre N26 — Généralisation au cas de n variables aléatoires [BCPST1 Externat Chavagne]
Propriété 13 (propriétés de la variance)
soit X, Y des variables et (), 1) € R2.

VIAX + 1Y) = V(X)) + p*V(Y) + 2 p Cov(X,Y)

Et en particulier,

VX +Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

Géneéralisation au cas de 7 variables aléatoires

Définition 6

Soitn € N* et x,, X,, ..., X,, n variables aléatoires.
On appelle vecteur aléatoire le n-uplet (X, ..., X,,).

Propriété 14 (linéarité de l'espérance : cas général)

Soit (ay,...,a,) € R™ et (X, ..., X,,) n variables aléatoires.

E (Z aka> = Z a E(X})
k=1 k=1
Autrement dit,

Ea, X, + .. +a,X,) =0, BX)) + ... + 0, HX,)

\

Définition 7

n variables aléatoires X, ..., X, sont dites mutuellement indépendantes ssi

pour tout (z4,...,x,,) € X;(2) x ...X,, ()
P(X,=z]n..Nn[X,=2,])=PX,=21) x...x P(X,, =x,)

De méme que pour une famille d’événements, si n variables sont mutuellement indépendantes,
alors elles sont indépendantes deux a deux. Mais la réciproque est fausse.

Propriété 15

Soit X, ..., X, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors pour tout
p€[lin—1],si f:RP — Retg:R"P — R, alors les variables f(X;, X,,..., X)) et
9(X,41, -, X,,) sont indépendantes

Propriété 16

Soit X, ..., X,, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes, et u,, ..., u,, n
fonctions réelles, alors les v.a.r uy (X;), ..., u, (X,,) sont mutuellement indépendantes.

ceey n

\

Propriété 17

Soit X, ..., X,, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes, alors
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CuariTre N26 — Généralisation au cas de n variables aléatoires [BCPST1 Externat Chavagne]

l VX, + o+ X,) = V(X)) + . + V(X))

Exemple n°6 wun exemple extrémement pratique

Si X,,...,X,, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant une

méme loi de Bernoulli B(p), alors Y = Z X, < B(n,p).
k=1

Avec les propriétés précédentes, on retrouve tres simplement que :
n n

:ZE(Xk) :sznp
k=1 k=1
=) VIX;) = Zp (1—p) =np(1—p)

n
k=1

On retrouve aussi

Les sommes de var suivant une loi de Bernoulli ne servent pas que pour les lois binomiales,
mais aussi dans d’autres contextes ou 'on cherche a compter les succes.

Exemple n° 7 Si Xy, ..., X,, sont n variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant une méme loi admettant une espérance . On définit la moyenne empirique

ZX:«

C’est elle que l'on utilise pour estimer la moyenne d’une variable aléatoire et par
exemple, vérifier la cohérence du résultat d’un calcul avec Python.

Par linéarité de la moyenne,

ZE(Xk ——Xnu p

— en BCPST2, on I'appelera « estimateur » de la moyenne.

Exemplen®8 Si X < B(n,p)etY < B(m,p),alors X +Y < B(n+m,p)
En effet, si X,..., X, X,, +1,...,X,,.,, sont des variables aléatoires mutuellement

indépendantes suivant une méme loi de Bernoulli de parametre p.
n+m

X a méme loi que Z X, et Yaméme loi que Z X

k=1 k=n+1
n+m n+m

Ainsi, X + Ya méme loi que ZXk+ Z X, = Z X}, cest a dire B(n+m,p)
k=1 k=n+1 [
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CHAPITRE N26 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagne]

Exercices

exercice 1 Un sac contient n jetons numérotés de 1 a n, ot n > 3. On extrait 3
jetons simultanément, on note X, Yet Z les trois numéros obtenus avec X <Y < Z.

+ Déterminer laloide Y.
+ Calculer son espérance.

Proposition de corrigé :

1. Y(Q) = [2;n — 1] car Yest strictement plus grand que le plus petit numéro qui vaut au moins 1.Donc Y > 1
et de méme Y < n. Tous les cas intermédiaires sont clairement possibles.

L’univers € peut étre mis en bijection avec I'ensemble des parties a trois éléments dans [1;n], donc soit
Card(Q) = () et il y a équiprobabilité.

Soit j € [2;n —1]. il y a j — 1 jetons dont le numéro est strictement inférieur & j et n — j choix pour Z, ce
qui nous donne (j — 1)(n — j) triplets possibles.
Comme il y a équiprobabilité,

PY =j)= 2 = :

Card([y = j]) _ [ U= = iy sig € [2n - 1]
Card(€2)

0 sinon

Un moyen de vérifier (mais c’est une vérification trop longue pour un DS !) notre raisonnement est de vérifier que Z" ! PlY =j) =1

Ona
n—1

Sopor—y -3 e
= B 7]:‘ n(n—1)(n—2)
n—1

B 6 (2 ; .
= =D =Y) <Z(J +(n+1)j IL))
)

=2

6

n—1
24 (1) i—n) — (—1 4+ (n+1) —
"= D(n—2) Z( P+ n+1)j—n)—(=1+(n+1) n))
S
n(n—1)(n—2) =
6 1 —

j=2
) <Jl
n=1 1
( < : 72+n+lZ]f (n—1)r )
(n—1)n(2n — l) , (n—1)n i
H(:n—l)(n—Q) (7 6 + (n+ 1) D) —(n— l)n)
+

6 2n—1) n+1 1
Cn—2 6 2

2. Calculons I’espérance de Y, on a

BY)= =S jP(Y =)
j=2
= 65(j —1)(n—j)
B ; nn—1)(n—2)

—j* 4+ (n+1)5° —m))

—n(n_;;(n_z(z —J +<n+1)j 77L]> ( 1+(n+1)n>>

:n(n—lb;(n—m jlﬁ +(n+1) "i] —ni])

:n(n—16(n—2) <_(n_41)2n2+(n+1)< - )G(Qn_l)_(n_zl)n>
:nﬁ2<_(n—41) +(n+1>ézn—1>_;>:12(:_2)(_37124-371—1—2(2712—&-71—1))
- % 1_2> (W +n=2) = oo Do —2)
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CHAPITRE N26 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagne]

_n+1
2
exercice 2 Soit X une variable aléatoire dont la loi est donnée par
1 1
P(X:O)zé, P(le):P(X:—l):Zl et P(X:2):P(X:—2):6
Soit Y = X2,

1. Donner la loi du couple (X, Y"). En déduire la loi de Y.

2. X et Ysont-elles indépendantes ? Calculer Cov(X,Y).

Proposition de corrigé :

1. Laloi du couple (X,Y) est donnée par le tableau a doubles entrées suivant

Y 0| 1| 4 |PX=u)
x
—2 0] 0| g 3
-1 0o 1] 0 3
0 sl oo 3
1 o L]0 3
2 0| 0 | g e
1 1 1
PY=y | 5 | 3|3 0
On en déduit la loi de Yen sommant sur les colonnes,

Yj 0 1 2

1 1 1

PY=y) | 5|32 |3

2. X et Yne sont pas indépendantes, en effet on a
1
P(X=0Y=1)=0 et P(X:O)P(Y:l):E#O

1 1 1 1 1
X)==x(=2)4+>x(=1)+ - Sxl+-x2=
EX) 6><( )+4><( )+6><0+4>< +tg 0
1 1 1 7
V)=~ Sxl4sx2=1
EY) 6><0+2>< +3>< 5

Avec le théoréme de transfert (XY est finie, donc admet une espérance)

EXY) = Z zyP((X,Y) :(a;,y)):%xOxO—&—%><(—1)x1+ix1xl+%x(—2)x2+%><2><2:O
(z,9)eX(Q)xY ()
Puis avec la formule de Keenig Huygens,
Cov(X,Y)=EXY) - EX)KY)
=0

Ainsi X et Y'sont de covariance nulle mais ne sont pas indépendantes.
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CHAPITRE N26 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagne]

exercice 3
On lance n dés équilibrés et, pour tout entier ¢ compris entre 1 et 6, on note X; la variable
aléatoire qui prend la valeur 1 si la face 7 est apparue au moins une fois et a 0 sinon.

1.

2.

3.

Donner la loi de X, .

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de numéros de faces différents obtenus.
Calculer 'espérance de X.

a. Pour (i, ) € [1;6]°, i # j, déterminer la loi conjointe de (X, X;).
En déduire Cov(X;, X;).
b. Calculer V(X).

Proposition de corrigé :

1.

2.

3.

Soit ¢ € [1;6]. X,(Q) = {0,1}. X, suit une loi de Bernoulli de paramétre p = P(X, = 1).
[X, = 0] est réalisé ssi la face i n’est jamais apparue, donc ssi on tire n fois un des 5 numéros de [1; 6]
distinct de i. Ainsi, par indépendance des tirages,

On en déduit

X, < 8(1-(3)")
6
On remarque que X = Z X,, d’ol par linéarité de I'espérance,
k=1
6 6 5\ "™ 5\ "
p =3 mx =3 (1-(5) ) =o (- (a) )

a. Soit (i,j) € [1;6]%, i # j. [X, = 0] N [X;] = 0 est réalisé ssi lors des n tirages on tire un des quatre
numeéros distincts de 7 et j. Par indépendance des tirages,

P(IX, = 0] N [X, = 0]) = (%)n - (%)n

En plagant les résultats dans un tableau, on obtient avec les régles usuelles la loi conjointe de
X,, X.):

g

Autre possibilité

De plus on peut remarquer que [{X; = 0] = ([X; = 0] N [X,; = 1]) U ([X; = 0] N [X,; = 0])
et que les deux événements sus-mentionnés sont incompatibles. Ainsi

P(X; =0)=P(X; =0[n[X; =1]) + P([X; =0 N [X,; =0])

Dok P(X; = 010X, = 1]) = P(X; = 0) = P(IX; = 0] [X; = 0)) = )" -G)
et de maniére similaire

On obtient finalement la loi conjointe de (X;, X)

Les (X},) suivant une loi de Bernoulli, on a

B(X,) = B(X;) =1 (%)n

De plus, X; X est finie donc admet une espérance donc d’apres le théoreme de transfert,
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CHAPITRE N26 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagne]

E(X,X;) = 0x0x P([X; = 0JN[X; = 0))+1x0x P([X; = 1JN[X; = 0))+0x1x P([X; = 0JN[X; = 1])+1x1xP([X, = 1]

on pouvait aussi remarquer que X; X; = B(1 + (%)n =72 <%>n)

et, avec la formule de Keenig Huygens,
COV(Xij) = E(Xin) - HXi)HXj)

On peut remarquer que ce résultat ne dépend pas de ¢ et 5. On peut remarquer également que

cou, )= ()~ ()~ (2~ ()

ce qui confirme que les X, ne sont pas mutuellement indépendantes (on le savait déja car X est une somme
de v.a.r de Bernoulli de méme parameétre mais ne suit pas une loi binomiale !)

b. Ona
V(X) :V(Xl +X2+X3+X4+X5 +X6>

VIX,)+2 Y Cov(X; X))
1<i<j<6
e 5 () ()

oo (2 (2))
SAGEINEERONON
(@) m (@) )

exercice 4

Un sac contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire successivement et sans remise 2 jetons
de ce sac. On note X le numéro du premier jeton tiré et Y'le numéro du deuxiéme jeton tiré.

Mo 1M

K3

Il
—

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer P(Y = j|X = 4) pour (,5) € [1;n]*.
Les v.a.r. X et Ysont-elles indépendantes ?

3. Calculer la covariance du couple (X,Y").

Proposition de corrigé :

1. X suit une loi uniforme U ([1; n])

2. Soit (i,7) € [1;n]°. Supposons réalisé [X = i] Alors avant le deuxiéme tirage, I'urne contient n — 1 boules
comportant tous les numéros de [1;n] sauf j. ainsi, si j = i, [Y = j] ne peut étre réalisé et P(Y = i|X =
i) = 0.

Si j # i, l'urne contient alors exactement 1 boule numérotée jet P(Y = j|X =) = % Finalement,
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CHAPITRE N26 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagne]
Losii£j
PY =jlX=i)=4q """
Osit =7
Comme par exemple P(Y = 1|X = 1) #+ P(Y = 1), les via.r X et Y ne sont pas indépendantes.

3. De ce qui précéde, on déduit la loi de Y. Pour tout j € [1;n],
“— n(n—1) (n(ln—=1) n

Ainsi Ysuit également une loi uniforme U ([1; n]).
Ona B(X) = E(Y) ="

De plus avec le théoréme de transfert (XY est finie donc admet une espérance)

E(XY)= Y @P(X=in[Y=j)= > ijP(X=0)P(Y=jX=1i) =§j§jmnmgﬁ)
(m>6ﬂ1 n]? (i.4)€ltin]? =1
~ [nn+1) ] 1 n?(n+1)2 nn+1)2n+1)
B(XY) = Z ZJ_H;Z[Q_Z}_n(n—l){ i 6 }
J#i
Finalement
E(XY) = % Ba(n+1)—202n+1)] = % [-n? —n] = % 302 —n—2] = %(n—l)(?ﬂﬁ

Avec la formule de Keenig Huygens,

Cov(X,Y) = B(XY)—E(X)B(Y) = (n+1)1(§>n+2)_(n—21)2 _(n+1)3n +122)—3(n+1)2 _ (n+1)(3n —1|—22—3n
- n+1

12

Cov(X,Y) =

exercice 5
Soit n € N* et X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [1; n]. Soit Y'la variable
aléatoire définie par Y = (X + 1)2. Calculer la covariance de X et de Y.

Proposition de corrigé :On a:

n+1 7 k2 n 2n+1 k3 n(n+1)2
BX) = et BX?) =y & = il o pxs) = o A = nl)

D’ou
HY) =B(X +1)?)

=HX?+2X +1)
=EX?)+2EX)+1
:(n+1)é2n+1)+n+1+1
20?2+ 9n+13
B 6

et

Cov(X,Y) = BXY) — BX)HY)

n+12n2+9n+13

2 6

(n+1)(2n%+9n + 13)
12

n(n+1)2 m+1)(2n+1) n+1 (n+1)(2n%+9In+13)

== *? 6 Ty o 12

(n+1)(3n(n+1)+4(2n+1) + 6 — (2n% + 9n + 13))
12

=HX?+2X%2+X)—

= BX?) + 2B(X?) + BX) —

(n+1)(n?+2n—3)
12

_(n+1)(n—1)(n+3)
12
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exercice 6 Soit X et Ydeux v.a.r. discrétes admettant des variances V(X) et V(Y).
Onpose Z=X+YetT =X —-Y.

1. Montrer que si Z et T sont indépendantes alors V(X) = V(Y).
Soit X et Y deux v.ar. indépendantes de méme lois prenant les valeurs 1,2, 3 avec la

probabilité %
a. Montrer que V(X) = V(Y).
b. Déterminer les lois de Z et de 7" Sont-elles indépendantes ?

Proposition de corrigé :

1. On suppose que Z et T'sont indépendantes, on a alors en particulier B(ZT) = E(Z)ET), c’est-a-dire
B((X +Y)(X —Y)) = (BX) + HY)) (BX) - HY))
D’ou
EHX?)—HY?) = BX)* - HY)?
Et donc
V(X) = BX?) - BX)? = HY?) - EY)? = V(Y)

2. Soit X et Ydeux v.a.r. indépendantes de méme lois prenant les valeurs 1,2, 3 avec la probabilité %

a. X et Yontla méme loi, elles ont donc la méme variance.

b. Les lois de Z et T'sont données par les tableaux suivants

z; 2 3 4 5 6
_ 1 2 3 2 1
PZ==) 15 |9 |9 |5 |0
t; -2 | -1 0 1 2
B 1 | 2| 3 | 2 | 1
Pr=t) |5 |5 9|35
Z et T'ne sont pas indépendantes, en effet
1
P(Z=6T=2)=P{X=3Y=3In{X=3Y=1})=0 et P(Z:G)P(T:2):8—17’:O
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exercice 7
SoitZ=X-Y.

1. Déterminer la loi de Z.
2. Zet X sont-elles indépendantes ?
3. Calculer Cov(X, Z).

Proposition de corrigé :

La loi de Z est donnée par le tableau suivant

z 3] 2] 1] o 1 2 | 3
PZ=% | s |si| 5|6t st |oi|®
Z et X ne sont pas indépendantes, en effet on a
P(Z=-3X=3)=PX=0Y=3,X=3)=0 et P(Z =—-3)P(X =3)

Comme X et Ysont indépendantes, on a, en particulier B XY) = E( X)EY).

Cov(X, Z) = BIXZ) — BIX)E(Z)

=BX(X -Y)) -BX)EX -Y)
= HX?) - BXY) - BX)* + BX)HY)
= EX?) - BX)RY) - BX?) + BX)HY)

= V(X)
1

3 —
><2><

_3
~ 1

(1—2

1

)

1

~ 512

Soit X et Y deux v.a.r. indépendantes suivant toutes les deux une loi B (3, %)

£0
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exercice 8 Loi de Hardy-Weinberg

d’aprés Bastien Marmeth

En 1908, un mathématicien anglais, G.H. Hardy, et un médecin allemand W. Weinberg ont
formulé une loi, connue sous le nom de loi de Hardy-Weinberg, qui concerne les fréquences
alléliques pour un gene pouvant s’exprimer sous la forme de deux alleles A et a dans une
population diploide idéale. Nous dirons qu'une population est idéale lorsque

La population est de taille infinie.

Les individus s’y unissent aléatoirement, impliquant I'union aléatoire des gameétes. Il n’y a
donc pas de choix du conjoint en fonction de son génotype. On dit alors que la population
est panmictique.

Il n’y a pas de migration. Aucune copie allélique n’est apportée de 'extérieur.

Il n’y a pas de mutation.

Il n’y a pas de sélection.

Les générations sont séparées.

On a alors la loi de Hardy-Weinberg :

Sip € [0, 1] est la proportion d’alleles A dans la population initiale et 1 — p la proportion
d’alleles a alors c’est encore le cas a chaque génération suivante.

De plus, si r, s, t sont les proportions respectives des génotypes AA, Aa et aa dans la
population initiale avec r 4+ s + ¢t = 1 alors les fréquences de AA, Aa et aa pour toutes
les générations suivantes sont égales a

(+3) 2(+9)(+) (+3)

Cette loi est généralisable a un locus avec plusieurs alleles A;, Ay, -, A.

Conséquences.

Les relations de dominance entre alleles n’ont aucun effet sur I’évolution des fréquences
alléliques.

La ségrégation mendélienne aléatoire des chromosomes préserve la variabilité génétique
des populations.

L’évolution étant définie par un changement des fréquences alléliques, une population
diploide idéale n’évolue pas.

Seules les violations des propriétés de la population idéale permettent le processus évolutif.
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Applicabilité de la loi de Hardy-Weinberg.

Bien que les propriétés d’'une population idéale apparaissent un peu surréalistes, la plupart des
populations présentent des fréquences génotypiques en équilibre de Hardy-Weinberg pour
une grande majorité des locus. Ceci est di au fait que cet équilibre résulte avant tout de
la ségrégation aléatoire des chromosomes qui a lieu a chaque génération. Par contre, dans
les populations naturelles, les fréquences alléliques varient constamment d’une génération a
I’autre sous I'influence de divers facteurs (sélection, dérive génétique, etc...). Mais I’équilibre de
Hardy-Weinberg est rétabli au début de chaque génération. L’équilibre est avant tout perturbé
si les gamétes ne sont pas produites aléatoirement (meiotic drive), ou si il y a choix du
conjoint (consanguinité). Notez que la sélection naturelle n’affecte pas 1’équilibre de Hardy-
Weinberg parmi les nouveau-nés. Son effet ne devient perceptible que par la suite, au cours du
développement.

On va prouver la loi de Hardy-Weinberg. Soit X, la variable aléatoire exprimant le génotype
d’un individu tiré au hasard parmi la population a la génération i. On suppose que la la loi de
X, est donnée par le tableau suivant :

AA Aa aa
P(X = ;) p q T

Pour obtenir un individu de la génération ¢ + 1 on tire indépendamment deux individus de la
génération ¢ et on tire aléatoire un des alléles de chaque individu pour constituer le génotype
de notre nouvel individu.

1. Onnote p; = P(X;, = AA),q;, = P(X, = Aa) etr; = P(X;

, = aa).
Exprimer (p, 1, ¢;1,7;+1) en fonction de (p;, g;,7;).

2. Déterminer (py, qq,7,) et (py, gy, 75). Que peut-on conclure ?

Proposition de corrigé :

« Chacun des parents d’un individu AA a au moins un alléle A.
Les différents couples de parents possibles, ainsi que la probabilité que ce couple ait un enfant de génotype
AA est résumé dans le tableau suivant :

AA  |Aa
1
AA |1 5
1 1
Aa 5 3
D’ol

, 1 1 1, o q?
Pi1 = P; T 5P + 59Pi + 79 = Py + Pl +
De maniére similaire on a

R e s
et

Gs1 =1 —=Dpip1 — i

=1—p?—7r? —pg; — 14 — —

2
) :
=Py +a; +7:)" =P} =7} =Pl — it —
q>?
=P} 4 7 77 20,0+ 205 + 29— pY =Y = pidy — i — o

2
q.
= 52 + p;q; +q;r; + 2pi7“i
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On peut aussi obtenir g, ; de maniére similaire a p; et r; en énumérant les situations menant a un enfant

Aa.

« D’apres la question précédente on a

2 9 9 2
SN L q _ _ q q IO LUy (|
Py =P paty —<p+2> Q= 2+pq+qr+2pr—2<p+2> (7"+2) ry=ToHgrtg —(r+2)
Puis
a
p2=pf+p1ql+1
2 2
! (), o )
q q q DT 3 2
= —_ 2 - _
(p+2) + <p+2) (r+2)+ 1

:@+92@wgf+4wg)@+g+@+gj

De maniére similaire on obtient g, = ¢q; et ry = ;.

On a donc prouvé la loi de Hardy-Weinberg et donc ses conséquences dont en particulier la non-disparation
des alleles récessifs n’affectant pas le succes reproductif comme le groupe sanguin O, le facteur rhésus — ou

bien encore la rousseur.

exercice 9 Une urne contient n boules numérotées de 1 a n, dans laquelle on
effectue deux tirages sans remise. On note X le numéro porté par la premiére boule et Y'le
numéro porté par la seconde boule.

1. Déterminer la loi conjointe de (X, Y'), puis les lois de X et de Y.
2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Déterminer 'espérance de XY, puis en déduire Cov( X, Y'). Retrouver alors le résultat de
la question précédente.

Proposition de corrigé :

1. L’univers est ’ensemble des 2-listes d’éléments distincts de [1;n].
[l y a équiprobabilité et Card(Q2) = n(n —1).

X(Q) = Y(Q) = [1;n]. Soit (k,£) € [1;n]*.

e Pour k # £, [X = k] N [X = {] est réalisé par une unique issue et P([X = k| N[Y = {]) ﬁ
=0.

e Pour k = ¢, [X = k] et [Y = {] sont incompatibles et P([X = k] N[Y ={])

La loi conjointe de (X,Y") est donc donnée par :

v(k,f)e[[l;n]]Q,P([X:kz]m[Y:E]):{O oy

2. Soit (k, £) € [1;n]°. Il est clair que X < U([1;n]). Ainsi, P(X = k) =
D’autre part, la formule des probabilités totales avec le s.c.e ([X = i donne :
P(Y =0) =) P(X=i)P(Y =(|X =)
=1

i
Or, si [X = 4] est réalisé, il reste n — 1 boules dans I'urne, dont une seule numérotée /¢ (sauf si i = £)
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1 . -
PY =X =i)={ 71 SEF
0 sid =i

Ainsi, P(Y =0) = (n— 1) x -+ x =12 =nDonc P(X = k)P(Y =) = & + P([X = k| N[Y = 1))

’ X et Yne sont pas indépendantes. ‘

3. XYadmet une espérance donc d’aprés le théoréme de transfert,

ZZMP N[y =4)

k=1 =
B(XY) = Zzn(n—l) B nn—1) Zk’ZE
R=1 B=L G
1 . n(n+1
E(XY)—n(n_Ukz_:lk( ( 5 )k)
B 1 nn+1) « 1 -
E(Xy)n(n—1)< 2 ;kn(n_l);kz)
B 1 n’(n+1)2 nnh+1)(2n+1)
B = ( ' 6 )
BE(XY) = 12:24”)1)(371(71“) —202n+1)) = %(31@2 —n—2) = %(n—l)(iﬁnJr%
E(XY):</ 1)(3n+2)

12
Avec la formule de Keenig Huygens, on a :

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) =

|

exercice 10 Minimum, maximum et somme de lois uniformes

(n+1)Bn+2) n+l n+l _ nJrl
12 2 2 70

Ainsi,

On considere une urne contenant n boules numérotées de 1 a n, et on effectue deux tirages
avec remise dans cette urne. On note X le numéro de la premiére boule extraite et Y'le numéro
de la seconde. On note également [ le plus petit des deux numéros tirés et S'le plus grand. On
rappelle (il faut savoir le redémontrer) que la loi de S est donnée par

Vk € [1;n], P(S = k) = 2’“”; 1

1. Donner laloide I .
2. Calculer E(S5), E(I), puis V(S) et V(I).

3. Déterminer une relation liant X,Y, I et S. En déduire V(I + S), puis le coefficient de
corrélation linéaire de [ et .S.

Proposition de corrigé :
1. I(R2) = [1;n] et pour tout k € [1;n],
P(I>k) =P(X>KN[Y > k)

Par indépendance de X et Y,
2
P(I>k) =P(X>kPY >k) = (P(X > k)>

Or, P(X ZP %doncP(I k):(n—kH)?

On déduit alors (la formule précédente restant vraie pour k =n + 1) :

2
PI=k)=P(I>k)~PI>k+1)=(" k“)—("_k ==kt
—2k+1
VkE[[].;TL]], (I:k) T
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exercice 11 On a n boites numérotées de 1 a n. La boite k contient k£ boules
numérotées de 1 a k. On choisit au hasard une boite puis une boule dans cette boite. Soit
X le numéro de la boite et Y'le numéro de la boule.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y)

2. Calculer P(X =Y)

3. Déterminer la loi de Yet E(Y)

exercice 12
Une urne contient une boule blanche et une boule noire, les boules étant indiscernables au
toucher.

On y préléve une boule, chaque boule ayant la méme probabilité d’étre tirée, on note sa couleur
et on la remet dans I'urne avec c boules de la couleur tirée et on mélange parfaitement.
On répete 'opération dans une succession de n tirages (n > 2)

On considere les variables aléatoires (X;);;,, définies par :

X, =1 sion obtient une boule blanche au i-éme tirage
X, =0 sinon

On définit alors pour 2 < p < n la variable aléatoire Zp par
p
Zy, = Z X
i=1
1. Déterminer la loi du couple (X, X,). En déduire la loi de X.
2. Déterminer la loi de probabilité de Z,.

3. a. Déterminer 'univers image Z,(§2) de Z,,.

b. Soitp < n — 1. Déterminer P(X,,,; = 1|Z, = k) pour k € Z,(Q2).

c. En utilisant la formule des probababilités totales, montrer que :

P(Xppy =1) =~ o Zs)
d. Montrer (par récurrence) que pour tout p € [1;n], P(X, =1) = P(X, =0) = %
Proposition de corrigé :
exercice 13 Soit E = {1, ..., d} un ensemble fini. On appelle marche aléatoire sur F

une suite (X,,) de variables aléatoires a valeurs dans F telle que, pour tout ,j € {1,...,d}?,
il existe p; ; > 0 tel que, pour tout n > 1, P(X,, = i|X,,_; = j) = p, ;. On appelle matrice
de transition de la marche aléatoire la matrice A = (p; ;)1<; j<a-

1. Démontrer que, pour tout j € {1,...,d},ona 2?21 pij=1

2. Une puce se déplace sur un triangle de la fagon suivante. Si elle est sur un sommet, elle
se déplace de facon équiprobable sur I'un des deux autres sommets (elle ne peut rester sur
place). Donner la matrice de transition A dans ce cas.

P(X,=1)

n
3. On appelle matrice état au temps n la matrice colonne U,, = . Démontrer

P(X, =d)

n

que, pour toutn > 1,ona U, = A"U,.
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4. On dit que la marche aléatoire est convergente si la suite (U,,) est convergente. Démontrer
que si la marche aléatoire est convergente, ce ne peut étre que vers un état stable de la
marche, c’est-a-dire vers une solution de AU = U.

5. Lecasd = 2 : on considére dans cette question une marche aléatoire a deux états, on note

p l—g n
(1 —p—q)p,, + q. En déduire que les suites (p,,) et (g,,) sont convergentes vers des réels
que I'on précisera.

A = (1 —-p q ) et U, = (Zn> Démontrer que, pour toutn > 1l,onap, ; =

6. On retourne a I’étude de la marche aléatoire sur le triangle.
a. Démontrer, sans aucun calcul, que la matrice A est diagonalisable.

b. Démontrer que pour tout entier n, on a
ou

(@) e (3))

c. En déduire que, quelque soit I’état initial U, la suite (U,,) est convergente.
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