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MATHEMATIQUES
Intégration et algebre

Exercice :

Soient les vecteurs de R : u; = (0,3, —2), us = (1,1, 1) et uz = (3, -3,1)
Soient de plus :

E = Vect{uj,uz,u3} et D = {u € R®/Ja € R,u = (a,a,a)}

® Montrons que E et D sont deuz sous-espaces vectoriels de R? :
a) E est un sous espace vectoriel de R3 car engendré par une famille finie de vecteurs de R3.
b) Pour D on peut utiliser le méme argument en écrivant que :
D = Vect{(1,1,1)}
Sinon, on passe par la caractérisation :
— DCR?
— (0,0,0) € D (il suffit de prendre a = 0).
— Soit u,v € D, soit A € R, alors :
Jda € R/u = (a,a,a) et Ib € R/v = (b, b, b)
et A\u+v=(Aa+b,Aa+b,\a+b) € D. Conclusion : ‘ D sous-espace vectoriel de R3

@ La famille {uy,ua,us} est-elle libre ? On passe par exemple par la définition :

Soit ()\1, Aa, )\3) S Rg/)\lul + Aoug + Asuz =0 (*)

Ao+ 33 =0 A2 = -3)3 N — 9\
(%) ©<3A +X2—3X3 =0< <3\ —6)3 =0 {)\1 : 33)\ , VA3 € R
O\ =X+ A3 =0 O\ +4A3 =0 2T

On en déduit que : (x) < 2 \3u; — 3A3ug + Aguz = 0, VA3 € R.
Ou encore :

2u; —3us +uz3 =0

Conclusion : ‘La famille {u1, ug, us} est liée‘

® Déterminons une base et une équation cartésienne de E : Puisque uy et ug sont non colinéaires, on
peut en déduire que {uj,us} est libre, ou encore :

rg{uy, ug, us} = 2 = dim(Vect{uy, ua,us}) = dim(E)

E est donc un plan vectoriel dont B = (u1,u2) est une base. Il est demandé d’en donner ’équation
cartésienne : Une méthode possible consiste a dire que :

v=(z,y,2) € E < rg(uy,uz,v) =2

Or,
0 1 X 3 1 Yy L+ Lo
rg(u,ug,v)=rg| 3 1 yl=1rg| 0 1 x| Ly<+ Ly
-2 -1 =z -2 -1 z/ Lg
3 1 Y L4 3 1 Y
=rg |0 1 x Lo =rg|0 1 z
0 —1 3z2+2y/ L3+« 3L3+2L 0 0 z+2y+3z
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Des lors, v = (z,y,2) € E < x4+ 2y + 32 =0.

Conclusion : |E = {(z,y,2) € R3/x + 2y + 32 = 0}

@ Déterminons Uintersection de E et de D :

T+2y+32 =0 {Gz =0
= Sr=y=2=0

xT=1y =z

(m,y,z)eEﬁD@{
r=y =2z

Conclusion : |EN D = {0}

& Remarque : On pouvait aussi noter que (1,1,1) ¢ E et donc l'intersection du plan vectoriel E et de la
droite D est réduite au seul vecteur nul...

Probleme 1 : (D’aprés Agro A - 2000)

Partie 1 :

Dans cette partie, a désigne un réel et on pose F, = {u € RN/3b € R, u,, 11 = au, + b, ¥n € N}.
@® Soit u € Fj,.

Supposons qu’il existe deux réels by et b tels que, pour tout n € N : u,41 = au, + by = auy, + bo.
Alors par soustraction : by — by = 0 ou encore b; = bo.

Conclusion : ‘Si u € Fy, by, € R/upt1 = auy + by, Vn € N ‘

@ a) Déterminons Fy = {u € RY/3b € R, upy1 = uy + b,¥n € N}
Conclusion : ‘Fl est ’ensemble des suites arithmétiques ‘

b) Déterminons Fo = {u € RN/3b € R, up, 41 = b,Vn € N}.
Conclusion : ‘Fo est I’ensemble des suites constantes a partir de n = 11|,

Dans le reste de cette partie, a est supposé différent de 0 et de 1.

® Démontrons que F, est un R-espace vectoriel :
> [, C RN
» La suite nulle appartient & Fj. Il suffit de prendre b = 0.

» VA eR, Vu,v € F,, montrons que w = Au+v € F, :
u€ F, < b, € R/upt1 = auy + by, Vn € N
veEF, < 3b, € R/vp1 = avy + by, Vn €N
Alors :

Wpt1 = Mipt1 + Unt1 = Aauy, + by) + (avy + by) = a(Auy + vy) + (Aby + by) = awy, + by

avec by, = Ab, + by, € R car R est une R-ev.
Donc by, /w1 = aw, + by, Yn € N. Soit : La suite Au 4+ v = (Auy, + vp)nen € Fy

Conclusion : | F, est un sous-espace vectoriel de RN |,

@ Soient © = (n)nen €t ¥ = (Yn)nen les suites définies par :
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vneN z,=1et y, =a"
Démontrons que {x,y} est une famille libre de Fy :
» Onabienz € Fpcar:VneN, 1 =ax 1+ (1—a). Soit by =1—a.
» Onabieny e F,car: Vn €N, a” =a x a" ! +0. Soit by = 0.
» Montrons maintenant que c’est une famille libre : Soit (A, u) € R%/A\x + py = 0.
Donc
A (n=0)

=0
Apa =0 (n=1) S A=0=p(cara#0eta#1

Vn € N, )\ﬂcn+,uyn:)\+ua”:0:>{

Conclusion : ‘ {z,y} est une famille libre de F,

® Soit u € Fy,.
Azo + pyo =wuo

a) Démontrons qu’il existe (\, ) € R? unique tel que : :
AT+ pyr = wy

— Premiére rédaction :

A = A = A=—
{ o + 1Yo uo@{ +p UO@{ M=+ uo

AT+ py1r = uy A+ pua =ug —u+ug+pa =u
U —u
A = ! O—I-uO
& a—1 car a # lpar hypothese
Ul — Ug
H =
a—1

Or u € F, donc Vn € N, upy1 = auy + by.
On a donc : u; —ug = (aug + by) —up = (@ — L)ug + by,
Soit :

=

ALo + pyo = uo A=
AT1 + pyr = w

B =ug +

b b
Conclusion : |1l existe une unique solution : (A, u) = (1 _ua, ug + " _u 1)

— Seconde rédaction : On utilise I’écriture matricielle du systeme. A savoir :

Az + pyo = ug - Atp  =wu - <1 1> ' (A) B <u0>
AT+ pyr = U A4 pa =u I a Y Uy
Or det (1 clz) = a — 1 # 0 par hypothese.

Donc la matrice associée au systeme est inversible. Ce qui assure ’unicité de la solution.
Par ailleurs, en multipliant & gauche et & droite par la matrice inverse, on obtient :
A a -1\ (u) 1 auy — Uy
w) a—1\-1 —-1)\u1) a—1\—ug+u
et comme u € Fy, on a :
aug — uy = aug — (aug + by) = by et —ug — uy = —ug + (aug + by) = (@ — V)ug + by,

1—a a—1

b, by
on retrouve donc | (A, ) = ( ug + )
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b) Montrons que, pour \ et u définis a la question précédente, on a :
Vn €N, « up = Axp + pyn » Pa
Raisonnons par récurrence :
» Py est vraie d’apres la question précédente.
» Supposons P, vraie pour n fixé (n > 0). On a donc u, = Az, + pyn.

» Alors up+1 = auy, + by, = a(Axy, + pyn) + by, avec b, = A(1 — a) d’apres 5.a)
Donc

Un+1 = a(Azp + pyn) + M1 —a) = Mazp, + 1 — a) + pay, = A\epi1 + wnt1

Pni1 est donc vraie

Conclusion : ‘Vn € N, up = Axpn + pyn ‘

¢) Que peut-on en conclure ? Nous venons de montrer que :
F, C Vect{z,y}

et comme x € F,, y € F, d’apres 4. on a aussi Vect{z,y} C F,.
Donc F, = Vect{z,y}

Conclusion : ‘La famille (z,y) est une base de F},

® D’apres ce qui précede dim(Fy) = Card{z,y} = 2.
Par définition de la base on a donc :

u

b
Yu € Fy, unziu—l—(uo—l—
l1—a a—

1)a”, Vn € N

& Remarque : Cet premiere partie est une fagon algébrique d’aborder les suites arithmético-géométriques.
D’apres le cours d’analyse, en effet, (uy)n>0 € F, signifie que u est une suite arithmético-géométrique et on
I’abordera de la fagon suivante :

b
SoitLERtelqueaL—l—bu:L@L:%. Alors :
—a

Unt1 :aun—i-bu@ Unt1 — L =a(up, — L) Li+<L;— Ly
L =aL + b, L =alL+b, L2

Soit, parce que la suite (u, — L) est une suite géométrique de raison a et de premier terme ug — L :

by, bu,
up — L = a"(ug — L) ou encore |u, = a" uo 7 —i—l_a,VneN

Partie 2 :

@® Soit CalculUV(n, a, b la fonction Python demandée.
a et b qui sont les premiers termes respectifs des suites v et v vont permettre d’initialiser le calcul qui
va s’effectuer de fagon récurrente en répétant n fois ugy 1 = Euk — §vk +5et vy = —zup + v + 7.

Pour effectuer ces n calculs, on va utiliser une boucle « Pour » avec k variant de 1 (pour le calcul de
uj et v1) an (pour le calcul de w, et v, qui seront retournés par la fonction). On utilisera pour ¢a un
range (1, n+1).

Une rédaction possible est la suivante :
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1 CalculUV(n, a, b):

2 k range (1, n+1):

3 a, b = a/2-3xb/2+5, -3%a/2+b/2+7
4 a, b

@ a) Calculons A% — A.
e Lt =3y (1 =3\ _ 1/ —6y_175 -3
T 4\-3 1 -3 1) 4\-6 10/ 2\-3 5
17/5 -3 1 -3 174 0 2 0
2_ = — — = - = =
woa=5 0% ) -G )] =5 8= 5) =

En en déduit que A[-=(A—1)|=[=z(A—-1)]A= ;(A2 —A)=1

D’ou

1 1
2 2

1 1/-.1 —
Conclusion : | A est inversible et A=t = —(A—1) = - 1 3
2 4\-3 -1

b) Montrons qu’il eziste deux valeurs X\ réelles pour lesquelles la matrice My = A — Xd est non
inversible : C’est une matrice d’ordre 2. Il suffit de calculer son déterminant.

oo lm—2xn =30y 1 5
det(M,\)—det( 3 1_2>\>_2((1—2>\) -9)

2
= ;(1 —2A-3)(1-2)+3) = ;(—2)\ —2)(d-2)) = 2\ + 1)(2 - \)

My = A — M est non inversible si et seulement si det(M)) =0 A =2o0u A= —1.

Conclusion : ‘ (S)) n’admet pas une solution unique pour \; = —1 ou A\g = 2‘

c) D’apres ce qui précede, les systémes
(1) AX=-X< (A+Id)X =0cet (52) : AX=2X < (A-2Id)X =0

admettent tous les deux au moins une solution non nulle.
On résout ces systémes tour a tour :

Pour \{ = —1:

3xr—3y=0

Sr=y,VyeR
343y =0 vy

(A—)\lld)X:0<:>(A+I)X:0<:>{

Conclusion : ‘E_l = {(z,z),x € R} = Vect{u1} ot u; = (1, 1)‘

Pour Ao = 2:

—3xr—3y=0

Sr=—-y, VyeR
—3x—3y=0 vy

(A—)\QId)X:0<:>(A—2I)X:O<:>{

Conclusion : ‘Eg = {(z,—z),z € R} = Vect{ua} ot ug = (1, —1)‘

d) Conformément a 1’énoncé, on note désormais P, la matrice de la famille (u1,us), prise dans cet
ordre.

Nous avons donc P = G _11>
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i. Justifions le fait que P est inversible et calculer P~ :

det(P) =1-(=1)—1-1=—2# 0 donc | P est inversible .

1 /-1 —
Par ailleurs, il est immédiat que P~ = — (_1 11>.

1/1 1 1
. . -1 _ — - _
Conclusion : | P~ = 5 <1 _1> 2P

ii. Montrons que P~YAP = D ou D est une matrice diagonale de Mz(R) qu’on précisera : 11 suffit
pour cela de faire le calcul...

1/ 1\1/1 -3\ /1 1 -1 0
71 —_ — = =
P AP_2<1 —1)2(—3 1)(1 —1) (0 2> b

Vérifions que X411 = AX,, + B, Vn € N :
1 ! 5 +5
_ —Up — =V
et D Q-(3 3
TV o —Stn+ o +7) AU

Conclusion : ‘Xm-l =AX, +B,Vn e N‘

. c
Soit Y,, = (dz
De 1.d)iii. on tire la relation : A = PDP~!. D’ou :

Xp41=AX,+B & X,,y1 = PDP'X, +B
En multipliant & gauche par P~! et en rappelant que P~'P = I3, on obtient :
P'X,.1=DP'X,+P'B

) défini par Y,, = P71 X,,, Vn € N. Montrons que Y41 = DY, +B; ou B; € M1 (R):

2

. . 1 /1 1 5 6
Conclusion : |Y,11 =DY,+Biou B =P "B=— 1 1 )=\

La relation précédente s’exprime sous la forme :
cny1) _ (=1 0\ [cn + 6
doi1) L0 2] \c, -1

Chy1 = —Cp+6
dpp1 =2dp—1

Ou encore

Conclusion : ‘c et d sont respectivement des suites de F_1 et de Fj ‘

Ezprimons ¢, et d, en fonction den, co et dy :

bu

b
Rappelons que d’apres la partie 1 : v € F, & u, = 17u + (uo +

1)a”, Vn € N

Il suffit donc d’appliquer ce résultat aux suites ¢ et d...

(cn) € E_1 avec b, = 6 donc :
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(dn) € Ey avec by = —1 donc :
dp =1+ (dy—1)2", ¥n € N

en=(—1)"co+3(1—(=1)")

, Vn e N
dp =2%dg+1—2"

Conclustion : {

b) Exprimons cy et dy en fonction de ug et dy :

1
Rappelons que : Yy = P~1X, donc (CCZO) =-P <ZO). Donc :

0
1
co = %(UO + Uo)
do = §(U0 —p)
Ug + v
en = (1" —+3(1— (-1)")
Conclusion : ,VneN
uog — Yo
dp, =2" 5 +1-2"

¢) Nous pouvons désormais en déduire une expression de u,, et de v, en fonction de n, uy et vg. En
effet :

()=o) ) =2 () =G 4)- ()

Conclusion : ‘un =c,+d, et v, =c,—d, ‘; 1l suffit alors de remplacer par leur valeur...

Probléme 2 :

I/ Fonction « gamma » d’Euler :

Xe ™™ six >0
0 siz <0
Montrons que fy est une densité de probabilité :

@ Soit fy définie sur R par : fy(z) =

a) f est continue sur | — 0o, 0] car constante égale & 0 et sur |0, +-oo[ car = Ae™** est continue sur
R donc sur R* .

Par ailleurs lin%fA(x) =X # f1(0) =0 donc ‘ f est continue sur R*
T—r

b) A > 0 donc il est immédiat que ‘ o est positive sur R ‘

[ee] o
c) / f(x)dx = / e~ dz par application de la relation de Chasles.
—00 . 0 .
Soit F(t) = / e Mz = [fe_m} =1-—e
0 0

oo
Donc lim F(t) =1 car A > 0. Soit / fa(z)dz converge et vaut 1.
—00

t—+00

Conclusion : ‘ /> est une densité de probabilité ‘
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@ a)

Si0 < a<lalors lim t* ' =0= lim e /2 donc lim t*'e/2 =0 et si a > 1, par croissances
t—4o00 t—+4o00 t——+o00

comparées, lim t* le=t/2 = (.
t—+o00

Quel que soit le cas de figure, il existe donc un réel A > 0 tel que :
V> A, e le 2 <

D’autre part , Vi > 0, tole=t/2 5

il existe A > 0 tel que Vt > A, 0<t* le7t/2 <1 (%)

La fonction : f : ¢t — t® et est continue et positive sur ]0, +oo[

Vt> A, 0<t*let <e /2 gobtient en multipliant (%) par e~*/2.

et f;{oo e Y2dt est convergente (car f0+°o e~ dt est convergente pour tout a > 0)
Par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives,

f;oo t*~le=t/2dt converge

Lu dans le rapport de jury : « La limite est en général trouvée. Par contre l’encadrement est
rarement justifié et le théoréme sur les intégrales de fonctions positives rarement cité.

On constate des confusions avec les suites : « a partir d’un certain rang ... »
+00

Plusieurs candidats affirment que dx converge.

A
D’autres pensent que la fonction étant bornée, l'intégrale converge. Ou encore que la fonction ayant
une limite nulle, l’intégrale converge... On peut lire ausst :

0< f<g sur[A,+oo[ donc /OO fz)dx < /OO g(x)dx
A A

o0 o.¢]
07’/ g(x)dx converge donc/ f(x)dx converge. »
A A

vt €]0, 4], 0<telet <ot

A o A AQ o
A a1 : a—1 :
Jo t*'dt est convergente car, si on pose G(z) = / 17 dt = | —| , soit G(x) = ———,
. a a
x
, A% —at AT (A el
alors limG(x) = lim———— = — puisque a > 0. Soit [; t*~'dt converge.
z—0 z—0 (67 (67

Par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives, fOA t*le~tdt converge.
Lu dans le rapport de jury : « Le probléme de la borne O est trés rarement percu. »

Et par application de la relation de Chasles, on peut conclure a l'aide des questions 2.a) et 2.b)
que :

‘l’intégrale I'(«) converge pour a > O‘

ra) = f0+oo e~tdt = 1 (on reconnait fi étudiée & la question 1)).
MNa+1)= 0+°° t%e~tdt.

Yo ! _ a—1
On pose : { Z’((?)_—te_t Z(g)—_—oi_t u et v sont de classe C! sur |0, +o00[ si 0 < a < 1 et sur

[0, +00] si a > 1.
& On évitera de distinguer les cas en écrivant que pour tout a > 0, u,v de classe C'! sur ]0, +o0.
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lim wu(t)v(t) = 0 par croissances comparées, limu(t)v(t) =0 car a > 0
t—+o00 t—0

On peut donc faire l’intégration par parties directement dans l'intégrale généralisée :
T(a+1) = ut)o(t)]i™® +a 7t letdt = al'(a)

’Va >0, Ia+1)=al(x) ‘

& Remarque : Si on souhaite repasser par une intégrale définie de premiere année, il faut faire

I'intégration par parties sur :

Yy
/ t%e~tdt puis faire la limite quand z tend vers 0 et y tend vers 4oo...
x

Lu dans le rapport de jury : « Des intégrations par parties sont effectuées directement (sans

précaution) sur des intégrales impropres ».

¢) Une récurrence s’impose :
— Pourn=1,onal'(n)=T(1) =1=0! d’apres 3.a)
— On suppose que I'(n) = (n — 1)! pour n fixé (n > 1)
— Alors, d’apres la question précédente : I'(n + 1) =nl'(n) =n-(n — 1)l = nl.
— Conclusion : ‘Vn eN*, I'(n)=(n-— 1)!‘

Lu dans le rapport de jury : « Certaines notions élémentaires ne sont pas comprises. Ici,

aucune « suite géométrique de raison n... »

Rappelons que le résultat étant donné par l’énoncé, une justification « récurrence immédiate » ne

peut suffire. »

0,—Az

@ a) pour n = 1, on obtient immédiatement : Vz € R, ¢, \(z) = —a’e = fa(z) et pour tout x

0!
négatif, ¢, A(z) =0 = fi(x)

Conclusion : | o, x = fi

b) ¢n.x est positive ou nulle sur R, continue sur R sauf peut-étre en 0.
J23 enal@)dr = [ ona(2)da
A Paide du changement de variable t = Az, f0+ Opa(2)de = @ 11) I'(n)=1

‘gom » est une densité de probabilité‘

[ee]

[ee]
c¢) On étudie la convergence de / |Tpn A (x)|dx = / xop(z)dx,
—00 0

d’apres la relation de Chasles et parce que ¢, \ est positive sur RY .

[ zppa(@)de =2 [(7° ¢, 110 (x)de qui est une intégrale convergente.
n
Donc E(U) existe et vaut : §f0+oo Ont1(z)de = 3

U admet bien une espérance et E(U) =

>3

II/ Fonction « béta » d’Euler :

1
Pour tout x et y, réels strictement positifs, on considere U'intégrale B(x,y) = / t*= 11 — t)vyLdt.
0
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® Précisons l’ensemble de continuité de t — t*~1(1 —t)¥~! sur [0, 1] selon les valeurs de = et de y :

— Siz>lety>1,alorsx—1>0et y—12>0. La fonction ¢t — tx*1(1 — t)y*1 est donc continue
sur [0, 1].

— Si0<xz<lety>1,trt*!est continue sur ]0,1] et t — (1 —¢)¥~! est continue sur [0, 1]
donc t — t*71(1 —#)¥~1 est continue sur ]0, 1].

— Siz>1let0<y<1,tr— t* ! est continue sur [0,1] et ¢ — (1 —¢)¥~! est continue sur [0, 1]
donc t — t*71(1 —¢)¥~1 est continue sur [0, 1].

— Si0<z<let0<y<l1,t— t*! est continue sur ]0,1] et ¢ — (1 — #)¥~! est continue sur
[0,1] donc t — t*~1(1 — #)¥~1 est continue sur |0, 1].

& On retiendra que B(z,y) est une intégrale définie pour tout z,y > 1 et une intégrale généralisée
sinon.

@ Démontrons grace a un changement de variable que B(y,x) et B(xz,y) sont de méme nature et que
B(y,x) = B(x,y) en cas de convergence (on ne demande pas leur valeur).

Il suffit de poser u =1 —t = (t). p est de classe C! sur [0, 1] et strictement décroissante.

1
Des lors, B(y,z) = / tY71(1 — t)*"1dt est de méme nature que :
0

0 1
/ (1 —w)? T (—du) = / w11 —w)? " tdu = B(z,y)
1 0

Conclusion : ‘B(y, x) et B(x,y) sont de méme nature et B(y,z) = B(x,y) en cas de convergence

® Pour tout couple (p,q) d’entiers naturels non nuls :

_ o g, [ a=nn)t e
a) Calculons B(1,q) : B(1,q) = [y (1 —¢)" dt = [ Q]o =

1
B(1,q) = -
(La) =~

b) Pour p > 2, calculons B(p,q) en fonction de p, q et B(p—1,q+ 1) :

Menons une intégration par parties en notant que, puisque p—1 > 1 et ¢ > 1, les intégrales B(p, q)
et B(p —1,q+ 1) sont des intégrales définies.

On pose :

u(t) =t~ u'(t) = (p— )"
S = (1— ) w(t) = (@@= u et v sont de classe C! sur [0, 1]
q

1—t)97! -1
( )]+p Blp—1,q+1)
q 0 q

Blr.q) = |-

p—1

I'(p)I'(q) (p—1)(g—1)!

: ( :
c) En déduire que B(p,q) = —— autrement dit : B(p,q) =
) que B(p,q) ToT ) (p.q) g1

10 /[12]
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(p-Dig-1!

Menons une récurrence sur p en posant : Vp > 1, H, =« Vg > 1, B(p,q) = o ol
pTq—1)

Initialisation : Hy est vrai d’apres a)
Hérédité : Soit p > 1 tel que H,, est vrai
D p(p—1)(q)! p+1—1)(g—1)!
B+ 1) = PBipg + 1) = LE DU _ a1
q (p+q)! (p+1+q—1)

d’ou Hpy1 est vrai

Par principe de récurrence :

(P—Dlg—1! _ TO®I(9)
(p+q—1)! L(p+q)

Vp>1,Yq>1,B(p,q) =

@ On admet désormais que la formule (x) est applicable pour B(z,y) avec x,y réels strictement positifs.

a) Montrons que pour tout x €]0,1[, B(x,1 — x) est une intégrale généralisée convergente qui vaut
Mz)I'1-=2) :
Si z €]0,1], alors on a également 1 — = €]0, 1[. Donc, d’apres la question II/1) nous savons que
lintégrale B(x,1 — x) est doublement généralisée.
Mais, si la relation (x) reste vraie pour tous les réels z,y strictement positifs, elle est donc vraie
pour z >0et 1 —x > 0.
Des lors :

FNz)r'l—=z) I'(@)I'(1-=2)

B(z,1—z)= F(m—i—l—x): (1) =T(z)I'(1 —x)

puisque I'(1) = 1 d’apres I/3)a.
Or on a vu dans la premiere partie du probleme que I'(«) converge pour tout o > 0 donc I'(z) et
I'(1 — =) convergent.

Conclusion : ‘B(x, 1 — x) converge et vaut I'(x)['(1 — x) ‘

oo uzfl

1+ u

b) A laide de II/2) et en posant t = du :

, montrons que B(z,1 —x) = /
1+u 0

On commence par noter que B(z,1 —z) = B(1 — x,x) en utilisant la question II/2).

1 1 1
Pui ivant 'indication : t = —— < 1 =-u=-—1=¢().
uis en suivant l'indication T a +u L e U= P(t)
La fonction v est de classe C! sur |0, +oo] et strictement décroissante.

Ce changement de variable ne change donc pas la nature de 'intégrale.
Pour préparer le changement de variable, on note par ailleurs que

1 1
1—t=1-— = tdt = — d
1tu 1+u. (1—|—u)2u
1
Des lors B(1 — z,z) / t( )27 Ldt qui converge d’apres 4.a) est égale a :
0
J = o = limp(t) = +oo et B = limi(t) =
_/a T e aveca—t%@b()——kooe ﬁ—leqi/)()_

Soit

B(l—x,x):J:/oo

c) Calculons T'(0.5) en pensant au changement de variable : v = \/u :
En prenant x = 0.5, puisque 1 — 2 = 0.5, on obtient :

11 o 1
F2(0.5):B(2,2):/0 Wdu

11 /[12]
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C’est alors qu’on utilise le changement de variable recommandé. La fonction u — /u = v est une
fonction de classe C! sur )0, +o0|, strictement croissante. Donc, puisqu’on est assuré de la conver-

—) et que ce changement de variable ne change pas sa nature, on a immédiatement :

112(05)_/00 2udv _2/°° dv B
e v T, 1+ "

Conclusion : |T'(0.5) = /7

1
gence de B(2 5

[e.9]

® On souhaite retrouver la valeur de l'intégrale de Gauss, a savoir / e dy = V.

a)

—00

Pour tout o > 1, montrons en appliquant le théoréme de comparaison sur les intégrales de fonctions
o

positives que e " dx converge :
1
Puisque @ > 1, si > 1 alors % > x et donc —x® < —
Des lors
Vo > 1, e < e T

00 t
Or / ~®dx converge pulsque lim e %dr = lim (e7! —e™") existe et vaut 1/e.
—+00 t—+o00

Des lors, par application du theoreme de convergence par comparaison des intégrales de fonctions

o0
.. _
positives : / e~ " dx converge|.
1

o
On peut en déduire que | I, = / e " dx converge | par application de la relation de Chasles car
0

—xr®

la fonction x — e~ est continue sur [0, 1].

1 1
A laide du changement de variable t = x®, montrons que : I, = —T () :
a \«

Posons ¢(z) = @ = t. Cette fonction est de classe C! sur |0, +-oc[, strictement croissante.
Par ailleurs : t = 2% &z = tél et donc
dz = —ta~ldt et limp(x) =0et lim p(xr) =400
(0} z—0

T—>+00

(o)
—pr A~
Donc I, = / e~ * dx est de méme nature que :
0

+o0 1 1 —+oco
J., = / et o ldt = / ale~tat
0 « & Jo

D’apres la question précédente, ces deux intégrales sont convergentes. On peut donc conclure & leur

1 1
égalité et conclure : | I, = J, = —T ()
a \«

Montrons qu’on peut en déduire la convergence et la valeur de ’intégrale de Gauss :
Il suffit de prendre o = 2 dans l'intégrale précédente.

o, 1_(1
Alors I, = / e~ % dx converge et vaut §F <2>
0

Or on a montré que 4.c) que I'(0.5) = /7 donc / e dy = Y
0

T

Pour terminer, il suffit de noter que la fonction x — e™*" est paire.

. e VT
Conclusion : e~ % dx converge et vaut 27 =
—0oQ
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