T.D. Espaces vectoriels.

A [ e Structure vectorielle : Combinaison linéaire d'une famille finie de vecteurs ; sous-espaces vectoriels, inter- |
section finie de ssev ; ssev engendré par une famille fini de vecteurs

Famille génératrice fini d'un espace vectoriel (sous réserve d’existence); Famille libre, famille liée finie;
Base finie d’un espace vectoriel et coordonnées d’un vecteur dans une base.

Matrice des coordonnées d’une famille finie de vecteurs dans une base.

e Dimension : De toute famille génératrice fini d’'un ev E on peut extraire une base.
Dans un ev de dimension n : Toute famille libre a au plus n éléments, une famille libre ayant n éléments
est une base; toute famille génératrice a au moins n éléments , une famille génératrice ayant n éléments
est une base.
Si F est ssev de E alors dim F' < dim E. Si les deux dimensions sont égales alors F' = E.

Exercice 1 * : Dire dans chacun des cas suivants si les ensembles F' sont sous-espaces vectoriels
des espaces vectoriels £/ donnés.

@ E=R*"ouC" (n=2,30u4):
® Fl—{(x y,2) ER?/20 + 3y —z =1}

@ F={(z,y,2) € R®/20 + 3y — 2 =0}

® F3={(z,y,21) € R'/y = 0}

® Fy={(z,y,21) e R*/y > 0}

® F5={(z,y,2,t) € R*/2t =0}

® FG_{(m7y,z) ER¥/z+y+2=0et2x—y+2=0}
@ F; ={uecR3/3Ia,b) € R?, u= (a+b,2a+b,—a+2b)}

® E=R[X] ou E =R,[X] :

Fr = {P € R,[X]/(3X +8)P(X) + (X2 — 5X)P'(X) — (X3 — X2)P"(X) = 0}
Fs = {P € Ry[X]/3(a,b) € R2, P(X) = (X — 1)(bX +a+b)}.

® Py ={P e Ry[X]/P(3) = 0}

@ Fy ={P € R3[X]/P(3) = 0}
®F4—{P€R3[X]/P( 1) =P(1) =0}
@ F5 = {P € R[X]/deg(P) > 2}
@FG_{PeRg[X]/ = (X —1)P'}
®

@

® E=R! ou E=C"(I,R), (n €N)
® Fy; = {f € R®/f est impaire }
@ Fy, = {f € R®/f décroissante sur R}
® F3 = {f € R®/f admet un DL, (0)}
@ Fy={f €C°(R)/f(0) = f(m)}
® Fs={f €C'(R)/3(a,b) € R? f(x) = acos(z) + bsin(x)Vx € R}
® Fs={f € C'(R)/'(x) — f(x) = 2, ¥z € R}
@ Fr={feC*R)/f"(z)+ f(z) =0,Yz € R}



@ E=M,[R), (neN)
® F={MeM,R)/!M=-M}
@) FQ:{MEM"(R)/EIpEN,MZ :M}
® F3={M e M,(R)/AM = M A} ot A € M,(R)
@ Fy={X e M,
® Fs={XeM,;

R)/AX =0} ot A € M,(R)}
R)/AX = X- X} ot A€ M, (R) et A € R.
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Exercice 2 X : Familles libres

©® Déterminer dans chaque cas si les familles considérées sont libres et préciser leur rang.
Lorsque c’est le cas, dire si ce sont des bases des espaces vectoriels F.

® E=R3F ={(1,-1,2),(3,1,1),(=3,-5,4)}

E=R3 F,=1{(0,1,3),(-1,1,0), (4,5,6)}

E=R* F3=1{(1,0,1,0),(1,1,0,0), (—1,-1,1,0),(0,0,2,0)}
E=Ry[X], F, ={1,X, X2 (X - 3)(X +1)}

E=R3[X], F5s={X?’+ X +1,X%2+3X +1,2X, X3+ 3}
E={y/ly' -2y +y=0}, F={z+— %, x +—> xze*}
E=RE F={xr— e kec[0,n]}
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® Déterminer les vecteurs (z,y, z) de E = R? tels que la famille ci-dessous soit libre dans E :

F=1{(1,0,0),(0,1,1), (x,y,2)}

En déduire I’équation du plan vectoriel engendré par (1,0,0) et (0,1, 1).

® Montrer que les vecteurs suivant engendrent un sous-espace vectoriel de R® dont on donnera la dimension :

uw=(1,-1,0,2,1), v=(2,1,1,3,—1), w = (0,1,1,2,1) et t = (4,—2,0,5,0)

Exercice 3 *> : Bases

@® Donner une base de chacun des SEV suivants, abordés dans I’exercice 1 sous les numéros suivants :
1.2),3),6),7); 2.1),2),3),5) et 7); 3.5) et 7)
ainsi que 4. 5), selon les valeurs de A € R en considérant successivement :

1 1 2
A1<1 3) etA2: 0 3 1
0 0 3

@ Montrer que les familles suivantes sont des bases de E = R, [X] :

+ F=0,X-a,(X—-a)? -, (X—a)")ouacR.
S F=01X,XX-1), -, XX-1)---(X—n+1))
* Fz= (X", X" 11+ X),--,(1+X)")

Exercice 4 X : rang d’une famille de vecteurs

En utilisant 1’écriture matricielle d’une famille de vecteurs, déterminer le rang des familles finies suivantes :
® F ={(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1), (4,2,2)}
@ F={(1,-1,0,2,1),(2,1,1,3,-1),(0,1,1,2,1),(4,—-2,0,5,0) }
@ F={1-X+2X%3+X+ X% -3-5X+4X?}
® Fy={X+3X% -1+X,2+X2,4+5X +6X2}



Exercice 5 X :

Soit E=R3[X]et F={Pc E/P(1)=0=P((2)} et G={Pe€ E/P(3)=0= P(4)}.
® Montrer que F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E et en donner une base.
@ Déterminer leur intersection.

® Montrer que la juxtaposition des bases de F' et de G obtenues a la question 1. forme une base de F.

Exercice 6 X :
On considere les matrices suivantes de M3(R) :
111 100
A=(1 0 O]etIs3=(0 1 0
1 0 0 0 0 1
® Calculer A? et A3 puis vérifier que A3 = A? + 2A. A est-elle inversible ?
@ Montrer que la famille (A4, A?) est une famille libre dans M3(R).

® Montrer que pour tout entier naturel n > 1, il existe un unique couple (an,b,) € R tel que : A" = a, A + b, A2.
Exprimer a,41 et b,4+1 en fonction de a,, et b,.

@ a. Montrer que : ant2 = any1 + 2a,, Vn > 1.
b. En déduire la forme explicite de a,, et b, en fonction de n € N*.
c. Donner Iexpression de A™ en fonction de A et A% pour n € N*.

Exercice 7 *%*>* : Polynomes interpolateurs de Lagrange

Soit n € N* et ay, -+ ,a, n nombres réels distincts. On définit des polynémes de R,,_1[X] par :
X —a;
L(x) = 1] S ke1,n]
) L, Ak — a4
1<i<n,i#k

® Calculer Ly(a;) pour tout (k,j) € [1,n]?
@ Montrer que £ = (L1, Lo, - -+, L) est une base de R,,_1[X]
® Exprimer la décomposition d’un polynéme P € R,,_1[X] dans la base £

@ Soit p € [0,n — 1]. Quel est le polyndéme Z alL;?
i=1
Donner la matrice des coordonnées de la base canonique de R,,_1[X] dans la base £



