Systemes et calcul matriciel.

Exercice 1 :

Résoudre par la méthode du Gauss les systemes d’équations linéaires suivants, d’inconnues réelles :
r+y—z =0 r+y—z =0 (L)

O S)or—y+2z =22 =2 (Ly <+ Ly+ L) ; Solution unique.
r+y+z =6 22 —6 (L3« L3 — L)

Conclusion : |Ss,) = {(1,2,3)}

1 1 -1 1 1 -1
& Remarque : On pouvait noter que rg(S;) =rg|1 -1 1 | =rg|0 —2 2 | =3. Le
1 1 1 0 0 2

nombre d’inconnues est égale au rang du systeme. Cela suffit a justifier 'unicité de la solution.

[z]+y+2z =0 r+y+z =0 (L) rhytz =0
@ (S2) e +2y+32 =0 q[y]+2¢ =0 (Lo L2—L1) & ) 0
r+3y+5z =0 2y + 4z — (L3¢ Ly — L) y+ ez N
1 11
On note que rg(Ss) =g [0 1 2| =2<3.
000

Ce n’est pas un systeme de Cramer et le nombre d’inconnues auxilaires vaut : 3 —rg(5;) = 1
Choisissons z comme inconnue auxiliaire. Alors :

=2
(52)@{9 : VzeR
T =—y—2=2z

Conclusion : |Sis,) = {(2,—22,2),2 € R}

® Résolution de (53) :

[z]+y+2z =1 (2 +y+2 =1 (Ly)
(S3)4z+2y+32 =-1< [y]+2: =-2 (Ly « Lo — L)
r+3y+5z =2 2y +42 =1 (L3 « L3 — L)

(a:+y+z 1 (L1)

S qy+22 = -2 (Lo)
0 5 (Lg< Ls—2Ly)

Ce systeme est dit « incompatible ».

Conclusion : |S(s,) =0




Exercice 2 : systemes d’équations linéaires avec parametres

@ Résolvons les systemes d’équations linéaires suivants, en fonction des parametres a,b € R :

Systeme (5) :
ar+y+z =0

(S1) Sz +ay+z =0 s’écrit :
r+y+az =0

1 1
ou encore a 1
1 a

— = Q
o O O

1 1
a 1
1 «a

ISEINSI
Il
o O O
—_ =

& Attention : il est indispensable de préciser cette derniere notation dans les copies !

Des lors :
a 110\ (L Ly) 1 a 1]0Y\ (L)
(Sl) =4 a 1 110 (LQ — Ll) ~ 0 1-a> 1-a |0 (LQ — Ly — CLLl)
1 1 al0 (Ls 0 l-a al1|0 (L3 < Ly — Ly)

)
1 a 110 (
o0 10 a1]0 | (Lo Ly
0 1-a* 1-a |0 (

» Premier cas : Sia = 1. Alors :
1 1 110
(S))< |1 0 0 0|0 |ex+y+2=0
010
Le systeme et la matrice associée sont de rang 1.

Il'y a donc 3 — rg(S;) = 2 inconnues auxiliaires, par exemple y et z.
Conclusion :|Sia =1, Ss,) = {(—y — 2y, 2), (v, 2) € R} = Vect{(—1,1,0),(—1,0,1}

» Second cas : Sia # 1. Alors on peut prendre 1 — a comme pivot et donc :

1 a 1 0 (Ly)
(S))< | 0 1-a a1 |0 | (L)
0 0 P(CL) 0 (Lg — L3 — (]_ + CL)LQ)

avec P(a)=(1—a)—(14+a)la—1)=(1—-a)(1+14a)=(1—a)2+a)

> Premier sous-cas : Si a = —2 alors
1 -2 110
-2 =0
S| 0 3 30 @{‘T y+z
0 0 0/0 y—=z =0

Le systeme et la matrice associée sont de rang 2.
Iy a donc 3 — rg(S7) = 1 inconnue auxiliaire, par exemple z.

Conclusion : ‘Si a=-2,8s={(222),2¢€ R}‘

> Second sous-cas : Si a # —2 alors le systeme et la matrice associée sont de rang 3. Le
systeme admet donc une unique solution, a savoir la solution nulle.
Conclusion :|Sia# 1,-2,Ss,) = {(0,0,0)}




Systeme (S3) : Avec les mémes notations :

r+y—+ 2+ 2at =0 1 1 2410
(S2)Sz+by+z+t =0« 1 b1 110
2w +2y+22+2t =0 222 210

11 1 20 [0\ (L)
g 0 b—1 0 1-2a |0 (LQ — Ly — Ll)
0 0 0 24a|0 ) (Lse Ly—2Ly)

» Premier cas : Sia# 1/2et b# 1.
Le rang du systeme et de sa matrice associé vaut 3 et le nombre d’inconnues auxiliaires

est donc de : 4 —rg(Sy) = 1.
Prenons par exemple z comme inconnue auxiliaire.

T+y+ 2+ 2at =0 t =0 (L3)
(S) e (b—1y+(1—-2a)t =0y =0 (L2)
(1—2a)t =0 r =—z (L1)

Conclusion : |Sia #1/2 et b#1, Sig,) = {(—2,0,2,0),z € R}
1 1 1 2 |0

» Second cas : Sia#1/2etb=1,(S2)< [ 0 0 0 1-2a |0

0 0 0 24a|0

Le rang du systeme et de sa matrice associé vaut 2.

Il'y a donc 4 — rg(S2) = 2 inconnues auxiliaires (par exemple y et z).

t =0

r+y+z+2at =0
{x =—y—2,VY(y,2) € R?

(1 —2a)t =0

Conclusion : |Sia#1/2 et b=1, S, ={(—y — 2,4,2,0), (v, 2) € R?}

1 1 1 110
» Troisieme cas : Sia=1/2etb#1,(S)< | 0 b1 0 0|0
0 0 0 010

La encore le rang vaut 2 et il y a donc 2 inconnues auxiliaires.

r+y+z+t =0 =0
(55) y oy 2
(b—1)y =0 r =—-z—-tV(z,t)eR

Conclusion : |Sia=1/2et b#1, Ss,) = {(—2—1,0,2,t),(z,t) € R?*}
11 1 110
» Quatrieme cas : Sia=1/2etb=1,(S)< | 0 0 0 0|0
00 0 0]0
Le rang du systeme vaut 1 et il y a donc 4 — rg(.Sy) = 3 inconnues auxiliaires.

(Sz)ﬁ{x+y+z+t =0

Conclusion : |Sia=1/2etb=1, Ss,) = {(-y — 2z — t,y, 2,1), (y, 2, 1) € R}




Systeme (S3) : En conservant les mémes notations :

wrt+y+z =4 a 1 1|4 1 b 1[3Y\ (L + Ly
(S5){x+by+2 =3« 1 b 1|3 || a 1 1|4 (Ly + Ly)
42y +2 =4 1 2b 114 1 2b 114 (Ls)
1 b 1] 3 (Ly) 1 b 1] 3 (Ly)
< | 0 l-ab 1-a | 4-3a (Ly« Ly—aly) < | 0 D 0 1 (Ly « L3)
0 b 0 1 (Lg — Lg — Ll) 0 1l-ab 1-a | 4-3a (Lg — LQ)
1 0 1 3
» Premier cas : Sib=0alors (S3) < | 0 0 0 1
0 1 1l-a|43a

Au regard de la deuxieme ligne, ce systeme est dit « incompatible ».

Conclusion :|Sib=0, S, =0
» Second cas : Si b # 0.

| 3 )

1 b (L1
0 0 Pa,b) | Qa,b) (L3 + bLs — (1 — ab)Ls)
ou P(a,b) =b(1 —a) et Q(a,b) =b(4—3a)— (1 —ab) =4b—3ab— 1+ ab = 4b— 2ab — 1.

> Premier sous-cas : Si a =1 alors P(a,b) =0 et Q(a,b) =4b—2b—1=2b— 1.
® Sia=1etb=1/2alors P(a,b) =0 et Q(a,b) = 0.

1 1/2 113
2 = =2
(S3)< | 0 1/2 0|1 | & vyt 3@ Y

Le rang du systéme valant 2, il y a 3 — rg(S3) = 1 inc. auxiliaire (par exemple z).

Conclusion : |Sia=1et b=1/2, S,) ={(2—2,2,2),2 € R}
@ Sia=1etb+#1/2alors P(a,b) =0 et Q(a,b) # 0

Conclusion : |Sia=1et b# 1/2, Sig,) =0
> Second sous-cas : Sia # 1 alors P(a,b) = b(1 —a) # 0 et Q(a,b) = 4b — 2ab — 1.

( 4b — 2ab — 1
r+by+z =3 < ~ P(a,b) b(1 —a)
(S3) < < by = & 1 Sqy = %
y — —
P(a,b)z  =Q(a,b) g ) N e
xr =3—by—=z r =3—1-—
Y \ b1 — a)
2b(1 —a) —4b+ 2ab+ 1 1—2b
En simplifiant on obtient : z = ( @) rLabt =
b(1—a) b(1 —a)

_ ‘ 1-2b 1 4b—2ab—1
Conclusion : |Sia# 1et b# 0, Sis,) = b(l—a)’g’ b= a) ,z€R




@ Résolvons les systemes suivants dans les cas ot ils n’admettent pas une solution unique : Com-
mencons par traduire ’énoncé en écrivant : Recherchons les valeurs de A réelles pour lesquelles
rg(S) # 3 (puisque, dans le cas contraire, la matrice associée est inversible et la solution est
unique...).

Systéme (.5;) :

T+y = \x (I-Nz+y =0 1\ 1 0|0
(S —2+2y+2 =xyeoq—r+2-Ny+z =0 -1 222 1 |0
T+ z = Az r+(1—-X)z =0 1 0 1-A1]0

On commence par échanger la ligne 1 avec la ligne 2 ou la ligne 3 pour éviter d’avoir a discuter
la valeur du pivot 1 — A. Des lors :

1] 0 1-A|0Y\ (L1« L) 1
(51) = 1-A 1 0 0 (Lg — Ll) ~ 0
1020 110 (L3 Lo) 0

1 0 -\ 0\ (L)

sl 01 —1=XN20 | (L
00 P\ 0 ) (Ls< Ly—(2—\)Ly)

0 A [0\ (L)
—(1 — )\)2 0 (L2 < L2 — (1 — )\)Ll)
2-\ 0 (Lg — L3 + Ll)

C[=]

ot PA)=2-MN+2-NA1=-22=2=-NM)1+0 =X =2-NA\-21+2)
Si P(A) # 0, rg(S1) = 3. C’est un systeme de Cramer.

On nous demande donc de résoudre le systeme (S7) pour les valeurs de A telles que P(\) = 0.
Si on consideére que A est réel, il n’y a qu'une valeur de A pour laquelle le systeme (S7) n’admet
pas une unique solution, & savoir A = 2 car le discriminant du polynéme Q(X) = X? —2X + 2
est négatif.

Résolution de (S1) dans le cas A = 2 :

1 0 -1]0 ey —0
S )< | 01 -1]0 @{ Y Sr=y=z
00 00 y—z =0

Conclusion : |Pour A = 2, (5;) n'est pas de Cramer et Sis,) = {(z,z,2), v € R}

& Remarque : Pour autant, si on considere que A € C, il reste deux valeurs de A\ pour lesquelles
(S7) n’est pas un systeme de Cramer, a savoir les deux racines complexes conjuguées A\; = 1+1
et Ay = 1 — i du polynéme Q(X).

1 0 — |0 ,
_ —0
Pour \; = 1+14, (51) & 1o |l " donc S(syy = {(iz, —2,2),2 € R}

Pour \; = 1—1, (S1) &

SO O o~

0
0
1 1|0 .

=0
0 1o | el T donc Sg,) = {(—iz, —2,2),z € R}
00 00 y+z =0



Systéme (.52) :

—2+Nz-2y+z =0 22 2 1 |0
(S2)¢ 22+ (1-Ny—22 =0« 2 1A -2 |0
r—2y—(2+Nz =0 12 22100

On commence la encore par échanger la premiere ligne avec la ligne Ly ou Lj afin d’éviter la
discussion sur le pivot. Par exemple :

2 200\ (L1 + L)

S)e | -2 1A -2 (0| (L)

2-A -2 1 |0 ) (Ly« Ly)
1 -2 -2-)\ 0\ (L)

s 0 -3 -2)\-6 0 | (Ly+ Ly+2Ly)
0 206 1—(24+N2|0 ) (L3 L3+ (2+NL)
1 -2 -2-\ 0

s 0 -3 2)-6 0 | car1—(2+2)2=(1-2-XN)(1+2+))
0 2x6 —(A+1)(A+3)|0

» Premier cas : S1 A = —3.
1 1
(S2) & 0 0 O

Le systeme est de rang 1 < 3. Il n'admet pas une unique solution.
Conclusion : |Si A\ = =3 alors S(s,) = {(2y — 2,4, 2), (v, 2) € R?}

» Deuxieme cas : Si X\ # —3. On peut diviser Ly et Lz par A + 3. Alors :
1 22X |0 1 -2 22 [0\ (L)
(S2) = | 0 -2 0 ]lefo0 -1 -2 |0 | (L)
0 -2 —(A+1)]0 0 0 3=X1|0 (L3 < L3 —2L5)
Si A\ # 3 le systeme est de rang 3. C’est un systeme qui admet une solution unique.

Si A = 3 alors rg(9;) = 2 < 3. Le systeme n’admet pas une unique solution et dans ces
conditions :

1 -2 510
— Qy — = = -9
(S2) |1 0 -1 2|0 |< T2y =5z 0@ Y :

Conclusion : |Si A = 3 alors Sg,) = {(2, —22,2),2 € R}




Systeme (.S3) :

B=Nzx+2y+4z =0 3N 2 4 10
(S3) < 20 — \y + 22 =0& 2 -2 210
dr+2y+(3—-XNz =0 42 3]0

On commence par échanger les lignes 2 et 3 pour éviter la discussion sur ’éventuelle nullité du
pivot. Alors :

A2 10\ (L« Ly
(Ss)e | 3X 2 4 |0 | (Ly+ Ly)
4 2 3A|0 /) (Ly)

-A 2 0
44+A(3-)\) 82(3-A) | 0 (Ly < 2Ly — (3—A\)Ly)
242\ -(1+X) |0
-A 2 0
A1) (M-4) 2(0+1) | 0
2(A+1) -(1+X) | 0
-A 2 0 (Ly)
0
0

2(A+1) -(1+X)
(A1) (A-4)  2(A+1)

SO N OO N OOoONN

Premier cas : SIAN+1=0& A= —1.

(S3) & S2r+y+22=0

S O N
o O =
S O N
o O O

Le systeme est de rang 1 < 3. Il n’admet pas une unique solution.
Conclusion : |Si A\ = —1 alors S(g,) = {(z, =2z — 22, 2), (z, z) € R?}

Deuxiéme cas : Si A # —1. On peut diviser Ly et L3 par A+ 1. Alors :

2 A 210 2 X 2 |0\ (I
S)= [ o 110 e 0 2 -1 |0 | (L)
0 4X 210 0 0 P |0 ) (L34 2Ls—(4—\)Ly)

avec PA\) =44+ (4—-X)=8— A\

Si A # 8 le systeme est de rang 3. C’est un systeme qui admet une solution unique.

Si A = 8 alors rg(S3) = 2 < 3. Le systéeme n’admet pas une unique solution et dans ces
conditions :

=2y
=y

29—z

2 8 210
27 — 8y +22 =0
Sy)e | 0 2 10 @{x y+ oz @{Z
0 0 010 = ro=

Conclusion : |Si A = 8 alors Ss,) = {(2y,9,2y), 2 € R}




