T.D.1 Suites numériques

Remarque

Une * signale une application directe des formules du cours;
Les exercices marqués d’un 8 indiquent des exercices classiques dont il faut connaitre les techniques ;
Enfin les % a **Xk désignent des exercices plus difficiles proposés a l'oral de G2E ou de [’agro.

Classement des exercices

& [ Les objectifs : Suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques, récurrentes li-|
néaires d’ordre 2. L’attendu se limite a la maitrise d’'une méthode de calcul du n-ieme terme.
Convergence, divergence. Limite infinie. Théoreme de la limite monotone.

Suites adjacentes et théoreme des suites adjacentes.

Exemple d’étude de suites du type u,+1 = f(uy).

Croissances comparées : a™ = o(n!) (avec a > 1) et n* = o(a™) (avec a > 0)

Suites équivalentes.

Exercice 1 * : Premiers termes et convergence

Pour chacune des suites ci-dessous, calculer les dix premiers termes et en fournir une représentation
graphique en utilisant Python.
Conjecturer informatiquement leur nature (convergente ou divergente) qu’on justifiera dans un second
temps en utilisant le vocabulaire adapté (monotone, minorée, majorée, bornée, convergente etc.).

@ Suites données sous formes explicites :

n 1 2n +1 2"
Pourtout neN:u,==-—-2;v, = —; w, = Py = ——
2 n n+3

n ™
Pour tout ne N :a, =\/——; b, =sin | — | ;
n+1 2
2 n
n—+1 n+1 m
PourtoutnEN*:cn:< ) ;dn:< ) ;en:cos<—>
n n n

@ Comme précédemment, tracer et conjecturer a ’aide de Python la nature des suites ci-dessous,
données sous forme récurrente. € N.B. : La justification mathématique de ces conjectures sera
abordée dans l'exercice 4 :

Ug = 2, Upr1 = 22U, — 1, Vn € N

ot e

n+ 2
Wy = 2 yWpa1 = \/3wn +2, Vn e N

nlo0

v =0, Upq1 =



Exercice 2 X : Les suites usuelles

& Dans le méme esprit on reprendra les exercices 3, 4, 5 et 6 du chapitre 6 « Suites usuelles »,
lexercice 8 du chapitre 10 « Convergence de suites »

@ Calculer en fonction de n le terme général des suites (u,) définies par leur premier terme et
une relation de récurrence. On indiquera leur nature :
Vn €N, Uy = 3u, — 1, ug = —10
Vn € N, v,11 = 3v2 et vy = 1 (& Un opération préalable est nécessaire...)

@ Meéme questions pour la suite (u,),en définie par une récurrence sur deux rangs par :

A Upyo = (Upy; — 10U, et ug = —1, uy = 3.

b. un+2:—un+1—unetu0:1,u1:\/§—§

Exercice 3 *> : Suites et sommes

On définit la suite (u,)nen+ par :

N
Vn € N u, =)
k:1n+k;

@ Déterminer le sens de variation de la suite (u,).

@ Montrer que : Vn € N*, 3 < u, <1 et en déduire la convergence de (uy,).

® Déterminons limu,, :
n—oo

a. Montrer par application du théoreme des accroissements finis que :

r+1 1
<In < —, Vo e Ry
x x

r+1
& Indication : On pourra appliquer ce théoreme & u +— In(1 + u) o u € RY.
1
b. En déduire que u, < In(2) < u, + o Vn € N*.
n

& Indication On pourra penser a mettre en place des télescopages.

c. Conclure sur une fonction Python permettant d’obtenir une valeur approchée de In(2).

@ On pose :

Vn € N*, v, =

Z\/n—i-k\/n—i—k;—l

1

2n—1
b. En déduire la convergence de la suite (v,) et sa limite.

a. Montrer que : Vn € N*, u,, < v, < u,_1 +



Exercice 4 * : Suites définies par une fonction

Nous étudions les suites (uy, ),y définies par ug € R et u, 11 = f(uy,).

& rQuelques rappels utiles :

Propriété 6 (Théoréme de la limite monotone)
Toute suite croissante et majorée converge vers un réel £.

Toute suite décroissante et minorée converge vers un réel .

Propriété 11 (Petit théoréme du point fixe)

Soit | f une fonction définie sur un intervalle I et continue en ¢ € I.

(,,),cn une suite d’éléments de I définie par: Vn € N, u,, ., = f(u,)

Ce théoréme est surtout utilisé pour démontrer I’existence d’une limite finie.
1l ne donne pas la limite.

Attention, connaitre un majorant ne signifie pas qu’il s’agit de la limite de la suite. En
effet, si 2 est majorant, alors 3 aussi, 7 aussi...

Par contre, si, (u,) est croissante et majorée par 2, alors (u,,) converge vers un réel
£ < 2. Le majorant majore la limite et ceci peut étre trés utile pour démartager deux
candidats limite.

Propriété 14 (Théoréme des Accroissements Finis) ACCROISSEMENTS FINIS

Soit a < b. Si f est une fonction |continue sur [a, b]
dérivable sur Ja, b[

telle que u converge vers ¢

S 1oy — £(0) = f(a)
alors £ = f({) (on dit alors que £ est un point fixe de f). ARSIEHHE E](l, b[ lape ((’) - b—a

.

Propriété 15 (Inégalité des Accroissements Finis)
Propriété 16 (Inégalité des Accroissements Finis, deuxiéme version)

Soit |l unintervalle de R
f une fonction dérivable sur I telle qu’il existe deux réels m et M qui vérifient : Soit

Veelm< f'(z) < M.

Alors V(a,b) € I? tels que ,

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

T un intervalle de R

[ une fonction dérivable sur I telle qu’il existe un réel K qui vérifie :
Veel|f(z)| < K.

Alors V(a,b) € I?,

[f() = fla)| < K[b—al.

& Dans le méme esprit on reprendra les exercices 5 et 10 du chapitre 10 « Convergence de suites »,
les exercices 7, 8, 20 et 24 du chapitre 17 « limites et continuité » et les exercices 9, 14, 15 et
16 du chapitre 19 « Dérivation »

@ Sans recours aux résultats connus sur les suites arithmético-géométriques, justifier graphique-
ment, selon la valeur de ug, la nature de la suite (u,) définie par : u,41 = 2u, — 1, ¥n € N

@ Prouver la conjecture faite dans lexercice 1, 2) pour la suite (v,) définie par : vy = 0,
bt e
Upp1 = ——, Vn
L
® On considere la suite (uy,),>o définie par ug € [—2, +00] et w11 = Vi, + 2

a. Soit f définie par f(z) = vz + 2. Etudier cette fonction et tracer son graphe.

b. Montrer que U'intervalle I = R, est stable par f. En déduire que la suite (u,,) est monotone
et l'existence de a € I tel que f(a) = a (¢ On ne cherchera pas a le déterminer)

c. Appliquer le théoreme des accroissement finis pour montrer l'existence de k €]0,1[ tel
que : |up41 — af < klu, — al. Conclure sur la convergence de (uy,)n>0-



o : e 5 2+ up
@ On considere la suite (uy,)n>o définie par uy = 2 et Upy1 = ——

Unp
. , 2+
a. Faire I'étude de f: x —— sur R .
x
b. Montrer que U'intervalle I = [3/2; 3] est stable par f et en déduire I'existence de a € I tel

que f(a) =«
c. La suite (u,) est-elle monotone ? Préciser son comportement.

8
d. Montrer que pour tout x € I, |f'(z)| < 3 et conclure que (u,) converge vers .

e. Majoration de I’erreur : Déterminer un rang ngy a partir duquel |u, — a| < 107,

Exercice 6 *** (oral Agro-Véto 2015) : Suite de racines

& rQuelques rappels utiles :

Propriété 18 (Théoréme de la bijection) THEOREME DE LA BIJECTION
Propriété 16 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle I de R.
Alors f réalise une bijection de I dans I'intervalle f(7).
Soit a et b deux réels tels que a < b, et f une fonction continue sur I'intervalle [a, b]. Sa réciproque f~! est continue et strictement monotone sur f(I), de méme sens de
Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe un réel ¢ € [a,b] tel que y = f(c). variation que f.

Définition 3 (Suites adjacentes)

Soient u et v deux suites. On dit qu’elles sont adjacentes lorsque
e u est croissante,
e v est décroissante,

o (u, —v,),cy converge vers 0.

Propriété 8 (Convergence des suites adjacentes)

Soit u et v deux suites adjacentes telles que u est croissante et v est décroissante. Alors
u et v convergent vers une méme limite réelle £.

suites définies implicitement

Dans certains exercices, on définit pour tout n € N, u,, comme étant I'unique solution
de I'équation f,, () = 0. Trés souvent, f est strictement monotone (et continue) sur
un intervalle.

Pour étudier la monotonie de (u,, ),,, on est amené par exemple a étudier le signe de

fn+1(un) (Ou de fn(un+1))~

Si par exemple pour tout n € N, f,, est décroissante et qu'on trouve par exemple
frs1(uy,) <0, en se souvenant que 0 = f,, 1 (ty 1), il vient f;, g (uy,) < fropa (Ung)
et donc, par stricte décroissance de f,,. |, u,, > u,,.. Dans ce cas la suite (u,,) serait
décroissante.

ces idées générales sont a adapter a chaque exercice

Se souvenir qu’on joue souvent a la fois sur les monotonies de :

en = f,(x) (x fixé)

oz f,(x) (nfixé)

& Dans le méme esprit on reprendra les exercices 21, 22, 23 et 25 du chapitre 17 « Continuité,
limite de fonctions »




Pour tout entier naturel n on considere la fonction f,, définie sur [0, +oo[ par :

Vz € [0, +o0|, fu(z) = 2™t — 2"

@ Montrer que 1'équation f,(x) = 1 admet une unique solution «,, sur [0, +oo[ et que
VneN, 1<a, <2

@ Modélisation : A I'aide de méthodes numériques ou graphiques, proposer des conjectures rela-
tives a la monotonie et la limite de la suite (a,)n>o0-
Selon la méthode choisie, on pourra utiliser I'un des logiciels suivants : Python, Geogebra ou
Excel. On pourra exploiter, ou non 'algorithme de dichotomie rappelé ci-dessous.

Algorithme de dichotomie

On consideére une fonction f continue sur un segment [a, b].

On suppose que f s’annule exactement une fois sur [a, b] en un point que 'on note «
On définit les suites (ax)r>0 et (bg)x>o0 de la fagon suivante :

e aqy=aetby=0>

. ay + by,
e Pour tout entier naturel & on note ¢, = 5

si f(ag)f(cx) <0, alors agyy = ag et by = ¢
sinon ag1 = ¢k et by = by

On sait alors que les deux suites (ay) et (by) convergent toutes les deux vers a en vérifiant :

b—a

VkEN,akSQSbketheN,bk—ak: oF

< ¢, alors a; et b sont des valeurs

On peut alors montrer que si 'entier k est tel que T

approchées a e pres de a.

® Etude mathématique :

a. Déterminer le signe de f,.1(x) — f.(x), pour tout entier naturel n et tout réel positif z.
En déduire la monotonie de la suite ().

b. Prouver que la suite (a,) est convergente, vers une limite notée .
En raisonnant par I’absurde, valider la conjecture faite en 2. pour la limite [ de la suite (a,).



Exercice 7 *%X (oral Agro-Véto 2017) : suites équivalentes

-
.
& Quelques rappels utiles :
Définition 1 (Suites équivalentes) L L
A Propriété 4 (Equivalents usuels)
Soient en et (v, d ites, tell In e ’ I a
oren (,u")"ﬂN ¢ (v) e deux suites, telles que (v,),.cy ne s'annule pas a Soit u une suite convergeant vers 0 et « un réel non nul fixé. Alors :
partir d’un certain rang.
On dit que u et v sont équivalentes
In(l14+wu,) ~ wu, eln—1 ~ u, (I+u,)*—1 ~ ou,
lim =1 ) =R n—+oo 2 n—+oo
notee Uy sinu, o~ u, cos(u,) — 1 =
On notealorsu,, ~ v, ouu, ~ v, ouencoreu,~v, s'iln’y a pas ambiguité.
n—+oo +00
>
Définition 3 (Sommes de Riemann)
N . . . P . . ) Propriété 18 (Convergence des sommes de Riemann)
Soit f une fonction continue sur [a,b]. On définit les deux suites (S,,),>; et
(T,) 1 comme suit : Vn € N7, Soit f une fonction continue sur [a, b].
b
b—a™t b—a & Les sommes de Riemann S, et T), convergent vers [ = / f(t)de.
S, = Zf(ak) et T, = Zf(a,\)‘ a
noi= noi= Si de plus f est de classe €', erreur commise en approchant I par S, ou T), est
b inférieure ou égale a
otayg=a,a,=betVke[l,n—1],a, =a+k ;u_ (b—ay?
—a ,
Les suites S, et T), sont appelées les sommes de Riemann associées a la fonction o "f}‘])l] [f )]
7 tela,
\/ \
Développement limité des fonctions trigonométriques
ICT} 2n+1
sin(z) = oS4y T g2n+1
sin(z) 5 gt t +(-1) PIESY)] + o(z®™1)
n o o it
sin(z) = 1) T2 dre 2n + 1
sin(xz) S ;( ) CTES] +o(xz®"), (ordre 2n + 1)
2 1 2n
ol _ & @ z 2
cos(x) = I—Sr+gp++ (71)”(2”’)! + o(z*™)
n 22k
cos(x) = ;’(71)"% + o(z?") (ordre 2n)
\
N . . * . _ 1 :
On considere la suite (uy,),>1 telle que uy €]0; 7| et, pour tout n € N*, ona:u,1 = [ 1+ — | sin(uy,).
- n

s
@® Montrer que pour tout n >3 :0 < u, < 5

@ Déterminer le seul réel vers lequel la suite (u,) peut converger.

® Représenter graphiquement u,, en fonction de n pour plusieurs valeurs de u;, puis émettre une
conjecture sur la monotonie de la suite (u,,).

@ Montrer que s’il existe un entier ng > 4 tel que u,, < u,,—1, alors la suite décroit strictemet a

. . . Up+1
partir du rang nyg. (On utilisera une expression de &

en fonction de u,, et u,_1).
Unp,

Est-il possible que pour tout entier n > 4, u,, > u,_; Conclure sur la convergence de (u,).

©® ©

Emettre une conjecture sur la limite de VN,

Q

U
En posant pour n > 1, x, = —, montrer que :
n

—n? 3 . 1 1 n?
(xn+1 - xn) ~ T Ty, Puls que — Y 5
n—oo 6 Tiq T2 n—oo 3

1
En admettant que le résultat précédent permet d’établir la relation suivante : — ~

vérifier la conjecture faite a la question 7.



