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fonction et présenter celles-ci (ou pas) dans un
tableau de variation.

savoir justifier la présence d’un extrémum local a
Laide de la dérivée.

déterminer l’équation de la tangente a la courbe
d’une fonction

utiliser les informations présentes dans le tableau
de variation pour tracer Uallure de la courbe d’une
fonction.

connaitre et utiliser les théorémes de Rolle et des
accroissements finis avec une rédaction précise.

déterminer lexpression de la dérivée de la bijection
réciproque d’une fonction.

dérivée de tan et arctan

Dérivabilité en un point
Dérivabilité a gauche et a droite
Dérivabilité en un point
Dérivabilité et continuité

Opérations sur les fonctions dérivables

Dérivabilité sur un intervalle
Définition
Formulaire

Fonction de classe €' sur un intervalle

Caractérisation d’un extremum local
Principaux théorémes concernant les dérivées

Théoréme de Rolle

Accroissements finis
Caractérisation des variations d’une fonction
Fonction arc tangente

Fonction tangente

Fonction arc tangente
Dérivées successives

Définitions

Dérivation

Dérivées successives des fonctions usuelles

Regles de calcul
Linéarité et ordre des dérivées
Théoréme de composition

vu dans les rapports

compléments sur les suites du type u,, ., = f(u,)

Exercices

Un complément HORS PROGRAMME (approfondissement ++)

O OO OO Ul = W NN

DD DD DNDDN DN DNDNDNDDN DN DN == e =
DN Ul b W W NN R = OO O oy Ul Ul WD
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CuarrTre N9 — Dérivabilité en un point [BCPST1 Externat Chavagnes)

Dérivabilité en un point

Dans ce chapitre, f désigne une fonction d’une variable réelle, définie sur un ensemble D pet
a valeurs dans R. On note C la courbe représentative de f dans un repére du plan.

DERIVABILITE A GAUCHE ET A DROITE

Définition 1 (Dérivée a droite ou a gauche en un point)

Soit |zy € Dy
f une fonction définie au voisinage de .

On dit que f est dérivable a droite (respectivement dérivable a gauche) en z,
lorsque

lim M (resp.

ozl T — X

iy 0= Sa)

1‘*}%6 X — ,’L‘O

existe et est finie. On note alors cette limite f(z) (resp. f;(xo)).

Propriété 1 (Demi-tangente a la courbe)

Soit |z, € Dy

f une fonction définie au voisinage de .
Si f est dérivable a droite (resp. a gauche) en x, alors € ; admet une demi-tangente a

droite (resp. a gauche) d’équation :

{y = f(ao) + f}(wo)(x — o) (p {y = f(xo) + f1(xo)(x — o) )

T 2 xg r < 1

Exemple n°1 Soit fla fonction définie sur R par: = > |z |.

» Elle est dérivable a droite en 0, et f/(0) = lim

« Elle est dérivable a gauche en 0, et f; (0) = lim —

Si on trace la courbe :
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CuarrTre N9 — Dérivabilité en un point [BCPST1 Externat Chavagnes)

DERIVABILITE EN UN POINT

Définition 2 (Fonction dérivable en un point, nombre dérivé)
a R

Soit |zy € Dy
f une fonction définie au voisinage de .

On dit que f est dérivable en x lorsque lim fz) = f(zo)
IE%QTO €T — :EO

Cette limite est alors notée f’(z) et appelée nombre dérivé de fen x,,.

existe et est finie.

Cette définition équivaut a dire que f est dérivable en z, si et seulement si

lim f(xo +h) — f(x)

R.
h—0 h <

On rencontrera en mathématiques appliquées (économie, physique, ...) rencontrer la
notations alternatives suivantes :

df __ petit écart des images

£'(@0) = = (@0) =

petit écart en x

Propriété 2

Soit |xy € Dy
f une fonction définie au voisinage de .

Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) fest dérivable a droite et a gauche en z et f)(zq) = fi(xo) =4

(7i) f est dérivable en x et f'(x,) = /.

Preuve : D’aprés le chapitre sur les limites de fonction, le taux d’accroissement de f admet une limite ¢ € R en z, si et
seulement si il admet des limites a droite et a gauche égales a £ en x,. D’ou le résultat. ]

Siles dérivées a gauche et a droite sont différentes, les tangentes a droite et a gauche ne
sont pas « dans le prolongement » 'une de I'autre et forment un angle, et réciproquement.

Conséquence, si la courbe représentative d’une fonction présente un « angle », elle ne
sera pas dérivable en I’abcisse du point anguleux.

tentant mais faux...
Si lim f’ (:L') = lim f’ (:E‘), on ne peut rien conclure. f peut ne pas étre dérivable.

T—IT() T—=xT(
<z >T(

Si fest de plus continue en x, alors cela fonctionnerait, mais il s’agit d’un résultat hors
programme. Si vous souhaitez I'utiliser, il faudra d’abord apprendre a le démontrer...
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CuarrTre N9 — Dérivabilité en un point [BCPST1 Externat Chavagnes)

Propriété 3 (Tangente a la courbe)
Soit |zy € Dy
f une fonction définie au voisinage de .

Si f est dérivable en z, alors la courbe € ; admet au point de coordonnées (), f(z))
une tangente A d’équation :

y = f(zg) + f'(mg)(x — 20).

o o 1@ = Fz)
T—Tq @ = ,[EO
La courbe € ; admet une tangente parallele a I’axe des ordonnées.

= Foo alors f n’est pas dérivable en x|,

Exemple n°2 Soit fla fonction définie sur R, par: z — /z.
f est dérivable sur R* , et admet donc les tangentes :

A

DERIVABILITE ET CONTINUITE
Propriété 4
Soit f : I — R une fonction. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) fest dérivable en un point 2, et f'(x,) = ¢

(79) il existe € : I — R vérifiant lim e(z) = 0 et telle que,
=T

pour tout z € I,

fx) = fzo) + £z —20) + (2 — 0 )2(2)

\

Preuve : (74) = (i) Supposons 'existence de € : I — R telle que lim e(z) = 0 et telle que,
(D.A.C) S

pourtoutx € I, f(x) = f(zy) + l(x — xy) + (x — xy)e(x)
Alors, pour tout x # z,, ona:

f(x) — f(z)

z—
f est donc dérivable en z et [ (z) = .

=/{l+e(x) — f'(zy) car, par hypothése, e(x) — 0,
I—>I0 'I)—>To
(¢) = (1) Réciproquement, supposons f dérivable en z,. On définit alors
e: I — R
flx) = fzg) _ 4 ~
. { g, = [ () s

0 siz = x
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CuarrTre N9 — Dérivabilité en un point [BCPST1 Externat Chavagnes)

Comme f est dérivable en z, lim f@) = f(zo) = f'(zy) donc lim e(x) = 0.
T T — Ty =T

De plus, pour tout = # z,
Flag) + f (o) (x — 20) + (3 — z0)e(w) = f(0) + F (w0) (& — ) + (& — m) (LL=LED — f7(a)) = f(a)
La formule est également vraie pour = x,, d’ou le résultat. O

L’écriture

f(@) = f(we) + ' (20)(@ — 7) + (x — 2g)e(x) avec lim () =0

T

s’appelle développement limité a I'ordre 1 de f en x(, notion que I'on approfondira au
deuxiéme semestre.

(x — zy)e(z) mesure I'erreur commise en approchant f(x) par la fonction affine dont
la courbe est tangente a € au point d’abscisse .

Propriété 5

l Toute fonction f dérivable en un point z est continue en z,.

Preuve : Si f est dérivable en z, alors il existe € : I — R avec lim e(x) = 0 et telle que
I*}IO

f(@) = f(xo) + [/ (o) (x — 20) + (2 — 20 )e ().

Or, lim (z — x,) = 0 donc, par somme et produit de limites, on a bien lim f(z) = f(z,) et fest
I*}IO fL")fL'O

continue en x. O

Attention : La réciproque est FAUSSE, la continuité n’implique pas la dérivabilité.

Par exemple, la fonction définie sur R par = + | z |, est continue, mais pas dérivable

en 0.

Propriété 6 OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

Soient |u et v deux fonctions dérivables en un point z
A un réel.

Alors la fonction Au 4 v est dérivable en z, et
(A +0)" () = Au(x9) + 0" ().

On dit que la dérivation est linéaire.

Preuve : On se place au voisinage de x,. Pour tout = # z,

(A w)(m) = (i k wiiao)  (Qula) F o(z)) = Qulao) S ulze)) _  wla) = ul@o) | () = wixo)

T — Ty T — T T — Ty T —x

Or u et v sont dérivables en x, donc les deux termes de droite admettent une limite finie en x,. Donc
Au + v est dérivable en x, et on obtient par passage a la limite :

(Au+v) (zg) = A/ (zg) + v (2)-
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CuarrTre N9 — Dérivabilité en un point [BCPST1 Externat Chavagnes)

Propriété 7

Soient u et v deux fonctions dérivables en un point x,.
Alors la fonction uv est dérivable en z, et

(uv) () = u(z)v(2o) + w2 ) (0)-

Si de plus, la fonction v ne s’annule pas au voisinage de z,
alors la fonction = est dérivable en x, et

(1L>’ (o) — ¥ )el) — o) (o)

v v(wp)?

Preuve : On se place au voisinage de x,. Pour tout z # z,
(uv) (@) — (uo)(zo) _ u(@)v(z) — u(@o)v(wo)
x— T —
_ (P& — v(®o) u(z) — u(zo)
= u(e) T T o) T

or u et v sont dérivables en x, et u est continue (car dérivable) en z,, donc le membre de droite admet
une limite par produit et somme de limites.

Donc uv est dérivable en x, et par passage a la limite :
(uv) () = u(xo)v' (x9) + v(@p)u' (%))
De plus, pour tout = # z,

3(T) — %(330) B 1 v(x) —v(zg)
x —x v(z)v(zy) = —xg

Comme v est dérivable et continue en z, le membre de droite admet bien une limite.

Donc % est dérivable en x, et par passage a la limite :

C)@wz— L (o).

v v(z0)?

Le résultat sur le quotient découle ensuite directement de ceux sur le produit et 'inverse. O

Propriété 8

Soient f une fonction dérivable en un point z et g une fonction dérivable en f(x).
Alors la fonction g o f est dérivable en z, et

(go ) (zg) = f'(z0) - (9" o f)(T0)-

\

Preuve : On se place au voisinage de x,. Pour tout x # z, on aimerait écrire :
9o f(x) —go f(z) _ 9(f(2) —9(f(z))  flz)— f(zo)
&&= g f(@) = f(=o) T—z5

pour faire apparaitre les taux d’accroissement de f et g. Mais rien ne garantit la non-annulation de
f(z) — f(zg). On va donc utiliser une fonction auxiliaire pour contourner ce probléme. Soit ¢ la
fonction définie au voisinage de f(z) par :

g(y) — g(f(xg))
Yy — f(xo)

Par définition de ¢’ (f(z)), ¢ est continue au point f(z). Et pour tout z # z,

o(y) = siy # f(zg) et o(f(zg)) = 9" (f(w))-
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CuarrTre N9 — Dérivabilité en un point [BCPST1 Externat Chavagnes)

9°f($)—9°f(950) :qb(f(x))f(m)_f(%)

T — T T — g

Comme f est dérivable en x et ¢ continue en f(x), le membre de droite admet bien une limite en
xy. Donc g o f est dérivable en z, et par passage a la limite :

(g f) (zg) = lim L2 LB =9° f(@0)

TT| T — Xy

= o(f(x0)) [ (29) = g’ (f(0)) [ (20)-
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CuaAPITRE N9 — Dérivabilité sur un intervalle [BCPST1 Externat Chavagnes)

Dérivabilité sur un intervalle

DEFINITION

Définition 3 (Dérivée sur un intervalle, fonction dérivée)

als

C

Soit I un intervalle de R non vide non réduit a un point

f une fonction définie sur I.

On dit que la fonction f est dérivable sur I lorsque f est dérivable en tout point
de I (sauf pour les bornes de I, pour lesquelles on se restreint a la dérivabilité a
droite ou a gauche).

On définit alors la fonction dérivée de f notée f’, définie sur I par

[z fi(x)

ATTENTION : Une fonction peut étre dérivable sur [a, b] et sur [b, c| sans étre dérivable
sur [a, c|. L’étude locale de la dérivabilité en b est indispensable pour affirmer qu’elle
est dérivable sur [a, c|.

Exemple n°3 Soit fla fonction définie sur R par
Vz >0, f(x) =2%et Vo <0, f(z) = 0.

f est-elle dérivable sur R ?

Il est immédiat que f est dérivable sur [Ri et sur R*, car elle coincide sur ces intervalles
avec des fonctions polynémes. Mais il faut étudier le raccord en 0 avant de conclure a la
dérivabilité sur R.

Vz <0, M:a V>0, L T —g
z—0 z—0 T

Donc f est dérivable a droite et a gauche en 0, et f(0) = 0 = f;(O). Donc f est dérivable
en 0 et f est bien dérivable sur R tout entier.

Les propriétés 6 et 7 se traduisent ainsi : Pour tout réel A et toutes fonctions u et v
définies et dérivables sur des domaines compatibles avec les opérations ci-dessous, on
a:

Linéarité de la dérivation : (Au + v)" = Au’” + v’

produit : (uv)” = u'v + uv’

/
) n uw'v—uv
quotlent : E = ’U—2
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CuaAPITRE N9 — Dérivabilité sur un intervalle [BCPST1 Externat Chavagnes)

FORMULAIRE

Les dérivées classiques suivantes sont a connaitre :

D désigne le domaine de définition de f et D le domaine de dérivabilité de f.

e” R R e”
Inz R* R* 1
+ + €T
k (constante) R R 0
z", n € N* R R nz" !
", n € Z\N R* R* nx™ 1
%, a € R\Z R [R*+ artl
1 . . -1
NG R R* L
+ + 2z
sin R R CcoST
CcoST R R —sinx
tan [R\{%—I—lmr,kEZ} l]?\{%%—kw,kél} 1 + (tanz)?
1
arctan(m) R R m
a® (a € IR”;) R R a*Ilna

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, on obtient par composition (en précisant
les conditions de validité) les formules suivantes, classiques également :

fonction du type dérivée
el u’'e¥
/
Inu % = u X %
u® oauw'u* !t = v x au®!
sinu u cosu
cos u —u’sinu = v’ x (—sin(u))

Remarque : le « type » u“ comprend %, V...

Plus généralement, si f et u sont des fonctions dérivables avec des domaines de définition
compatibles, alors :
(fou)/ =u' x flou
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CuaAPITRE N9 — Dérivabilité sur un intervalle [BCPST1 Externat Chavagnes)

Propriété 9 (Dérivée d’une fonction polynomiale)

n
Soit f la fonction définie sur R par Vx € R, f(z) = Z apz”.
-0

k
Alors fest dérivable sur Ret Vz € R, f'(z) = Z ka,xFL.
k=1

\

Propriété 10 (Dérivée de la fonction réciproque)

Soit |/ un intervalle
f: 1 — f(I) une fonction dérivable et strictement monotone
acl

La fonction réciproque f~! est dérivable en b = f(a) si, et seulement si f’(a) # 0.

On a alors, en tout b ot f~! est dérivable,

Y, - 1
[f ] (b) - f/o f71<b>

Preuve : La fonction f est continue sur [ (car dérivable) et strictement croissante sur cet intervalle. D’aprés le
théoréme de la bijection, elle réalise donc bien une bijection de I sur J = f(I) et f~! existe et est
continue (et strictement monotone) sur J.

Soit b € J et a son unique antécédent par f. Ona b = f(a), donca = f~1(b).
S -0 | fli-a
y—>b (1Y) — fla)

Or f~! est continue sur .J, donc en b. Donc liné fy) =) =a.
Yy—

Pour tout y € J \ {b},

Par continuité de f sur I, composition de limites et dérivabilité de f en a, on trouve alors :

S = flo) L f@) = flo) _
;};1311; fy)—a —iﬂﬁ = f'(@)
e Si f’(a) = 0, par passage a I'inverse w n’admet pas de limite finie en b,

donc f~! n’est pas dérivable en b.

¢ Si f’(a) # 0, la limite de I'inverse est finie donc f~! est dérivable en b et on trouve :

gy - I =S 1

Pour retrouver simplement la formule, sachant que, pour tout x € D poona:
Praticopratiqu fofl(z)==

En dérivant membre 4 membre, avec la formule (u o v)” = v" - u’ o v, on trouve :

[f (@) x fo f M (x) =1

d’ou la formule !
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CuaAPITRE N9 — Dérivabilité sur un intervalle [BCPST1 Externat Chavagnes)

Exemplen®4 Trouver les dérivées et leurs ensembles de définition pour les fonctions :

« f; définie sur R par : f;(x) = cos(3z) + 2sin(x).
f est dérivable sur R, comme somme de fonctions dérivables sur R et,
pour tout x € R: f/(x) = —3sin(3x) + 2 cos(x).

+ [, définie sur R par: fy(z) = 2V z3,

[f2 est dérivable sur RY, comme composée de fonctions dérivables et,

pour tout z € R*, f/(z) = Qﬁ _ 32 _ 3vz carz > 0.
2 2vzd Va3

3
2

3
On peut aussi écrire fo(7) = 227 et f(x) = 2 X %x qui donne le méme résultat.

e 2 +1
«  fs définie sur R\ {2} par: f;(z) = s

f est dérivable sur R \ {2} comme quotient de fonctions dérivables sur R \ {2} dont
le dénominateur ne s’annule pas et,

_ (=2 —(@*+1) _2*—4dr—1

pour tout x € R\ {2} f () (z—2)2 ~ (z—2)?

11/42



CuaAPITRE N9 — Dérivabilité sur un intervalle [BCPST1 Externat Chavagnes)

FONCTION DE CLASSE @1 SUR UN INTERVALLE

Définition 4 (Fonction de classe C')

Soit I un intervalle et f une fonction définie sur 1.
On dit que fest de classe C! sur I lorsque fest dérivable sur I et que sa dérivée
f’ est continue sur I.

Exemplen®5 Les fonctions polyndmes, la fonction exponentielle, les fonction cosinus
et sinus sont de classe €' sur R.
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Preuve :

CuariTre N9 — Caractérisation d’un extremum local [BCPST1 Externat Chavagnes)

Propriété 11 (Espace vectoriel des fonctions de classe ')

Soit [ un intervalle de R.
L’ensemble C* (1) des fonctions de classe C! sur I, est un espace vectoriel sur R.

On va montrer que c’est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des fonctions de I dans R :

. La fonction nulle est dérivable sur I, et sa dérivée est la fonction nulle, continue sur I, donc la
fonction nulle est de classe C! sur I, et *(I) est non vide.

+ Soit f et g deux fonctions de C1(I), et soit A € R. Par les propositions précédente, A\f + g est
dérivable sur I, de dérivée A f’ + g’. Comme fet g sont de classe €', f’ et ¢’ sont continues sur I.
Par combinaison linéaire de fonctions continues, A f’ +¢’ est continue sur I. Donc A\ f+g € C*(I).

Donc €' (I) est un sous espace vectoriel de I'ensemble des fonctions de I dans R,
c’est donc un espace vectoriel sur R. O

Caractérisation d’un extremum local

Preuve :

un extremum
des extrema

Propriété 12 (Caractérisation d’un extremum par la dérivée)

Soit |f une fonction dérivable sur un intervalle 1
xo € I quin’est pas une borne de I.

Si f admet un extremum local en z alors f'(z,) = 0.

Supposons que f possede un maximum local en z.

Comme x, n’est pas une borne, il existe alors un réel a > 0 tel que [zy — a, 2y + ] C TetVz €
[zg — o,z + o, f(z) < f(xo)-

Donc, pour tout x €]z, z, + o],

f@) = flzg) _

T —
Or f est dérivable en z, par hypothese.

On peut donc passer a la limite dans cette inégalité et on trouve f’(z,) < 0.
f@) = flxo)

>0 id ’ = 0.
P ce qui donne f”(z)

De méme, pour tout = € [z, — o, xy],

Finalement, f’(z,) = 0. O

Exemple n°6 Trouver les extrema locaux de la fonction f définie sur R par
Ve eR, flz)=x2*+z

La fonction est dérivable sur R, et Vx € R,

f(z) = 4z3 + 1.
Cette dérivée s’annule si et seulement si z° = —%.
Il y a une unique solution réelle, —%, et la dérivée est négative avant et positive apres.

Donc la fonction est décroissante avant —%, et croissante ensuite. On en conclut que la

fonction admet un minimum local en T Comme la dérivée ne s’annule pas ailleurs, et

qu’il n’y a pas de borne ou de point ou la fonction n’est pas dérivable, cela signifie que la
fonction n’admet pas de maximum.

13/42



CuariTre N9 — Caractérisation d’un extremum local [BCPST1 Externat Chavagnes)

A

ATTENTION : la réciproque est fausse !
Il se peut que f’'(z,) = 0 sans que f n’admette d’extremum en z,.

Par exemple, la fonction cube est strictement croissante et n’admet donc pas d’extremum
local, mais sa dérivée s’annule en 0.

Il est souvent plus clair d’exploiter le tableau de variation d’une fonction, ou les
extrema locaux apparaissent naturellement. Toutefois, on peut avoir besoin de cette
propriété dans des exercices plus théoriques.
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CuarITRE N9 — Principaux théorémes concernant les dérivées [BCPST1 Externat Chavagnes]

Principaux théoréemes concernant les dérivées

THEOREME DE ROLLE

Propriété 13 (Théoréme de Rolle)

' Soit a < b. Si f est une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et qui vérifie
f(a) = f(b), alors il existe ¢ €]a, b] tel que f’'(c) = 0.

Preuve : La fonction f est continue sur le segment [a, b] donc par le théoréme des bornes elle y est bornée et
(D.A.C) atteint ses bornes. On note m le minimum global et M le maximum global.

- Sim = M, la fonction est constante sur [a, b], et donc f’ est nulle.
Dans ce cas, on peut choisir n’importe quel ¢ qui conviendra.

« Sim # M, 'une de ces valeurs au moins n’est atteinte ni en a ni en b (puisque f(a) = f(b)).
Supposons qu’il s’agit de M (un raisonnement analogue se fait avec m).
1l existe alors ¢ €]a, b[ tel que f(c) = M. Comme la fonction admet un maximum en ¢, sa dérivée
s’annule par le théoréme précédent. D’ou le résultat. O

Le réel c n’est pas nécessairement unique.

INTERPRETATION GRAPHIQUE :
il existe donc un point de la courbe admettant une tangente
parallele a ’axe des abscisses.

Exemple n®7 Soit fla fonction définie sur R par z - (z — 1)(x — 2).
Prouver que f’ s’annule dans |1; 2].

f est polynémiale donc continue sur [1; 2] et dérivable sur ]1; 2].
De plus, f(1) = f(2) = 0 donc le théoréme de Rolle assure I'existence de ¢ €]1; 2] tel que
f/(c). d’ou le résultat.

Bon, pas besoin du théoréme de Rolle pour affirmer que, pour un trinéme, I’abscisse x,,

du sommet de la parabole se trouve entre les racines (au milieu en fait). Le cours de lycée

o A Y T tTo
precise meme ro = —5 -

Remarque : On peut voir le théoréme de Rolle comme un cas particulier du TAF
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Propriété 14 (Théoréme des Accroissements Finis) ACCROISSEMENTS FINIS

Soit a < b. Si f est une fonction |continue sur [a, b]
dérivable sur ]a, b]

alors il existe ¢ €]a, b tel que f'(c) = B e—
\
Preuve : On se rameéne aux hypothéses du théoréme de Rolle. Pour tout : € [a, b], on pose :
f(b) = f(a)

La fonction ¢ est continue sur [a, b] comme somme de fonctions continues, et elle est dérivable sur
]a, b] comme somme de fonctions dérivables.

Et pour tout = €la,b], ¢'(z) = f'(x) — W‘

On remarque que g(b) = g(a) = f(a).
Donc g vérifie les hypothéses du théoréme de Rolle, et il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’ (c) = 0.

£(b) ~ f(a) .

On a prouvé l'existence de ¢ € ]a; b] tel que f/(¢) = =

ﬂé{%ﬁ) est le coefficient directeur de la

corde [AB], donc il existe un point de €
admettant une tangente parallele a cette corde.

Ici encore, le réel c n’est pas unique a priori.

Propriété 15 (Inégalité des Accroissements Finis)

Soit |/ un intervalle de R
f une fonction dérivable sur [ telle qu’il existe deux réels m et M qui vérifient :

VeelLm< f/(x) <M.

Alors ¥V (a,b) € I? tels que la < b,

m(b—a) < f(b) — fla) < M(b—a).

Remarque : on peut noter la troisiéme hypothése Va € I, f'(x) € [m; M]

Preuve Sia = b, le résultat est évident.
(D.A.C) Sinon, I’égalité des accroissements finis appliquée a la fonction f sur [a,b] donne l'existence d’un
b) —
¢ €a, b| tel que w = f'(c).
—a

L’encadrement de f’ donne par ailleurs m < f’(¢) < M et donc

IO—1@

S b—a
11 suffit alors de tout multiplier par (b — a) > 0 pour obtenir le résultat annoncé. O
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Preuve
(D.A.C)

CuarITRE N9 — Principaux théorémes concernant les dérivées [BCPST1 Externat Chavagnes]

Propriété 16 (Inégalité des Accroissements Finis, deuxiéme version)

Soit |/ un intervalle de R

f une fonction dérivable sur [ telle qu’il existe un réel K qui vérifie :
Veel|f(x)] < K.

Alors V(a,b) € I?,
| f(b) = fla) | < K[b—al.

1l suffit d’appliquer la premiére version de I'inégalité des accroissements finis entre min(a,b) et
max(a,b) en posantm = —Ket M = K.

Variante : comme le résultat a prouver est inchangé en permutant a et b, on peut supposer sans perte
de généralité que a < b et appliquer I'TAF. O

Remarques :
e On choisit parfois I = [a, b]. Il est cependant utile de retenir la formulation générale.
e Cette deuxieme version de I'IAF, pour laquelle 'ordre entre a et b n’a pas d’importance est bien
pratique pour les études de suite, pour obtenir des majorations type
|1 — €| < K|u, —£]

alors que la position de w,, par rapport a ¢ peut varier avec n.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE.

Ce résultat permet d’encadrer les valeurs de la
fonctions entre deux droites passant par le point
de coordonnées (a, f(a)) :

Une autre maniére de voir, depuis chaque point de
la courbe, si on trace les droites de coefficients
directeurs m et M, tout le reste de la courbe est
dans le « cone ». Ce type de théoréeme permet de
donner un encadrement des valeurs a venir dans
des modeles (finance, ...), d’encadrer les effets
d’une erreur de mesure...

Les hypotheéses sur f des deux formes d’IAF sont plus simples que celles du TAF.
Apprenez la différence, et apprenez pourquoi c’est différent !
Attention aussi aux quantificateurs...
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CuariTre N9 — Caractérisation des variations d’une fonction ~ [BCPST1 Externat Chavagnes]

K| —

Exemple n°8 Prouver que, pour tout x > 0, on a <In(zx 4+ 1) —In(z) <

r+1

In est dérivable sur [x; x + 1] et, pour tout ¢ € [z;z + 1],on a
<In' (t) = 1.1
ot Tz

1
r+1
L’inégalité des accroissements finis donne alors :

(x+1—2)<In(x+1)—In(z) <

(x+1—2x)

&%I'—‘

1
z+1
d’ou le résultat.

pour déduire un encadrement avec la fonction inverse, il faut s’assurer que I’on est
soit dans ]0; +o0l, soit dans | — oo; 0], d’ou I'importance de préciser x > 0 !

Exemple n°9 Prouver que, pour tout x € R, on a |sin(z) | < |z |

Par imparité de sin, il suﬁt de vérifier pour = > 0. Soit > 0, sin est dérivable sur [0; z] et,
pour tout ¢ € [0; z], "(t)] = |cos(t) | < 1 et I'inégalité des accroissements finis assure
que |sin(z) —sin(0) | < 1|z — 0| d’ou le résultat.

Exemple n° 10 Donner une valeur approchée de /401

La fonction f : > \/z est dérivable sur [400; 401] et sa dérivée = — ﬁi est décroissante
done, Va € [400;401], 2@ < fl(z) < 2\/;4%.

L’inégalité des accroissements finis donne donc :

(401 — 400) < V401 — V400
2\/40 )<

401 — 400
40 ( )

3

1 1
+20 < v401 < — +20
\/40 40

On peut prendre /401 ~ 20 + 2\/@ =20+ % = 20, 025.

Pour un encadrement, on peut observer que 20,0252 > 401

et donc 20 + 35035 < VAOL < 20,025 d’ott 20,0249 < V401 < 20, 025

Caractérisation des variations d’une fonction

Propriété 17 (Variations de fonctions dérivables)

Soit a < b et f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Alors:
f est croissante sur [a,b] ssi  Vx €]a, b, f'(x)

> 0.
f est décroissante sur [a,b] ssi  Vx €]a,b], f'(x) <D0.
f est constante sur [a,b] ssi V& €]a,b], f'(x)=0.

\

Preuve : On va montrer le premier point. Le deuxiéme point s’obtient en appliquant le premier point a — f, et
le troisieme point s’obtient avec la réunion des deux premiers points.

(=) Supposons que f est croissante sur [a, b]. Soit z, €]a, b], pour tout = €]a, b[\ {zy}, ona:

fx) = f(xo)

T — Ty

> 0.
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CuariTre N9 — Caractérisation des variations d’une fonction ~ [BCPST1 Externat Chavagnes]

Par passage a la limite quand « tend vers z, (la limite existe et est finie par définition de f’(z)),
on obtient f’(z,) > 0.
Ceci étant vrai pour tout z;; €]a, b, cela donne la positivité de f’ sur |a, b].

(<) Supposons que Vz €]a,b[, f'(z) > 0. Soit x et y dans [a, b], tels que = < y.
La fonction f étant continue sur [z, y] et dérivable sur |z, y[, I'inégalité des accroissements finis
(dont on utilise seulement la partie minoration) donne alors :

0(y — =) < f(y) — f(z).

D’ou f(x) < f(y). Comme c’est vrai pour tout couple (z,y) tel que = < y,
la fonction f est croissante sur [a, b].

On peut adapter ce résultat pour montrer la stricte monotonie :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [ de R,

« Sipourtoutx € I, f'(z) > 0, alors f est strictement croissante sur I.

« Plus généralement, si pour tout x € J, f'(z) > 0, ou J est l'intervalle I sauf
éventuellement en un nombre fini de points ou f” s’annule, alors f est strictement
croissante sur [ (Cette propriété peut méme s’appliquer s’il existe un nombre fini
de points ou f n’est pas dérivable).

Le résultat est faux si on ne se place pas sur un intervalle !

Par exemple,
R* > x + - posséde une dérivée négative et n’est pas décroissante sur R*.

De méme, la restriction de la fonction partie entiére a R\ Z a une dérivée nulle et n’est
pas constante.
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CuarrTre N9 — Fonction arc tangente [BCPST1 Externat Chavagnes)

Fonction arc tangente

Preuve :

FONCTION TANGENTE

Définition 5 (Tangente)

La fonction tangente est définie sur I = U ]kw — z, km 4+ u { par :

kezZ 2 2
Ve el, tan(z)= i)
cos(z)
T 3
2 2

Propriété 18 (Dérivée de tangente)

La fonction tangente est dérivable sur I = U :|]{77T — g, km 4+ 7—2T {, et
keZ

’ _ 2 _ 1
Ve eI, tan’ (z)=1+ tan(x) = @)

\

La fonction est dérivable comme quotient de fonctions dérivables, Vo € I :

cos(z)? + sin(z)?

tan’ (z) =
() cos(x)? ’
ce qui donne les deux formules annoncées. O
FONCTION ARC TANGENTE
Définition 6 (Arc tangente)
N
La restriction de la fonction tangente a I'intervalle | — 3, 5[ est une bijection
strictement croissante de | — 3, 5[ sur R.

Sa bijection réciproque est appelée arc tangente, et est notée arctan.
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CuAPITRE N9 — Dérivées successives [BCPST1 Externat Chavagnes)

Preuve : La fonction tangente est dérivable sur | — 7, 5[, de dérivée 1 + tan(z)? > 0, donc elle est strictement
croissante sur cet intervalle. Elle est de plus continue (car dérivable) sur | — 3, 5.
Ainsi, d’apreés le théoréme de la bijection, la restriction de tan a | — 5; 5[ effectue une bijection de

T T U U
] — 3, 5[ sur tan (] =, 5[)
En étudiant les limites de tan en —g et g, on trouve —oo et +00, ce qui montre que tan (sa restriction)
réalise une bijection de | — 7, 5[ sur R. Donc la bijection réciproque existe bien, d’ou la preuve de

Pexistence. O

R

Le théoréme de la bijection donne au passage que la fonction arc tangente est une
bijection continue et strictement croissante de R dans | — 5, 7.

Propriété 19 (Dérivée de arc tangente)

La fonction arc tangente est dérivable sur R et vérifie : Vo € R,

1

() —
arctan’ (x) = T2

\

Preuve : On utilise la formule de la dérivée de la réciproque : tangente est dérivable et strictement monotone

sur | — g, %[, a valeurs dans R, et sa dérivée ne s’annule jamais. Donc arc tangente est dérivable en

1 1
tout point de R, et : Vo € R, arctan’ (z) =

1+ tan (arctan(z))? T 14a?
Dérivées successives

Définition 7 (Classe C, rappels) DEFINITIONS

N| On dit que f est de classe C* sur I lorsque f est dérivable sur I et que f’ est
continue sur I. On note alors f € C*(I,R).

Définition 8 (Classe C?)

On dit que f est deux fois dérivable sur I lorsque f est de classe C! sur I et que
f’ est dérivable sur I. On note alors (f’) = 2.
On dit que fest de classe C? sur I lorsque f est deux fois dérivable sur I et que

f2) est continue sur I. On note alors f € C%(I,R).

7

On peut ensuite définir récursivement toutes les dérivées suivantes : soit p un entier naturel

non nul, si f (P) est dérivable sur I alors fest (p+ 1) fois dérivable sur I, avec pour tout = € 1,
/

fe(z) = (f®)) (2).Si, de plus, fP*1) est continue sur I alors f est de classe CP*! sur I.
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CuarrTre N9 — Régles de calcul [BCPST1 Externat Chavagnes)

Définition 9 (Classe C°°)

On dit que f est de classe C°° sur I lorsque f est indéfiniment dérivable, c’est a
dire dérivable a tout ordre. On note alors f € C>°(I,R).

Si f est continue sur I, on notera par convention f € C%(I,R) et f(©)

f

DERIVEES SUCCESSIVES DES FONCTIONS USUELLES

La plupart des fonctions usuelles sont de classe €°° sur tout intervalle inclus dans leur domaine
de dérivabilité. Les formules suivantes se montrent par récurrence :

f(x) Dy, S ()
e’ R e’
p! P ™™ sin<p
zP (p € N¥) R (p—n)
0 sin>p
ala—1)..(a—n+ 1)z
«@ R* n—1
% (@ € R\ N) :( (a—z))xo‘”
i=0
COS T R cos (:E + ng)
sinx R sin (33 + n%)
1 (—1)"n!
a+x R\ {—a} (a + x)nHl
1 n!
g R\ {a} (a—a)t

Preuve Il faut savoir retrouver/démontrer ces formules. Le détail est laissé en exercice, mais pourrait
(D.A.C) étre demandé en colle.

Regles de calcul

Propriété 20 (Linéarité des dérivées successives)

LINEARITE ET ORDRE DES DERIVEES

Soit p € N, a € R, et soient f et g des fonctions de classe C? sur I'intervalle I. Alors :
« f+gestdeclasse CP sur et (f+ g)P) = fP) 4 g(P),

« «festdeclasse CP sur Iet (af)P) = afP),

\

Preuve : On montre le résultat par récurrence sur p € N en utilisant pour I’hérédité la linéarité de la dérivée.
Propriété 21 (Dérivées d’une fonction polynomiale)

Soit p € N. La dérivée (p + 1)-éme d’une fonction polynomiale de degré inférieur ou
égal a p est nulle.
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CHAPITRE N9 — vu dans les rapports [BCPST1 Externat Chavagnes]

Propriété 22 (Ordre des dérivées)
Soit p € N, et soit f une fonction de classe CP sur I'intervalle I. Alors :

. V(m,q) € N?tels que m + ¢ < p, (f(m>)(q> — (f(fJ)>(m> = flm+a)

« Vme[0,p—1], (f(m))/ _ (f/)(m) — flm+1),

Propriété 23 THEOREME DE COMPOSITION

Soit » € N. Soit I et J deux intervalles de R non vides et non réduits a un point, f une
application définie de I dans R et g une application définie de J dans R avec f(I) C J.
Alors :

« Si fest dérivable n fois sur I et g est dérivable n fois sur J, alors g o f est dérivable
n fois sur I.

« Si fet gsontde classe C" respectivement sur [ et J alors g o f est de classe C" sur

I

Preuve : On montre le premier point, le deuxiéme se montre avec une démarche similaire. Soit n € N, on pose P(n) : « si fest dérivable
n fois sur I et g est dérivable n fois sur J, alors g o f est dérivable n fois sur I ».

« Soitn = 0, et f et g deux fonctions dérivables 0 fois sur / et .J respectivement.
Alors g o f est dérivable 0 fois sur I et P(0) est vraie.

Soit n € NN, on suppose que P(n) est vraie. Soit f et g deux fonctions n + 1 fois dérivables sur I et .J respectivement.
Elles sont en particulier dérivables, et par théoréme de dérivation des fonctions composées, g o f est dérivable sur I, avec
(o f) =(g" f)x f".

Par hypothése, les fonctions g’ et f sont n fois dérivables sur .J et I respectivement, et donc par P(n) (¢’ o f) est n fois
dérivable sur I. Comme de plus f’ est n fois dérivable sur I, par produit (g o f)’ est n fois dérivable. Donc g o festn + 1
fois dérivable, et P(n + 1) est vraie.

D’ou le résultat. |
Propriété 24

Soit I et J deux intervalles de R non vides et non réduits a un point, f une application
définie de I dans R et g une application définie de J dans R avec f(I) C J.Si fetg
sont de classe C°° respectivement sur I et J alors g o f est de classe C°° sur 1.

vu dans les rapports

ECRICOME 2017 : Il est dommage que certains candidats ne voient pas que leur tableau de
variations contredit les réponses trouvées dans la question précédente.

ECRICOME 2017 : On peut souligner que la plupart des candidats prennent le temps de
justifier correctement et efficacement que f et g sont dérivables.
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CHAPITRE N9 — compléments sur les suites du type u,,,; = f(u,[BCPST1 Externat Chavagnes]

compléments sur les suites du type v, . ; = f(u,,)

L’inégalité des accroissements finis donne de nouveaux outils pour étudier les suites de ce
type. Nous avons maintenant presque tous les outils pour mener a bien ce type d’étude, tres
fréquent dans les sujets.

Vous étes invités a réaliser une fiche bilan sur ces suites, reprenant les différentes techniques
utilisées depuis le début de I'année dans ce cadre (point fixe et continité, récurrence, IAF,
TLM...)

Vous étes aussi invités a mettre en commun vos fiches.

PROTOCOLE D’ETUDE :
Pour étudier une suite définie par u, € D, et la relation: ¥n € N,u,, ., = f(u,), on
peut suivre les étapes suivantes (qui seront peut-étre détaillées dans les questions)

@ on montre que la suite est bien définie.
Pour cela, il suffit de prouver que f(2;) C D,
(ou a défaut on prouve par récurrence que, pour tout n, u,, € D).

@ f est continue sur 2D ;. Si f converge vers un réel £, alors f (£) =¢.

Si pour tout n € N, on a: u, € [a;b], alors ¢ € [a,b] et si f est continue sur
[a, b] et dérivable sur |a; b et vérifie | f* | < k sur ]a; b, on obtient avec I'inégalité des
accroissements finis :

c’est a dire

VneN,|u, . — 4| <klu, —¢]

n

@ et par récurrence, on prouve que

VneN,|u, — €| <E™|ug—{|
Et donc si £ < 1, la suite converge d’apres le théoreme d’encadrement (et on a un
majorant de I’écart a la limite !)
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CuarITRE N9 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagnes)

Exercices

exercice 1
On définit fsur R\ {0} par:

Vo #0, f(x)=arctan(z)+ arctan (%)

Montrer que f est constante sur chaque intervalle ou elle est définie.

Proposition de corrigé :

f est dérivable sur R*, comme composée de fonctions dérivables sur R* et, pour tout x # 0,

1 —1 1 1 1

/
= — — X = — —
I'(@) 1+x2+z2 1+ (32 142 1+a2? 0
x

Ainsi, f est constante sur chaque intervalle ou elle est dérivable.
Donc f est constante sur | — 0o; 0] et constante ]0; +o0].
On sait que tan(3) = 1 donc f(1) = 2arctan(l) =2 x § = 5 donc,
pour toutz <0, f(z)=73

N s
de méme, f(—1) = —3.

T .
Finalement, f(z) = 2 siz>0
- siz <0
Remarque : on pouvait aussi utiliser les limites en 200
exercice 2 Soit @ un nombre réel.
Déterminer une condition sur a pour que la fonction
R siz <0
sin(ax) siz >0

soit dérivable sur R.
Proposition de corrigé :
[ est dérivable sur | — oo; 0] et sur ]0; +00] car égale a une fonction de référence dérivable sur ces intervalles.

Etudions la dérivabilité en 0.

f(z)— f(0)  sin(ax) asin(aw)

o Vx>0, = = — axl=a
z—0 T axr x>0+

donc f est dérivable a droite en 0 et f/(0) = a

oV <0, szzl 1
z—0 T =0

donc f est dérivable a gauche en 0 et fg/(O) =1

e Finalement f est dérivable ssi f(;(O) = f}(0) doncssia =1
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CuarITRE N9 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagnes)

exercice 3 Retrouver I'expression de la fonction dérivée de = > In(z) en utilisant
le fait qu’il s’agit de la bijection réciproque de x — e”.

Proposition de corrigé :
La fonction exponentielle réalise une bijection de R sur ]0; +o0.

Comme sa dérivée ne s’annule pas, sa bijection réciproque In est dérivable sur ]0; +oo] et,

pour tout z > 0, In’ (z) = L = 1 = 1
exp’ (In(z))  exp(ln(z)) =

exercice 4 Soit f : [a; b] — R deux fois dérivable et telle que

fla) = f'(a) et f(b) = f"(b).

Montrer qu’il existe ¢ €]a; b[ telle que f(c) = f'/(c)
on pourra introduire la fonction g : x +— e [f(z) — f'(x)]

Proposition de corrigé :

La fonction g introduite est dérivable sur [a; b], comme produit et somme de fonctions dérivables sur [a; ).

Pour tout = € [a;b], ¢'(x) = e” [f(z) — f'(2)] + " [f"(z) — f""(2)] = " [f(z) — f""(2)]
Or, on sait que f(a) = f/(a) et f(b) = f'(b).

On a alors g(a) = g(b) = 0 et, d’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a; b] tel que ¢’ (¢) = 0.
On aalorse®[f(c) — f"(¢)] = 0 donc f(c) — f""(c) =0 care® # 0.
’ Finalement, il existe ¢ €]a; b] tel que f(c) = f”(c)‘

exercice 5 Prouver que, pour tout x € ]—g; 5 [ ona |tan(x)| > | x|

Proposition de corrigé :

Notons f la restriction de tan a ] 0; 2 [
f est dérivable sur son domaine de définition et, pour tout = € ]0; 5 [, f(x) =1+ cos?(z) > 1

L’inégalité des accroissements finis appliquée a f sur [0; 2] avec x € ]—g; 3 [ donne :
1(x —0) < f(z) — f(0) dou z < tan(z)

L’imparité de tan permet de conclure que, |VZ € ]—%, 3 [7 |tan(z) | > [z |
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CuarITRE N9 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagnes)

exercice 6

1/,2

1. Prouver que, pour toutz > 0,ona:0 <z —In(1+2) < 5

2. Etudier la convergence de la suite (u,,),,c) de terme général :

n k
Vn € N, H<1+ﬁ>

k=1

Proposition de corrigé :

1. Notons f la fonction définie sur I =]0; +oo] par f(z) =z — In(1 + z).
f est dérivable sur I comme somme et composée de fonctions dérivables sur 1.
x
Pourtoutz € I, f'(z) = —— > 0.
our tout f/(x) T

Donc f est croissante et, pour tout = > 0, f(x) > f(0) = 0.
2

De méme, notons ¢ la fonction définie sur I =]0; +oo[ par g(z) = z — In(1 4+ z) — % Pour tout = € I,

€T .%'—33—372 —LUQ

g (z) = < 0.
2

:1+:z:_x_ 1+ :1+x
Donc g est décroissante et, pour tout z > 0, g(z) < g(0) = 0 c’est a dire z — In(z) < 5.

Finalement, on a bien |V €]0;+00[,0 < z —In(z) < 5

2. On déduit de ce qui précéde que, V(k,n)

En sommant membre & membre pour k € [1; n], on obtient, pour n € N* :
n

EoG k " k2
0<Zﬁfz1n(1+ﬁ)< o
k=1 k=1 k=1

dou 0< MY llﬂ[ (1 + :2)1 <+ H@n+1)

2n? P 12n4
. .n+1l (m+1)2n+1) n+1
Ainsi, 5 T 19,3 <In(u,) < 5

1 1
On a, pour tout n € N*, (n+1>(2ﬂ+1) _ ( n n o
12n3

12n n——+00

14+ e . 1
De plus, ntl_ S~ — = et le théoréme d’encadrement donne: lim In(u,) = -
2n n—-+oo n—-+0o0o 2

Par continuité de la fonction exponentielle, nglfoo u, = /e
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CuarITRE N9 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagnes)

uy € R*

exercice 7 Soit (u | ite défini 1
¢ oit (u,, ), e~ 1a suite définie par - :2+u_2 pour n € N*

n

1. Prouver que, pour tout n € N*, u,, > 2

2. Soit fla fonction définie sur [ = [2;4o0| par f : x > 2 + %

Prouver que I’équation f(z) = = admet une unique solution ¢ dans I.

un+1_€| <%|un_£|

3. Montrer que, pour tout n € N*,

u, =01 < (5)" [ug— 1]

4. Montrer que, pour tout n € N*,

5. Conclure sur la convergence de (u,,)

Proposition de corrigé :

1. Pour tout ug € R*, u; > 0 et une récurrence immédiate donne : Vn € N*, u,, > 2
2. Soitz € R*.

flz)=2 <= 2+%—x=0 = —234+222+1=0
Notons g : x = —2® + 222 + 1. g est dérivable, car polynomiale et, pour tout réel z, g’ (z) = —3x2 + 4z =
z(—3z +4) < 0sur [2;400]
Donc g est strictement décroissante sur I et continue (car dérivable) donc réalise une bijection de I = [2; +o0|
sur g (1) Z]ljmg;g(?)] = |—o0; 1],

o0
Or, 0 € g(I) donc admet un unique antécédent par g dans I.
’ I’équation f(x) = x admet une unique solution dans I

3. fest dérivable sur I, comme composée de fonctions dérivables sur I et, pour tout z € I,ona: f/'(x) = -2

3
Ainsi, on a, pourtout x € I, | f'(x)| < | f/(2)] = i

L’inégalité des accroissements finis permet donc d’affirmer que :

V@) €12 | f(x)— fW)] < glz—yl

Soitn € N*,onavu quewu, € Ietl € I. Enévaluanten z = u,, et y = ¢, on obtient :
[t = ] < 7 1w, =]
4. Par récurrence :
m Pourn =0, |uy — | < (% ’ | ug — £ |. La propriété est vraie au rang 0.
Supposons lu, — €| < (%)n | ug — £ | pour un certainn € N.
Un+1_€‘ <%|“n_£|H<R (%) X (%)nl%—ﬂ\

. 1\l .y ST
D’ou |, — ] < <Z) | uy — ¢ |. La propriété est héréditaire.

D’apres 3.,

n
D’apreés le principe de récurrence, pour toutn € N, |u,, — | < (%) |ug — 2]

1 n
5. Comme ‘ 1 ‘ <1, lim |- = 0 donc, d’aprés le théoréme d’encadrement, lim |u, —¢| =0, c’est &
4 —+oo \ 4 n—-+0oo n

: lim w, =/
dire ok Un A
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x? sin(%) siz #0

exercice 8 On considére la fonction f définie par f(x) = 0 _ 0
six =

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Montrer que f est dérivable sur R et donner I'expression de f'(z).

3. Montrer que lirg+ f’(z) n’existe pas. Conclure.
T—

Proposition de corrigé :

1. fest clairement dérivable, donc continue sur R*.
En effet, elle est nulle sur | — co; 0 et composée de fonctions dérivables sur |0; +o0c].
Etude en 0
Comme, Vx >0, —1 <sin (%) <lona—a?< f(x) <22
Or, lim z? = 0 et le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim f(z) =0
z—0* x—0"

Ainsi, lir(r)1 flx) = hI(I]l f(z) = f(0) donc f est continue en 0.
z—07" r—=0"

Finalement, | f est continue sur ﬂ?‘

— f(0 1
2. Vx #0, L(J;() = zsin () —()J 0 par un raisonnement similaire a ce qui précéde.
xTr — T ) z—

Ainsi, f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
f est dérivable sur [R‘

Finalement,

3. Par I’absurde. Supposons f’ continue en 0. Alors lim f’(z) = f’(0) = 0.

x—0
, (1 , —1 1 (1 1
Pour tout z > 0, f'(z) =2zsin | — | + X —cos | — | =2xsin | — | —cos | —
T T x T T
1
Or, lim 2zsin| — ] =0
r—0+ x

1 1
donc, lim cos () = lim [21‘ sin () — f’(m)] = 0 par somme de limites.
x

r—0+ xT z—0*

. . 1 . . -
Mais ceci implique lim cos [ — | = lim cos(u) = 0 ce qui est absurde car cos n’a pas de limite en 400,
r—0+ xX U—r—+00

ce qui est absurde.

Finalement, f’ n’est pas continue en 0‘
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exercice 9 Soit f une fonction telle que, pour tout (x;y) € R?,
[ f@) = f) | < (z—y)?
Montrer que f est constante.

Proposition de corrigé :

Soit x € R fixé.

f(z) = f(y)
r—=Yy

pour tout € R, f'(x) = 0.

R étant un intervalle, | f est constante|.

aviez-vous pensé a ’argument « intervalle » ?

Pour tout y #+ «,

‘ = |z —y| — 0 donc fest dérivable en tout = € R et,
y—x

exercice 10 Montrer que, pour tout z > 0,

%—H < arctan(z) < x

Proposition de corrigé :

1

La fonction arctan est dérivable sur R et, pour tout € R, arctan’ (z) = iz

Soit z > 0.
Le théoréme des accroissements finis assure 'existence de ¢ €]0; z| tel que
arctan(z) — arctan(0)

z—0 :f/(C)

Comme f est strictement décroissante sur R+, on a, pour tout ¢ €]0; z[, on a

f(@) < f(t) < f7(0)

Donc )
1122 < fe)<1
d’ou
1 arctan(z)
1+ a2 x <1
puis

x
112 < arctanz < z (car x > 0)
Remarque 1: on aurait pu utiliser UIAF, qui reste vraie avec des inégalités strictes.
Mais le résultat le plus répandu se formule avec des inégalités larges.

Comme il n’est pas beaucoup plus long de rédiger avec le TAF, c’est plus sir.

Remarque 2 : on aurait aussi pu étudier (séparément) les fonctions x — x — arctanz et x - arctan(z) — H% et

montrer (dérivée, étude...) qu’elles sont positives. C’est a priori beaucoup plus long.
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exercice 11
Soit P € R,,[X] polynéme non nul. admettant n racines réelles distinctes.
Montrer que P’ admet exactement n — 1 racines réelles distinctes.

Proposition de corrigé (il faut chercher avant de regarder la solution **)
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Notons (74, ...,7,,) € R™ les racines de P. Sans perdre en généralité, on peut supposer 1, < ry < ... <7T,.

P vu comme fonction polynémiale est dérivable sur R et vérifie :

Pour tout k € [1;n — 1], P(r,) = P(r;,,) = 0 et, d’aprés le théoréme de Rolle,
il existe 7, € |ry; 7y, [ tel que P'(r}) =0

On a alors, pour tout k € [1;n—2], r; <714y <7
racines distinctes de P’

Comme P # 0, notons n € N le dégré de P. Alors deg P’ = n — 1 et les n — 1 racines trouvée sont exactement
les racines de P’ qui ne peut en avoir plus car de degré n — 1.

/

Bl sontn —1

< 7j4o de sorte que les réels r,...,77 |

‘ P’ admet exactement n — 1 racines réelles distinctes.

e A quoi sert ’hypothése 'non nul’ ?
e on ne peut avoir deg P = 1 ici... pourquoi ?

variante : on peut aussi trouver : si Padmet k racines réelles distinctes, montrer que P’ admet au moins
k — 1 racines réelles distinctes.

[l faut alors bien penser qu’en cas de racine double 7, on a bien 7/ racine et 7, qui 'reste’ racine de P’

k
s’ajoute aux k — 1...

On peut donc généraliser le résultat avec la multiplicité mais ca devient plus technique a rédiger.

exercice 12 (EML ECE, 2001)
On considere la fonction f définie sur |0; o0 par :
x
Vo >0, =
050, flr) =

1. a. Calculer f'(x).
b. Pour tout z > 0, exprimer f’’(x) en fonction de g(x) ou g est la fonction définie sur
[0; +00] par g(x) = ze® — 2e® + x + 2
c. Etudier les variations de g et en déduire que f'/(x) > 0.
d. Etudier les variations de f sur son domaine de définition en précisant les limites aux
bornes de D .

Nous verrons au deuxiéme semestre comment prouver que lim f'(x) = 5
x—0

Ce résultat pourra étre admis dans la suite du sujet.

'U/OZ]_

2. On consideére la suite (u,,) définie par { Vn e N,u,,, = f(u,)

Montrer : Va €]0; +oof, | f/(z)| < 5 et0 < f(x) < 1
Résoudre I’équation f(z) = x d’inconnue z €]0; +o0|.
Montrer : Vn € N, |u, ., —In(2) | < % | u,, —In(2) |.

Etablir que la suite (u,, ), <, converge et déterminer sa limite.

o T

Proposition de corrigé :
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a. fest dérivable sur ]0; +00[ comme quotient de fonctions dérivables sur cet intervalle, le dénominateur
ne s’annulant pas.
1(e* —1) — xe®

Pour tout > 0, f'(z) = (e* —1)2

e’ —xe® —1
(12
b. f’ est dérivable comme somme et quotient de fonctions de références dérivables sur ]0;+oo], le

dénominateur ne s’annulant pas. Soit z > 0.
(e” —e® —xe”)(e® —1)? — 2e”(e® — 1)(e” — xe® — 1)

Pour tout x > 0, f'(x) =

f(x) = (e* — 1)1
£ () = —ze® (e — 1%6; 36”;)(57” —xe® —1)
£ () = —xe*” + pe” (;6232:)—:}3— 27e%% + 2¢”
F() = e’ (a:ez(;:Qf”:l—)gx +2)

P

c. Etudier les variations de g et en déduire que f’'(z) > 0. g est dérivable sur [0; +oo[ comme somme de
fonctions dérivables et, pour tout x >= 0,
g(x)=e"+rze® —2"+1=(x—1)e* +1

g’ est dérivable et, pour tout z >= 0,
g’ (x)=e"4+(x—1)e"=e">0

g’ est strictement croissante donc, pour tout z > 0, ¢’ (z) > ¢’(0) =0

Ainsi, ‘g est strictement croissante sur [0; +oo[‘

On en déduit que g(z) > g(0) = 0.
Or, pour z > 0, f'’(x) est du signe de g(z) donc|f’'(z) >0

d. Ainsi, f est strictement croissante sur ]0; +o00] et lirf f(z)=0
T—+00
donc f" < 0sur |0; 4+o0].

Finalement, ‘f est strictement décroissante sur ]0; —l—oo[‘.
2. a. Montrer: Vz €]0;+oc0f, | f/(z)] < % et0< f(z) <1

1
On sait que f’ est croissante et négative d’aprés ce qui précéde. De plus liH(lJ f(x) = 5 Ainsi,
r—

D[ =

< fl(z) <0<

D[ =

donc

Ve >0,|f'(z)| <3

De plus, pour tout = € R,
. ’ 1
| J(@)| < lim | /()| = 2.

x—0

De plus, f étant strictement décroissante on a, pour tout = > 0,
1=lim f(z) > f(x) > lim f(zx)=0
x—0 T—+00

Finalement, || f/(z) | < % et0< f(z) <1
b. Sur]0; 400, on a les équivalences :
x 1

= —_— T = .’K: =
G-t gyl il s d=2 =z In(2)

flz)=2 <=

‘L’unique solution de I’équation sur ]0; +oo[ est ln(2)‘.
c. On sait que f est prolongeable par continuité sur [0; 1] car liH(lj flz) =1
xr—

f est dérivable sur |0;1[. De plus, pour tout  €]0;1[,| f'(z)| < 4 donc, d’aprés I'inégalité des
accroissements finis, on a, pour tous (a,b) € [0;1]2 :
1
[ f(b) = fa) [ < 3[b—al
Or, la question 2.a. et une récurrence immédiate permettent de prouver que, pour tout n € N, u,, €]0;1].
Donc I'inégalité précédente, appliquée a a = u,, et b = In(2) donne :

Vn e N, | f(u,) = f(In(2))| < 3] u, —In(2)]
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d’ot Vn € N, |u,; —In(2) | < % | u, —In(2) |

d. Montrons par récurrence que la propriété P(n) :« |u,, —In(2) | < (%)n | u,, —In(2) | » est vraie pour
tout n € N. o

n Pourn =0, |uy —In(2)| = (%) | uy — In(2) | donc P(0) est vraie.

Supposons P(n) vraie pour un certain entier n > 0. Alors 2.c. donne :

|ty —n(2) | < 3w, —In(2)]

d’ott |u, 1 —In(2)| < 3 (%)n | uy — In(2) | par hypothése de récurrence.

. 1\n+1
dotr|u,,; —In(2)| < (3)  [ug—In(2)]
Ainsi, PA(n + 1) est vraie et ’hérédité est prouvée.
C D’aprés le principe de récurrence, A(n) est vraie pour tout n € N.

On a pour tout n € N, |u,, —In(2) | < (%)n | u,, —In(2)|.

1 n
Or, % < 1ldonc lim <2> = 0 donc le théoréme des gendarmer assure que lim |u,, —In(2)| =0

n—+o00 n—oo

cestadire lim wu, =In(2).
n—+0oo

(u,,) est convergente et lim wu, = In(2)
n——+oo
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exercice 13 Soit la suite (u,,) définie par {uo =0
" vne N, u,, 4 =+/u, +1
On pose, pour tout réel x > —1, f(z) = vz + 1
1. Montrer que f([0;2]) C [0;2] et que : YV € [0;2],] f/(2) | < 3.
2. Déterminer les points fixes de f. Notons r I'unique point fixe de f dans [0; 2]
3. Montrer que, pour tout entiern € N, 0 < u,, < 2.
4. Montrer:Vn € N, |u,,; — 7| < |&’f;—ﬂpuisque\un—r] < 2n—1,1
5. Montrer que (u,,) converge et déterminer sa limite.
6. Déterminer un entier N tel que |uy — 7| < 107
7. Ecrire un programme Python donnant le plus petit entier N tel que |uy — | < 107°.
8. Ecrire un programme Python donnant une valeur approchée de r 4 1079 preés.
Proposition de corrigé :
1. fest strictement croissante, comme composée de fonction strictement croissantes.
Ainsi, pour tout x € [0; 2], 0 <z <2etdonc f(0) < f(z) < f(2)
Ainsi, 0 <1<z < V3 < Vet f(z) € [0;2]
F(10;2]) < [052]
on dit que [0; 2] est stable par f
2. flz)=2 <= Vrt+l=2 < r+l=z’ v —z—1=0
' N N x>0 z>0
Le déterminant du trinome est A = (=1)2> + 4 = 5 donc il y a deux racines
4 :1_7\/5 <Oetz, = 1+2‘/5 >0
Seule r = HQ‘/‘F) est positive. C’est donc I'unique point fixe de f.
De plus, r = 1+2\/5 < % = 2 donc r € [0;2].
3. Par récurrence.
e pourn =0, uy =0 € [0;2]
e supposons u,, € [0;2] pour un certain x € N.
alors, comme par hypothése de récurrence, u,, € [0;2],ona:u, ; = f(u,) € [0;2] d’apreés 2.
e d’apreés le principe de récurrence, on a, pour tout n € N, u,, € [0;2].
4. fest continue (car dérivable) sur [0;2] et dérivable sur ]0; 2] et, pour tout = € [0;2], f'(x) = —~—. f” est

2vax+1"
décroissante donc, pour tout z € [0;2],| f'(z)| < f'(0) = &

Pour tout n € N, nous pouvons donc appliquer I'inégalité des accroissements finis a (u,,, ) € [0;2]?, ce qui
donne :

| fun) = F(r) | < Juy, — 7|

VHED\‘,‘UH+1—T’<%|’U”—T|

, T
Montrons par récurrence que : Vn € N, |u,, — | < 57—t

= 0
° pourn:l,onabien\uo—r\:():"/éfl‘g(%)

e supposons que I’on ait |u,, — 7| pour un certain entier n > 1.
Alors | Upip — T | < % | u,, — r| d’aprés le résultat précédent et I’hypothése de récurrence donne alors :
1 1\n—1
3% (3)
D=1
(5 d’ou I’hérédité.
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8.

e Conclusion : d’apres le principe de récurence,

n—-+o0o

n—1
‘%‘<ldonc lim <;) =0.

Le théoréme des gendarmes permet alors de conclure que lim |u, — 7| =0 et donc

[BCPST1 Externat Chavagnes)

vn>1, |u,—r|< (%)Thl

(u,,) converge vers r =

T OolJrﬁ
2

. R . 1 n—1 -9 . 9
On obtiendra la précision voulue si (5) < 1077, donc si 2™ > 10°.

En utilisant Papproximation par valeurs inférieures 210 = 1024 ~ 102,

on obtient que (219)3 > 10°.

’pourN=3O,ona|uN—7“|<10

_9‘

import numpy as np

u=20
n=20
r = (l+np.sqrt(5))/2

while abs(u-r) > 10%*(-9)
u = np.sqrt(i+u)
n = n+l

print(n)

on trouve N = 19

il suffit de remplacer disp(n) par disp(u)
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exercice 14 EML 1996 (Voie E)

x

Soit fla fonction définie sur R par f(z) = 62;’;_‘_1

1. a. Montrer que f est paire.
Etudier les variations de f et tracer l'allure de sa courbe dans repere orthogonal

(031, 4).

b. Montrer qu’il existe un unique réel ¢ tel que f(¢) = ¢. Justifier : 0 < £ <
on donne : f(1/2) < 1/2

DO —

c. Montrer que pour tout réel x : | f'(z) | < f(z) <

NO| —

2. On définit la suite (u,, ), o) par : {Vn €Ny, ., = f(u,)

a. Montrer que, pour tout n € N Uu,, € [0, %]

b. Montrer que, pour toutn € N: |u,,; — | < %|un — /¢ puis J|u, —{| < 271%

c. En déduire que la suite (u,,) converge vers /.

d. Ecrire un programme Python permettant d’obtenir une valeur approchée de £ a 103
pres.

Proposition de corrigé :

1. a. fest définie sur R qui est symétrique et, pour tout réel z,

1
e~ 7 = e’

o) =gy = T Ttem = /@)
€
Donc f est paire
f est dérivable sur R et, pour tout x € R,
z(,2x _ 2z z_ 3z z .
f(x)=*< (e (e;lil;e 2 _ (22151)2 = (62:+1)2 (1—€*) du signe de 1 — e>*.

f est donc croissante sur |—o0; 0] et décroissante sur [0; +o0].

lim e =0et lim e?® + 1= 1donc, par quotient de limites, lim f(x) = 0.
T——00 T——00

T—r—00
Par parité de f, liin flz)=0
Tr—r-+00

b. On pose, pour tout réel z, g (z) = f(x) — .

on peut dériver g mais I’étude du signe de g’ n’est pas simple. Dans ce cas, on peut chercher une autre
maniére de répondre a la question, ou édudier une fonction annexe (le numérateur), ce qui veut dire nouvelle
dérivée...

On a vu que f > 0 sur ]—00;0]. Donc g > 0 sur |—00;0]. f et x - —x sont strictement décroissantes
sur [0; +-00[ donc g est strictement décroissante comme somme de fonctions strictement décroissantes,
et continue (comme somme de fonctions continues car dérivables) et g réalise une bijection de [0; +o00[

sur g([0; +-00[) = }ljgolg;g(o) [ = |—o0; 3|
Comme 0 € |—o0,1/2] alors I’équation g () = 0 a une unique solution ¢ sur R"
De plus g(1/2) = f(1/2) —1/2 < 0 donc g(0) = 1/2 > g(¢) > ¢g(1/2) et comme g est strictement

décroissante sur R et qu’ils en sont éléments, 0 < £ < 5 Donc

I’équation f(¢) = ¢ a une unique solution £ et 0 < ¢ < %
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c. D’apres le calcul de 1.a), pour tout réel z,

F2) = flo) x =5

>0et| f'(@)| = f'(2) = f(2) x 257 < f(2) X oy < f(@)

@) == (@) = f@) x &7 = fl@) x Hm = f@) (1- 357 < f(@)

on pouvait aussi utiliser le fait que si f est paire, alors f” est impaire...

’ 1
Et comme f est maximale en 0 on a bien pour tout réel x : | f'(@)] < flz) < £(0) 2

2. 1. Par récurrence :m pourn=0onauy=0¢ [0, %]

Soit n tel que u,, € [0, %] alors 0 <u <1/2
Alors par décroissance de fsur R", f(0) > f(u,) > f(1/2) >0
doncu, | € [0, %]

D’apreés le principe de récurrence, pour tout entier n : u,, € [O, %]

2 ’
2. D’aprés I'inégalité des accroissements finis, comme (u,,; £) € [O, %] et que ‘f ‘ < % sur [O, %] alors

1
c’est a dire

1

Par récurrence immédiate, pour tout n € N, |u,, — £| < zin |ug — £ | et comme £ € [0; %], lug — 0| < 3

d’ou 1
Vn eN,|u, — ¢ < onT

n+1

1 . L s

3. Alors comme ‘5 <lona lim <2> 0, avec Pencadrement précédent, le théoréme des gendarmes
n—-+0oo

assure |u,, — £| — 0 et donc

‘ la suite (u,,) converge vers . ‘

4. wu,, donnera une valeur approvchée de £ a 1072 pres si |u,, — ¢| < 1073 donc si Qn% <103 ou 27t >

102 ou (n + 1) In(2) > 31n(10), C’est & dire n > 3111;((12? -1
u=20
for k in range(1, (3*np.log(10)/np.log(2))) :

u = np.exp(u)/(np.exp(2*u)+1)
print (u)

exercice 15 vu a ’oral de ’ENSAE 2018, filiere ECS e
Soit f une fonction continue [0; 1] — [0; 1], dérivable sur I'ouvert |0; 1[. On suppose que f” est
croissante sur |0; 1[. On suppose que f(1) < 1, montrer que I’équation f(x) = x admet une
unique solution dans [0; 1].

Proposition de corrigé :
Il s’agit de ’énoncé intégral d’un des deux exercices de I’oral.

Il'y a deux associations d’idées a avoir : TAF et convexité.

Il est classique que si f est continue sur [0,1] & valeurs dans [0, 1], alors f admet un point fixe dans [0, 1] (voir
chapitre Etude globale d’une fonction)

Montrons que ce point fixe est unique. Soit x; et 5 deux points fixes de f

Il existe ¢ € |0; 1] tel que f(zy) — f(zy) = f/(c)(zy — x7)

Comme z, et x; sont des points fixes, on trouve (z, — z,)(1 — f'(¢)) =0
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exercice 16 Formule de Leibniz
Soient f et g des fonctions de classe €>° sur l'intervalle I. Alors la fonction fg est de classe
C> sur [ et

n

(fg)(m:Z ") fo gnt),

k=0 k

Application : Etudier la dérivabilité de la fonction définie sur R par :
Vo € R, f(x) = z%e?,
et calculer ses dérivées.

Proposition de corrigé :f et g sont de classe € sur I, donc fg est de classe € sur I.

Soit n € N, on pose
POy« (f) = 3 (k) frgnn

k=0

0

m (f9) = fg= Z (2) ) gO=F) Donc P(0) est vraie.

k=0

Soit n € N, supposons que P(n) est vraie. L’hypothése de récurrence nous donne :

(f9)" = (’;) fgn.

k=0
En dérivant terme a terme, il vient :
. \(n “~ (n e 1
(fg)< +1) :Z ( ) (f(k+1)g( k) 4 flk) g+l k))

k=0 k

n n ) n n

_ <k> f(k+1)g(71, k) + Z <k> f(k)g(n+1 k)
k=0 k=0
n+1 n n n

_ Z (k_ 1) f(k)g(n+1 k) + Z <k> f(k)g(n+1 k)
k=1 k=0

(R P e v
k=1

1
= <n + ) fR) g(n+1=F) par la formule de Pascal
k=0

Donc P(n + 1) est vraie, et ’hérédité est prouvée.

D’aprés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

Application :

On applique la formule de Leibniz a z - e® et g : x 2% qui sont de classe @ sur R. Donc f est de classe €
sur R, et pour tout entier n > 2 et pour tout réel z,

fa =3 (Z) e’g ().
-0
On en déduit par propriétés des dérivées d’un polynéme :
2
F@) = (Z) e ()

k=0
—1
= e%x? + ne®2x + %

=e” (22 4+ 2nz +n(n—1)).

On vérifie ensuite que la formule s’applique aussi pour n = 0 et n = 1, ce qui est bien le cas ici : elle est donc

e*2

vraie pour tout n € N.

exercice 17 oral agro 2015
L’exercice comprend 3 parties. La partie IIl peut étre abordée sans que la partie II ait été traitée.

39/42



CuarITRE N9 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagnes)

Partie I : définition d’une fonction

Soit ¢ un réel positif ou nul. Pour tout réel z, on pose : P,(z) = 23 + tz? + 1.
@ Démontrer que le polyndme P, admet une unique racine réelle que 'on notera r(t).
On note r I'application définie sur R, qui, a tout réel positif ¢, associe le réel r(¢).

Partie II : ébauche de la courbe de la fonction r

On a construit la représentation graphique de la fonction P, sur la figure 1 ci-dessous.
Expliquer comment il est possible de construire sur cette figure le point de coordonnées

(2;7(2)).
© Avec le logiciel Geogebra, on a répété la construction précédente en faisant varier ¢ de 0 a
10 avec un pas de 0,1. On a obtenu la figure 2 ci-dessous.

Figure 1 Figure 2

Que peut-on conjecturer relativement :
(i) ar(0)?
(ii) au signe de r(t) ?
(iii) a la limite de la fonction 7 en 400 ?
(iv) a la branche infinie de la courbe de r en +o00 ?

Démontrer ces conjectures.
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CuarITRE N9 — Exercices [BCPST1 Externat Chavagnes)

@ Démontrer que la fonction r réalise une bijection de R, vers |—oo;1]. Déterminer la
fonction réciproque de la fonction 7, que I’'on nommera s.

@ En déduire que la fonction 7 est continue et dérivable sur R . Dresser le tableau de variation
de .

Partie III : approche informatique

@ Rédiger une fonction informatique qui, recevant ¢ et un entier n, renvoie une valeur
approchée de r(t) a 107" pres.

@ Utiliser cette fonction pour construire la courbe de r. Commenter la courbe obtenue.

Proposition de corrigé :Partie |
Soit ¢ un réel positif ou nul. Pour tout réel z, on pose : P,(z) = 2 + tz? + 1.
@ le polynéme P, est dérivable et
Vo € R, P/(z) = 32® + 2tx = x(3x 4 2t)
On en déduit les variations de P, qui est croissante sur |—o0; 0[, décroissante sur ]0;2t/3[ et croissante sur
12t/3; +o0l.
8t3 | 4t® >
Or, P,(2t/3) = 5= + 35 + 1 > 0 cart > 0 donc P, ne s’annule pas sur ]0; 4-o00|.
P/ (z) = lim

T——00 * ¢

T 3 _
Enfin, lim tyog L = —00

’ P, admet une unique racine réelle que I'on notera r(t).
On note 7 I"application définie sur R, qui, a tout réel positif £, associe le réel (%).

Partie Il : ébauche de la courbe de la fonction r

On a construit la représentation graphique de la fonction P, sur la figure 1 ci-dessous.
Expliquer comment il est possible de construire sur cette figure le point de coordonnées (2;7(2)).

© Avec le logiciel Geogebra, on a répété la construction précédente en faisant varier ¢ de 0 a 10 avec un pas de
0,1. On a obtenu la figure 2 ci-dessous.

Que peut-on conjecturer relativement :
(ar(0)?
(i) au signe de r(t) ?
(iii) a la limite de la fonction r en +00 ?
(iv) a la branche infinie de la courbe de r en 400 ?

Démontrer ces conjectures.

@ Démontrer que la fonction r réalise une bijection de R, vers |—oo; 1]. Déterminer la fonction réciproque de
la fonction 7, que 'on nommera s.

@ En déduire que la fonction r est continue et dérivable sur R . Dresser le tableau de variation de 7.
Partie Il : approche informatique

® Rédiger une fonction informatique qui, recevant ¢ et un entier n, renvoie une valeur approchée de 7(t) a
107" pres.

@ Utiliser cette fonction pour construire la courbe de r. Commenter la courbe obtenue.
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Cuarrtre N9 — Un complément HORS PROGRAMME (approfon{BS®siEntEsx#drnat Chavagnes]

Un complément HORS PROGRAMME (approfondissement ++)

Il peut étre utilie de connaitre ce résultat, tentant mais hors programme, mais aussi sa démonstration
dont certains mécanismes peuvent étre réutilisés.

THEOREME DE LA LIMITE DE LA DERIVEE :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et dérivable sur I \ {a}.
Silim f/(x) = ¢ € R, alors fest dérivable en a et f'(a) = £.

T—a

Mais comme ce théoréme n’est pas au programme, il faut le démontrer a chaque usage.
Soit z € I \ {a}. Si a n’est pas la borne supérieure de , soit z > a.

Par hypothése, f est continue sur [a, x] et dérivable sur ]a, [ Ainsi, d’aprés le théoréme des accroissements

finis, il existe ¢, €]a, z[ tel que f'(c,) = %Z:(a).
Or, comme ¢, €]a, z[, lim ¢, = a et, comme par hypothése lim f’(z) = ¢ € R existe, alors lim f’(c,) = ¢
T—a T—a T—a

et on en déduit que lim M

Tr—a Tr—a
On a bien prouvé que f est dérivable a droite en a et que f/(a) = £.
On montre de méme, si a n’est pas la borne inférieure de I que f;(a) =

existe et vaut /.

Finalement, f est dérivable en a et f'(a) = ligl 1 (x)
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