T.D. Révisions d’intégration

A rIntégration : Propriétés de l'intégrale : Linéarité, relation de Chasles, positivité, encadrement de l'intégrale N

b b
partir d’'un encadrement de la fonction. Pour a < b, majoration |/ f)dt| < / |f(t)|dt.

Si f est continue sur un intervalle I et a € I, alors la fonction F' définie sur I par F(z / f(t)dt est 'unique

primitive de f sur I s’annulant en a. Valeur moyenne d’une fonction continue sur un segment.
) ! 1k ) k

Compléments : Sommes de Riemann sur [0, 1] : /0 f®)dt = nlz_{glogkzio f(ﬁ) = nlz—?goﬁ]; f(ﬁ)

Intégrations par parties. Changements de variables.

1 Calcul intégral

Exercice 1 * : Calculer les intégrales usuelles suivantes :

1 2x 1 w/4 5(2
/ b)I:/ ;;dx; C)I:/ te=t"2at; d)I:/ cos( x)dx
2 QSU 0o e +1 0 —nja 3
6 2 -2 0
3 4 z”—1 / dx / 3a44
sin®(x) cos™(z)dz; I = —dx; I = — h)l = 2 dx
/o (=) (=) h 2 Vad -3z +1 9) —4 zln(|z|) ) -3
3 1 1 2 ™ 3
_ / Vith@, o / (foz(:”)dx; k) = / sin(e)dz; 1) = / cos@)
1/e 1/2 sin”(z) 0 4 4+ sin?(z)
. . ar + 8
Exercice 2 X : Les formes rationnelles de la forme ————
ax?+br+c
1 Y r+3 5 1 5oz +42
= ———du; = [ Sy = ——dy; A= 4
a)l /3/2 S 1dm, b)I /3/2 S 1dx, c)l /0 PN L ) /0 PG P
2 1 3 242
I=| ——do; fI=] ——24
) /_2x2+x+1dx’ 7) /_1a:2+x+1x’
Exercice 3 * : Intégration par parties et changements de variables
1 1 1/\/5 t t
a)l = / te'dt; b)I = / t2€7t2/2dt; o)l = / &Zn()dt
—1 -1 1 t
I = /ln (t + V2 — 1) dt; e)l = /arctan(\/i)dt;
ot
H(z) = /0 H—it‘ldt avec s = u(t) = t%; = /0 c054(t avec s = u(t) = tan(t);
roodt t
h)[(m):/l t\/ﬁa\/ecs:u(t):\/l—i—t; :/0 tJ\rfl dt avec s = u(t) = V1;



Exercice 4 : fonctions définies par une intégrale

On cherche a déterminer les fonctions continues sur R définies par :
Ve e R, f(2z) = / (x—t)f(2t)dt + 1
0

@ Démontrer que si f est solution du probléme, alors f est dérivable sur R et calculer f'(z) pour tout x réel.
@ En déduire que toute solution f du probleme est solution d’une équation différentielle du second degré.

® Conclure

Exercice 5 : intégrales de Riemann

oit (un)n>1 la suite enlepar.un—k_lsln - sin ol B n > 1.

® Déterminer 437&25111 (n) <n2>
k=1
3
@ Montrer que Vx € [0,1], 0 < x — 5 <sinz < z.

® En déduire la convergence et la limite de la suite (uy,)nen-

Exercice 6 ** : Intégrations par partie et changement de variables

/2
L’objectif est de calculer / sin?? ™tz - cos??t! xda.
0
1
Y(p,q) € N x N*, on pose : I(p,q) = / 2P (1 — z)%dzx
0

plq!

® Mountrer que : Vp > 0, I(p, q) m

=—— I(p—1,9+1). En déduire que : I(p,q) =
T4 (p—1,q+1) q (p.q)

/2
@ En déduire la valeur de / sin??*! z cos??t! zdzx.
0

e~ =

® On pose I, = I(n,n). Montrer que : Vx € [0,1], (1 —z) <

1 n
En déduire que I,, < <4> et sa limite.

Exercice 7 %>

n

14t

1 1
Pour tout n € N, on pose : I, = / —e~'dt et J, = / (1 —t)e “n(1+t")dt
0 0

@ Montrer que la suite (J,,)nen converge vers 0.
¢ Indication : On pourra utiliser, apres I'avoir démontré, que Vo > 0,In(1 +z) < z

, In2 1
@ Etablir que pour tout n ¢ Nyon a: I, = — — —J,.
en n

® Déduire de ce qui précede la limite de la suite (I,,) ainsi qu’un équivalent simple de I,, lorsque n tend vers +oo.



	Calcul intégral

