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MATHEMATIQUES

Variables Aléatoires discretes

Probleme 1 : D’apres Epreuve AgroA - 2011

Premiere partie

@ a)

Rappelons les relations liant la somme et le produit des racines wy et wy aux coefficients a, b
et ¢ de l’équation (C) : Le théoreme de factorisation des polynoémes donne :

ar® +br +c=a(r —w)(r — wy).
En développant le second membre, on obtient alors
ar? +br +c = a(r? — (w1 + wy)r + wiwy).

On en déduit le résultat par identification des coefficients.

w) +wy = —bla wiwy =c/a

Lu dans le rapport de jury : « Bien sir, question globalement réussie... 85% mais
pas 100% ! Cependant, les candidats ont intérét a prendre le temps de lire les questions...
aucune preuve n’était attendue, on ne demande pas wy et wy en fonction de a, b et c... Bt
le coefficient d’une équation du second degé n’est pas toujours égale a 1. »

Soit y : R — R une solution de (&) sur R, c’est-a-dire y est de classe C? sur R et :
Vo € R, ay’(z) + by'(x) + cy(z) = 0.

Posons : z =4/ — wyy.
Montrons que z est de classe C* sur R : Si y est de classe C?, alors ¢/ est de classe C! et
est clairement C!, en tant que combinaison linéaire de fonctions C! et par ailleurs :

2 —wyz = Y — (w1 +we)y + wiway

1
= a(ay”+by’+cy)
- 0.

On déduit alors une expression de z du fait que toute solution de I’équation 2’ — wyz = 0
est de la forme x +— A\e“2®, avec A un réel.

Il existe un réel A tel que z(z) = Ae*?*.

On vient de prouver que y est solution de I’équation différentielle

Y —wiy = A (%), (A €R)

Or on sait que la solution générale de I’équation homogene associée & () est ‘ Yo : T > et |,

I1 ne reste donc plus qu’a déterminer une solution particuliére de ().
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D’apres la forme du second membre, on sait que (x) admet une solution particuliere de la
forme y,(z) = P(x)e**".
alors y, (z) = (P'(7) + wo P(x)) ***. Et donc :

Yp(x) —wiyp(x) = (P'(z) 4 (w2 — w1) P(x)) €227 = Ae™>*
Apres simplification, on obtient :

Plz) + (w2 —wi) P(z) = A (%)

— Premier cas : Siwy = way, (%%) < P'(x) =A= P(z) =Xz +0b,beR.
Soit y,(z) = (A +b)e** = (Ax + b)e*'” une solution particuliere (¢ on peut tout a fait
envisager de prendre b = 0 puisque c’est une solution « particuliere »...)

— Second cas : Si w; # wsy alors (xx) = deg(P) = 0.
A

En posant P(x) =a,a € R,on a (%) & (we —wj)a= A& a= ——.
Wz — Wy

Soit, si y, solution de (x), alors y,(z) = ————"**. On vérifie aisément que la réci-
W2 — W1
proque est vraie...

A
. et  ——e"?* siw; Fw
Conclusion : |y(z) = yo(z) + y,(z) = pet Wy — Wi 17 w2

(Az + p)er” siwp = wy

Soit :

‘Si w1 # we, y est de la forme x — Ae“'™ + Be*?* avec A, B des réels.

et

Si wy = we, y est de la forme x — (Az + B) e*'", avec A, B des réels.

Lu dans le rapport de jury : « La résolution de 2’ —wyz = 0 ne pose pas de souci (pour
75% des candidats!) méme si la rédaction ne respecte pas souvent la nature des objets...
confusion entre ensemble, fonction, valeur de la fonction en un point, méme si les phrases
utilisées sont incomplétes... « 2" est une solution ».

1/3 des candidats ne voient pas qu’alors y est solution d’une équation différentielle du pre-
mier ordre... premiere difficulté de deux questions qui s’enchainent.

La recherche d’une solution particuliere est plus délicate, soit par une méthode de variation
de la constante a la présentation technique sans trop savoir ce qui se passe, soit par la pro-
position d’une solution particuliere mais qui n’est pas toujours vérifiée.

Beaucoup de candidats sont passés a coté de cette équation en y et ont donné directement
lexpression de y vue en cours.

Mais comme nous l’avons dit ci-dessus, la question demandait clairement de résoudre I’équa-
tion en y et ainst de démontrer le résultat de cours. »

Dans cette question, nous supposons que : wy; = wy. Montrons que, pour toutes constantes
réelles A et B, les fonctions x — (Ax + B) e“'* sont solutions de (¢}) sur R :
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Soient A, B deux réels, et u la fonction définie par u(z) = (Az + B) e*'*. Le calcul de ses

dérivées donne :
uw(x) = Ae'” 4+ wy(Ax + B)e*r”
U () = 2w Ae'" + wi(Az + B)e*'®

On en déduit alors, pour tout réel z :

au”(x) + bu'(z) + cu(z) = " (Az (awi + bwy + ¢) + B (awi + bwy + ¢) + A (2aw; + b))
e (AzP(wy) + BP(wy) + AP'(wy))

olt on a posé P(r) = ar? + br + c. Mais lorsque w; = wy, dire que w; et wy sont les racines
de P c’est dire que w; est une racine double de P. Cela donne P(w;) = P'(w;) = 0, ce qui
donne le résultat recherché.

Pour tous réels A et B, les fonctions z — (Az + B) e*'" sont solutions de (g}) sur R.

Déduisons-en l'ensemble Sh des solutions de (g)) sur R :
On vient d’établir I'inclusion suivante :

Vect (x — xe' x — %) C S5,

Réciproquement, il faudrait prouver que tout élément de S} est de la forme x — Aze*'* 4
Be*'® mais on remarque que cela a été fait a la question précédente. D’ou le résultat.

Siwy = wy, Sy = Vect (x — xe“'" 1 — 17)

Bonus : Montrons que Sy est un sous-espace vectoriel de l’espace des fonctions de classe C?
sur R. Déduisons-en que c’est un R-espace vectoriel, et donnons-en une base pour conclure
sur sa dimension :

On déduit du résultat ci-dessus que S} est le sous-espace vectoriel de C*°(R,R) engendré
par fi:x — xe'* et fy 1 x— " qui sont deux vecteurs de C*°(R, R).

Pour démontrer que celui-ci est de dimension 2, il suffit de prouver que la famille (f1, f2)
est libre. Considérons pour cela deux réels Ai, Ay tels que

Mfi+Aafe =0.

Pour tout réel x on a alors
A re?tt + Apet* = 0.

En multipliant cette égalité par e™*'* on obtient
)\11’ + )\2 = 0,

ce qui donne ensuite \; = Ay = 0 par identification des coefficients. D’ou le résultat.

S5 est un R-espace vectoriel de dimension 2.
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Lu dans le rapport de jury : « Les calculs ont été laborieux...

Et le shéma analyse-syntheése ou double inclusion n’a pas été mis en avant (environ 5% des
candidats sont convaincants!), beaucoup se demandent pourquoi on leur fait faire deux fois
la méme chose.

La structure d’espaces vectoriels a posé beaucoup de difficulté... surtout 'utilisation du théo-
réeme de caractérisation. »

Dans cette question, nous supposons que : w; # ws.

Montrons que pour toutes constantes réelles A et B, les fonctions x — Ae“'* + Be“?" sont
solutions de (g),) sur R et déduisons-en l'ensemble S} des solutions de (¢4) sur R dont on
admettra qu’il s’agit la ausst d’un R-espace vectoriel :

Soient A, B deux réels, et u la fonction définie par u(z) = Ae“*® + Be“?*. Le calcul de ses

dérivées donne :
() = wy Ae'" 4 wy Be?”
u'(z) = wiAe®'® 4 w3 Bew?®
On en déduit alors, pour tout réel z :

au(z) + b/ (z) + cu(z) = Ae”™" (aw] + bwy + ¢) + Be>* (aws + bws + ¢) = 0.

D’ou le résultat recherché.

‘Pour tous réels A et B, les fonctions x — Ae“'* + Be“?* sont solutions de (g}) sur R. ‘

On vient d’établir I'inclusion suivante :
Vect (x — 1%, x — ") C 5.

Réciproquement, il faudrait prouver que tout élément de S} est de la forme z — Ae“'* 4
Be“?* mais on remarque que cela a été fait a la question 1.2. D’ou le résultat.

Siwy # wa, Sy = Vect (x — e x — 27)

Résolvons sur R [’équation différentielle : y" —y = xe® :
Il suffit d’utiliser la méthode qui vient d’étre établie, en remarquant que ’équation carac-
téristique associée admet 1 et —1 comme racines.

Conclusion : |L’ensemble des solutions de y” —y = 0 est {x — Ae” + Be " A, B € R}
ou encore :

L’ensemble des solutions de y" —y = 0 est Vect (z +— e*,z > ™).

Cherchons maintenant une solution particuliere y, : Conformément a l'indication de I'énoncé,
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on cherche y, sous la forme y,(z) = (az? + bz + c)e”.
& On peut prendre ¢ = 0 puisque x — ce” est solution de 1’équation homogene !

Alors :
y;,(a:) = (2az + b + az® + br)e”
= (az” + (2a + b)z + b)e”
Soit
y;’(x) = (2az + (2a + b) + az® + (2a + b)x + b)e”
= (ax® + (4a + b)x + 2a + 2b)e”
D’ou :
y;’,’(m) — yp(x) = xe® & (dax + 2a + 2b)e” = xe”
ou encore

dax 4 2a + 2a = x (multiplication par e™* # 0)
Et par identification des coefficients :

da :1<:> a =1/4
2+2 =0 |20 =-2a=-1/2

2
x
Ce qui permet d’en déduire que y, : * — <Z —

18

) e” est solution particuliere de I'équa-

tion différentielle proposée.

B~ 8

2
x
Conclusion : |S={y=yo+y,: x+— (Z_

> e’ + Be * A, B € R}

Deuxieéme partie

Nous allons nous intéresser dans cette partie a la résolution d'une équation différentielle homogene
du troisieme ordre a coefficients constants.

Pour une fonction y : R — R de classe C? sur R, 4 désigne la dérivée troisieme de 7.

Considérons I’équation différentielle :

(eh) y® =2y — ¢ +2y = 0.

@ Soit y une solution de (g%) sur R, et x un nombre réel.

y'(x) Yy () 2 1 =2
Notons : Y = | ¢/(z) | ,Y' = ¢'(x) | ,A=|1 0 0
y(x) y'(x) 01 0
Montrons que Y' = AY : On a
Yy (@) 2y"(z) + o/ (x) — 2y(x)
V=AY & | ¢'(z) | = y'(x)
y'(x) y'(x)

On voit alors que cette égalité est vraie, puisque y est solution de (&%) .
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@ Quelques calculs préalable :
2-Nzx+y—2z =0
a) Soit (5)) le systeme linéaire d’inconnues réelles x, y et z : ¢ z — \y =0
y— Az =0

i. Montrons qu’il existe 3 valeurs de \ distinctes (nommées par la suite i, Ay et A3, avec
A1 < A\ < Ag) pour lesquelles (Sy) n’admet pas que la solution nulle :

Yy = Az y =\z
(Sy) e cr=M\y =\NzE&(r=)\y =A%z
(2= +X=2)z =0 2-MN\-1)z =0

Il est des lors immédiat que (Sy) admet au moins une solution non nulle si, et seulement

si, (2= N (A= 1)(A+1) #£0.

Conclusion : | (Sy n’est pas un systeme de Cramer pour (A1, Ay, A2) = (—1,1,2)

ii. Résolvons (Sy) pour chacune des valeurs de A obtenues précédemment :
Déterminons l'ensemble des solutions de (S_1) :

(S_1) e (x=zety=—2),donc|Ss , ={(z,—2,2),z € R}

de méme : |Ss, = {(2,2,2),2 € R} et Sg, = {(42,22,2),z € R}

iii. Soit u; = (a, by, 1) une solution de (Sy,), us = (ag, by, 1) une solution de (S,,) et
ug = (ag, b, 1) une solution de (S),). Déterminer ay, by, as, bo, as et bs :
C’est immédiat au regard de la question précédente. on prendra :

up = (1,—,1,1), up = (1,1,1) et uz = (4,2,1)

s a1 as 1 1 4
b) Onpose P=[by b b3 | =1 —1 2
1 1 1 1 1 1

Inversons la matrice P et déterminons la matrice D définie par D = P~*AP :

x a +y +4z
Ply| = & -y +2z = Db
< ¢ +y +z = ¢
(© 4y +4z a
& 2x 4+6z = a-+b Lo+ Lo+ Ly
\ 3z = a—c Ly <+ Ly — Ls
(y = ta —ib +ic
& T = —3a +3b +c
\ 50 —3¢
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1 -3 3 6

P—lz6 1 -3 2

2 0 =2
1 0 0
Un calcul matriciel immédiat donne alors | P~ AP =D =0 —1 0
0O 0 2

Lu dans le rapport de jury : « Quelques remarques habituelles sur cette question : présen-
tations mécaniques qui laissent parfois des doutes sur la compréhension, confusion entre taille,
dimension, ordre et rang d’une matrice, les colonnes de P ne sont pas toujours ordonnées, le
calcul de linverse de P est correct dans 50% des cas... »

@ Soit y une solution de (%) sur R. Montrons que : P~'Y' = DP7Y :
On vient d’obtenir que D = P71 AP donc, en multipliant & gauche par P et a droite par P71,
on a successivement :

PD = AP puis PDP™1 = A

Des lors :
Y'= AY = PDP7'Y.

On obtient alors directement le résultat en multipliant cette égalité par P! & gauche.

Py = DP'Y|

Lu dans le rapport de jury : « Trop souvent traitée en effectuant le calcul matriciel... »

@ Résolution de () sur R.

a) Soit y : R — R une solution de (¢}) sur R, s’il en existe.

En notant z = —%y” + %y’ + vy, montrons que z est de classe C' sur R et que : 2/ = z, et

déduisons-en une expression de z :
y étant une solution de (g5), on en déduit qu’elle est de classe C. Tl vient alors que z est de
classe C* en tant que combinaison linéaire de fonctions de classe C*. On peut alors écrire :

1 1 1 1 1 1
r_ = (3) S /:__2// /_2 S I T o _
z SLAMREEUARSE 2(y+y y)+2y +y S oy Y=~

z est de classe C! sur R de sorte que 2’ = z.

On en déduit qu’il existe un réel A tel que z(z) = Ae®, pour tout réel z.

Il existe un réel A tel que z(z) = Ae®, pour tout réel z.
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En déduire une expression de y comme combinaison linéaire de 3 fonctions qu’on détermi-

nera :

On vient de prouver que y vérifie I'équation différentielle —21/” + 14/ 4y = \e?, soit encore
2 2 g

(1) —y" +9y +2y =2)e".

L’équation caractéristique associée & (1) est —r? +r + 2 = 0, qui admet pour racines —1
et 2 (apres calcul du discriminant). On en déduit que la solution générale de ’équation
homogene associée a (1) est

x> Ae™" + Be™.

Quant a la solution particuliere, on la cherche sous la forme y,(x) = ae® (ou plus générale-
ment, sous la forme y,(x) = P(z)e” si on n’a pas idée du degré de P...). Pour déterminer
la valeur de «, il suffit de remarquer que I'on a

—y;’(x) + y;(a:) + 2y,(z) = 2ae€”,

ce qui donne o = A apres calcul des dérivées de y,. Au final, on voit que y est de la forme
y(r) = Ae™ + Be* + \e®.

Il existe trois réels A, B, \ tels que y(z) = Ae™* + Be** + \e”.

b) Déterminons alors l’ensemble S% des solutions de (g}) sur R :
On vient de prouver que toute solution de (}) est de la forme y(z) = Ae™® + Be®* + \e”,
ce qui prouve :
Sy C Vect(z v e ™ x> e* 1 ).

Réciproquement, il reste a vérifier si toute fonction de la forme y(z) = Ae™® + Be?® + \e®
est bien une solution de (¢%), ce qui se fait trivialement :

yI(z) —2y"(x) =y () + 2y(z) = (—Ae ™ +8Be™ + \e”)
-2 (Ae’“"” + 4Be* + )\e”)
— (—Ae‘x + 2Be*® + )\ez)
+2 (Ae_x + Be** + )\eI)
= 0.

D’ou le résultat.

St =Vect(z +— e % 2 e 2+ €¥)
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Probléeme 2 :

Partie I : Premier exemple

’Lu dans le rapport de Jury : ‘ Cette partie a été en général assez bien traitée. Il faut toutefois relever

certaines erreurs qui ont été commuses. Linformation sur le modéle a été parfois mal comprise. Par
exemple pour la question 1.a), certains candidats affirment que la loi de D,, est la méme que celle
de Di. Dans cette méme question, on trouve parfois uy = % (une chance sur deuxr qu’il y ait un
descendant).

Ces erreurs ne les empéchent pas de continuer et de trouver ensuite les résultats demandés.

1. a)

2. a)

up =P(Dy=0) =0, car Dy =1 et uy = P(D; = 0) = py, par définition.

Dans ce premier exemple, apres chaque traitement : la cellule est détruite avec une proba-
bilité py ou est conservée avec une probabilité p; = 1 — pg. Chaque génération comporte
au maximum une cellule, donc pour tout entier n, D,, ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1.

Si D, =0, il n’y a plus de cellule a I'instant n. Pour k£ € N, aux instants n + k il n’y a
aucune cellule, car il n’y a pas de génération spontanée.

D; ne prend que les valeurs 0 ou 1, donc {(D; = 0),(D; = 1)} est un systeme complet
d’événements.

Soit n € N. Ecrivons la formule des probabilités totales :

P(D,11=0)=P(D,11 =0/Dy =0)P(D; =0)+P(D,y1 =0/Dy =1)P(D; =1).

Si (D =0), alors on a vu que VYn € N, (D,,,; = 0), donc P(D,,;; =0)|D; =0) = 1.

Si (Dy = 1), alors les cellules de la n + 1-eme génération de Cy sont celles de la n-eme

génération de 'unique enfant de Cjy. Tout revient a prendre comme premier instant I'instant
1 (en fait a décaler la chaine). Donc P(D,41 = 0|Dy = 1) = P(D,, = 0) = u,.

Finalement |u, 1 = P(Dyy1 = 0) = po + unps |

On note que (u,,) est une suite arithmético-géométrique.

Po _Po
L—p B Po B
Ici, on nous donne directement ¢ = 1 et on nous fait travailler classiquement sur la suite
v, =1—u,

Alors vp1 =1 —upi1 =1 —po — pruy, = p1(1 —uy) = proy,.
La suite (v,,) est donc géométrique de raison p;.

On en déduit que Vn € N, v,, = pfvg = p7 et .

Le réel p; est strictement compris entre 0 et 1, donc

La méthode usuelle consiste a chercher ¢ € R tel que ¢ = py+ c.p1 & ¢ = 1

lim u, = 1.
n—-+o0o

‘Rapport de Jury :‘ On lit parfois 0 < p; <1 ce qui implique que liIJqu pt =0...
n——+0oo

Soit n € N. L’événement (G > n) est réalisé si et seulement si le nombre de descendants a
la (n+1)ieme génération n’est pas nul, ¢’est-a-dire I'événement (D, 1 > 0) est réalisé. On
peut donc considérer que : (G > n) = (Dy41 > 0).

P(G>n)=1-P(Dyy1 =0)=1—1u,y =pit.
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L’événement (G > n — 1) est réunion des événements incompatibles (G = n) et (G > n)
(méme pour n = 0, car alors P(G > —1) = 1). Donc :

PG =n)=P(G>n-1)=P(G>n) = (1 —u,) = (1 —unp1) = pf — pi™" = [pop} |

On note par ailleurs que G(€2) = N.
Pour justifier 'existence de E(G) on étudie la série Z nP(G =n) = Z pop1npt qui est

de méme nature que g np? ! qui une série géométrique dérivée convergente car 0 < p; < 1

D’ou :
400 oo
- 1 PoP1
E(G) = 3_nP(G =) =pop1 Y b}~ = popi g5 =
vt — 1 Do
. h
Conclusion : |E(G) = —|.
Po

Remarque : Sion connait la loi géométrique, il était ici possible de la faire apparaitre et
de gagner du temps sur les calculs. En effet :
Si on pose Gy = G + 1. Dés lors, G1(2) = N* et P(G1 =n) =P(G =n — 1) = pop .

1
On a donc E(G;) = — = E(G) + 1 par linéarité de I'espérance.
Po
1 11—
Dot |[E(G) = — —1=-— 207
Do Po Do

‘Rapport de Jury :‘ L’égalité des évenements (G > n) et (Dpy1 > 0) est rarement claire-
ment justifiée. Pour établir ensuite la valeur de P(G = n) on utilise parfois (bien évidem-
ment a tort) lindépendance des variables D, et leur équidistribution

Partie II : Deuxieme exemple

1. {(D1 = k)}o<k<2 est un systeme complet d’événements, utilisons la formule des probabilités
totales :
2
P(Dps1 =0) =Y P(Dpyy =0|Dy = k)P(D; = k).
k=0
On a déja vu que P(D,1; =0|D; =0) =1 =l et P(D,y; =0|D; = 1) = w,,.
Si ((Dy = 2) est réalisé, alors Cy a 2 enfants C} et C?.
(D1 = 0) équivaut & C] n’a pas d’enfant & la n-eme génération et C? n’a pas d’enfant a la
n-eme génération.
Ces deux événements sont par hypothese indépendants et ont chacun une probabilité u,,, car
chaque enfant a méme comportement que Cj.
Donc P(D,,;1 = 0|D; =2) = P(D,, = 0)? = u?.
2
Finalement u, ;1 = P(D,; =0) = Z uﬁpk = po + p1Uy, + pgui.
k=0
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2. a)

Soit & € [0,1] : f(z) = po + prv + pex® > po > 0; f'(x) = p1 + 2px > p1 > 0;
f(x) =2py > 0;
() =po+pi+po=1; f'(1)=p1+2ps = (1 —po—p2) +2p2 =1 — po + po.

On cherche dans les trois cas pg, p1 et ps tels que : po+p1+p2 = let (f'(1) <1< ps < po),
(f(1) =14 py=mpo) et (f'(1) > 1< py > po).

On peut donc considérer les exemples suivants :

3 1 1 1 1 1 1 1 3
flw) =g+ flo) = g+50+ 37 fla) =5+ go+

‘Rapport de Jury :‘ On trouve peu de bonnes représentations graphiques des trois cas : on
trouve meme des représentations avec po+p1+p2 > 1 ou encore telles que py ou po = 0. De
plus certains candidats reprennent ces cas particuliers pour traiter la question suivante 2.c)

Appelons Cy la courbe représentative de f.

Soit z € [0,1]. f(z) —x =po + (p1 — 1)x + paa® = py — (po + p2)x + paz®
flz) —x=po(l —2x)+px(x—1) = (1 —2)(po — zps).

Le signe de f(z) — x est celui de py — xps.

Si f'(1) <1, (ce qui équivaut a py < py), alors Vo € [0,1], po — xps > po — p2 > 0, donc
f(x) > x et Cy est au-dessus de A.

Si f/(1) =1, (ce qui équivaut a ps = py), alors f(z) —x = po(1 — x)? = po(z — 1)?, d’our :
fl@)=1+(@—-1)4+px—1)*=1+(x—1)+o(z—1).
L’équation de la tangente a C; au point d’abscisse 1 est donc y = z, c’est I’équation de A.
Autre méthode : On utilise I’équation de la tangente, a savoir : y = f(1) + f'(1)(z — 1) =
1+ (z — 1) = o d’apres les calculs précédents (C.Q.F.D.).

Si f'(1) > 1, (ce qui équivaut a ps > pp), alors f(z) > v <=z < o
- P2

Cy est en dessous de la droite A pour z < @, coupe A au point d’abscisse @, puis passe
P2 P2
au dessus de A... se rapporter au graphe!

La suite (u,) est définie par ug = 0 et ¥n € N, u, 11 = f(uy).

Posons a = min(@, 1). Alors f(@) L f(1) —1=0, donc f(a) = a.
D2 P2 P2
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Par récurrence on montre facilement que ¥n € N, u,, € [0, a].

X

0

f(x)

(en effet I'intervalle [0, a] est stable par f).
Do / a

On note que sur [0, a] la fonction f est croissante... La suite (u,) est donc monotone.

Par ailleurs, dans les trois cas étudiés, sur 'intervalle [0, a] on a f(z) > .
Donc Vn € N, w1 = f(un) > up.

La suite (u,) est croissante, majorée par a, donc converge vers une limite | < a.

‘Rapport de Jury :‘ Dans la question 2.d) Uerreur fréquemment commise consiste d dé-

duire directement (u,) croissante de f croissante

e) f étant continue, [ vérifie f(I) =1, donc [ = 20 w1 = 1. Comme 1 <a,onal=a.

D2

‘Le traitement est efficace si et seulement si a = 1, c’est a dire py > ps.

3. a) — Premiere méthode :

On reconnait le théoreme des accroissements finis...

Pour x € [0,a] : f € C([z,1]) donc Je €]z, 1[ / f(1) — f(z) = (1 — z).f'(c). Or f’ est
croissante sur [0, 1] donc si @ < ¢ < 1 alors f'(c) < f'(1).

Dot f(1) = f(z) < (1 —2)f'(1).

En notant que f(1) =1 et en prenant x = u,, € [0, a| on obtient :

L=t < (1 —u,)f(1)

— Seconde méthode :
Soit z € [0,1] : f(z) —1=po+ (1 — po — p2)x + poz® — 1
fl)—=1=pi(1—2)+ (x—1) +po(2® —2) = (1 —2)(po — 1 — pox).
fl@) =1+ —2)f(1) = (1 —2)(po—1—pax +1—po+pa) = palr —1)> > 0.
Or pour tout entier n, u, € [0, 1], on peut choisir x = u,, : 1 —u, +1 < (1 —u,) f'(1).

Par récurrence immédiate : |Vn € N, 1 —u,, < (1 —ug)f'(1)"

‘Rapport de Jury :‘ Les accroissements finis sont souvent mal utilisés, et ceux qui s’en

dispensent se perdent souvent dans les calculs. On trouve également parfois que puisque
f'(1) < 1 linégalité (1 — upt1) < (1 —uy) implique (1 — upiq) < f/(1)(1 —uy,) !

b) Si f’(1) =1 (ce qui signifie que py = p2), on a :
1 1 1 1 11—z
vz € [0,1], - = - = poll — 2)
1—f(z) 1-2 (Q-2z)1-po+pzx) 1-—2 (1—2)(1—po+pox)
R Po B Do <1
1—f(@) 1-z 1-po+px pr+p(l+a)”
. : 1 1
En choisissant © = u,, on obtient — < 1] (*%).
1—upyr 1—u,
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o ‘ Ul | 1 1 1
On en déduit que pour tout entier naturel n : Z( — ) = —
k:ol—uk_H 1—uk 1—un 1—U0
par application des télescopages D’ou :
n—1 _
1 1
— =n d’apres (*%).
Z(l—ukﬂ 1—Uk) 1—Un Z P ( )
k=0 k=0
Donc < n+1 et comme les deux membres de I'inégalité sont positifs, 1—u, > —_—

On a déja vu que P(G >n) =P(Dpy1 >0) =1—P(Dypy1 =0) =1 — upqg.

4. Se rapporter au T.D. 'variables aléatoires’... Si la variable aléatoire X a une espérance :

a) Soit N> 1. kP(X =k) =Y k[P(X >k—1)—P(X > k)]

=) (k- DPX >k—1)—kP(X > k)] + Y _P(X >k—1)

k=1
N-1
=0—NP(X > N)+ Y P(X > k) C.Q.F.D
k=1

b) 0< NP(X > N)=N io P(X =k) < i KP(X = k) = Ry.

k=N+1 k=N+1
c) th Ryn = 0 car c’est le reste d'une série convergente. Donc NP(X > N) est compris
—+00
entre 0 et Ry qui tend vers 0. Par encadrement lim NP(X > N) = 0.

N—+00
N-1

N
Or » P(X > k) = > kP(X = k) + NP(X > N). Donc la série de terme général

+oo +oo
P(X > N) converge et Y P(X > k) =Y kP(X =k) = E(X).
k=0
5. Dans cette question on a besoin d'une réciproque du lemme :
Supposons que la série de terme général P(X > k) converge. Alors

+o0o
VN € N*, Y kP(X =k) =Y P(X > k) - NP(X > N) Z]P’X>k > P(X > k).
k=0
La série de terme général positif kP(X = k) converge, X admet une espérance. On a alors vu

que B(X) = f KP(X = k) = fIP(X > k).
k=0 k=0

Si f/(1) < 1,alors 0 <P(G>k)=1—upy < f/(1)F1

La série géométrique de terme général f'(1)**! converge, car f'(1) < 1. Donc la série de terme
général P(G > k) converge (théoreme de comparaison pour une série a termes positifs).

De plus 0 < kP(G > k) < kf'(1)*"!. Par encadrement lim kP(G > k) = 0.

k—4o00
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La réciproque du lemme nous permet d’affirmer que G admet une espérance et

E(G) = Z(l —Upy1) = Z(l — ug). De plus E(G) < Zf/(l)k = 1#;/21)

Sif'(1) =1, alors 1 — u, > diverge. Le théoreme de
—_— n
comparaison pour les séries a termes positifs nous permet d’affirmer que la série de terme

général P(G > n) diverge.

. La série de terme général
n

On utilise la contraposée du lemme : |G n’a pas d’espérance.
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