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SUITES NUMERIQUES

Exercice 1 :

Pour tout entier naturel n > 1, on pose : fp(z) =2 + 2" 1 + -+ 22 + 2 — 1.

@ Montrons qu’il eriste une unique racine de f, sur R% : On note que f, est un polynome a
coefficients réels de degré n, en conséquence f, est de classe C* sur R, et notamment f, est
continue sur R, .

fn(0)==1<0et f(x) ~ 2™ dou lim f,(z)=+o0

T—00 Tr——+00

Par application du théoreme des valeurs intermédiaires, on peut conclure que :

da, € Ry /fn(an) =0

Montrons son unicité :

flz)y=nz"t+n—-1)2" 24+ - +2x+1>1>0,Vr e R,

On en déduit que f, est strictement croissante sur R, et, puisqu’elle est continue sur R, c’est
une bijection de [0, +oo] sur [—1, 400].

Conclusion : |3la, € R, /f.(a,) =0

@ Tragons grace a Python les courbes des 9 premiéres fonctions :

f = lambda n,x:np.sum([x**k for k in range(l,n+1)])-1

def traceCourbes ():
X = np.linspace(0.4,0.65,100)
for n in range(1,9):
Y = [f(n,x) for x in X]
plt.plot(X,Y,label="f’+str(n))
plt.legend (loc=’best’)
plt.axhline(linestyle=’--")
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On peut, au regard de ces premieres courbes, conjecturer que la suite (a,) est décroissante,
convergente ct de limite égale a 1/2.

Précisons cette conjecture grace a l’algorithme de dichotomie dont le principe a été rappelé :
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def dichotomie(n,eps):
# détermination de $a_n$ a eps prés avec a,b = 0,1

a,b =

0,1 # 0<an<l pour tout n>= 2 d’aprés 1. et 2.

while b-a > eps:

c = (a+b)/2

if f(n,a)*f(n,c) <= 0:
b = ¢

else:
a = c

return ¢ # v.a. de alpha_n

def suite(N,eps):

La

[1] # initialisation avec a_1 =1

for n in range(2,N+1): # termes de a_2 a alpha_N

va = dichotomie (n,eps)
La.append(va)

return La

print (suite (20,1e-3))

plt.figure(’suite’)
plt.plot(np.arange(1,21),suite(20,1e-3),’ro’)
plt.show ()
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® a) Déterminons le signe de fn.1(a,) : On note que fry1(a,) = fula,) +a*. Dot :
fori(an) = a™™ >0 car a, >0

b) A laide des variations de f,11, comparons a,y1 et a, : fni11 est strictement croissante sur
[0, a,], continue sur [0, a,], avec f,11(0) = —1 et foi1(a,) > 0 donc a,4; €]0,a,| ou encore
Upt1 < Q.

Conclusion : | (ay),>1 est une suite décroissante |.

c¢) La suite (a,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel [ € R,.

@ Montrons que | est solution de ’équation : 17~ 2=0:
Suivons les indications du sujet : ay est racine de f; : v — x — 1 donc a; = 1.
Par ailleurs (a,,) est décroissante. Donc, pour tout n > 1, a,, < as < 1.

Deés lors

Vne N n>10<a* <a)™ <1 cart+— t"! est croissante sur R,

De plus, limaytt = 0car 0 < ay < 1. Donc lim a™*! = 0 (théoréme d’encadrement des limites).
n—oo

n—o0

Pour conclure, on peut dire que :

- 1—at!
fn(an):ZafL—lz a" —2="——"__2=0,YneN
k=1

1—a,

Par passage a la limite, on obtient :

[
|
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N |
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Correction - Exercice 2 :

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la fonction f, par : Vo € R, f,(x) =

+ nx.
1+e*

On appelle (C,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

@ a)

Déterminons, pour tout réel n, f!(x) et f!(x) :
La fonction  — 1 + e* est de classe CT* sur R et ne s’annule pas sur R donc la fonction

x — est de classe CT*° sur R.
1+ e”

Des lors, f,, est une fonction de classe CT sur R comme somme de fonctions de classe CT>
sur R.

r T _ ]
Un calcul immédiat donne : | f/ (z) = —(lj—)z +net fll(z) = %, Ve e R
er e’

Déduisons-en les variations de la fonction f, :
[, s’annule en x = 0. Elle est positive sur R’ et négative sur R*.
Des lors, f, est décroissante sur R* et croissante sur R . Elle admet son minimum en 0 qui

1
vaut f(0) =n — 1> 0.
On en déduit que f) () > 0 pour tout x réel.
Conclusion : ‘ fn est croissante sur R.‘

Déterminons les limites de f,, auzx bornes de son ensemble de définition : lim e* = +o00 et

T——+00
lim nx = 400 donc | lim f,(r) = +oo|.
T——+00 T——+00
De méme, lim e* =0et lim nx = —oo, donc immédiatement | lim f,(z) = —oco
T—>—00 Tr——00 Tr——00

Déterminons les équations des droites asymptotes (D,,), (D.) en +oo et en —oo de (Cy) :

o fale) 1
— En +oo: lim = lim ——————+n=n.
a9t I g—+ooz(1 + e?)
z%Too (fn(x) —nzx) = xllel i 0. Conclusion : | (D,) a pour équation : y = nx
nlT 1
— En —o0: limf():lim—+n:n.
- zT—=—o00 I x—)—oox(]_ + ex)
lim (fu(x) —nz) = lim —— = 1. Conclusion :| (D)) a pour équation : y = nx + 1
T—>—00 z——o00] 4+ %

Déterminons les coordonnées du seul point noté A, ou f s’annule en changeant de signe :
fllz) >0 e —120e">1<2>0

Conclusion : | f s’annule en changeant de signe en A,, = (0, f,(0)) = (0,1/2)

Donnons I’équation de la tangente (1) a la courbe (C1) en Ay :

Par définition (7}) a pour équation :

y=F0) + FOr =+ (1) = et
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® a)

puis tragons les droites (Dy), (D) et (T1) ainsi que Uallure de la courbe (Cy) :

Allure de la courbe (C1)

207 graphe de f
—-- Asymptote (D1)
154 —-- Asymptote (D;)
—-—- tangente (T)
1.0 4
0.5 A
0.0
—0.5 7
_10 -

La fonction f,, est continue sur R car x — 1 + e” est continue sur R et ne s’annule pas, et

donc x —— 1 est continue sur R. Par ailleurs, d’apres la question 1.b) elle est stricte-

L Lter
ment croissante.

Donc f,, est une bijection de R dans R d’apres les limites obtenues en 2.a).

Des lors, le théoreme de la bijection assure que : ‘ fn(z) = 0 admet une unique solution sur R |

1
Montrons que l'on a : Vn € N*, —— < u, <0
n

1 1
Par définition f,(u,) = 0. Or f,(0) = 3 >0et f, (_E>

1
Or f, est bijective, strictement croissante sur [——, O] .
n

Conclusion :

1
Vn e N*, —— < u, <0
n

En déduire la limite de la suite (u,) : Par application du théoreme d’encadrement des li-
mites, il est immédiat que

limu, =0
n—oo

Mont ~ it — 0, donc — = nuy,.
ontrons que tn -~ —o On sait que f,(u,) =0, donc T o nu,

1
Sachant que limwu, =0, on a: lime"* =1 et donc limnu, = —=, soit nu,, ~ —=

1

Conclusion : S
n—oo  2n

Unp
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Fonctions Python permettant d’estimer la monotonie de la suite (u,) :
eps = le-3
f = lambda n,x:1/(1+np.exp(x))+n*x

def dichotomie(n,eps):

# détermination de u, a eps prés avec a,b = -1/n,0
a,b = -1/n,0 # initialisation de la dichotomie puisque -1/n < u_n < 0
while b-a > eps:
c = (atbh)/2
if f(n,a)*f(n,c) <= 0:
b=c
else:
a=c

return c # v.a. de u_n

def suiteU(N):
Lu = [] # Liste vide = initialisation de la liste des termes u_n
for n in range(1,N+1): # termes de u_1 a u_N
va = dichotomie(n,eps)
Lu.append(va)

return Lu

def graphe(N):
A = suiteU(N)
abs = np.arange(1,N+1)
plt.plot(abs,A,’ro’)
plt.grid()
plt.axvline();plt.axhline()
plt.show()
return A
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