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MATHEMATIQUES
Var discretes et algebre linéaire
Probleme :

Préliminaire : Fonction génératrice d’une variable a valeurs dans I,

Rappel de notations : Pour tout entier naturel n, I,, désigne ’ensemble des entiers naturels k tels que
0 <k <net I 'ensemble des entiers naturels k tels que 1 < k < n.
Pour une variable aléatoire X a valeurs dans N, on pose, pour tout réel ¢t pour lequel cela a un sens,

gx(t) =E(t¥) = ) P(X = k)t*

ou E désigne 'espérance. La fonction gy est appelée fonction génératrice de la variable aléatoire X.

Pour tout k € I,,, on note a = P(X = k) la probabilité que X prenne la valeur k.

® a) Montrons que gx est une fonction polynome a coefficients réels dont on précisera le degré

mazimal. Quelle est la valeur de gx (1) ?
Si X(Q) c I, =[0,n], alors ay = P(X = k) =0, Vk > n. D’ou :

Vi € R, gx(t) = Z aitt. Ce qui prouve que gx est un polynome de degré au plus n.

k=0
gx(1) = Zak = Z P(X = k) =1 puisque X(Q2) C I, = [0,n].
k=0 kEX ()

Conclusion : |gx(1) =1|

Lu dans le rapport de jury : « [AgroB 2011] Certains candidats conservent des séries
et parlent de polynomes de degré infini. On voit des formules mathématiques fausses, par

exemple : pour tout k de I, pour tout x g,(t) = Zaktk, quelques résultats fantaisistes,
k=0

n+1

par exemple : gx(1) = ap + a; ou gx(1) = 5 (ap + a,) ».

b) On souhaite montrer que si gx est donnée, alors la loi de X est entierement connue :

i. Pour tout k € I, fixé, montrons que pour tout entier naturel i, la dérivée i-ieme du
monome X* vaut :
k!
(XF)YD = ¢ (k —q)!

0 sinon

XEt g <k

k étant fixé, on commence par noter que si ¢ > k, 'ordre de la dérivée est supérieur
au degré du monéome X* et donc (X*)@ = 0.

. k! .
On peut alors montrer par récurrence sur i que Vi < k, (X*)®) = XF1 (Ry).

(k —1)!
En effet :
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k!
~ Pour i =0: (X¥©® = X+ = EX’“*O. La relation (Rg) est donc vraie au rang 0.
— On suppose (R;) vraie pour i fixé, 0 < i < k.
— Montrons que (R;41) est vraie :

A o k! \ R |
(XEED = (0 = <<k = i)!X’“") BN

A k! ,
Soit (XF)+D = mX’“—(Z“). Ce qui prouve que R;,; est vraie.
—1q !

— Conclusion : ‘Ri est vraie pour tout i < k ‘

Lu dans le rapport de jury : « [AgroB-2011] Bien traitée dans 50% des copies ».
ii. Exzprimons gg? (t) sous forme d’une somme qui dépend des ay, t et i :

n
Nous savons que pour tout t réel, gx(t) = Z ath.
k=0

Donc par linéarité de la dérivation :

—_

n —

n n k'

o (0 =D () = 3 ar(t)? + 3D a(t)? = 3wt
k=0 k=0 k=i k=i 2
L (i) - KU .
On en déduit que gy’ (0) = ar ~0° " = a; - !
P (k—1)!
9%(0)
iii. Il suffit de diviser I’égalité précédente par i! pour obtenir I'expression de a; = == '
i!
(k)
0
Conclusion : |\Vk € I,,, P(X =k) = gXM( ) :

¢) gx est une fonction polynome. Elle est donc de classe C*> sur R et en particulier dérivable
deux fois sur R. Un calcul immédiat donne :

n

VtER, gh(t) =Y apkt*™

k=1
soit
gx(1) = agk =) kP(X = k) = E(X)
k=1 k=1
De méme :
g%(t) =3 apk(k — 1)t"2 et done g% (1) = > k(k — DP(X = k) = E(X(X — 1))
k=2 k=2

D’apres le théoreme de transfert.

Des lors, d’apres le théoreme de Koénig-Huygens et par linéarité de l'intégrale :
V(X) =E(X?) —EX(X) =E(X(X —1)) + E(X) — E*(X)
Conclusion : |V(X) = g% (1) + g5 (1) — (g (1))?
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@ Soient (mj,my) deux entiers naturels et (77, 7Z;) deux variables aléatoires réelles a valeurs
respectivement dans I,,,, et I,,,. On suppose que Z; et Zs sont indépendantes.
En utilisant pour tout réel t l'expression gx(t) = E(tX), montrons que :

971+ 2, (t) =9z (t) " 92, (t)

Pour tout réel ¢, E(t?11%2) = E(t%11%2) = E(t?')E(t??) car les variables aléatoires Z; et Z,
étant indépendantes, t%' et t#2 sont indépendantes. On a bien :

Vt € R, 971+ 7Z- (t) =9z (t)gZQ (t)

Lu dans le rapport de jury : « [Agro 2011] Beaucoup de candidats utilisent le résultat
donné en début d’énoncé en justifiant son application par l'indépendance de X, et Xo : peu
d’entre euz pensent a en déduire l'indépendance de tX1 et tX2.

Quelques candidats justifient 1’égalité E(tX1tX2) = E#X)E(t*2) par la linéarité de 1espé-
rance !l »

® Application :

a) Calculons la fonction génératrice d’une variable aléatoire X suivant la loi binomiale de
parametres n et p avec p > 0 :

Si X suit une loi binomiale de parametres n et p, alors
n

n /’
Vit eR, gx(t) = Z <k)pkq”ktk = (pt+q)". (On aposé g=1—p).

k=0

Lu dans le rapport de jury : « [AgroB-2011] Résultat trouvé dans environ 60% des
copies ».

Retrouvons grace a cette fonction l’espérance d’une loi binomiale de parametres n et p :
1l suffit, d’apres 1.c) de calculer ¢ (t) = np(pt + q)" .

Conclusion : ‘E(X) =gx(1) =np(p+q) = np‘

b) Soit Y une variable aléatoire réelle suivant la loi binomiale de paramétres n' et p avec n’
un entier naturel. On suppose que X et'Y sont indépendantes. Montrons que X +Y suit
la loi binomiale de paramétres n+n' et p :

Si Y suit aussi une loi binomiale de parametres n’ et p, et si X et Y sont indépendantes,
alors

Vt € R, gxiv(t) = gx(t)gy(t) = (pt + )" (pt +q)" = (pt+¢)"™"
On reconnait la fonction génératrice d’une variable aléatoire suivant la loi binomiale de
parametres n +n’ et p.
La fonction génératrice caractérise une loi.

Conclusion : | X +Y suit une loi binomiale de paramétres n + n' et p.

Lu dans le rapport de jury : « [AgroB-2011] Résultat trouvé correctement dans 50%
des candidats. Parmi les autres, quelques uns se contentent de dire que ce résultat est dans
le cours; d’autres essayent de le retrouver a partir de lois, généralement en finissant par
affirmer le résultat ».
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Partie I : Simulation numérique

On suppose avoir importé la fonction randint du module random.
& Toute autre fonction est interdite dans cette partie, et cela inclus notamment np.sum et np.mean

@ Ecrivons une fonction Python simulZ(n,k) d’argument [’entier n égale au nombre de stations
distinctes du dépot et un entier naturel k et qui renvoie une valeur simulée de la variable aléa-
toire Z,, :

Au départ le bus est en S=n.

Ensuite, a chaque instant, il atteint de facon équiprobable une station dont le numéro est
compris entre 0 et S. Il suffit d’exécuter la fonction S = rdm.randint (0,S). Cette station S
devient son nouveau lieu de départ. Il suffit alors de modéliser k choix de stations successifs
pour simuler la station atteinte au k-ieme trajet en notant que rdm.random(0,0) retourne 0.
Une écriture possible est donc la suivante :

def simulZ(n,k):
S =n # station initiale.
for i in range(k): # pour chaque déplacement
S = rdm.randint(0,S)
return S

® Ecrivons une fonction freqZ(n,k,m) d’argument l’entier n associé au nombre de stations, un
entier naturel k et un entier naturel non nul m (supposé grand) et qui renvoie la liste de lon-
gueur n+ 1 des fréquences de réalisation des événements (Zy = i) pour i € [0,n] au cours de
m stmulations indépendantes de la variable aléatoire Zj, :

On commence par initialiser la liste demandée en exécutant L = [0]*(n+1).

Ensuite on appelle m fois la fonction précédente. Si elle retourne le sommet iS, on augmente
de 1 la fréquence de réalisation de I’événement (Z; = i) situé en L[iS].

Une écriture possible est la suivante :

def freqZ(n,k,m):
L = [0]*(n+1) # fréquence de chaque station possible
for i in range(m):
nS = simulZ(n,k)
L[nS] += 1
return [x/m for x in L]

A titre d’exemple, voici quelques fréquences retournées pour n = 10 stations :

freqz(10,2,100) = [0.16, 0.22, 0.14, 0.09, 0.14, 0.1, 0.06, 0.05, 0.02, 0.02, O]
freqz(10,4,100) = [0.65, 0.23, 0.07, 0.03, 0.01, 0.0, 0.0, 0.01, O, O, O]
freqz(10,6,100) = [0.88, 0.08, 0.02, 0.02, O, O, O, O, O, O, O]

On constate que plus k& augmente, plus la probabilité de se retrouver au dépot est grande
(S = 0) et plus la probabilité d’étre proche de S = n est faible.
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® Ecrivons une fonction moyEmpirZ(n,k,m) d’argument ’entier n associé au nombre de stations,
un entier naturel k et un entier naturel non nul m (supposé grand) et qui renvoie la moyenne
de m simulations indépendantes de la variable aléatoire Z,, :

N . . i -
On rappelle que = = E = g fiz;ou f; = — et g n; = n.
n
=0 =0

n
=0

Des lors :

def moyEmpirZ(n,k,m):
L = freqZ(n,k,m)
moy = 0
for j in range(n+1):
moy += L[jl*j
return moy

A titre d’exemples, si n = 2 stations entre le bus et son dépot :

moyEmpirZ(2,0,1000) = 2.0

moyEmpirZ(2,1,1000) = 1.022
moyEmpirZ(2,2,1000) = 0.5059
moyEmpirZ(2,3,1000) = 0.2484
moyEmpirZ(2,4,1000) = 0.1291

& Dans les parties II et III qui suivent, et dans ces parties uniquement, on se place dans le cas
particulier ou n = 2. Le bus dessert donc les stations Sy, S1 et Sy et se trouve initialement en Ss.

Partie II : Etude théorique.

® a) Déterminons les lois des variables aléatoires Zy, Zy et Zy :

Zy est la variable aléatoire certaine égale a 2. Conclusion : .

D’apres I’énoncé, Z; suit la loi uniforme sur [0,2]. Conclusion :|Z; — Uj g

La loi de Z5 n’est pas une loi usuelle.

Z5(€2) = [0, 2] car le bus peut étre sur n’'importe laquelle des stations.

Pour déterminer P(Z, = k), on applique la formule des probabilités totales en utilisant le

systeme complet d’événements : {(Z, = 0),(Z; =1),(Z; = 2)}. On obtient :
P(Zy=k)=P(Zy =k, Z1 =0)+P(Zo =k, Z1 =1)+P(Zy =k, Z; = 2)

Soit :

P(Zg = 0) = ]P)(Zl—())(ZQ = O)]P)(Zl = 0) + P(lel)(ZQ = O)]P’(Zl = 1) + ]P)(leg)(ZQ = O)]P(Zl = 2)

1 1 1

=Pz=0)(Z2 = 0)§ + Pz,=1)(Z2 = 0)5 + Pz,=2)(Z2 = 0)5
1 1+1 1+1 1 6+3+2 11
- '3"2'3"3'3° 18 18
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1 1 1
P(Zy=1)= P(le(J)(ZQ = 1)§—|- P(lel)(ZQ = 1)5—1- ]P)(ZIZQ)(ZQ = 1)§
_0 1+1 1+1 1_0+3+2_ )
3 23 33 18 18
et
1 1
P(Z2 =2) = P2=0)(Z2 = 2) 3+ P(2,-1) (22 = 2) 5 + Pz, (%2 = 2)5
0 1+0 1+1 1 2
T3 7333 18
_ 11 5 2
Conclusion : ZQ(Q):[[O,Z]],IP’(ZzzO):E, ]P(ZQ:1):1—8’ ]P>(22:2):E

b) Calculons ’espérance et la variance de chacune des variables aléatoires Zy, Zy et Zy :

Les calculs sont rapides :

E(Zy) =2, V(Zy) = 0| car Zj est une variable aléatoire certaine.

0+ 2
Pour 7; : E(Z;) = —5 = 1 d’apres le cours sur les lois uniformes.
5
E(Z?) =0*P(Z; =0) + 1’P(Z; = 1) + 2*P(Z, = 2) = 3

D’ou, d’apres la formule de Koénig-Huygens :

5 2
V(Z4) = B(ZD) ~ B(Z0) = 5= 12 soit |V(Z4) =
5+2x2 9 |1
5+22x2 13
E(Z3) = 0’P(Zy=0) + PP(Zy = ) + PP(Zy = 2) = ——— = 1.
D’otu, d’apres la formule de Koénig-Huygens :
3 1 17
V(Zg) = E(ZQQ) — E(Z2)2 = 1_8 — 4_17 soit V(ZQ) = %
P(Z, = 0) 1 1/2 1/3
@ Vk € N, on note Cy la colonne définie par Cy, = | P(Z;, = 1) | et B lamatrice [0 1/2 1/3
P(Z, =2) 0 0 1/3

a) Démontrons que pour tout entier naturel k, on a : Cyy1 = B - Cy.
La démonstration repose sur ’application de la formule des probabilités totale en utilisant

le systeme complet d’événements : {(Z; =0),(Zr = 1), (Zr =2)}.
On obtient pour tout ¢ € [0,2] :
P(Zyj1=k)=P(Zyy1 =k, 2, =0)+P(Zys1 =k, Zk = 1) + P(Zjq1 =k, Z), = 2)
ou encore :
P(Ziss = k) = Paymoy(Zess = K)P(Ze = 0) + Pz (Zuss = K)P(Ze =
1) + ]P’(Zkzg)(ZkH = k?)IP(Zk = 2)
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On obtient alors :

P(Zys1 = 0)
]P(Zk+1 - ]_) -
| P(Zk11=2) =O0P(Z, =

= 1P(Z, = 0) + EIP(Zk =1)+ EIP’(Z,C = 2)

2 3

0P(Z, = 0) + EIP’(Zk =1)+ EIP(Z,C = 2)

2 3
1
0)+0P(Z, =1) + §IP>(Zk = 2)

Ce qui, matriciellement, s’exprime bien sous la forme ‘C’kﬂ =B- Ck‘

b) Déterminons les valeurs propres de B et les sous-espaces propres correspondants :

La matrice B est triangulaire supérieure
diagonaux.

11

Conclusion : |Sp(B) = {1, 3 5}

Déterminons maintenant chacun des sous-

, donc ses valeurs propres sont ses coefficients

espaces vectoriels propres :

x 0 1/2 1/3 x 0
X=|y|leE =ker(B-1;)< (0 —-1/2 1/3 y|l =10
z o 0 1/3 z 0
(1/2y+1/3z =0 z =0
Se-12y+1/3z =0y =0
(1/3z =0 Ve e R
x ) 1/2 1/2 1/3\ [z 0
X = Y| € El/g = ker(B — 5[3) = 0 0 1/3 y] =10
z 0 0 -1/6 z 0
(1/22+1/2y+1/32 =0 z =0
&0 1/3z2 =0&qr+y =0
[ —1/62 =0 Vex e R
x 1 2/3 1/2 1/3 x 0
X=1y €E1/3:ker(B—§[3)¢> 0 1/6 1/3 yl =10
z 0o 0 0 z 0
(2/324+1/2y +1/32 =0
& L 1/6y+1/32 =0
L0 =0
2 = = -
- r+3/2y+ 2z 0(:) Y 2z
y+ 2z 0 20 —3z+22 =0
y = -2z
S8 =z
VzeR
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1 1 1
Conclusion : | E; = Vect 0 , B9 = Vect -1 , E1 /3 = Vect —2
0 0 1

c) Montrons que la matrice B est diagonalisable et déterminons une matrice P € M3(R)
wversible et dont tous les coefficients de la premiere ligne sont égaux a 1 et une matrice
D € M;3(R) diagonale dont les éléments diagonaur (A1, Ao, A3) vérifient Ay > Ay > A3
telles que : B = PDP~! :

La matrice B est une matrice d’ordre 3 qui admet 3 valeurs propres distinctes,
donc ‘ B est diagonalisable ‘

La juxtaposition des bases respectives de E;, Ei/; et E) /3 forme une famille libre de
cardinal 3 de R? donc B’ = (uy,us,u3) est une base de R? formée de vecteurs propres de
B, ou on a posé :

u; = (1,0,0), ug = (1,-1,0) et ug = (1,—2,1)
On en déduit que :

11 1 100
B=PDP'ouP=|(0 -1 =2|etD=[0 5 O
0 0 1 00 3

d) Justifions linversibilité de P et calculons P~! :

P est la matrice d’'une base de R? et & ce titre son rang est égale & son ordre : | P est inversible |
Calculons P~ :

¥+y+7 =z Z =z ¥ =x+y+z
PX'=X&( -y -2 =yely =-y—2z Sy =—-y—22
2 =z ¥ =x4+y+2z—2z 2 =z
1 1 1
Conclusion : |P~'= [0 -1 —2| = P|& On peut vérifier P> = P...
0 0 1

e) Ecrivons pour tout entier naturel k la matrice B¥ comme produit matriciel de matrices
connues et déterminer la derniére colonne de B* :
D’aprés la question 2.c) nous avons : B = PDP~! et donc par récurrence :

BY = PD*P~! Vk € N [a écrire dans la copie]

0
La derniére colonne Hj, de B* s’obtient en effectuant le produit matriciel : H, = B* | 0
1
D’ou :
0 1 0 0 1
H,=PDFP' o] =P (0 (3" 0 —2
1 0 O (%)"C 1
1 1 1 1
=10 -1 -2 —2(%)’“
00 1)\ @)
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Conclusion : | H, = 1

Précisons la valeur de Cy et déduisons de la question précédente, pour tout entier naturel
k, la loi de la variable aléatoire Z;, :

Puisque le bus est en S5, on a vu que Zj est la variable aléatoire certaine égale a 2, soit
0

Co =1 0] et delarelation Cy 1 = B - Cy pour tout £ € N, on en déduit par récurrence :
1

Cy = B*Cy, Vk € N.

On a donc : C} = Hj, pour tout k € N. D’ou I'on peut déduire la loi de Z :

Conclusion : | Z,(Q) = [0, 2], B 1

Calculons l’espérance de pour tout entier naturel k :
Par définition de 'espérance, on a immédiatement :

E(Z) = P(Zx = 1)+ 2P(Z; = 2) — 2(%)k _ 2@1: N 2(%)k

1
Conclusion : |Vk € N, E(Z;) = T

Partie III : Etude du temps d’arrivée au dépot.

® Pour tout k € N* soit Ay I'’événement : « le bus arrive (pour la premiere fois) au dépot a
Iinstant &£ ». En remarquant qu’une fois que le bus arrive en Sy, il n’en repart plus, exprimer
Ay, en fonction des événements (Z, = 0) et (Zx_1 = 0).

On note que Ay est réalisé si, et seulement si, le bus est au dépot a I'instant k et n’y était pas
a l'instant £ — 1. Autrement dit :

A= (Ze=0)NZp = 0) = (Z = 0)\ (Zi_y = 0)

Des lors :

P(Ag) =P((Zk = 0) \ (Zk-1 =0)) =P(Z, = 0) = P(Z4—1 = 0)

puisque (Zx—1 = 0) C (Zx = 0) (& en effet sil est au dépot a U'instant k, alors il y sera néces-
sairement a l'instant k + 1...)
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Donc
1 k k-1 1 k-1
P(A) = 1 -2 + (5 — 1+2() ' = (3)
11 1
_ k=1 o Z(Zyk=1 4 9( yk-1 Lyk—1

k-1 k—1
Conclusion : |k € N, P(A4) = [~) — 22
onc . s L) = 7 33

@ Déterminons la probabilité de ’événement F : « le bus n’arrive jamais au dépot » :
On note que {F, (Ax)ren+} est un systeme complet d’événements. Des lors :

P(F) + ip(/xk) ~1

On rappelle que, d’apres les propriétés des séries géométriques :

et

Donc

Conclusion :

<01 <1 1
2k—1222_k:1_l:2
k=1 k=0 2
<01 1 1
ng—lZZﬁzl_l:E
k=1 k=0 3
> 2 3
PA)=2—--—=1
S P4 =2- 2
k=1

P(F) =0 - I'événement F est quasi impossible.

® Soit T la variable aléatoire égale a l'instant ou le bus arrive au dépot. Donnons la loi de T et
calculons son espérance :

On commence par noter que

T(Q) = N*| et que

k—1
1 2
vk € N°, [B(T = k) = P(A,) = <5> e

Nous venons de déterminer la loi de T'...

Pour I'espérance, on commence par justifier son existence en étudiant la convergence absolue de
la série g kP(T = k) qui est aussi sa convergence puisque ses termes sont positifs. Or les séries

k—1 k—1
1 1 1
E k <§> et E k (§) sont des séries géométriques dérivées convergentes car |§\ <1

1
et || <1, donc Z kEP(T = k) converge comme combinaison linéaire de séries convergentes.

La variable aléatoire T" admet une espérance et

1 2 1
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} 5
Conclusion : |E(T) = 5

Eecrivons une fonction simultT(n) d’argument 'indice n de la station de départ, qui renvoie
une valeur simulée de la variable aléatoire T définie ci-dessus :

Il suffit de faire avancer le bus conformément a la simulation réalisée dans la partie I jusqu’a
ce qu'il atteigne le dépot (on rappelle que dans cette partie, il part de la station Ss)

On ne sait pas combien d’instant seront nécessaire pour que cet événement (quasi certain)
d’arriver au dépot se réalise aussi on utilise donc une structure répétitive « Tant que ».

Une rédaction possible est :

def simulT():

t=0
S =2 # le bus est en S2 au départ
while S!= 0:
S = rdm.randint(0,S)
t +=1
return t

1l s’agit de proposer une méthode utilisant Python permettant de confirmer la valeur théorique
de E(T) trouvée ci-dessus :

En utilisant le Théoreme Central Limite, on peut réaliser un grand nombre de fois la simulation
de la variable aléatoire T" dont on calcule la moyenne empirique qui est un estimateur sans biais
de E(T).

Puisqu’on ne peut pas utiliser np.mean ou np.sum, on écrira :

def moyEmpirT(m) :
St =0
for k in range(m):
St += simulT()
return St/m

En prenantm = 1000 et en exécutant : print (’moy empirique = ’,moyEmpirT(m),’esperance
= 7,5/2)
on a obtenu l'affichage : moy empirique = 2.488 esperance = 2.5

Partie IV : Retour au cas général.

Désormais le bus dessert les stations Sy, -+, S, oun € N* et il est a l'instant 0 a la station S,,.

IV/ A. Etude d’un endomorphisme

On note E, 'espace vectoriel R, [X] ds polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n
et B=(1,X,---,X™) la base canonique de E,,.
On considere f I'application qui a tout polynome P de E, associe le polynome () défini par :

Q=(X-1)P' +P
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c’est-a-~dire la fonction polynomiale @) définie par : Vo € R, Q(x) = (x — 1)P'(z) + P(z).

® Montrons que Uapplication f ainsi définie est un endomorphisme de E,, :

— Linéarité de f : VP, Q € E,, VA, u € R,
JOAP +pQ) = (X = 1)(AP + pQ) + AP 4+ p@Q = M(X = )P+ AP + u(X — 1)Q" + p@
par linéarité de la dérivée.
soit FONP + Q) = A (P) + uf(Q)
— Montrons que f(FE,) C E, : Soit P € E,, alors deg(P') <n — 1= deg((X —1)P") < n car
le degré d’un produit de polynome est égale a la somme de leur degré.
Des lors (X — 1)P' € E, et P € E, donc f(P) € E, car E, est un R-espace vectoriel.

Conclusion : ‘ f est un endomorphisme de En‘

@ Déterminons la matrice A de f dans la base B :
Il suffit de calculer I'image de la base canonique (1, X, -+, X") de E,, par f :

f(1)=1etVk e [1,n], f(X*) = (X — DkXF 1 + XF = —EXF1 4 (k +1)XF,

1 -1 0 --- 0

0o 2 =2 :
Soit Conclusion : |A=|: .. .. .. 0

: c. c. —nNn

® FEn déduire les valeurs propres de f : 1l suffit de noter que A est une matrice triangulaire supé-
rieure. Ses valeurs propres se lisent donc sur sa diagonale. Soit | Sp(f) = [1,n + 1]
Par ailleurs f admet n + 1 valeurs propres distinctes dans un espace F,, dont on rappelle qu’il
est de dimension n + 1. Donc ‘ f est diagonalisable ‘
Le cours assure par ailleurs que, dans ces conditions, dim(E,(f)) = 1, VA € Sp(f).

@ Soit A une valeur propre de f. Soit P un vecteur propre de f associé a la valeur propre \.
Montrons que P est solution sur |1, +oo[ d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
qu’on précisera :

Ona f(P)=AP < (x —1)P'(x) + P(z) = \P(z), Yz € R.

Donc P est solution sur R, et a fortiori sur |1, +o00[, de I’équation différentielle :
(&)1 (@—1)y' +(1—-Ay=0.
® Pour k € [0,n], résolvons sur |1, +oo[ l’équation différentielle (Ex) : (x — 1)y —ky =0 :

= 0. Posons a : x — . Cette fonction est continue sur

(x—1) r—1
]1, +oo] et admet une primitive A : x — kln(z — 1).
Des lors, les solutions de (Ej) sont les fonctions y : x — Cef@=) = Oz — 1)*

Conclusion : |L’ensemble des solutions de (E},) est Vect{z — (z — 1)¥}

Sur |1, +oo[, (Ey) & v —

® Déduisons-en une base B' = (Py, Py, -+, P,) de E, dans laquelle la matrice de [ est diagonale
et telle que pour 0 < j < n, le polynome P; soit de degré j et de coefficient dominant égale a
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1:
Vj € [0,n], P; = (X — 1) est un polynome de degré j et de coefficient dominant égale & 1.
On rappelle par ailleurs que f(P;) = (X — 1)Pj(X) + P;.
Donc :
— Pour Py =1, f(FPy) = f(1) =1= Fy : P, est un vecteur propre associé a la valeur propre 1
— Et d’apres les questions IV.4. et IV.5., pour tout j € [1,n],

f(P)=0+1)p

Ou encore, P; = (X — 1)’ est vecteur propre associé & la valeur propre 1 — \.

La famille de polynome (P, Py, - - - , P,) étant échelonnée en degré, elle est libre. Et comme son
cardinal est égale a n + 1 = dim(E,,), c’est une base de F,, formée de vecteurs propres de f.

Conclusion : |B' = ((1 — X)’,j € [0,n]) est une base de E,, dans laquelle f est diagonale

@ Justifions que f est bijectif :
Il suffit de dire que 0 ¢ Sp(f). Conclusion : | f est bijectif |

On note par la suite g = f~1.

Justifions que pour tout k € N et tout j € [0,n] Uégalité : g*(Pj) = ———
C’est une question de cours.

1
Dans un premier temps, (j + 1) € Sp(f) & 1 € Sp(g) et Ej1(f) = FE_1 (9).

RS
1
Done, Vj € [0,7], g(P;) = ——P;.
onc, Vj € [0,n], g(F;) 1
1
Par ré : tre al , Vk € N*, gF(P)) = —
ar récurrence, on montre alors que g°(P)) Gr

En effet,

1 1 1

G+DRG+1)7 (G
Conclusi vk e N, Vj e [0,n], ¢"(P)) L p
onclusion : , T, )= —F;
J S = Grr

IV/ B. Etude de la variable aléatoire Z;

Pour tout entier naturel k£ on note F} la fonction génératrice de Z; dont on rappelle qu’elle est définie
par :

Ve € R, Fi(z) = ZIP’(Zk =r)jz" =P(Z,=0)+P(Zy =)z + -+ P(Zr =n)z"
r=0

@ Pour tout k € N, rappelons ce que valent Fy(1) et Fy(1) pour la variable aléatoire Zy, :
On l'a en effet vu dans les préliminaires : | Fj(1) = 1 et F}(1) = E(Zy)
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@ Précisons les polynomes Fy et Fy dans la base canonique :
— Comme Z est la variable aléatoire certaine égale a n, on a P(Zy =n) = 1. Donc :

Fo(z) =040z + - - 4+ 02" ! 4 12" = 2"
Conclusion :

1
— Comme Zy = U n, P(Z1 = 1) = ——, ¥r € [0,n]. Donc :

n+1
n 1 n
Fi(z) = ZIP’(Zl =r)z" = - 1Zxr
r=0 r=0

Conclusion : | F} = 1+X+---X")

n+1

® Pour utiliser la formule des probabilités totales, on note que {(Z, = n),n € [0,n]} est un
systeme complet d’événement. Donc

P(Ziyr=7)= > P(Zep =72k =5) = > _Pz=(Zryr = 1)P(Zk = j)
Jj=0 J=0
On rappelle que si le bus est a la station S, alors il ne peut venir d'un arrét S, ou k < r.
Autrement dit, Pz, —;)(Zgs1 =7) =0sij < 7.

Des lors :
n

- : 1 :
P(Zia =1) = 3 Plgms(Zons = MB(Z0) = 3 —P(Z-d)
j=r J=r

puisque, si (Z; = j) est réalisé, alors le bus se rend selon une loi uniforme sur des stations
d’indice dans [0, 5]

" P(Z, =
Conclusion : |Vk € N, Vr € [0,n], P(Zy41 =7) = Z %

j=r

@ Pour tout entier k& € N et tout r € [0,n — 1], montrons les deux égalités demandées a I'aide de
la relation qui précede :

—pourT:n,ona:IP’(Zk+1:n):Z _ = :
s Jg+1 n+1

Conclusion : | (n+ 1)P(Zy1 =n) =P(Z, =n)

~ Pour r € [0,n— 1], on a:

(r+ D)P(Zgpr = 1) = (HDZ%: (r+1) (P(fi—l . AZ P(f:—lj)>
=P(Z,=7r)+(r+1) zn: Pz =17)

j=r+1

=P(Zx=7r)+ (r+ 1)P(Zy11 =r+1) d’apres 3.

Conclusion : |(r+ V)P(Zyyy=7r)— (r+ D)P(Zypy=r+ 1) =P(Z, =)
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® Pour tout entier k € N, établissons en utilisant les égalités ci-dessus la relation suivante :

(S) : (X = 1) F[1(X) + Fr1(X) = Fi(X) (ce résultat peut étre admis pour la suite)

On rappelle que par définition, Fi,(x ZIP’ Zy1 =r)x". Donc, Vo € R,

r=0
n

(x = 1) Fipy () = 2(37 — DP(Zpyr = r)ra"

r—=
n

1
= Z]P)(ZkJrl = T’)T.Z'T — Z]P)(ZkJrl = r)rxrfl

r=1 r=1
Dongc, Vx € R,

n

(z = DEp(2) + Fn(z ZP iy =r)ra’ — ZP(ZkH =r)ra’ ! 4 ZP(Zk—i-l =)z’
r=0

r=1 r=1

= ZP(ZkH =7r)(r+1)z" — Z]P’(Zkﬂ =r)ra"

r=0 r=1
n—1

:ZP (Zsr =r)(r +1)a" =Y P(Zpr =+ 1)(j + 1)’
7=0

en posant j =r —1

n n—1
= ZP(ZkH =r)ir+1)z" =) P(Zgp=r+1)(r+1)z"
r=0 r=0
n—1
= Z (P(Zk_H = ’f’) — P(Zk_H =r—+ 1)) (7’ + 1>.TT + P(Zk+1 = n)(n + 1)$n
r=0
= Z P(Z, = r)z" + P(2, = n)x™ d’apres les égalités ci-dessus
B Fk( )

Conclusion : |(S) : (X —1)F(X) 4+ Fip1(X) = Fi(X)

® Calculons ’espérance de Zj, :

a) En dérivant une premiere fois la relation (5), on obtient pour tout k& € N et tout z € R :
Fiq(@) + (z = DEL (2) + F iy (2) = Fi(o)

£

et en particulier pour =1, on a : 2F],(z) = Fj(z). Conclusion : | F} (1) = 5

u
En posant u;, = F}(1), on vient d’obtenir que |ug1 = ;, Vk e N|

b) En reconnaissant une suite géométrique de raison 3 et de premier terme uy = F{(1) =
E(Zy) = n, on obtient :

Ug n

Conclusion : |Vk € N, E(Z;) = u;, = %% = %
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c)

Dans le cas particulier ou n = 2, on retrouve |E(Z;) = — = ——|, a savoir la valeur cal-

culée dans la partie II.

@ Détermination de la loi de Z;, :

a)

En utilisant le résultat de la question IV/B.5, on a : Fj, = f(Fjy1) ou f est endomor-
phisme défini dans la partie B/I.

On grace la question IV/A.7, f étant bijectif avec g = f~1, on en déduit que | Fy1 = g(F}) |

Un raisonnement par récurrence, on en déduit immédiatement que pour tout £k € N :
F. = g"(Fb).
Et comme Fy = X" d’apres IV/B.2, on a Conclusion : |Vk € N : F, = g*(X™)

Pour tout & € N, d’apres la formule du bindme de Newton :
“ (n ; “ (n
Xr=(X-1+1)"= (X =1) = .| P;
-ty = 2 (- =3 (G) 5
j=0 7=0
ou Py, Py, -+, P, sont les polynémes définis en IV/A.6.

On utilise que g* est un endomorphisme puisque g € £(E,,). Des lors :

“~ (n “~ (n
W{:EN:Fk:gk(g <)P]):E ()gk(Pj)
= =
. 1
Et comme ¢"(P;) = WP], on a:

" 1
Conclusion : | F}, = Z <?) mP]

=0

Pour déterminer la loi, il suffit de rappeler le résultat des préliminaires, a savoir :

P(Z =r) = FT. w§:(> y+1fﬁm>
Mais
" TN R _ )i
PP = (X =19)7 = 2 (X 1)
et donc,
T ARy

Soit, pour tout k € N et tout r € [0, n], 'égalité :

j=7“
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Complément. Fonction génératrice de variables a valeurs dans N.

Dans la suite, nous admettrons la propriété suivante, généralisant le résultat des Préliminaires,
A.1.b) : si X est une variable aléatoire a valeurs dans N, alors la connaissance de gx(t) pour tout
t € [—1,1] entraine la connaissance de la loi de X. Ceci permet donc de reconnaitre la loi d’une
variable aléatoire dont on connait la fonction génératrice.

Par ailleurs, si gx est dérivable en 1, alors E(X) existe et vaut E(X) = ¢’ (1).

Soit maintenant X une variable aléatoire réelle a valeurs dans N. Pour tout n € N, on pose :

o
a, =P(X =n) et donc gx(t) = Z a,t™ en tout ¢ réel ou la série converge

n=0

® Montrons que pour tout t € [—1,1], la série Zant” est absolument convergente. En déduire

que gx est définie sur [—1,1] et donner la valeur de gx (1) :

vVt e [-1,1], Vn € N, |a,t"| < ay,.

Par définition d’une loi de probabilité (c-additivité), la série Zan converge, et sa somme
+o0o
Zan vaut 1 car X(Q2) = N.

n=0

Par application du théoreme de comparaison des séries a termes positifs nous pouvons conclure
que la série > a,t"™ converge absolument. Or la convergence absolue entraine la convergence.

+o0
Conclusion : | gx est défini sur [—1,1] et gx(1) = Zan =1|
n=0

Remarque : On pouvait aussi écrire que Vt € [—1,1], ¥n € N, |a,t"| < |t"].
Or, Vt €] —1,1], Z [t"] = Z |t|™ converge car c’est une série géométrique avec |t| < 1 donc,

par application du théoreme de comparaison, Z |a,t"| converge.
Par ailleurs, pour [t| = 1, Z la,t"| = Z la,| = Zan converge de somme égale a 1. Ce qui

permet de conclure que Z a,t" converge absolument et donc que gx est défini sur [—1,1].

Lu dans le rapport de jury : « Question trés rarement bien traitée (10% des candidats
montrent correctement [’absolue convergence).

La majoration |axt®| < |t*| ne permet de montrer ’absolue convergence que lorsque [t| < 1.
Le cas |t| = 1 doit alors étre étudié a part, ce que les candidats remarquent trés rarement. La
solution la plus rapide consiste a effectuer la majoration |apt*| < ai. Quelques candidats se
lancent dans des calculs avec des séries!!

Parmi les erreurs rencontrées dans plusieurs copies, on trouve :

- la série de terme général ay|t|F est une série géométrique...

- lim |aptk| = 0, donc la série est absolument convergente... - ay|t|¥ est majorée par 1, donc
k—+o00
la série est absolument convergente...
+o00 +oo
- des candidats écrivent | g apt®| < E ap|t|*, pour en déduire la convergence de la série... »
k=0 k=0

17 /[19)



BCP [ 2

- Devoir de révision n°3 - mai 2020

@ Soit Y une variable aléatoire réelle a valeurs dans N. Montrons que si X et'Y sont indépen-
dantes, alors pour tout t € [—1,1], gx4v(t) = gx(t)gy (t) :

Si X et Y sont indépendantes, alors Vt € [—1, 1] les variables aléatoires t¥ et t¥ sont indépen-
dantes et admettent des espérances d’apres le 1.

Donc gx,+x,(t) = E(t*772) = B(™172) = E(t)E(t%2) = gx, (t)gx, (1)

® a)

b)

9X1+Xo (t) =9x, (t)gX2 <t>

© On suppose que X suit une loi géométrique de parametre p €]0, 1], & valeurs dans N*.
Calculons gx (t) pourt € [—1,1] (on pourra poser g =1 —p). En déduire ’existence et la
valeur de E(X).

X suit une loi géométrique de parametre p.
On rappelle que X (Q) = N* et P(X = k) = pgF~!, Vk € N*.
Alors la question B.1. justifie I'existence de gx(t) pour tout ¢ € [—1,1] (sinon on écrit
- =1,k A k-1 _ i -
que la série qu t" est de méme nature que Z(qt) = Z(qt) qui est une série
k>1 k>1 i>0
géométrique convergente).

+o00 +o0
_ pt
vt e [-1,1], gx(t) = E pg"tF = pt E (qt)* = Tt car [gt| <1
k=1 k=0

Lu dans le rapport de jury : « Cette question a permis aux éleves moyens, mais
sérieuz, de faire la différence.

Attention, X(Q2) = N* : trop de candidats ont commencé la somme a 0. Trop ont oublié
ou n’ont pas justifié correctement la convergence de la série géométrique. »

On rappelle ensuite que E(X) = ¢’ (1).

p(1 — qt) + qpt p
O / t — e .
r gx(t) (1—qt)? (1 — qt)?
& On note que Vt € [—1,1], 1 — gt # 0 puisque ¢t = 1/q impossible (en effet : % > 1)
. : p_ 1
Conclusion : |E(X) existe et vaut E(X) = (1—qp = -
—q p

& Pour la méthode « usuelles », on se rapportera au cours.

On suppose ici que X suit une loi de Poisson de parametre A > 0.

i. © Calculons gx(t) pourt € [—1,1] et retrouvons 'ezistence et la valeur de E(X) :
k

A
On rappelle que X (2) =Net P(X =k) = e*’\y, Vk € N.
Alors,Vt € [-1,1], gx(t) est la somme d’une série convergente et :

Y e O A
vVt e [—1,1], gX(t):Ze Et =e ZTZQ e
k=0 ' k=0

Lu dans le rapport de jury : « Souvent bien traitée. »

Pour E(X), g% (t) = Ae’*™Y donc | E(X) existe et vaut E(X) = g5 (1) = A
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ii. ©Si X et Y sont deux variables indépendantes qui suivent respectivement une loi de
Poisson de parametre A et p. Déterminons gxyy (t) et en déduire que X +Y suit une
loi de Poisson dont on précisera le parametre :

Par application de la question 2. on obtient que S = X 4+ Y admet pour fonction de
répartition :

gs(t) = gx+v(t) = gx(t)gy (t) = A" Derl=) = L=
On reconnait la fonction de répartition d’une loi de Poisson de parametre A + p.

La fonction de répartition caractérisant la loi d'une variable aléatoire (cf introduction
des ces « compléments »ou question 1.b.ii) des préliminaires...), on peut conclure que :

S — P(A+ )
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