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DL 05 MATHEMATIQUES
Réduction d’endomorphismes

Probléme : (D’apres ENS-Lettres/Sciences humaines 2005)

E est un R-espace vectoriel de dimension d ou d € N, d > 2.

Préliminaires

1. f,ge L(E) telsque: fog=go f.

a)

Montrons que l'image de g est stable par f :

Montrons que f(Img) C Img ou encore : Vv € E, v € Img = f(v) € Img :

Soit v € Img, alors Ju € E/g(u) = v.

Des lors, par définition d’une application : f(v) = flg(u)] = f o g(u) = g o f(u) puisque
fog=go f par hypothese.

D’ou f(v) = g[f(u)]. Ce qui prouve que f(v) € Imyg.

Conclusion : | f(Img) C Img

Montrons que le noyau de g est stable par f :

Montrons que f(Kerg) C Kerg ou encore Yu € E, u € Kerg = f(u) € Kerg :

Soit u € Kerg, alors g(u) = 0 et donc f[g(u)] = f(0) = 0 car f est linéaire.

Des lors, f et g commutant, on a : g[f(u)] = 0, ce qui prouve que f(u) € Kerg, CQFD.

Conclusion : | f(Kerg) C Kerg |

IO VD C RPN

e A e

2. Soient A, Ag, ..., \g E R et My = . i
DV AV

a)

b)

My = (1 il> € M5(R) est une matrice d’ordre 2.
2

Des lors, M, est inversible si et seulement si rg(M;) = 2.

1 A L
Or rg(My) =rg (O Ay _1)\1> L; iy

Conclusion : ‘MQ est inversible si et seulement si A\; # Ag ‘

d—2
On suppose désormais d > 2 et on pose P(X) = X471 + Zkak ou pr € R.
k=0
Les opérations du pivot de Gauss et notamment les combinaisons linéaires sur les colonnes

d—2
du type Cyq + Cy + Zka’kH ol les colonnes sont notées C} ne modifiant pas le rang

k=0
des matrices, on a immédiatement :
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N0 VEERRID Vet Dt LA - A2 P
1 Ay --- M2 4 1 Xy - M2 P()y)

rg(Ma) =rg . . 2: 2: Il TR .2.. : = r8(My)
L Ag - AL\t L A oo A2 P\

¢) On suppose toujours que d > 2.
L’égalité précédente sur les rangs de My et M), étant vraie pour tout polynéme normalisé

d—2
de Ry 1[X] de la forme P(X) = X% ! + Z pe X elle est en particulier vraie pour :
k=0

d—2
P(X) = (X = A)(X = Xg) -+ (X = Agy) = X414 “ppx*
k=0

Remarque : On peut méme rappeler si on le souhaite les relations entre racines et coeffi-
cients d’un polynome et préciser que :

d—1 d—1
Po = — Z A et pgg = (—1)41 H A
k=1 k=1

D VIR 0
1 Ay - M2 0
Conclusion : |rg(My) =rg | : = = - : =rg(M))
d-1
IV YR | (YY)
k=1

d) Soit Py la proposition : « My est inversible si et seulement si \; # \;, Vi # 7, 4,7 € [1,d] ».

Montrons par récurrence que Py est vraie pour tout entier naturel d > 2 :
— Py est vraie d’apres la question 2.a).

— Supposons que Py est vraie pour d fixé, d > 2.

— D’apres 2.¢),

IR VPR 0
1L Ay -0 AT 0
: :2 : i : 0
M _ . . . * '7' . _ d
rg(Mas1) =rg D VTR Vi 4 0 e H(/\d+1 — )
k=1
L a1 -0 Ay H()‘d+1 — M)
k=1
d
rg(Mgyq) = rg(My) + 1 si et seulement si H()\d+1 — ;) #0.
k’zl
Donc rg(Myi1) =d+ 1 & rg(My) = d et H(}\d+1 — A) £ 0.
k=1

Des lors, grace a 'hypothese de récurrence,
d

1g(Ma1) =d+ 16 N # N, Vi#j, 0,5 € [1,d] et HO‘dJrl — ) # 0
k=1

D’olt Mgy inversible ssi les A\; # \;, Vi # 7, 4,7 € [1,d+ 1].
Conclusion : ’ M, est inversible si et seulement si les Ay, ..., Ay sont deux a deux distincts|.
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Partie I

On précise qu'un vecteur v de E est dit totalisateur de f si et seulement si il existe N € N tel que
la famille F = {v, f(v),- -+, fN(v)} est une famille génératrice de E. Autrement dit si :

Vo € E7E|(CL0,G,17"' aaN> GIRNJrl/x = CLOU+CL1f(U> ++aNfN<v)

1. On suppose ici que d = 2 et que f admet deux valeurs propres A; et Ay distinctes.

a)

f admet deux valeurs propres distinctes dans un espace vectoriel de dimension 2 donc f
est diagonalisable. Il existe donc une base de vecteur propre qu’'on notera B’ = (uy, us)
telle que My(f) = Dy soit diagonale.

On considérera pour la suite que uy; € E), et uy € E),.

Soit v = uy + uz. On a par linéarité de f : f(v) = f(u1) + f(uz).

uy et up étant deux vecteurs propres de f associés aux valeurs propres A\; et g, on a
immédiatement :

f('U) = )\1U1 + >\2U2

Il reste & montrer que v est totalisateur... considérons pour ¢a la famille Fo = {v, f(v)} et
montrons que cette famille est génératrice.

Comme cette famille est composée de 2 vecteurs et que dim(E) = d = 2, cette famille est
génératrice si et seulement si c¢’est une base ou encore si et seulement si ¢’est une famille
libre. Nous allons donc montrer que F, = {v, f(v)} est libre :

C’est immédiat car dans la base B, v = (1,1)p et f(v) = (A1, A2)p. Alors :

18(F) = rg(v, £(0)) = 1 (} i;) — (M) =2 = d

Donc (v, f(v)) est une base de E et ‘v = Uy + uy est un vecteur totalisateur pour f ‘

2. On revient dans le cas général ou d > 2. Si f a d valeurs propres distinctes, alors f a autant de
valeurs propres distinctes que la dimension de E. C’est une condition suffisante pour assurer
que f est diagonalisable.

Donc 3B" = (uy,ug, - - ,uq) base de E formée de vecteurs propres de f tels que uy € E), pour
1<k<d

En s’inspirant de la question précédente, on pose v = uy + us + - - - + uy4 et on calcule successi-
vement f(v), f2(v), ---, f47(v).

Rappelons au préalable que si u € E)(f) alors f"(u) = A™u pour tout entier n > 0.

Des lors :
f(w) = flur) + f(ua) + -+ f(ua) = Auy + Agug + - + Aqug
2

PO) = )+ )+ ) = X+ N+ N

fN ) = A w) 4+ A () + -+ f () = AT A g+ Aj‘lud

Dans la base B’ on a donc :

D VEERRIIED VDt
1 )\2 >\de )\d*l

wg(v, f(0), f2(0),-- SN =g | T T = ve(My)
1o Ag - ATE o \at
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La matrice My étant inversible si les \; sont distincts 2 a 2 d’apres les préliminaires, on en
déduit immédiatement que (v, f(v), f2(v), -+, f4(v)) est une base de E puisque les valeurs
propres sont supposées distinctes 2 a 2.

Conclusion : |v =u; + - - - + ug est un vecteur totalisateur pour f ‘

2 1
3. Exemple : Soit A= |1 0
1 3

1
1
-2

= Mpg(f) ot B désigne la base canonique de E.

a) Recherchons les valeurs propres de A :

A valeur propre de A & 3X € M;3,(C), X # 0/AX = \X

& 3IX € M31(C), X £0/(A-X)X =0

< (A — X)X =0 n’est pas un systeme de Cramer
< A — M n’est pas inversible

s rg(A—AN) <3

2-1 1 1 3 —2-\\ L1+ Ls
rg(A— X)) =rg 1 =X 1 =rg 1 =X 1 Loy
1 3 22—\ I,
=1g 0 —()\+3) 3+ A L2<—L2—L1 :rg(U,\)
0 3X=5 5—-\° Ly« Ly—(2—\)L,y
— Premier cas : S1 A = —3 alors :

1 3 1

gA=AXl)=1g|0 O 0 |=2

0 —-14 —4

Donc A = —3 est valeur propre de A.

— Deuzxieme cas : Si A # —3 on poursuit notre pivot de Gauss... Alors :

1 3 —2-X\ L
rg(A—AX)=1g|0 —(A+3) 3+X | L =rg(V))
0 0 P(\) ) Ly (A+3)Ls + (3\ — 5)) Ly

ou

PA)=A+3)6-=2)+BX=5)B+N)=A+3)(-A2+3N)=AXA+3)(=A+3)
Donc si A # —3 X est valeur propre de A ssi P(A\) =0 A=0o0u A =3

Conclusion : |Sp(A) = {A, A\, A3} ou Ay = =3, Ay =0 et A3 =3

b) Détermination de chacun des sous-espaces vectoriels propres :

— Déterminationde £ 3: X € E 3 AX =-3X < (A+3)X=0U3-X=0

7
3 =0 2 =—3Y
XeE el TTe & 2 VyeR
—14y —4z =0 1
T =-3Yy—2z2==y
2
y/2 1
Conclusion : |E_3 = Y ,y € R » = Vect 2
—Ty/2 -7
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— Détermination de Ey : X € Ej

SAX =0 X< AX=0<1,-X=0

X ek & TSy - & : 4 ,Vy e R
=3y + 3z =0 r =-3y+2z=—y
—y 1
Conclusion : | Ey = y |,y € R » = Vect -1
Y —1

— Détermination de E5 : X € Ej3

SAX=3X s (A-3D)X=0&V;-X =0

Xebs TSy : & : Y Vy € R
—6y + 62 =0 r =-=3y+5z=2
2y 1
Conclusion : | F5 = y |,y eR = Vect 1/2
y 1/2
' 11
On posera pour la suite u; = (1,2, =7), us = (1, —1,—1) et ug = (1, 7 5)
& Note : On oubliera pas de vérifier explicitement dans la copie que
1 1 1 0 1 1
Al 2 |==32].Al-1]=0]etal1/2] =312
-7 -7 -1 0 1/2 1/2

A est diagonalisable car Card[Sp(A)] = 3 = dim(F) ou encore parce que dim(E_3) +
dim(Ep) + dim(Es) = 3 = dim(FE).

En conséquence

E=FE_s® FEy® Es

et donc B’ = (uy, us, uz) est une base de E par juxtaposition d’une base de E_3, Ej et de

Es.
1 1 1
SOitP:P&B/: 2 -1 1/2
—7 -1 1/2

-3 00
.Alors|A=PDPtouD=[0 0 0
0 0 3

A admet trois valeurs propres distinctes donc d’apres la question 1.2), v = uy + ug + us
est un vecteur totalisateur pour f. On a immédiatement ses coordonnées dans les bases B

et B'. En effet :

v=(1,1,0)p = (1,2,-Np+ (1,—1, =)+ (1,1/2,1/2)5 = (3,3/2, —15/2)

Toujours d’apres la question 1.2)

(f(v)
flf(w)]

On note que :

on sait que B” = (v, f(v), f2(v)) est une base de FE.
Exprimons la matrice A” de f dans cette base :

—(0,1,0)5r
= f2(2}) = (07 0, 1)3”
LF2()] = fP(v) = (bo, bi, ba)pr car f2(v) € E

Conclusion :

A = M[yl(f) _

0 0 b
10 &
0 1 by

ou (bo,bl,bz) S RB
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Partie 11

1. Onsuppose qu'il existe v € E/f¥(v) = 0 et f4!(v) # 0. Montrons que F = {v, f(v), -+, f*(v)}
est libre :

— Premiére méthode : Par 'absurde - On suppose que la famille n’est pas libre. Autrement dit
(o, -+, aq-1) € RY/Fk € [0,d — 1], # 0 et agv + ar f(v) + -+ ag_1 f471(v) =0 (%)
Posons p = min{k € [0,d — 1] /oy, # 0}.
(%) = apfP(v) + i [P (V) + -+ aa 7N 0) =0
On compose par f@1=P € L(E). Alors :
(%) = apf1(0) + apea fA) + - + a1 fH2P(0) = 0
Or f™(v) =0, ¥n > d donc
(*) = a,f4t(v) = 0= a, = 0 car f&1(v) # 0. Absurde par définition de a,.
Conclusion : | F est une famille libre |

— Deuzieme méthode : Par itération du raisonnement.
Soit (ag, a1,y ag-1) € RY agu + ar f(v) + -+ + ag_1 f71(v) = 0 (%)
En composant (*) par f¢! € £(E), on obtient :
Qo1 () + ar fA(0) + -+ g1 (o) = [1(0) = 0

Dou (*) = apf¢ 1 (v) = 0 puisque f*(v) =0, Vn > d.
Or f41(v) # 0 donc ag = 0.
Des lors

(") = a1f(v) + a2 f?*(v) + -+ aa1 f7Hv) =0
En composant successivement par f4=2, ..., f on obtient ay,--- ,ag_s = 0.
Dot (*) = ag_1f¢ 1 (v) =0 et donc ag_; = 0 car f41(v) #0...
Conclusion : | F est une famille libre |

0o 1 -1
2. Ezemple : Soit Ay =Mp(f)=|-2 -1 1
-2 -1 1
0 0 O 0 00
a) A2=10 =2 2] etA3=10 0 0].1lexiste donc p =3 € N*/AY = 0.
0 -2 2 0 00

Conclusion : ‘Al est nilpotente d’ordre 3 ‘

b) Sachant que A3 = Mg(f?), on a a la lecture de A? : f?(ey) = (0,2, —2)5 # 0.
Conclusion : |Si u = ey alors f%(u) # 0|

Remarque : On aurait tout aussi bien pu prendre u = e3 ou u = ey + e3, en fait tout
u=(r,y,2) € R® tel que y # z...

¢) On a f?(u) = (1,—1,—1)z et f3(u) =0 donc, d’apres la question I1.1), en prenant d = 3,
on obtient immédiatement que : {u, f(u), f*(u)} est une famille libre de R3.

Comme par ailleurs, Card({u, f(u), f*(u)}) = 3 = dim(R?), on a :

B = (u, f(u), f*(u)) est une base de R3 |

Il découle immédiatement de cette conclusion que ‘u est un vecteur totalisateur pour f ‘
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d) Soit A} = Mg(f).

f(u = (07 17 O)B’
Pour construire cette matrice, il suffit de noter que < f[f(u)] = f*(u) = (0,0,1)s
[ @) = f2(u) = (0,0,0)s
000
Conclusion : |A] =11 0 0
010
0 1 0
Quant au lien entre A; et A} ils’agitde A} = PL'AiPyou P =P(B,B)= |1 -1 -2
0 -1 -2

3. f € L(FE) et v est un vecteur non nul de E.
Soit ¢ le plus grand entier tel que F, = {v, f(v),---, f47*(v)} est une famille libre.

a) Montrons que 1 < ¢ <d : v # 0 donc F; = {v} est une famille libre de £ et donc ¢ > 1.
dim(F) = d donc toute famille de strictement plus de d vecteurs est liée.

Conclusion : .

b) Montrons que Vect{F,} est stable par f : Montrons que si x € Vect{F,}, alors f(z) €

Vect{F,}
z € Vect{F,} & I(ag, -+ ,a4-1) € RY/z = agv + ar f(v) + - a1 [T (v)

Donc f(z) = aof(v) + a1 f*(v) + - - - a1 f9(v) car f est linéaire.
Or, par définition de ¢, la famille {v, f(v), f2(v), -+, f%(v)} est liée, ce qui assure que
f4(v) € Vect{F,}.
Comme par ailleurs Vect{F,} est un R-espace vectoriel, on a donc f(z) € Vect{F,}.
Conclusion : | Vect{F,} est stable par f|.

c¢) On suppose que v est un vecteur totalisateur pour f. Montrons que (v, f(v), -+, f¢71(v))
est une base de E :
v étant totalisateur, AN € N*/{v, f(v), -, f¥(v)} est une famille génératrice de FE.
Comme dim(E) = d on peut assurer que N > d.
D’apres 3.a) il est possible d’extraire de cette famille une famille libre 7, = {v, f(v),- -, f7 ' (v)}
avec 1 < q <d.
Il reste a montrer que cette famille forme une base de E :

— fY(v) = f[f7'] € Vect{F,} d’apres 3.b).

— Plus généralement, f(v) = f*~9T[f97 (v)] € Vect{F,}, Vn > q d’apres 3.b).

— Donc F, engendre les vecteurs de {v, f(v),---, f¥(v)} ou encore Vect{F,} = E.
— Comme par définition F est une famille libre, on en déduit :

Conclusion : | F, est une base de E et Card(F,}) = dim(E) = d = ¢|.

Soit B' = (v, f(v), -+, f471(v)) cette base. Alors :
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0 0 0 b

10 0 b
M=

i bg—2

00 -1 bg_q

car f¥(v) = f[f*"(v)] € Vect(F4)
donc J(by, - -+ ,ba_1) € R/ f4(v) = byv + - - - + bg_1 f4 1 (v).

Partie 111

Soit f un endomorphisme de E. On suppose, et c’est essentiel pour la suite, qu’il existe au moins un
vecteur totalisateur v pour f.

1. Montrons que R[f] ={g € L(F)/3P € R[X],g = P(f)} est un sous espace vectoriel de L(E) :
— Par définition, R[f] C L(E).
— L’endomorphisme nul noté 0. g) appartient a R[f] car si on note Py le polynéme nul de R[X]
alors
Ocry =0f0+0f +0f1 +---+0f"+--- = Py(f)
~ Y(g1,92) € R*[f],Va € R, montrons que ag; + g» € R[f] :
g1 € R[f] & 3P e R[X]/g1 = PA(f)
92 € R[f] & 3P, € R[X]/g2 = Po(f)
Alors :
agr + go = aPi(f) + Pa(f) = (aPy + B)(f) avec aP; + P> € R[X]
donc ag; + g2 € R[f].

Conclusion : |R[f] est un sous-espace vectoriel de L(F)

2. Onnote I'(f) ={g € L(E)/go f = f og}. La question est la méme que précédemment :
— Par définition, I'(f) C L(E).
— L’endomorphisme nul noté 0.z appartient a I'( f) car il commute avec f.
~ VY(g1,92) € T%(f),Va € R, montrons que ag; + g» € ['(f) :
nel(f)egof=Ffoq
g €T(f) < gaof=fog
Alors :
(agi+g2)of=agiof+gof=afog + fog=fo(ag +g2) car gi,92 € I'(f)
donc ag; + g2 € I'(f).

Conclusion : |T'(f) est un sous-espace vectoriel de L(F)

3. Montrons que I'(f) = R[f] :
a) Montrons que R[f] C T'(f) :
Soit g € R[f], alors : F(ag, a1, -+ ,a,) € R /g =agfO+arf+ -+ anf™
Donc :
gof=(aof’+arf+ - +aufr)of=af+af + - +a
=folaf’+arf+-+anf")=fog

On a donc bien : g € T'(f).
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Conclusion : |R[f] C T'(f)

b) Montrons que I'(f) C R[f] :
Rappelons qu’il existe par hypotheése un vecteur totalisateur v pour f. Alors, d’apres la
partie II, nous savons que (v, f(v),---, f471(v)) est une base de E.

Soit g € I'(f). Autrement dit, g commute avec f.
Par hypothese,

Ve e E, ag, - ,a4-1) € Rz = agv+ - - + ag_1.fT(v) = Q(f) (v)

ot on a posé : Q(X) =ag+a; X + -+ +aqg1 X! € RIX|.
Alors :

g9(x) = aog(v) + -+ + ag1g[f*} (v)]
=apg(v) + -+ ad_lfd_l[g(v)] car g € I'(f) = ffog=go f¥VkeN
= [Q(N](g(v))

Or g(v) € E donc J!(bg, -+ ,bg_1) € RY/g(v) = byv + -+ + bg_1f¥ (v) = P(f)(v) ou on
aposé: P(X)=by+ b0 X+ +by 1 Xt e Ry 1[X].
Des lors :
g(x) = QUNIP(NH(W)] = Q(f) o P(f)(v) = P(f) o Q(f)(v) = P(/)Q(f)(v)] car
P(f) o Q(f) = Q(f) o P(f)
Donc Vz € E, g(z) = P(f)(z) puisque x = Q(f)(v)...

Cela permet d’écrire que g = P(f) ou P € Ry_1[X] et donc que g € R[f]
Conclusion : |T'(f) C R[f]

Conclusion : |T'(f) = R[f]

4. Application : Déterminons l’ensemble des matrices qui commutent avec la matrice A; de la
question I1.2). Notons f; I'endomorphisme associé. On nous demande en fait de déterminer
['(f1), Pensemble des endomorphismes qui commutent avec fj...

Or F(f1) = R[fl]-
1l suffit donc de déterminer R[f] = {g € L(R?)/3P € R[X],g9 = P(f)}

On se souvient que A; est nilpotente d’ordre 3 donc f* =0, Vn > 3.
Des lors, g € R[f1] < J(ag, a1, a2) € R3/g = agid + ay f1 + aa f}.

Ce qui s’écrit matriciellement B = aol + a; A1 + azA? ot B = Mp(g).
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D’ou
B commute avec A; < Iag, a1, a2) € R*/B = agl + a1 A1 + ay A}
& J(ag, a1, az) € R?/

ao 0 0 0 aq —Qaq 0 0 0
B = 0 Qg 0 -+ —26L1 —ay aq -+ 0 —26L2 2@2
0 0 ag —2a1 —a; ay 0 —2as 2as
Qo ap —Qaq
& J(ag,a1,a2) €ER*|B = | —2a1 ag — a; — 2a a; + 2as
—2a4 —a; — 2a9  ag+ a1 + 2as

10 / [16]
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Probleme 2 : Agro-Véto, épreuve A, 2013

Lu dans le rapport de jury : « Ce probleme avait pour objet l’étude de la fonction sinus cardi-
nal. La partie 1 portait notamment sur l’étude de ses variations et limites en vue d’obtenir [’allure de
la courbe. La seconde partie traitait des dérivées successives de f, et visait en particulier a prouver
le caractere C*° de f. Enfin la derniére partie avait pour but d’écrire les dérivées successives de f
comme produits des fonctions sinus et cosinus par des polynomes a coefficients rationnels.

Dans l’ensemble les premieres questions de la premiere partie ont été traitées dans la plupart des
copies. Les questions suivantes ont mis en évidence le fait que la différence entre C' et dérivable
n’était pas acquise pour tout le monde. »

Considérons la fonction f définie sur R, par :

sin(x)

Ve e RY, f(x) = . et f(0) = 1.

1. a) La fonction f est définie sur R* et est le quotient de deux fonctions de classe C' dont le
dénominateur ne s’annule pas, donc est C' sur R .
_ xcos(x) — sin(z)

De plus, pour tout z € RY : f'(z) 5
x

x cos(x) — sin(x) |

fest C sur R ; et pour tout z € RY @ f'(z) = 5

T

Lu dans le rapport de jury : « Cette question est sans surprise et bien traitée dans
la grande majorité des copies. On regrettera toutefois une certaine tendance a utiliser [’ex-
pression « comme composée de fonctions usuelles » comme une formule magique servant
a répondre a toutes les questions dont le but est de prouver la continuité, la dérivabilité ou
le caractére Ct d’une fonction. Il n’était bien entendu pas question de 'utiliser ici, f étant
un produit, soit un quotient de deux fonctiosn dont le dénominateur ne s’annule pas. »

b) La rédaction rapide : 11 suffit de donner un développement limité a I'ordre 1 de f en 0, ce
qui est immédiat si on connait le développement limité de la fonction sin :

Fa) = sir;(w):x—g—!;—dx):1_%+O(x2):1+o(x)

on en déduit immédiatement que ling), f(z) = 1= f(0) donc elle est continue en 0.
Tr—r

Par ailleurs, f admet un D.L. a’ordre 1 au voisinage de 0 donc| f est dérivable en 0 et f'(0) = 0|.

La rédaction « pédestre » : lim
x—0 x

=sin’(0) = 1 = f(0) donc ‘ f est continue en 0 ‘

Ona: f'(z) = :—§+0(3:2).

z—0 ,],’2
On en déduit que : lim f'(z) = 0.
z—0
La fonction f est continue (car C') sur R%, et continue en 0, donc f est continue sur R..
[ est continue sur R,, dérivable (car C') sur R’ et lirr(l] f'(z) = 0.
T—

On en déduit, d’apres le théoréme de prolongement C!, que :

f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
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c)

De plus, f’ étant continue en O :

f est C sur R,

Lu dans le rapport de jury : « Le début de cette question était sans difficulté pour
les candidats maitrisant les développements limités, mais on déplore tout de méme trop
de sommes d’équivalents. Par contre, le caractére C' a posé de nombreuz probléemes. Cer-
tains candidats 'ont prouvé « d la main » quand d’autres (relativement rares) ont pensé a
utiliser le théoreme de la limite de la dérivée (ou théoreme de prolongement C'). Notons
que ce théoreme posséde des hypotheses relativement contraignantes qu’il est important de
vérifier avant de ['utiliser. »

i. La fonction g comme somme et produit de fonctions dérivables est dérivable sur R
et pour tout x € R, :

g'(x) = cos(z) — xsin(z) — cos(z) = —zsin(z).

On a donc en particulier sur [0, 7] :

x 0 T
sin(z) |0 + 0
g(x) |0 = 0

0
9(z) \
-7
g(z) [0 —
Or pour tout z > 0, f'(x) = &f) et 2 > 0, donc f’(z) a le signe de g(x).
T
z |0 T
f'x) |0 —
1

f(z) \

0

Lu dans le rapport de jury : « L’étude du signe de g et des variations de [ sur
[0, 7] est de niveau terminale, mais pose malgré tout des soucis a quelques candidats.
L’étude compléte des variations de f est bien moins souvent traitée rigourcusement, et
a donné lieu a des erreurs parfois grossieres, notamment au sujet d’une hypothétique
périodicité de f. »

ii. Soient n € N* et x € [nm, (n + 1)7| : z cos(z) = sin(x) <= g(z) = 0.
— Cas n impair :
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x nm (n+1)m
_x J—
sin(z) | 0 — 0
g | 0 + 0
(n+1)m
g9(z) /
—nm
— Cas n pair :
r |nm (n+ 1w
_l’ —
sin(z) | 0 + 0
glx) | 0 — 0
nm
9(x)
—(n+ )7

d)

D’apres les tableaux de variation ci-dessus, on peut conclure que Vn € N*, g(z) =0
admet une unique solution z,, € [n7,(n + 1)7]. De plus :
— Cas n impair :

r |nt  x, (n+)7

g@) ] - 0 +

d’ou :
xr |nmw Tp (n+ 1w
o) - 0 +
0 0
f(z) \ /
— Cas n pair :
r |nm oz, (n+)7
glx) | + 0 —
d’ou :
x |nmw Ty (n+1)m
@l + 0 -
f(x) / \
0 0
Pour tout x > 0, sin(z) < 1 Or: lim 1 =0, donc : lim sin(z) =0 dou:
X X r—+00 T T—+00 X

Lu dans le rapport de jury : « Cette limite est tres classique et a sans aucun doute
été traitée dans toutes les classes de métropole et d’outre-mer, mais 35% des candidats
ne répondent pas correctement. Quant a l'interprétation en terme de représentation gra-
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phique, elle n’est bien traitée que dans un tiers des copies. »

‘La courbe représentative de f admet donc en +o0o, une asymptote d’équation y = 0.

y=1x)

w x(1) o 3n Sn

3 i g © 7 «(2) © o 70 i 2 13 14 15 6 A7 8 18
i x(2) 4m 6m

Lu dans le rapport de jury : « A peine un tiers des candidats récuperent des points
sur une courbe dont seule [’allure était demandée, et c’est dommage. Il est souhaitable
que tous les éléments permettant de tracer la courbe (asymptote, tangentes, valeurs re-
marquables) figurent sur le dessin. »

Montrons que f est de classe C* :
La fonction f est définie sur R et est le quotient de deux fonctions de classe C>° dont le

dénominateur ne s’annule pas. Conclusion :|f € C*(R%)|

Initialisation : Soit x € RY.

1 v 1 [ 1 -
prs / u’ cos” (u) du = —/ cos(u) du = — [sin(u)].—,
0 0

- é (sin(z) — sin(0)) sm;”)

La propriété est donc vraie pour n = 0.

I

I
=
&

I
-

e
=
~—"

1 X
Hérédité : Soit n € N. Supposons que pour tout z € R% : f M) (z) = — / u™ cos™ () du.
™ 0

1
ZL‘"+2

x
Démontrons que pour tout = € R% : f" ) (z) = / u"t cos™ (u) du.
0

Pour tout  de R*, la fonction u — u"cos™ (u) est continue sur [0, z], donc la fonction
x
T —> / u™ cos™ (u) du est dérivable sur R%, de dérivée la fonction z — 2™ cos™ ().
0

Donc, pour tout z € R :
£ ) = (£ (@) = =" [ eos® (w) du +
o - xn+2 0

1 [* 1
fOHD(z) = —2;2 /0 u™ cos™ (u) du + - cos™ (z).

De plus, les fonctions : u — u"** et u — cos™ (u) sont de classe C! sur [0, ], donc en
intégrant par parties, on a :

x 2" cos™(z), d’ott

anrl

/ u"eos™ D (u)du = [u™Y cos™ (u)}::m — / (n 4 1)u" cos™ (u) du
0 0

= 2" cos™(z) — (n + 1)/ u™ cos™ (1) du
0
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On en déduit que :
1 v 1 n+1 [*

n+1 (n+1) du = = (n) . n (n) du = (n+1) )
an/O u™" cos (u) du — cos (x) pes) /0 u" cos'™ (u) du = f (x)

La propriété est donc héréditaire a partir de n = 0;

Conclusion :
VneN, Ve e R} @ f <x>:x”+1 Ou cos'™ (u) du.
Lu dans le rapport de jury : « La récurrence est généralement bien initialisé, et

la dérivation de Uhypothese de récurrence souvent juste, mais les candidats ayant vu et
correctement posé l'intégration par parties sont beaucoup moins nombreux. »

Soient n € N et x € R%. Alors :

1 v 1 T 1 A
(n) - (n)
x”“/o u™ cos' (O)du—x —cos™(0) {n+1]u_ = 7 cos (O)xn+1.
Donc :
z ) (0
. " cos™ (0) du = <50
VnEN,V:cER+.xn+1/Ou cos'™(0) du = ST

Lu dans le rapport de jury : « Cette question ne présentait pas de difficulté parti-
culiere. »

Soient n € N et x € R’ . Alors :
™ (0 I I
’f(")(:c) - COnS—Jr(l)' = | /0 u™ cos™ (u) du — s /0 u™ cos™(0) du
1 x
= — / u™ (cos(”)( ) — cos™ (O)) du| , car z > 0.
il 0

On en deduit que

'f(")(gc ‘ < / |[u™ (cos™ (u) — cost™(0))| du car 0 < z, d’ott :
n cos(”) o n
'f( )(x) i ‘anﬂ |cos ) (1) — cos™( (0)| du, car u > 0 sur [0, z].
(n) 1 z
* (n) . Cos (0) n (n) .
VneN,VIGR+,‘f (x) ] anﬂ Ou |cos™ (u) cos™ (0)| du.

Lu dans le rapport de jury : « La linéarité de l'intégrale ne pose pas de problemes,
mais linégalité triangulaire en pose plus souvent, avec souvent un recours injustifié¢ a l’in-
égalité triangulaire inversée. De plus, 'ordre des bornes, nécessaire pour appliquer l’in-
éqalité triangulaire, n’est que rarement vérifié. »

Soit n € N. Pour tout u € R*, la fonction cos™ est dérivable (donc continue) sur [0, ],
donc d’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]0, u[ tel que :

cos™ (1) — cos™(0) = cos™* ) (¢)(u — 0)
Soit

15 / [16]



BCP [ 2

- Correction devoir en confinement n° 2 - 2020

lcos™ (u) — cos™(0)] = |cos™ D (c)| - |u — 0]
Or : |cos(”)(c)‘ € {|cos(c)|, [sin(c)|}, donc !cos(")(c)| <1, dou:
|cos™ (u) — cos™(0)] < |ul.
Or u > 0, donc : |cos™ (u) — cos™(0)] < u.
Enfin, I'inégalité étant trivialement vraie pour u = 0, on en déduit que :

VneN, Vue R, , |cos(") (u) — cos(”)(O)} < u.

Lu dans le rapport de jury : « Trés peu de candidats ont pensé a appliquer le théo-
reme des accroissements finis, et plus rarement encore sont ceuxr qui ont mené a terme la
question. »

On a donc pour tout entier naturel n et pour tout x € R7 :

(n) cos'™(0) / n (n) M) du < / "xud
‘7‘ (x) 1 sl u ‘COS (u) — cos'™( )’ u = u" X udu.

x n42 U= n+2
Or: / u T du = 4 _ , donc :
0 n + 2 u=0 n + 2

()
Vn €N, Vz € RY ‘f(")(x)—cos (0)‘< L

n+l | " n+2
™) (0
On a, pour tout n € N: lim ’ =0, dou: lim f(”)(:v)—M =0, et donc :
n—+oo 1 + 2 z—0+ n+1
)(0)
cos
vneN: lim f"(z) = ——2
mENT AW = S

Lu dans le rapport de jury : « Une grosse moitié des candidats a vu le lien avec les
questions précédentes, qu’elles aient €té traitées ou mon. »

Nous avons démontré que f est C' sur [0,+oo[ et C* sur ]0,+o0c[. On peut donc af-
firmer que la fonction f() est continue sur [0, +oo[ et dérivable sur ]0, +oo[. De plus :
@0
(@) COS (0)
Jimy S () 3
; cos?(0)
Donc, d’apres le théoréme de prolongement C*, () est dérivable en 0 avec [ )(0) =—3

et f?) est continue en 0.
Enfin, pour tout x € [0, 4+-00[ : cos®(z) = (—sin)’ (z) = —cos(x), donc : cos®(0) = —1.
En conclusion :

1
f est deux fois dérivable en 0, avec f? (x) = —3 et f est de classe C? sur [0, +oc].

On raisonne ensuite par récurrence. En particulier, I’hérédité se démontre de facon ana-
logue a la question précédente en appliquant le théoréeme de prolongement C! & la fonction
f™ . On en déduit que :

~ cos™(0)

pour tout entier naturel n, f est de classe C" sur [0, +-o00[ et f™(0) 1
n
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