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MATHEMATIQUES

Algebre linéaire

Probléeme 1 :

Soit d un entier naturel tel que d > 2. Soient F un R-espace vectoriel de dimension d et L(E) l'en-
semble des endomorphismes de E. Soit M4(R) ’ensemble des matrices d’ordre d a coefficients dans R.

Préliminaires

Soient f, g € L(E) tels que: fog=go f.
On rappelle qu’on dit qu'un sous-espace vectoriel F' de F est stable par f si, et seulement si,

f(F)CF

1. a) Montrer que I'image de g est stable par f.
b) Montrer que le noyau de g est stable par f.

IEED VD CEPRRID
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2. Soient A, Ag, ..., \g E Ret My = o i
1 Ay A2 ...\t
a) Supposons pour cette question que d = 2. Montrer que M, est inversible si A\; # As.
d—2
b) On suppose désormais d > 2 et on pose P(X) = X! + Zkak ou pi € R.
k=0
Prouver que la matrice My a méme rang que la matrice M’ de My(R) définie par :
L A A2 Py
YA I
L Ay - A2 Py

¢) On suppose toujours que d > 2. En déduire que la matrice My a méme rang que la matrice

MY de M4(R) définie par :

D VRERRRID 0

1 Ay --- M2 0

; . :
Mi d—1

NPV YR | [SYERYS
k=1
d) Montrer par récurrence sur d que M est inversible si, et seulement si, les nombres réels
A1, Ao, -+, Ag sont deux a deux distincts.

1/



BCP [t - Sujet en confinement n°2 - Pour vendredi 7 mai 2020

Partie I

On précise qu'un vecteur v de E est dit totalisateur de f si et seulement si il existe N € N tel que
la famille F = {v, f(v),---, fN(v)} est une famille génératrice de E. Autrement dit si :

Vo € E)a(a()aah'" ,GN) € IRdJrl/x = a0U+a1f(U) +oee +aNfN(U)

1. On suppose ici que d = 2 et que f admet deux valeurs propres \; et Ay distinctes.

a) Montrer qu'il existe une base B’ = (uq, uy) dans laquelle f est représentée par une matrice
diagonale.
b) Soit v = u; + ug. Montrer que v est un vecteur totalisateur pour f.

2. On revient dans le cas général ou d > 2. Montrer que si f a d valeurs propres distinctes, alors
il existe un vecteur v totalisateur pour f.

2 1 1
3. Ezemple : Soit A= |1 0 1 | = Mpz(f) ou B désigne la base canonique de E.
1 3 =2

a) Monter que A admet trois valeurs propres distinctes.
b) Déterminer chacun des sous-espaces vectoriels propres de A.
A est-elle diagonalisable 7 Si oui, la diagonaliser.
c) Déterminer une base B” telle que f est représenté par une matrice A” = Mg (f) =

0 0 by
1 0 b1 ol (bo,bl,b2> c Rg
0 1 by
Partie II
1. Onsuppose qu'il existe v € E/f*(v) = 0et f4}(v) # 0. Montrer que F = {v, f(v),- -+, f*(v)}
est libre.
0o 1 -1
2. Exemple :Soit Ay =Mpg(f)=1-2 -1 1
-2 -1 1

a) Montrer que A; est nilpotente (c’est-a-dire : 3d € N*/A? = 0 et A9~ #£0).

b) Déterminer u € R3/f2(u) # 0 et f3(u) = 0.

¢) Montrer que u est un vecteur totalisateur pour f.

d) Donner la matrice Aj = Mg (f) ou B’ = (u, f(u), f*(u)) et donner une relation matricielle
entre A; et A}.

Partie 111

Soit. f un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe au moins un vecteur totalisateur v pour f.

1. Montrer que R[f] = {g € L(F)/3P € R[X],g = P(f)} est un sous espace vectoriel de L(E).
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2. Onnote I'(f) ={g € L(E)/go f = fog}.
Montrer que I'(f) est un sous-espace vectoriel de L(E).

3. On souhaite montrer que I'(f) = R[f] :
).

a) Montrer que R[f] C T'(f

b) Montrer que g € I'(f) = ffog=go f*,Vk €N

¢) Montrer que I'(f) C R[f].

d) En déduire que I'(f) = R[f] et que (f°, f,---, f¥!) est une base de R[f].

4. Application : Déterminer ’ensemble des matrices qui commutent avec la matrice A; de la ques-
tion 11.2).

Probleme 2 :

Considérons la fonction f définie sur R, par :

sin(x)

Ve e RY, f(z) = . et f(0) = 1.

1. Représentation graphique de la fonction f.

a) Montrer que f est de classe C' sur R* et calculer f’ sur R%.

b) Montrer que f est continue en 0, dérivable en 0 et préciser f'(0).
L’application f est-elle de classe C! sur R, ?

¢) Afin d’étudier les variations de f sur R,
nous introduisons la fonction g : * — x cos(x) — sin(x).

i. Etudier le signe de g sur [0, 7] puis les variations de f sur [0, 7).

ii. Soit n appartenant & N*. Montrer que 'équation (&,) : x cos(x) = sin(x), = € [nm, (n+
1)m] admet une unique solution z,, et en déduire le signe de g sur [nm, (n + 1)7] puis
les variations de f sur [nm, (n + 1)7| (Une discussion sur la parité de n intervient).

d) Etudier la limite de f en 400 et préciser la nature de la branche infinie.
e) Tracer l'allure de la courbe représentative de f sur [0, 67].

2. Etude des dérivées successives de f sur R,.

a) Montrer que f est de classe C* sur R¥.

& Nous rappelons que pour tout entier naturel n, la dérivée n®™® de f se note f™.

b) Montrer par récurrence, que pour tout entier naturel n :
Ve e Ry, f(z) = Sty [ u™ cos™ (u) du.

/ u™ cos™ (0) du.
0

L expression attendue dépend de cos™ (0) qu’on ne cherchera pas ¢ évaluer.

3/[

c) Soit n appartenant a N, x appartenant a R?, calculer :
In—i—l
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d) Soit n appartenant a N, x appartenant a R, montrer que :

f () /Iu" |cos™ (u) — cos™(0)] du.
0

cos™ (0) 1

— <
n+1 - gntl

e) Soit n appartenant & N, montrer que :
Vue Ry, }cos(”) (u) — cos(")(O)‘ < u.

f) En déduire que pour tout entier naturel n :

_cos(”)(()) L
n+l | " n+2

Vr e R, ™ (z)

() (0
g) Soit n appartenant & N, montrer que : lim f™(z) = cost™( )
z—0t n+1

1
h) Montrer que f est deux fois dérivable en 0 et que : f”(0) = —3 puis montrer que f est

de classe C? sur R,. Généraliser ce résultat en montrant que pour tout entier naturel n,
f est de classe C" sur R . Nous avons donc montré que f est de classe C* sur R,.

FIN
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