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MATHEMATIQUES

Algebre linéaire

Probleme :

Pout tout élément f de E on note T'(f) 'application de R dans lui-méme définie par :

vz € R, T(f)(z) = /j oy

Premieére partie : exemples
1. On cherche a déterminer pour tout w réel la fonction T'(f,,) ou f,, est 'application définie par :
Ve € R, fu(z) =€"" .
z+1
Premier cas : w = 0. f, =1 et alors T(f,) = / ldt=(z+1)—(x—1)=2,Vx € R.

-1
Second cas : w # 0. Alors, par définition :

Ve € R, T(fu)(x) = /Hl eVtdt = [e_wt]

e¥ —e ¥

Conclusion : |T(fy) est la fonction constante égale a 2 et si w # 0, T(f) = ——fw
w

‘@’ Lu dans le Rapport de Jury :‘Le cas particulier ou w est nul est souvent oublié
avec, heureusement tres rare, quelques primitives farfelues et quelques manipulations
abusives des exponentielles (exponentielles du produit égale au produit des exponen-
tielles)

- =
2. Soit C' = (O, i, j ) un repere orthonormal du plan.

a) Tracons G et montrons que A est un axe de symétrie de G.

=2 -1 0 1 2 B )

Pour montrer que A est un axe de symétrie, notons en premier lieu que l’ensemble de
définition de g est R, lui-méme symétrique par rapport a x = 1.
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Montrons que h : x — g(1 + z) est paire ou encore : Vo > 0 ¢g(1 — z) = g(1 + z)
-Size0,1],1+x € [1,2]et 1 —x €[0,1]. Donc: g(1 —z) =1 —=x et g(1l +2) =
2—(1+2x)=1-—x,soit h(—x) = h(z)

-Siz>1, 142 >2et1—2<0. Donc:g(l—x)=0=g(l+x),soit h(—z) = h(z)
Conclusion : ‘h est paire ou encore A est un axe de symétrie de Q‘

b) Déterminons la fonction T(g).
Distinguons six cas (Penser a observer la figure 1 qui précede) :

z+1
)Six§—1,0na:x—1§x+1§0etdoncT(g)(x):/ 0dt =0

-1
» Si—-1<zx<0ona:zxz—1<0<z+1<1. Dou:

row = [ = [

-1

t2 z+1 1
= | = == 1)?
2], =ae

» Si0<zr<l,ona:z—1<0<1<z+1<2 Dou:

z+1 1 r+1
T(g)(z) = / g(t)dt = / tdt —i—/ 2 —tdt
z—1 0 1
1

:[ﬁy+[%—fqﬁﬂz—+2@+1y—@+1V—2+1

2], 2], 2 2 2
149 224+ 2r+1 1+ x2
e . T — —
. 2 2 2

» Sil<zr<2oma:0<zx—-1<1<2<z+1. Dou:

T(g)(x) = / x? o)t = / lltdt+ /1 Co

21" 217 1 (z—1)7 1
== U——| =-— "L 44224

I R e e
1 z?

Py

» Si2<zr<3,ona:l<zr—1<2<z+1 Dou:

T(g)(x) = / - g(t)dt = / : 2 — tdt

-1

£27? (x —1)2

— -S| 4@+ L
|: 2:|:E—1 (I )+ 2

22 —=2r+1 9 x?

49
T 2 2 2

z+1
)Six23,ona:2§x—1§x+letdoncT(g)(a:):/ 0dt =0

-1

NE
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0 siz < -—1

1

5(3;4_1)2 six € [—1,0]

. 1 x? .

Conclusion : |T(g) = 5_{_3;_ ) si z €0, 2]

9 5 x? B (x —3)% . 2.3)

3 x+?——2 S1x € |2,

L0 siz >3

‘@’ Lu dans le Rapport de Jury ‘ : Le calcul de T'(g) est le plus souvent inexact (pas
plus de 20% de bonnes réponses), les candidats n’ont pas vu que l'intégration se passait sur
le segment [x — 1,z + 1]...

¢) Tragons sommairement G' la courbe représentative de T'(g) dans le repére C.

08k

n.2r

D L
-2 -1 0

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
1

Remarque : On ne demande pas ici d’étude détaillée de la fonction. On se contentera de
vérifier la continuité de T'(¢) qui sera prouvée en I1/1.

d) Montrons que (x = 1) est un aze de symétrie de G’ : Comme en 2.a) il suffit de vérifier
que hy : x — T'(g)(1 + ) est paire, ou encore que T(g)(1 —z) = T(g9)(1 + z)...

» Size0,1],ona:1+z€[l,2] et 1 —x€|0,1] donc :

hz(a}):T(g)(1+x):%+(l+x)— (1—;3:)2:§+x—%(1+2x+x2):1—%2
et
hQ(—x):T(g>(1—x):%+(1—x)—¥:g—x—%(l—zxm?)ﬂ—%

Soit he(—x) = ho(x)
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» Size[l,2,ona:1+xz€ (23] etl—xe€|[-1,0] donc:
1+z—3)? r —2)?
hafa) = T(g)(1 ) = T2 =20 _ 22

et
(=) = T(g)(1 — ) = T2 T2 _ B2

Soit he(—x) = ho(x)

» Enfinsize>2 ona:1+4+xz>3e 1—2 < —1donc ho(z) = T(g)(1 +2) =0 =
T(g)(1 — ) = hy(—x)

Conclusion : ‘hg est paire ou encore A est un axe de symétrie de G’

& Lu dans le Rapport de Jury ‘ : Les questions sur T'(g) ont perturbé des candidats.
Leurs réponses n’étant pas en accord avec la suite du probleme, certains n’ont pas hésité a
le signaler. A contrario, le silence des autres peut amener a penser qu’ils ne font pas de
rapport entre l'exemple et le cas général

e) La fonction T(g) est-elle de classe C* sur R ? 1l est immédiat que T'(g) est de classe C*
par morceaux sur R\ {—1,0,2,3} car sur chacun des intervalles la fonction est de type
polynomiale. Regardons la continuité de T'(g)” aux points d’abscisse —1, 0, 2 et 3 :

Siz < —1alors T(g)"(x) =0etsiz>—1,T(g)(x) =2+ 1 et donc T'(g)"(z) =1 # 0.

Conclusion : | Cette étude suffit pour conclure que T(g) n’est pas de classe C? sur R

Deuxieme partie : Etude de T

1. Montrons que, pour tout élément f de E 'application T(f) appartient a E et est de classe C!
sur R.
f étant continue sur R, posons F' une primitive de f.
On a alors : T(f)(z) = F(z + 1) — F(x — 1) avec F' de classe C' sur R.

Par composition et somme de fonctions de classe C! on a donc |T'(f) est de classe C* sur R

Par ailleurs, |T'(f) (x) = F'(z+1) = F'(r—1) = f(x+ 1) — f(zr — 1), Vz € R

& Lu dans le Rapport de Jury ‘ . Les candidats ne semblent faire aucune différence
entre intégrale et primitive, et pourtant ils savent manipuler de telles fonctions T(f), la
dérivée de T(f) est souvent exacte. La mise en forme des réponses est par contre douteuse,
comme « une intégrale est continue, T(f) est continue donc dérivable », le plus simple
étant de revenir a lexpression de T(f) a laide d’une primitive de f et la question tombe
facilement

2. On note T I'application de E dans lui-méme définie par f — T'(f)
a) T est un endomorphisme de E car c’est une application linéaire, propriété qui découle
immédiatement de la linéarité de l'intégrale. Par ailleurs, nous venons de montrer que
pour tout vecteur f de E son image T'(f) est dans E.
Conclusion : ‘T est un endomorphisme de E‘
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b)

T n’est pas une application surjective car il existe des fonctions continues sur R qui ne
sont pas dérivables (penser a la fonction « valeur absolue »). Cette fonction n’admet pas
d’antécédant par T puisque, d’apres I1/1. I'image de toute fonction de E est au moins de
classe C1...

‘@’ Lu dans le Rapport de Jury |: La surjectivité de'T’ s’est souvent limitée a un rappel
de la définition ou a des réponses farfelues. Un petit nombre, mais non négligeable de
candidats a cependant mis clairement en évidence [’existence de fonctions continues non
de classe C'... Les éléves de BCPST malgré leur petit nombre d’heures de maths, arrivent

a réfléchir sur des concepts abstraits (@ a noter... un compliment!)

3. On suppose que [ est une application de E, bornée sur R :

a)

Montrons que T(f) est également une application bornée sur R :

f est bornée sur R donc il existe M € RT tel que pour tout ¢ réel, on ait : |f(t)] < M
+1

Vi € R, [T(f)()| = | / F(t)dt
Orgdz—-1< :c+—1|— 1 doflglz »
T(f) ()] < / )]t < / Mdt = M (z +1— (z 1)) = 2M

z—1

Conclusion : |T(f) est une application bornée sur R

Lu dans le rapport de jury : « Beaucoup de bonnes réponses sur T(f) bornée »

Montrons qu’il existe un réel K tel que ¥(z,y) € R, |[T(f)(z) = T(f)(y)| < K|z —y| :
Sachant que T'(f) est de classe C! sur R, il est possible d’utiliser le Théoréme des accrois-
sements finis sur 'intervalle [z, y] C R en rappelant que (7'(f))'(t) = f(t +1) — f(t — 1).
Des lors : 3¢ €la, y[/T(f)(x) = T(f)(y) = (T(f))'(c) - (x = y)
Et par passage a la valeur absolue :

T(f) (@) =T =T () |z—yl < t:]up[l(T(f))’(tﬂ |z =yl
or (T(/)Y O =1ft+1) = fE=DI<[fE+ D]+ |f(E=1)] < 2M.
Conclusion : | 3K =2M € R tel que V(z,y) € R, |T(f)(x) = T(f)(y)| < K|z — y|

Lu dans le rapport de jury : « Une volonté d’utiliser les accroissements finis, mais
sans réelle majoration de la dérivée (pas plus de 3% des copies...) »

4. Montrons que si f est une fonction périodique de E, alors T(f) est aussi une fonction pério-
dique sur R :
Soit 7 la période de la fonction f. On a par hypothese : f(t 4+ 7) = f(t), Vt € R.

— On commence par noter que ’ensemble de définition de T'(f) est égale a R et donc pour tout
x dans l'ensemble de définition de T'(f), on a z + 7 dans ce domaine.

z+7+1

— Pour tout z € R,ona: T(f)(x+71) = / f(t)dt.

r+7—1

Dans cette intégrale, on effectue le changement de variable :

s=1t—7=u(t) ol u € CR)

Des lors,
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T(f)(x+71)= - f(s+7)ds = o f(s)ds (puisque f de période T)

z—1 z—1

Conclusion : |T(f) est de méme période que f

5. Déterminons la parité de T(f) en fonction de la parité de f.
Commencons par noter que 7'(f) est continue sur R et donc que son ensemble de définition est
symétrique par rapport a 0...
Supposons que f est parire :

Ve € R, T(f)(—z) = /_ .

z—1
Effectuons, comme nous le recommande 1’énoncé, le changement de variable u = —t.

& Ce changement de variable est possible car la fonction changement de variable ¢ : © — —x
est de classe C' sur R et donc en particulier sur U'intervalle d’intégration [—x — 1, —z + 1].

p(—z+1) z—1
On obtient : T(f)(—z) = / f(—u)(—du) = — (u)du car f est paire.
il p(—z—1) z+1
Dot T(f)(—x) = [ flu)du
z—1

Conclusion : |Si f est paire alors T'(f) est paire

On montrerait de méme que |si f est impaire, alors T'(f) est impaire |.

6 /|15



BCP [ t? - Corrigé du devoir en confinement n°1 - lundi 4 mai 2020

Troisieme partie : Etude de restrictions

1. Soit w un réel non nul. On note @1, s, w3 et @, les fonctions de E définies par :

Vo € R, v1(x) = cos(wx), pa(z) = sin(wzx), ps(z) = xcos(wx) et p4(z) = zsin(wx).

a) On note B = (1, 2, ©3, ©4).
» La famille {¢1, p2, p3, 04} est génératrice de F, par définition.

» Montrons que cette famille est libre.
Soit (A1, A2, AsAs) € RY/ A1 4+ Aawa + Az + Aoy = 0 (%)
(*)e Acos(wz) + Aasin(wz) + Agzcos(wz) + Mxsin(wz) = 0, Vo € R

En particulier :
(
pour x = 0 ona: A\ =0

s
pour x =

T
— ona: —A3—=0&A3=0
w w
7 T
pour r = — ona:d+M—=0
2w 2w
70 s
pourx =—— ona: — X+ MA—=0
N 2w 2w
Des deux dernieres lignes, on conclut : Ay = Ay = 0.

La famille {1, @2, 3, 94} est donc libre.

Conclusion : | B = (p1, 2, 3, p4) est une base de F,

‘@’ Lu dans le Rapport de Jury ‘ . Cette partie se passe dans un espace vectoriel de
fonctions, espace peut-étre trop abstrait pour des éléeves de BCPST mais [attitude des
candidats face a la liberté des quatre fonctions est plutét positive (probléme bien posé suivi
de quelques valeurs particuliéres) méme si cela s’arréte vite (mauvais choix des valeurs
particuliéres. )

b) Pour montrer que pour tout a et b réels, sin(a+b) — sin(a—0b) = 2cosasinb et cos(a—b) —
cos(a + b) = 2sinasinb, il suffit d’appliquer les formules trigonométriques au programme.
La réponse est immédiate.

c) Calculons T(p1), ..., T(p4) :
Ve eR:

z+1

-1 w

T(p1)(x) = /x cos(wt)dt = [sz’n(wt)]

z—1

sin(w(z + 1)) — sin(w(z — 1))  sin(wx +w)) — sin(wz — w))

w w
2 ) 2s1nw
= Ecos(w:c)sm(w) = ©1(x)
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z+1

T(e2)o) = |

z—1 w

sin(wt)dt = [— cos(wt)]

—cos(w(x + 1)) + cos(w(x — 1)) cos(wz —w)) — cos(wz + w))

w w
2 2s1nw

= —sin(wz)sin(w) = va()
w

r+1
Pour T'(¢3)(x) = / tcos(wt)dt on effectue une intégration par parties en posant :
x

u(t) =t, u'(t) =1
sin(wt) avec u,v de classe C! sur R

T@M@zPWl ] ——L sin(wt)d

(x + Dsin(w(z+ 1)) — (z — V)sin(w(z —1)) 1

- . () ()

_ z(sin(w(z + 1)) — sin(w(z — 1))) + sin(w(z + 1)) + sin(w(z — 1))
B ZSingpg(x)

_ 230005(um)smwuq)L 2sin(wzx)cosw B 28;2w¢2<x>

_ 23:}%0@3@) N (QCZ)SU) B 23;7;10) oa(2)

De méme, par intégration par parties :

T(pa)(x) = /ji tsin(wt)dt = _tcosfuwt)] + i/il cos(wt)dt
_ - (x + 1)cos(w(z + 1)) + (x — 1)cos(w(xz — 1)) N lT(cpl)(x)

z(cos(w(z — 1)) — cos(w(z + 1))) — cos(w(z + 1)) — cos(w(z — 1))

w
2s1nw
+ ——p1(z)

2zsin(wx)sinw — 2cos(wz)cosw  2sinw

= + ——¢1()
w w

2sinw 2sinw  2cosw

= )+ (o 20 o ()

8 /[15]
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2sinw 2sinw
T(p1) = o1, T(p2) = 2
w w
) 2 2sinw
Conclusion : | T(p;) = —(weosw — sinw)ps + ©3
w
2 2sinw
T(p4) = E(smw — weosw)py + P4

Comme T'(p1) € Fy, T(p2) € Fy, T'(ps) € Fy et T(p4) € F,,, on peut conclure :
T(F,) C F,|

¢ Lu dans le Rapport de Jury ‘ : Le calcul de ["tmage de T' des 4 fonctions se passe
plutot bien (15% des candidats commettent des erreurs de calcul). Mais ensuite, soit nous
trouvons des erreurs dans les formules trigonométriques, surtout des erreurs de signe, sans
aucun calul intermédiaire, soit les candidats se contentent de voir les T'(¢) comme des
combinaisons linéaires de p(x + 1) ou p(z — 1).

On note M, la matrice dans la base B de la restriction T,, de T a F,, définie par :

Tu(f) =T(f), Vf € Fu.

On a donc, au regard de la conclusion de la question III/1.b) encadrée ci-dessus :

2sinw 2(sinw — wcosw)

0 2
w
2sinw  2(wcosw — sinw) 0
M, = w w?
v 2sinw
0 0 0
w
2sinw
0 0 0
w

‘c@’ Lu dans le Rapport de Jury ‘ . Les questions suivantes sur la matrice dépendant
des calculs souvent inexacts de la question précédente, nous ont seulement montré, ce qui

va se confirmer ensuite, que les candidats sont maladroits sur des questions simples... O
la forme simple de la matrice ne demande pas une copie de calculs pour son étude. Effec-
tivement, le calcul facile de la matrice, méme lorsqu’il est juste, amene des réponses sans
fin sur son rang... elle est triangulaire supérieure.

Déterminons le rang de M,, selon la valeur de w :

» Si w est un multiple de 7. Posons w = k7, k € 7Z, alors :

2cosw
00 0 —
) w
M, = | o cosw
w
00 0 0
00 0 0
cosw
Avec cosw = cos(km) = (—1)¥ # 0 donc # 0.

D’ou rgM,, = 2.

9 /|15
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» Si w n’est pas un multiple de 7.
Alors la matrice M, est triangulaire supérieure sans valeur nulle sur sa diagonale. En
conséquence, rgM,, = 4.

Conclusion : |Si w = kn, k € Z alors rgM,, = 2, sinon rgM,, = 4

b) Déterminons le noyau de T, selon la valeur de w :

» Siw est un multiple de 7 : On a rgM,, = 2 et donc, d’apres la formule du rang,
dim(kerTp,) =4 —2 = 2.
11 suffit alors d’observer la matrice pour noter que T, (1) = 0 = Tiy(¢2).

Conclusion : |Si w = kr, k € Z alors ker T,, = Vect{y1, p2}

» Si w n’est pas un multiple de 7 : On a rgM,, = 4 et toujours d’apres la formule du
rang, dim(ker T;,) = 0 (Remarque : On aurait aussi pu dire que dans ces conditions,
M, est inversible, ce qui signifie que T, est bijectif et donc son noyau est réduit a

Conclusion : |Si w n’est pas un multiple de 7, ker T, = {0}

c) L’endomorphisme T, est-il injectif ? C’est une conséquence immédiate de la question qui
précede... « oui »si w n’est pas un multiple de 7, « non »sinon...

3. Soit (d,n) un couple d’entiers naturels non nuls; C = (g, €1, ...€4) est en fait La base de R;[X].

a) Montrons que T(R4[X]) C Ry[X] : Pour cela, T" étant linéaire, il suffit de montrer que
I'image de chacun des vecteurs de base € est un vecteur de R,[X].
Pour tout 0 < k£ < d et pour tout x € R, on a :

z+1 1 ot
Tena) = [ = g [

e 0 = = )

- k%l(x“l + (k4 1)a" + Ry(z) — (z"" = (k + 1)2" + Ry(x)))

d’apres la formule du binéme de Newton, avec Ry , Ry € Ry _1[X]

1
- L+ 1<2(k + 1)xk + R($)> avec R = Ry — Ry € Ry_1[X]

1

En conséquence, V0 < k < d, T'(ex) € Ri[X]| C Ry[X]

Conclusion : |T(Ry[X]) C Ry4[X]

10 / [15]
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2.0 2/3 0
b) Montrons que Az = 8 g 8 g
00 0 2

On note désormais A, la matrice dans la base C de la restriction, ©4, de T' a Ry[X]. Pour
expliciter A il suffit donc de calculer T'(gg), T'(e1), T(e2) et T'(e3).
Utilisons ce qui précede et développons davantage, quand nécessaire, le binome de Newton.

Pour tout x réel, on a :
® T(go)(z) = 22" =2

@ T(e1)(x) =2z + Si(z) ou Sy est un polyndéme constant.
Or £, est impair donc d’apres 11/4.; T'(e1) est impaire, ce qui impose S;(x) = 0.
D’ou T'(g1)(x) = 2z

® T(g9)(w) = 1[(31: +12 —(z—-1)3] = %[x?’ +322 +3r+1— (23— 322 + 32 — 1)]

3
1 2
1 1
@ T(e3)(z) = Z[(x+1)4—(x—1)4] = Z[x4—|—4x3+6x2—|—4x+1—(x4—4x3+6x2—4x+ 1)]
1
21(8x3+8x):2x3—|—2x
On en déduit :
2 0 2/3 0
02 0 2
B=1g 0 2 o
00 0 2

Quelles sont ses valeurs propres ? Est-elle diagonalisable ¢ La matrice carrée As est trian-
gulaire supérieure. Ses valeurs propres se lisent donc sur sa diagonale.

Autrement dit | Sp(A3) = {2}
On montre en raisonnant par ’absurde qu’elle n’est pas diagonalisable. En effet, si A3 est
diagonalisable, alors : 3P € M3(R), inversible, telle que

2000
0200
— . . -1 N — = .
A3 =P D3 P ou D3 00 2 0 2 ]3

000 2

soit

Ag — 2P[3P_1 — 2[3
Ce qui est absurde. Conclusion : ‘Ag n’est pas diagonalisable
Lu dans le rapport de jury : « Le calcul facile de la matrice méme lorsqu’il est juste,

amene de réponses sans fin sur sa diagonalisabilité... Elle est triangulaire supérieure.
Nous tenons a signaler les erreurs classiques : cette matrice n’ayant que 4 valeurs propres
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distinctes... »

c) Déterminons ’ensemble des valeurs propres de Oy :
D’apres la question 2.a) on se souvient que

1
T(Ek)<l') = QI‘k + S(l‘) ou s = k’——l—lR S Rk_l[X]

Cela signifie que la matrice A, est une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux
sont tous égaux a 2.
Conclusion : |Sp(Ay) = {2}

d) Dans le cas ot d > 2, l'endomorphisme ©4 est-il diagonalisable ¢ Pour les mémes raisons
que celle développées en 2.b) pour Az, on peut conclure que ‘Ad n’est pas diagonalisable

e) L’endomorphisme O, est-il bijectif ¢ On note que 0 n’est pas une valeur propre de Ag.

Conclusion : | A, est inversible ou encore O, est bijectif ‘

Lu dans le rapport de jury : « Il est a noter que les notions de diagonalisabilité
et d’inversibilité prises ensemble perturbent beaucoup les candidats qui se persuadent d’un
lien entre elles »

Quatrieme partie : Etude d’une transformée

On note g 'application définie par :
Ve € R, g(x) = Y/x(2? — 1)

On rappelle que pour tout x réel, on note /x I'unique réel dont le cube vaut x.

Rappel préalable : La fonction b : z — /x est une fonction usuelle au programme dont
il est bon de rappeler les principales propriétés, & commencer par le fait que x — /et
x — /3 sont deux fonctions distinctes mais qui coincident sur R% ...

La fonction a : # — x3 est continue sur R, strictement croissante, telle que a(R) = R.
Autrement dit a est une bijection de R sur R dont la bijection réciproque est b = a~
définie par : b(y) = o' (y) = ¢y, Yy € R.

1

Les conséquences immédiates sont :
xr — J/x est comme a strictement croissante sur R, impaire, et dérivable en tout y réel
pour lequel

d(a(y)) =3(a ()" #0 e a(y) #0 &y #a(0) =0

Des lors, b est dérivable sur R*, avec

Ve R () - —— !
YERTWITG@T) T 30 w2 3 ()

1. Etude de la fonction g.
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a)

Etudions la continuité et la dérivabilité de la fonction g :

— Pour la continuité : La fonction x — x(2? — 1) est continue sur R et & valeur dans R.
Puisque b définie par b(z) = /x est continue sur R, on en déduit que g est continue sur
R par composition de fonctions continues.

— Pour la dérivabilité : La fonction b est dérivable sur R* et la fonction x — z(z? — 1)
est dérivable sur R avec

r(2?-1)=0&r=-1,z=00uxz=1
On en déduit que g est dérivable sur R\ {—1,0,1} par composition de fonctions déri-
vables sur cet ensemble.

Lu dans le rapport de jury : « L’énoncé suggérait une fonction g définie sur R... et
non sur l’ensemble des réels strictement positifs.

Encore une fois, le domaine d’étude est laborieur avec beaucoup de candidats qui voient
la racine cubique dérivable sur R, et approzimatif dans ses explications, par exemple on
calcule la dérivée et apreés on regarde ot elle pose probleme... »

Déterminons les limites de g aux bornes de son ensemble de définition et donnons son
tableau de variations :
On note que les fonctions racine cubique et z — z(2? — 1) sont toutes les deux impaires
et donc ‘g est impaire ‘
On se contente d’étudier la limite de g en +oo et de tracer son tableau de variation sur R7 .

On a:
) 3 _ = ) 3 =
wl_w@oo(a: r) = +00 et ml_z}gnooﬁ +00
D’ou
MT g(x) = +o0o (I'imparité de g donnant : lim g(x) = —o0)
T—>+00 T——00

Pour obtenir le tableau de variation, calculons la dérivée de g :

32— 1 1
Vee R\ {1}, d(r) = ——>0 2> —
" 3(3x3—x)2 V3
Soit :
T
x |0 7 +0o0o
g'(x) — 0 +
0 +o00

o(x) \ /

9(1/v/3)

Montrons que Gy, courbe représentative de g, admet une asymptote oblique dont on étudiera
la position par rapport a la courbe Gy aux voisinages de 400 et —o0 :

La encore, grace a I'imparité de g, on se contente de déterminer I’asymptote au voisinage
de +o00 et pour ca, le plus simple est d’'utiliser les développements limités au voisinage de
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1
X =0 de la fonction Xg(1/X) ou X =

o(1/X) = /33_”_ 3/1—3?

car VX3=X

:(1—X2)/carx>1<:0<X<1etdoncl—X2>0
1
:1—§X?+4X%

Des lors,

ou encore

Conclusion : ‘La premiere bissectrice est asymptote a G; au voisinage de +o00

Par ailleurs, \gl est sous l'asymptote au voisinage de +oo‘
L’asymptote sera la méme en —oo, mais G; au-dessus 'asymptote.

Lu dans le rapport de jury : « L’étude des branches infinies de g se limite, dans
le meilleur des cas, a la limite du rapport g(z)/x qui se transforme ensuite en une limite
de g(x) — x nulle... confusion classique entre l’équivalent et la limite de la différence. Les
développements asymptotiques corrects ne dépassent pas la dizaine... »

d) Tracer avec soin la courbe représentative de g ainsi que son asymptote oblique.

—— courbedeg
—-- asymptote

Lu dans le rapport de jury : « Les tangentes verticales sont absentes de la représen-
tation graphique de g, méme pour les candidats ayant trouvé des limites infinies au taux
de variation. »
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2. Etude de la fonction T'(g).

a)

Etudions la parité de T(g) : Cest immédiat d’apres I15). Limparité de g assure celle de
T(g)-
Conclusion : |T(g) est impaire.

Déterminons les variations de T'(g) : La symétrie de la courbe de T'(g) par rapport a
0(0,0) nous permet de réduire I’étude de la dérivée a R.
D’apres la question 1) de la deuxiéme partie :

(T'(9)) () = gz + 1) — g(z — 1)
=V@+)((z+12=1) = (-1 ((z-1)2=1)
= /(@ + 1) (22 +22) — /(¢ — 1)(22 - 22)
=3+ 202+ 22+ 20 — Va3 — 222 — 22+ 21
= a3+ 322 + 22 — Va3 — 322 + 2z

or, si x > 0 alors 322 > 0 et donc : 2% — 322 + 22 < 23 + 322 + 22

Par ailleurs la fonction racine cubique est croissante sur R, donc :
Vad — 322 + 20 < Va3 + 322+ 2

En conséquence, pour tout x € Ry, on a: (T(g))'(x) > 0.

Conclusion : |T(g) croit sur Ry

Calculons la valeur de T'(g)(0) : 11 suffit de rappeler I'imparité de T'(g).
Conclusion : |T(g)(0) =0

Lu dans le rapport de jury : « L’étude de T'(g)(0) s’arréte sur un calcul sans espoir...
alors que ["'tmparité. »

FIN
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