T.D. séries numériques réelles

& [ Les objectifs : Sommes partielles, convergence d’une série, somme d’une série convergente. ]
Combinaison linéaire de séries convergentes.

Théoreme de convergence par comparaison pour deux séries a termes positifs.

Convergence et somme de la série géométrique et de ses dérivées.

Convergence et somme de la série exponentielle.

1 . 1
Convergence de Z 3 et divergence de Z .
n>1 n>1
Convergence absolue.

Exercice 1 ®® : Travailler avec les séries de référence

Déterminer la nature et la somme éventuelle des séries :

a) Z(n +1)37 b) Z n ;Pm; c) Z (—nll)"; d) Z In(n)

n>0 n>0 n>2 n>1
2n+1 om TL2 + on on
6)23nn!; f>z <\/§)n’ 9>Z ol h)ZE

n>0 n>1 n>0 n>1

Exercice 2 X : Reconnaitre les séries télescopiques

Déterminer la nature et calculer la somme éventuelle des séries suivantes :

n 142+ 1 1 2
D I b); 1+25+ n3’ ZIH<1__>; d)z<\/n—1+\/n+1_%>

n>1 n>2 n>2

Exercice 3 X : Appliquer le théoreme de comparaison

Déterminer la nature des séries suivantes :

1 In(1+n) sin(my/n)
Vet D2ammry 92w ¢ DXmr

n>1




Exercice 4 ** : Conséquence du théoreme de comparaison

On considere deux séries a termes positifs de terme général respectifs u,, et v, telles que u, ~ v,.

3

@® Montrer qu’il existe un entier naturel ng € N tel que : Vn > ny, §Un <u, < §vn.

@ En déduire que les séries g U, et E v, sont de méme nature.

1 24 sin(l/n
® Application : Montrer la convergence de Z In (1 + —2> et la divergence de Z In <—2 : EJ ;) )
n —sin(l/n

Exercice 5 @ :
On considere la suite définie par :
up =1 et upyq = uy - exp(—u,), Vn € N

@ Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

@ Etudier la nature de la série Z Uy

Exercice 6 @ :
(_1 k—1

Soit (S,)n>1 définie par S, = ZT)

k=1

et u et v deux suites respectivement définies par

Up = SZn et v, = S2n+1-

@ Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
-1 n—1
@ Conclure que la série Z ———— converge. On notera par la suite S sa limite.
n

1 1
® En notant que : Vk € N*, = / t*=1dt, montrer que S = In(2)
0

@ En distinguant selon la parité de n, montrer que |S — S, | < s En déduire un moyen d’ob-
n

tenir une valeur approchée a 107" pres de n(2) ou p € N*,

Exercice 7 XX :
Soit un entier naturel £ non nul fixé. Pour tout entier n on définit :
1 xk(nJrl) L dr (_l)n
1, = —1”*1/ d;J:/ tu, =
(=1) 0 1ok 0 1ok et

® Déterminer lim I,,. Calculer J — I,,.
n—oo

@ Montrer que la série Z u, converge. Calculer sa somme pour k =1 et k = 2.



