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Correction du devoir d’analyse et
probabilités

Cours :

Nature des séries suivantes et somme quand c’est possible (& : Aucune démonstration n’est demandée) :

1
E — : Série harmonique divergente ;
n
n>1
1 . 9 N A~
g — : Série convergente dont la somme n’est pas a connaitre;
n
n>1

n—1
E on : Série convergente car de méme nature que E n B qul est une serie géometrique

n>1 n>1

dérivé te de rai 1] L[S S 2
= — & — . :77:;

erivee convergente de raison g 2 ) 2(1 _»1/2)2

1
g el Série convergente par application du théoreme de convergence par comparaison des séries a
n

n>0

t ifscar 120 > 2 0 < - < Lavee 37 L2 5 (1) v atometn t
n2" > M 0< — < — —= - ;
ermes positifs car : n —on < gn AVeC . 5 | série géométrique convergente;
n>0 n>0
D" .
g : Série convergente de somme S = —1In(2);
n>1 n
D" . : .
g - Série exponentielle convergente de somme S =e¢™ = —;
n! e
n>0

Z n(n — 1) : Série divergente car son terme général tend vers l'infini en I'infini.

n>2
Z ———: Série télescopique convergente de somme égale a 1;

n(n—1)
n>2

n(n — s . n(n—1) A
Z Ton ¢ Série convergente car de méme nature que Z Ton2 qul est une série geometrique
n>0 n>0

f e 1 2
dérivée seconde avec ¢ = 1/2 €] — 1, 1[. Sa somme vaut S = ZW =4
T2
Exercice :

Soit a €]0, 1[. On définit la suite (u,) par :
Upi1 = Up —u2, ¥n € Net ug = a

@ Montrons que la suite (uy) est monotone, convergente et déterminons sa limite :

— Par hypothese, pour tout n € N, u, 11 — u, = —u2 < 0, ce qui assure que ‘ (up,) est décroissante |.

- Vn €N, upy1 = up(l —uy). On montre alors par récurrence que Vn € N, u, €]0,1] :
a) up = a €J0,1]
b) On suppose que u, €]0,1[ pour n fixé (n € N).
c) Alors, 0 <1 —wuy, <1 et donc upt1 = un(l —uy,) €]0,1[.
d) Conclusion : Vn € N, 0 < u,, < 1.
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La suite (uy,) est décroissante et minorée. | Elle est convergente |.

— Notons L = lim u,. Alors par passage a la limite dans la relation de récurrence, on obtient :
n—oo

L=L-1°2<L=0.

Conclusion : ‘La suite (uy,) est décroissante et converge vers O‘

Montrons que la série E ui est convergente et déterminons sa somme en fonction de a :

2

On note que u; = up, — up4+1 et on rappelle qu'étudier la série Zui est étudier la suite (.5),) des

sommes partielles définie par :

n n
S, = g ui = g (up — Uk11) = up — Up4+1 par télescopages
k=0 k=0
Or limu, =0= lzm 0 Un1 donc lim S, = ug = a.
n—oo n—r 00
o0
L . 2 2

Conclusion : | La série g u,, converge et sa somme E u,, vaut a.

n=0
Un+1

Montrons que la série Zln est divergente :

Un

On note que, pour tout k € N, u, > 0 et donc In(ug) est défini pour tout k € N.

s . Jor Un+1 N
Comme précédemment, on écrit que Zln < nt ) = (T,) ou :
Unp,

Z (uk—i—l) Z (In(ugs1) — In(ug)) = In(upt1) — In(ug) par télescopages

k=0 k=0

Or limwu, = 0" donc lim T, = —oo0.

. , . Un+
Conclusion : |La série E In
Up,

1 .
) est divergente

@ Etudions la nature de la série Zun :

a2
a) pour tout n € N,on a : v, =In <un+1> =In (unun> =In(1 — uy)

U U,
. Un+1
Or lim u, = 0 donc In(1 —u,) ~ —uy, ouencoreu, ~ —In = —Up = Wy,
n—o0 n—o0 n—o00 U,
Unp, 1 u, 3
b) Uy ~ wp,e lim—=13INeN/¥n>N,0< =< —< =
n—o00 n—00 Wy, 2 Wn, 2
3
D’ou, Vn > N, <un<2wn

, N . . . Wn .,
c) d’apres 12.1 qu'estlon 3.,’2 v, diverge donc Z —Up = Z wn dlverge, Ej\t df)nc, Z 5 (.ilyerge.
Par application du théoreme de convergence par comparaison de séries a termes positifs, on en

déduit que : Z uy, diverge |
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Probleme :

Partie I :
Pour tout p réel dans I'intervalle ]0, 1], on considére la suite récurrente (v, )nen définie par :
Upt1 = 1 —p—|—pv721, Vn € N et vy €0, 1]

@ Ecrivons une fonction Python permettant de déterminer v, en fonction de p et den :

Analyse : Nous choisissons de passer les parametres p et n en variable d’entrée et demandons a 1'uti-

lisateur de choisir le premier terme vy dans l'intervalle |0, 1].

Puisqu’on nous demande de calculer v,, connaissant vg, il est nécessaire de faire n appels successifs a
. ’ _ 2

la relation de récurrence v,11 =1 —p+ pv;;.

Nous utilisons donc une structure répétitive « Pour ».

def calculV(p,n):
v0 = float(input(’Donner le premier terme (0<v0<1) :’))
for k in range(n):
v = 1-p+p*xv0**2
vO = v
return v

@ Soit f:x+—— 1 —p+ pz? telle que v, 1 = f(vn).
1-—p .
P
f@)=rzel-ptp’=ovepr®>—o+1-p=0
Ce trinome du second degré a pour discriminant A = 1 —4p(1—p) = 1—4p+4p*> = (2p—1)2 > 0.

a) Montrons que les solutions de l’équation f(x) = x sont 1 et

— Premier cas : Sip=1/2, A=0et f(x) =z admet xg = 1 = —— pour racine double.
p

1
(on peut vérifier que sous cette condition : f(x) =z < §(m2 —2r+1)= 5(:6 —1)%)

— Deuziéme cas : Sip €]0,1[\{1/2} alors A > 0 et f(z) = 2 admet deux racines réelles :
1—|2p—1] 1+ [2p — 1]
NT Ty T Ty
2p—1 sip>1/2
1-2p sip<1/2

avec [2p — 1] = {

Pour toute valeur de p dans |0, 1[\{1/2} les deux racines sont donc 1 et ——.
p

1—
Conclusion : |les solutions de f(z) = x sont 1 et i
p

b) Montrons que la restriction de f a lintervalle [0,1] prend toutes ses valeurs dans l'intervalle
[0,1] :
f est continue et dérivable sur [0, 1] en tant que fonction polynéme.
Vo € [0,1], f'(z) = 2px > 0 donc f est strictement croissante sur [0, 1].
Donc0<z<1= f(0)=1—-p< f(x) < f(l)=1avecl—p >0 carp€|0,1].
Conclusion : ‘VI € [0,1], f(z) € [0,1] ‘

On en déduit que v, € [0,1], ¥Yn € N par récurrence. En effet :
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> g € [0,1]

> supposons que v, € [0, 1] pour n fixé (n > 0).

> Alors vy41 = f(vy,) € [0,1] puisque f([0,1]) C [0,1]
> Conclusion : ‘Vn eN, v, €0,1] ‘

® Montrons que si p < 1/2 alors la suite (vy,) est croissante et convergente vers une limite qu’on déter-

minera :
Nous venons de voir que v, € I = [0, 1] pour tout entier naturel n.
Etudions le signe de f(z) —x sur I :

D’apres la question 2.a) nous savons que f(x) —z = 0 admet deux racines réelles 1 et J Donc :
p

flz)—z=pr®> —z+1-p=p(x—1) (x—1;p>

1_
p<1/26 p>-1261-p>1/26 —2>1
P

Dés lors, puisque f(x) — x est du signe de p a l'extérieur de ses racines, il découle que :
f(z) —x >0, Vzel0,1]

11 suffit alors de prendre x = w,, pour montrer que : Vn € N, v,11 = f(vn) > vp.
On en déduit que la suite (v,,) est croissante et majorée par 1. Elle converge par application du théo-

reme de la limite monotone.
1—
Soit L sa limite. f étant continue sur [0,1], ona: f(L) =L et donc L =1ou L = —
p

P > 1, donc la seule limite possible est L = 1.

Or on vient de voir que

Conclusion : ‘ (uy) est croissante et converge vers L = 1‘

@ Que pouvons-nous dire dans le cas p > 1/2 7

1—
Sip>1/2alorsO<7p<1.

E comme f(z) — x, trindme du second degré, est positif a 'extérieur de ses racines, on a cette fois :
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flz)—xz>0siz < et f(z) —x <0si <zr<l
09 p=08 :
- |
08 |
07 ;
|
|
|
|
04 |
03 :
7777777 |
|
! |
! l
! I
1—p
, L-p . l-p
— Premier cas : Supposons que 0 < vg < et posons J; =0, af ot @ = ——.
p

f est croissante sur I = [0, 1] et donc sur J; qui est un intervalle stable par f puisque :
rejel0<r<a=f0)=1-p< f(z) < fla) =«
Des lors, on montre par récurrence que Vn € N, v, € J; et comme f(z) > x sur Ji, on a :
flop) = vpg1 > vy, Vn €N

On en déduit que (v,,) est une suite croissante et majorée par o = ;p Elle converge par application du
théoreme de la limite monotone vers L € J; tel que f(L) = L.
1—
Conclusion : | (v,)n>0 est croissante et converge vers o = i
N p
lL—p L—p

— Deuxiéme cas : Supposons que < wg < 1 et posons Jo =], 1] ol @« = ——.

p
f est croissante sur I = [0, 1] et donc sur Jo qui est aussi un intervalle stable par f puisque :
relhea<r<l= fla)=a< f(zx) < f(1)=1
Des lors, Vn € N, v, € Jy avec f(vp) = Vpt1 < Un.

On en déduit que (v,,) est une suite décroissante et minorée par a = J Elle converge par application
du théoreme de la limite monotone vers L € Js tel que f(L) = L.
1—p

Conclusion : | (v,)n>0 est décroissante et converge vers o« = ——
N p

Partie II : Application

On considere une population de bactéries pour laquelle une bactérie a une probabilité p de donner 2 cellules
filles avant de mourir, et une probabilité ¢ = 1 — p de mourir sans se reproduire.

Toutes les bactéries suivent la méme loi et leurs reproductions sont considérées comme indépendantes les
unes des autres.
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Soit X, la taille de la population a la n-ieme génération. On suppose qu’il n'y a qu’une bactérie au début
de l'expérience et donc que Xy vaut 1 de fagon certaine.

@® Premiere génération :

a) Déterminons X1(Q) et P(X1 = k) pour tout k € X1(Q) :
X1 ne peut prendre que deux valeurs : 0 si la cellule meurt sans se reproduire et 2 si elle se divise
en deux cellules filles. Des lors, X1(2) = {0,2} et, d’apres 1’énoncé

P(X1=0)=1-p, P(X1=2)=p
b) Calculons l’espérance et la variance de X1. On utilise les formule qui nous sont rappelées :
E(X1)= Y KkP(X;=k)=0P(X;=0)+2P(X; =2) = 2p;
keX1(Q)
E(X?)= Y KPX;=k) =0"PX; =0)+2°P(X; =2)=4p
keX1(Q)
Dol V(X1) = E(X7) — E*(X1) = 4p — 4p* = 4p(1 — p).

Conclusion : ‘E(Xl) =2p et V(X;1) =4p(1 —p) ‘

@ On pose u, = P(X,, =0). Interprétons u,, et explicitons uy et uy :
(zn, = 0) est I'événement : « Il n’y a plus de bactéries a la génération n ». Donc u,, est la probabilité
d’extinction de la population de bactéries a partir de la n-ieme génération.
En particulier :
ug = P(Xop =0) =0 car (X = 0) est un événement impossible.
u; =P(X; =0) =1 — p d’apres les hypotheses.

® a) Commentons les lignes 2 a / :
On créé une liste P formée de n+ 1 zéros qui doit contenir, & terme, le nombre d’individus jusqu’a
la génération n.
P[0] doit contenir le nombre nB de bactérie a la génération 0, a savoir nB=1.

b) Justifions la structure conditionnelle en ligne 6. Pourquoi l’absence d’un else ¢ SinB > 0 déter-
mine s’il reste des bactéries a la k-ieme génération. Si c’est le cas, chacune d’entre elle se dédouble.
Sinon, ¢a veut dire qu’il n’en reste plus. La population est éteinte et P [k]1=0. Mais comme la liste
P a été initialisée avec des valeurs nulles, il n’y a dans ce cas rien n’a faire.

c) Complétons les lignes 5, 8, 9 et 11 en le justifiant :

> Ligne 5 : Les bactéries vont se reproduire n fois. Le nombre de répétitions étant connu, on
opte pour une structure répétitive « Pour », avec k allant de 1 a n ou k allant de 0 a n — 1.

> Lignes 8, 9 et 11 : Pour chacune des nB bactéries, on les fait se dédoubler avec un probabi-
lité p et mourir sans reproduction avec une probabilité 1 — p. On utilise pour ¢a la fonction
random() de la bibliotheque random qui retourne un réel aléatoire entre 0 et 1.
Dans le cas ou elle se reproduit, le nombre nB de bactéries augmente de 1 (elle donne nais-
sance a deux filles et meurt) et, si elle meurt avant de se reproduire, le nombre nB de bactéries
diminue de 1.

En complétant la fonction proposée, on obtient :
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def simulPopulation(p,n):

nB =1
P = [0]*(n+1)
P[0] = nB

for k in range(1l,n+1):
if nB > 0: # il y a des bactéries
for i in range(nB):
if rdm.random()<p:

nB += 1
else:

nB =1
P[k]=nB

return P

@ Justifions que que : P(x, —o)(Xpt1 = 0) = P(X,, = 0)? : Siil y a deux bactéries & la premicre génération,
alors la probabilité de ne plus avoir de bactéries a la (n + 1)-iéme génération est la probabilité que
chacune de ces deux bactéries n’ait plus de descendance a leur n-ieme génération.

Autrement dit :

Pix,=2)(Xnt1 = 0) = P((X, = 0) N (X, = 0)) = P(X,, = 0) - P(X,, = 0)

car on nous a dit que les reproductions étaient considérées indépendantes.

® A laide du systéme complet d’événements {(X1 = 0),(X1 = 2)} établissons une relation entre w41
et u, : Commencons par noter que {(X; = 0), (X1 = 2)} est bien un systéme complet d’événements
car: (X1 =0)U(X1=2)=Qet (X3 =0N(X1=2)=0

Note : 1l faut penser que cette partie est une application de la Partie I du sujet. Autrement dit, le
but du jeu est de montrer que : u, 41 = 1 — p + pu2... voyons comment :

D’apres la formule des probabilités totales :
Upt1 = P(Xpp1 =0) = ]P(XI:O) (Xpn41 =0)P(X; =0) + ]P(Xlzg) (Xpny1 =0)P(X; =2)
=1-(1-p)+p Px,=2)(Xpnt1 = 0)P(X5 =2)
=1—-p+p-[P(X,=0)]?

En effet, si il n’y a plus de cellules a la premiére génération, alors il n’y en aura pas a la génération
n+ 1 et donc P(x,—¢)(Xnt1 =0) = 1.

® interpréter pour p < 1/2:

a) Puisque u,41 = f(uy) il est possible d’utiliser les résultats de la premiere partie.
Sip <1/2alors limu, = limP(X, =0)=1.
n—oo n—oo
1—
Sip>1/2,alors limu, = limP(X, =0)= i €]0,1[.
p

n—oo n—oo

Conclusion : ‘Si p < 1/2, la population de bactérie va s’éteindre de facon certaine.

b) En nous inspirant de la fonction simulPopulation(), écrivons une fonction tempsJusquAEz-
tinction(p) qui retourne le nombre de générations nécessaire pour que la population s’éteigne :
Il suffit pour ca de faire se reproduire les bactéries tant que la population en contient au moins une
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car des qu’elle est éteinte, il n’y en aura jamais plus d’autre par absence de génération spontanée...

def tempsJusquAExtinction(p):
nB =1
k=20
while nB > O:
for i in range(nB):
if rdm.random()<p:

nB += 1
else:
nB -=1
k+=1
return k

c) Ecrivons une fonction ListeTpsEztinction(p,m) qui répéte un nombre m de fois (supposé
grand) la fonction précédente et retourne une liste L formée des temps nécessaires a l’extinc-
tion de la population pour chacune de m répétition :

def TempsExtinction(p,m):
L=1]
for k in range(m):
L.append (tempsJusquAExtinction(p))
return L

d) En exécutant L.count(1)/m on obtient successivement pour p = 0.4 et m = 1000 les valeurs
0.592 et 0.604. Cela semble cohérent puisqu’on rappelle que L.count(1)/m calcul la fréquence
des 1 dans la liste L, a savoir estime la probabilité qu’il faille 1 génération pour que la population
s’éteigne, ou encore u; = P(X; =0) =1 —p = 0.6 d’apres 11.2

e) Comment ferions-nous, connaissant L, pour estimer la valeur de ug ¢
ug désigne la probabilité que la population soit éteinte a la deuxieme génération. Il suffit donc,
en appelant la fonction TempsExtinction(p,m), de dénombrer au sein de la liste L, les 1 et les
2 puisque, si la population est éteinte des la premiere génération, alors elle sera éteinte a la se-
conde... Soit :
Conclusion : |uy ~(L.count (1)+L.count(2))/m

f) Ecrire, sans recours & la bibliothéque numpy une fonction moyenne (L) et ecartType(L) retour-
nant respectivement la moyenne et I’écart-type d’une liste L. A écrire et a vérifier en comparant
avec les résultats de np.mean() et np.std()...

Lequel de ces deuz résultats vous semble le plus probable lorsque p = 0.4 ¢ m1 = 2.35 et s1 = 2.67
oum2=14.25 et s2=3.24 2 On a montré précédemment que u; = P(X; = 0) = 0.6 et on peut
calculer que ug = f(uy) = 0.744.

Il y a donc 60% de chances que la population soit éteinte au bout d’une génération et 74% de
chances qu’elle soit éteinte au bout de 2 génération. On peut donc juger plus probable que la
population s’éteigne en moyenne en un peu plus de 2 génération (ml), plutét qu’en un peu plus
de 14 générations (m2).
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Partie III : Le cas particulier p > 1/2

Nous nous plagons désormais dans le cas p > 1/2. Sous cette condition, la probabilité que la population
s’éteigne n’est plus nulle et on peut imaginer qu’elle peut converger vers un état stable ou bien tendre vers
I’infini.

On donne la fonction génératrice gx de la variable aléatoire X définie par :

VEER, gx(t) = Y P(X =k)t*
keX ()

@ Ecrivons une fonction python tailleMoyenne(n,p,m) permettant de calculer en fonction de p le
nombre moyen d’individu a la génération n lors de la répétition un nombre m de fois (supposé grand)
du processus de reproduction a partie d’une bactérie :

def tailleMoyenne(p,n,m):
# retourne la taille moyenne & la generation n
# dans le cas ol p > 1/2 (on n’est pas slir que la population s’éteigne).
S =0
for k in range(m):
P = simulPopulation(p,n)
S += P[-1]
return S/m

En tragant les valeurs obtenues pour n allant de 1 a 20 on obtient les tailles moyennes ci-dessous.

Quelle conjecture pouvons-nous faire ? Que la population, en moyenne tend vers I'infini & la maniére
de n?...

Taille de la population

40

35 4

30+

25 4

20+

15

10 +

t T T
2.5 5.0 75 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Nombre de générations

@ a) Montrons que gx, = f :
Puisque X1(2) = {0,2}, on a par définition,

VEER, gx, () =P(X1 =0)t" + P(X; =2)t2 = 1 — p+pt? = f(t)

Conclusion :

On en déduit que | gy (1) = f'(1) = 2p|.
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b) Pour tout n € N*, déterminons X, () :

> A la génération 1 nous venons de voir que X;(2) = {0, 2}.
A la génération 2, il y a quatre possibilités :
— les deux cellules filles meurent avant de se reproduire et alors (X2 = 0) est réalisé.
— L’une seulement des deux cellules se reproduit avant de mourir et (X3 = 2) est réalisé.
— Les deux cellules filles se reproduisent et (Xo = 4) est réalisé.
donc X5(9Q) = {0,2,4}.

A la génération 3, on trouve par le méme raisonnement que X3(2) = {0,2,4,6,8}
> Supposons que X, (Q) = {0,2,---,2"} = {24,0 < j < 2"} pour n fixé, n > 1.

> alors, a la génération n+1, il y aura aucune bactéries s’il n’y en avait déja plus a la génération
précédente et sinon, chacune des 25 bactéries de la génération n peut se reproduire et donner
naissance a 2 cellules filles, soit mourir sans se reproduire.
Il y aura donc au maximum 2 * (27) = 2! bactéries & la génération n + 1 et chaque valeur
paire comprise entre 0 et 2"+ peut étre atteinte.

> Conclusion : |Vn € N*, X,,(Q) = {2,0 < j <2771}

c) Donnons la valeur de gx, (1) : Il suffit d’écrire que, par définition,
9x,(1) = Y P(X, =Fk). Donc|gx, (1) =1
kEX ()
par définition d’une loi de probabilité.
Justifions la dérivabilité de gx, et déterminons gy (1) ¢
Par définition : gx, (t) = Z P(X,, = k)t* donc, d’aprés ce qui précede :
kEX(Q)
271—1
9x,(t) = Y P(X, = 2j)t¥
j=0
9x,, est donc un polynéme de degré 2" a coeflicients réels.

Ce qui justifie sa dérivabilité sur R.
Par ailleurs :

g (t Z k-P(X, = k)tF!
keX (Q
D’ou

gy (1) Z k-P(X, =)= Y k-P(X, =k) =E(X,)

keX (9 kEX(Q)

Remarque : Ce résultat est d’ailleurs validé par la réponse & la question 7.a) puisque E(X;) = 2p.
d) Montrons que P(x,—j(Xny1 = k) =0 si j impair ou k impair et que, sinon :

Pix,=2j)(Xnt1 = 2k) = <2]j> p*q* = pour tout 0 < k < 2j

Puisque pour tout n € N*, X, ne prend que des valeurs paires, il découle immédiatement que
P(x,—j)(Xn+1 = k) = 0 si j impair ou k impair.
Sinon, sachant qu’a la génération n il y a 25 bactéries, le nombre de bactéries a la génération n+1
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découle du nombre de bactéries qui se sont dédoublées a la génération précédente. Il s’agit de
2j épreuves de Bernoulli indépendantes (puisque les reproductions sont indépendantes) de méme

probabilité de succes « se reproduire » égale a p.

Or, (X,4+1 = 2k) est réalisé signifie que k bactéries de la génération précédente se sont repro-
duites tandis que les autres sont mortes avant de pouvoir le faire. Donc, sachant que (X,, = 2j)
est réalisé, (X, 11 = 2k) dénombre k succes au cours de 2j épreuves de Bernoulli indépendantes.

Il s’agit du modele d’une loi binomiale.

Conclusion : ]P’(angj)(Xn+1 =2k) = (2]%7> pE?I R V0 < k < 2j

Remarque : 11 est par ailleurs clair que (X, 11 = 2k)

Déduisons-en que gx.,, ., (t) = gx, (9x,(t)) et montrons que E(X;41)

D

1€Xn4+1(2)

On a par définition : gx, ,,(t) =

Or, d’apres la formule des probabilités totales, sachant que {(X, = 2;),0 < j < 2”71} est un

systeme complet d’événements :
on— 1

Z Pix, _2J

d’ou, en utilisant la question precedente :

P( n+l — 2k

2] on— 1
an+1 Z Z P *2] Xnt1 = 2k)P(X
k=0 j=0
277,71 2] 2 .
_ o9 J\  k 23 k2k
= P(ang)Z(k> t
j=0 k=0
2n—1
= Y P(X,, = 2)(pt* + )%
7=0
= gx, (pt* +q)
Or, d’aprés la question 7.a) : gx, (t) = pt? + q.
Conclusion : |gx, ., (t) = g9x,(9x, (1))

A la question 7.b) nous avons obtenu que E(X,, 1)

=0sik>2j.

— B(X,)E(X)) :

P(Xpg1 =)t =Y P(Xnp1 = 2k)%.

k=0

Xnt1 = 2k)P(X,, = 2j)

= 2j)t*

21'1,1

Frn g @

=g, ., (1)

Par dérivation d’une fonction composée, nous pouvons écrire :

9%, (1)
Conclusion : ‘E(Xnﬂ) =E(X,)E(X1) ‘

= g%, (t) - g, (9x, (1)) = g, (1)

= 9, (1) - gx, (9x,(1))

Concluons sur lexpression de E(X,,) pour tout n € N* :

D’apres ce qui précede, E(X,41) =

(2p) - E(

Xn), Vn € N*.
La suite (E(X,))n>0 est donc une suite géométrique de raison ¢ =

E(Xp) =1 (puisque X = 0 est la variable aléatoire certaine égale a 1...)

Conclusion : ‘Vn e N* E(X,) = (2p)"‘
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Nous avons désormais une bonne idée du comportement de la population bactérienne dans les cas ou
elle ne s’éteint pas. Sa croissance est exponentielle.

® On reprend les notations de la question I1.2 en notant u,, = P(X,, = 0) et on rappelle que :

a)

Upy1 =1 —p+pu?, Vn > 1

Déterminons lim u, et interprétons ce résultat :
n—oo

1—
D’apres la partie I, question 4., dans le cas p > 1/2, la limite de la suite (u,) vaut J
p

1—
La probabilité que la population s’éteigne vaut : e g
p p
Ou encore, la probabilité de I’événement contraire, a savoir : « la population ne s’éteint jamais »
vaut : 1 — g
p

On note pour tout n entier naturel, D, ’événement : « la population disparait exactement a
I'issue de I’étape n ». Montrons que : ¥Yn € N*, P(D,,) = up, — tup—1 :

D,, signifie qu’il y a encore au moins une bactérie a ’issue de I’étape n — 1 et qu’il n’y en a plus
a l'issue de 'étape n.

Donc D, = (X, =0) N (X,—1 #0).

{(Xn—1 # 0),(Xp—1 = 0)} est un systéme complet d’événements, donc par application de la
formule des probabilités totales :

P(X,, = 0) = P((X, = 0) N (X1 # 0)) + P((Xp = 0) N (X = 0))
=0

Ona:P(X,=0)=u,et P(X, =0)N(Xp_1#0)) =P(Dy).
Par ailleurs, P((X,, = 0)N(X,,—1 = 0)) = P(X,,—1 = 0) = up—1 car (X,,—1 = 0) implique (X,, = 0).
Conclusion : ‘Vn e N*, P(D,,) = up, — tp—1 ‘

Soit R I’événement : « la population de bactéries finit par s’éteindre ».
+0o0

Justifions le fait que R = U D,, : Il suffit de dire que la population s’éteint si, et seulement si,

n=1
elle s’éteint au moins une fois exactement a l'issue de ’étape n ou n € N*,

Des lors, la probabilité que la population de bactérie s’éteigne vaut : P(R) = P( U D,)

Les événements D,, sont deux a deux imcompatibles, donc par o-additivité :

9] +o0
ZIP’(Dn) converge et ZIP’(Dn) =IP( U D) =
n=1 n=1

Mais P(D,,) = uy, — up—1. Il s’agit donc d’une série télescopique :
n

Pour tout n € N*, on consideére la somme partielle et on pose S,, = Z(uk — Uk_1) = Up — Up.
k=1
Or up = P(Xop = 0) =0, donc S,, = uy,.
Et comme lim u, = q/p, on en déduit que lim S, = q/p.
n—oo n—oo

Conclusion : ‘La probabilité que la population s’éteigne vaut q/p‘
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