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Devoir surveillé 1 : Suites

numériques et fonctions

Le sujet se compose d’un exercice et d’un problème. Dans ce dernier, les questions ne sont pas de
difficultés croissantes et on prendra soin de lire l’ensemble du sujet avant de commencer à composer.
On pourra, à titre indicatif, consacrer 20 mn à l’exercice, 60 mn au problème et 10 mn à la relecture.
Il sera tenu compte de la présentation et en particulier de l’encadrement des résultats.
L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé au cours de l’épreuve.

Exercice :

Soit a un réel strictement supérieur à 0.
On considère la suite (un) définie par :

un+2 = un+1 + anun, ∀n ∈ N, avec u0, u1 ∈ R∗+

À Étudier les variations de la suite (un).

Á ∀a ∈ [1,+∞[, prouver que lim
n→∞

un = +∞

Â On suppose désormais que a ∈]0, 1[.

a) Écrire une fonction Python calcul_U(a,n,u,v) retournant la valeur de un pour les para-
mètres d’entrée qui sont respectivement le réel a, l’indice n du terme calculé et les valeurs
réelles u et v des premiers termes u0 et u1 de la suite.
0 N.B. : On ne demande pas de retourner la liste [u0,u1,...,un] mais bien un.

b) Écrire une fonction Graphe_U(a,n,u,v) permettant de visualiser les variations de la suite
(un) de u0 à un.

c) Montrer que pour tout entier naturel non nul : un+2 ≤ un+1(1 + an).

d) Montrer que pour tout x ∈ R+, 1 + x ≤ ex.

e) En déduire la convergence de la suite (un)
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Problème :

Soit t un réel strictement positif.
On définit la suite (xn)n∈N par la donnée de x0 = t et la relation de récurrence :

∀n ∈ N, xn+1 =
√
xn

1. a) Soit g la fonction définie sur R+ par g : x 7−→
√
x− x. Étudier le signe de g.

b) Montrer que si t ≥ 1, on a : ∀n ∈ N, 1 ≤ xn+1 ≤ xn. En déduire que (xn)n∈N converge et
déterminer sa limite.

c) Etudier (xn)n∈N lorsque t < 1.

On considère également les deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N définies respectivement par :

∀n ∈ N, un = 2n(xn − 1) et vn = 2n

(
1−

1

xn

)
=

un

xn

2. Exprimer, pour tout n ∈ N, un+1 − un en fonction de xn+1. En déduire le sens de variation de
la suite (un)n∈N.

3. Déterminer de même le sens de variation de (vn)n∈N.

4. Montrer que pour tout n ∈ N, un − vn ≥ 0.

5. Montrer que les suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont convergentes.

6. Déduire alors de la question 1. que (un)n∈N et (vn)n∈N ont la même limite qu’on notera L.

7. Pour tout n ∈ N, donner un encadrement de L à l’aide de un et vn. En déduire que pour tout
réel t strictement positif, on a :

1−
1

t
≤ L ≤ t− 1

L est un nombre réel dépendant de la donnée de x0, c’est-à-dire de t.
Nous pouvons alors considérer la fonction f définie sur R∗+ par f(t) = L.

8. Écrire une fonction Python estimef(t) qui retourne une valeur approchée à 10−3 près de L
pour tout valeur de t ∈ R∗+.
Indiquer comment tracer le graphe de cette fonction sur l’intervalle [0.1, 5] grâce à Python.

Pour tout t > 0 et tout n ∈ N, nous poserons : xn(t) = xn ; un(t) = un ; vn(t) = vn pour
indiquer que ces réels dépendent aussi de t.

9. Déterminer f(1).

10. Déterminer par encadrement :

lim
t→1

f(t)

t− 1

En déduire que f est dérivable en 1 et donner f ′(1).
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11. a) Montrer que :

∀t1 ∈ R∗+, ∀t2 ∈ R∗+, ∀n ∈ N, xn(t1 · t2) = xn(t1) · xn(t2)

b) En déduire :

lim
n→∞

(un(t1 · t2)− un(t1)− un(t2))

c) Donner une relation entre f(t1 · t2), f(t1) et f(t2).

12. a) Montrer que, pour tout t réel strictement positif et tout réel h tel que t+h soit strictement
positif, on a :

f(t + h)− f(t) = f

(
1 +

h

t

)
b) Donner un développement limité à l’ordre 1 de f au voisinage de 1. En déduire que f est

dérivable sur R∗+ et déterminer f ′(t) pour tout t ∈ R∗+.

c) En justifiant votre réponse, exprimer la fonction f à l’aide de fonctions usuelles. Donner
alors le moyen de valider l’estimation de f proposée à la question8.

13. Montrer que pour tout entier naturel n, xn(t) = t
1
2n . Retrouver alors directement le résultat de

11.c).

- FIN -

3 / 3


